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Vorwort 

Der  wichtigste  Zweig  der  mathematischen  Wissenschaft  ißt  ohne 
Zweifel  der,  welcher  die  Möglichkeit  ausnutzt,  die  Zahlen  beliebig  zu- 
nehmen oder  abnehmen  zu  lassen  und  mit  Bezug  auf  die  zwischen 
ihnen  stattfindenden  Relationen  ein  System  analytischer  Verfahrungs- 
weisen  aufbaut,  die  für  die  Erforschung  der  geometrischen,  sowie  der 
mannigfachsten  Naturerscheinungen  so  nutzbringend  sind.  Es  ist  das 
die  sogenannte  Infinitesimalrechnung.  Sie  soll  in  diesem  Buche, 
welches  zunächst  für  meine  Schüler  bestimmt  war,  in  elementarer 
Weise  entwickelt  werden  auf  der  sicheren  Grundlage  der  alge- 
braischen Analysis,  deren  Hauptlehren  ich  hier  auseinandersetze. 
Ich  nehme  dabei  auch  Rücksicht  auf  den  (parallellaufenden)  Kursus 
der  analytischen  Geometrie.  Über  die  Prinzipien,  auf  die  ich  bei 
meinem  Unterricht  nicht  so  viel  Gewicht  lege  wie  auf  die  Anwen- 
dungen, kann  sich  der  Leser,  der  es  wünscht,  in  ausgezeichneten 
Werken,  wie  denen  von  Lipschitz,  Dini,  Hermite,  Weber,  Stolz, 
Genocchi,  Peano,  Tannery,  Jordan,  d'Arcais,  Arzelä  u.  s.  w. 
eingehender  unterrichten.  Ich  führe  ihn  hier  schnell  und  sicher  zu 
einer  großen  Ernte  analytischer  und  geometrischer  Tatsachen. 

Dem  Herrn  Verleger  B.  G.  Teubner  bin  ich  sehr  dankbar  für 
seine  für  mich  sehr  schmeichelhafte  Aufforderung,  die  Übersetzung 
meines  Buches  zu  gestatten.  Zugleich  fühle  ich  die  Verpflichtung, 
meinem  verehrten  Kollegen  an  der  Universität  Greifswald,  Professor 
G.  Kowalewski,  öffentlich  den  lebhaftesten  Dank  auszusprechen  für 
die  bewundernswürdige  Art,  in  der  er  diese  Übersetzung  ausgeführt  hat. 
Ich  verspreche  mir,  daß  seine  und  meine  Bemühungen  ihren  Lohn  in 
einer  guten  Aufnahme  des  Buches  bei  der  mathematischen  Jugend 
Deutschlands  finden  werden,  für  die  allein  das  Buch  bestimmt  ist. 
Wir  bieten  es  ihr  dar  als  eine  Sammlung  von  Übungsaufgaben  im 
Rahmen  einer  (wenn  auch  nicht  erschöpfenden)  Darstellung  der  wich- 
tigsten Teile  der  algebraischen  Analysis  und  der  Infinitesimalrechnung. 

Universität  Neapel,  1902.  „    _    , 
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Theorie  der  Determinanten. 

Die  Substitutionen. 

1.  In  der  elementaren  Algebra1)  werden  die  Permntationen 
behandelt^  die  man  mit  n  Elementen  bilden  kann,  und  man  beweist 
dort,  daß  ihre  Anzahl  gleich  n!,  d.  h.  gleich  dem  Produkt  der  n 
ersten  ganzen  Zahlen  ist.  Eine  von  ihnen,  die  beliebig  gewählt  ist, 
werde  im  Unterschied  zu  allen  andern  als  die  Hauptpermutation 
bezeichnet.  Wenn  zwei  Elemente  in  einer  beliebigen  Permutation  in 
umgekehrter  Reihenfolge  wie  in  der  Hauptpermutation  stehen,  so  sagt 
man;  daß  sie  eine  Inversion  bilden.  Am  größten  ist  die  Zahl  der 
Inversionen  bei  der  inversen  Permutation,  welche  man  erhält; 
wenn  man  die  Hauptpermutation  umgekehrt  schreibt.  In  diesem  Falle 
liefert  in  der  Tat  jedes  Paar  von  Elementen  eine  Inversion:  die  Ge- 
samtzahl der  Inversionen  ist  \n(n—  1).  Um  die  Zahl  der  Inversionen 
in  einer  beliebigen  Permutation  zu  bestimmen;  braucht  man  nur  nach- 
zuzahlen; wie  viele  Inversionen  jedes  Element  mit  den  darauffolgenden 
bildet,  und  alle  so  erhaltenen  Zahlen  zu  summieren.  Wir  werden  uns 
künftig  die  Elemente  durch  die  n  ersten  ganzen  Zahlen  dargestellt 
denken  und  1  2  3  ...  n  als  Hauptpermutation  annehmen.  Alsdann 
ist  die  Zahl  der  Inversionen;  zu  welchen  ein  Element  Veranlassung 
gibt,  gleich  der  Anzahl  der  kleineren  Elemente,  welche  in  der  be- 
trachteten Permutation  auf  dasselbe  folgen.  Eine  Permutation  heißt 
von  der  ersten  Klasse  oder  gerade,  wenn  die  Zahl  ihrer  Inversionen 
gerade  ist;  und  von  der  zweiten  Klasse  oder  ungerade  in  dem  ent- 
gegengesetzten Falle.  So  ist  z.  B.  die  Permutation  465187293  gerade; 
weil  sie  3  +  4  +  3  +  3  +  2+1,  d.  h.  16  Inversionen  aufweist. 

1)  Vgl.  Baltxer,  Elemente  der  Mathematik,  2.  Teil,  §  24. 
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2.  Wenn  eine  Permutation  in  zwei  Teile  /.erlegt  ist,  so  nl  u 
mit  Rücksicht  auf  spätere  Anwendungen  nützlich  nach  der  Anzahl 
der  Inversionen  zu  fragen,  welche  die  Elemente  des  ersten  Teils  mit 
denen  des  zweiten  bilden.  Sind  is,  /,.  ii,  .  . .,  it  die  Elemente  der 
ersten  Teilnermutation,  in  aufsteigender  Reihe  geordnet,  so  kmin  i. 
nur  mit  1,  2,  3 ...,  (',  —  1  Inversionen  bilden.  Von  diesen  Elementen 
sind  aber  diejenigen  auszuschließen,  welche  nicht  der  zweiten  Teil- 
permutation  angehören,  also  t,,  ij,  . . .,  ir_l.  Mithin  ist  die  Anzahl 
der  von  iT  herrührenden  Inversionen 

ir  _  l  _  (r  _  l)  =,  ir  _  r 

und  demnach  die  Gesamtzahl   der  Inversionen,   welche   die  Elemente 

der  ersten  Teilpermutation  mit  denen  der  zweiten  bilden, 

((,  -  1)  +  (f,  -  2)  +  ■  -  -  +  (i,  -  v)  =  il  +  i,  +  ■  ■  ■  +  ir  -  i  v  (v  +  1 ). 

3.  Die  Operation,  durch  welche  man  von  einer  Permutation  zu 
einer  andern  mit  denselben  Elementen  übergeht,  heißt  Substitution. 
Um  einen  solchen  Übergang  zu  vollziehen,  ersetze  man  zunächst  irgend 
ein  Element  a  durch  dasjenige  Element  ß,  welches  in  der  zweiten 
Permutation  denselben  I'latz  einnimmt  wie  a  in  der  ersten;  darauf 
lasse  man  an  die  Stelle  von  ß  in  der  ersten  l'eniiiibitnni  ÖD  Element  y 
beton,  welches  dadurch  an  den  Platz  gelangt,  der  ihm  in  der  zwiten 
Permutation  entspricht,  n,  a.  w.  Führt  man  in  dieser  Weise  fort,  so 
kommt  man  notwendig  zu  einem  Element  A,  an  dessen  Stelh-  «  BD 
setzen  ist.  Diese  Kette  von  Versetzungen  bezeichnet  mau  mit.  dem 
Symbol  I a  ß  y  . . .  X),  welches  man  einen  Cvklus  nennt.  Wenn 
ein  einziger  Cyklus  nicht  Imstande  ist  die  Modifikationen  zu  er 
schöpfen,  welche  nötig  sind,  um  die  gewünschte  Permutation  zu  et- 
halten,  so  sucht  man  irgend  ein  andres  Element«',  welches  noch  Uflfat 
an    seinem    Platze  steht,    und   es   beginnt  dann   eine   neue   Kette   von 

ISga  («'  ß'  y  ■  ■  ■  *•')■  Eiihrt  man  so  fort,  bis  alle  Elemente 
erschöpft  sind,  die  nicht  an  ihrer  Stelle  bleiben,  so  hat.  man  schließ 
lieh  die  betrachtete  Substitution  vollzogen.  Jede  Substitution  Iiilii 
sich  also  in  folgender  Weise  darstellen: 

(« 0  y . . .  a>  («' 0' / . . .  r)  («" /r /' ■  -  ■  n  . . . 

Will  man  z.B.  von  der  Permutation  L8S4S6789  zu  der  folgenden 
165187393  übergeben,  so  muß  mun  die  Substitution  lUliT  I 
ausführen. 

I.  Eine  zirkuläre  Substitution  ist  eine  solche,  die  aus  einem 
einzigen  f'ykins  besteht.  Enthält  der  L'vklus  insbesondere  nur  zwei 
Elemente,  so  wird  die  Substitution  als  eine  Transpusition  bsMKihBSl 
und  besteht  einfach  m  der  Vertauschung  der  beiden  Elemente.  Die 
Wirkung    einer    zirkulären    Substitution    mit   n    Elementen    läßt,    sich 
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dadurch  veranschaulichen,  daß  man  die  Elemente  gleich  weit  voneinander 
in  einem  bestimmten  Sinne  auf  einem  Kreise  verteilt  und  diesen  dann- 
um    den   Mittelpunkt    eine  Drehung   um    den 

Winkel  —    in    entgegengesetztem   Sinne   aus- 
führen laßt  (Fig.  1). 

5.  Jede  Substitution  ist  in  Trans- 
positionen zerlegbar.  In  der  Tat  haben 
wir  gesehen,  daß  jede  beliebige  Substitution 
in  zirkuläre  Substitutionen  zerlegbar  ist,  und 
man  überzeugt  sich  leicht,  daß  jede  einzelne 
von  diesen  ihrerseits  in  Transpositionen  zer- 
legbar   ist;    denn    eine    zirkuläre    Substitution 

mit  den  Elementen  a,  ß,  y,  . . .,  I  ausführen  bedeutet  soviel,  als  a  der 
Reihe  nach  mit  den  andern  Elementen  transponieren.  Dies  drückt 
sich  in  der  Formel  aus 

(«/^...l)-(«ß(ay). ..(«!). 

6.  Die  Klasse  einer  Permutation  ändert  sich  bei  jeder 
Transposition.  Dieser  Satz  liegt  auf  der  Hand,  wenn  die  beiden 
Elemente,  welche  transponiert  werden,  benachbart  sind.  In  diesem 
Falle  wird  in  der  Tat  durch  die  Transposition  eine  Inversion  geschaffen 
oder  eine  zerstört,  und  die  Gesamtzahl  der  Inversionen  ändert  ihren 
Qeradheitscharakter1).  Es  wird  also  genügen  zu  zeigen,  daß  jede  Trans- 
position mit  einer  ungeraden  Anzahl  von  Transpositionen  benachbarter 
Elemente  äquivalent  ist.  Wenn  nun  aber  zwischen  a  und  ß  sich 
v  Elemente  befinden,  so  läßt  sich  die  Transposition  (ccß)  dadurch  be- 
werkstelligen, daß  man  a  hinter  jedes  dieser  v  Elemente  bringt,  darauf 
a  und  ß  miteinander  vertauscht  und  endlich  ß  der  Reihe  nach  vor 
jedes  der  v  Elemente  bringt.  Auf  solche  Weise  führt  man  2v  +  1 
Transpositionen  mit  benachbarten  Elementen  aus,  d.  h.  (aß)  ist  immer 
mit  einer  ungeraden  Anzahl  derartiger  Transpositionen  äquivalent. 

7.  Es  ist  leicht  zu  erkennen,  daß  es  ebensoviel  gerade  Permu- 
tationen von  n  Elementen  gibt  wie  ungerade.  In  der  Tat, 
wenn  man  in  allen  Permutationen  von  n  Elementen  zwei  bestimmte 
Elemente  transponiert,  so  reproduzieren  sich  die  n!  Permutationen  in 
veränderter  Reihenfolge.  Dabei  verwandeln  sich  aber  die  geraden 
Permutationen  in  ungerade  und  die  ungeraden  in  gerade.  Es  muß 
also  notwendig  die  Zahl  der  einen  gleich  derjenigen  der  andern  sein. 

8.  Aus  §  6  ergibt  sich  auch,  daß  eine  Permutation  bei  Aus- 


1)  Wir  sagen:  „Zwei  Zahlen  haben  denselben  Geradheitscharakter11,  wenn 
sie  beide  gerade  oder  beide  ungerade  sind. 

1* 
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gerade  oder  ungerade  ist,  in  welche  die  genannte 
tution  sich  zerlegen  läßt.  Hieraus  folgt,  daß  eine  Substitution 
entweder  immer  mit  einer  geraden  oder  immer  mit  ehier  ungeraden 
Anzahl  von  Trans  Positionen  äquivalent  ist,  und  man  gelangt  so  zur 
Einteilung  der  Substitutionen  in  gerade  und   ungerade. 

9.  Die  Darstellung  durch  Cyklen  hat  neben  verschiedenen  andern 
Vorlügen  auch  den,  daß  sie  sofort  erkennen  läßt,  ob  die  Substitution 
gerade  oder  ungerade  ist.  In  der  Tat,  wenn  die  v  Cyklen  einer  Sub- 
stitution »i  Elemente  enthalten,  während  n,  die  Zahl  der  Elemente 
des  r-ten  Cyklus  sein  möge,  so  ist  die  Substitution  auf  Grund  von 
§  5  äquivalent  mit 

(«,- 1) +(«,- 1)+ ■  ■■ +(«,-i)-.-. 

Trauspositionen.  Mau  kann  demnach  sagen,  daß  eine  Substitution 
gerade  oder  ungerade  ist,  je  nachdem  die  Anzahl  ihrer 
Cyklen  denselben  oder  einen  andern  Geradheitscharakter 
hat  wie  die  Anzahl  der  Elemente,  welche  in  den  ge- 
nannten Cyklen  enthalten  sind.  So  ist  z.  B.  die  Substitution 
(14) (726) (8689)  gerade,  da  die  Anzahl  ihrer  Cyklen,  niin.li.  ],  ?,. 
ungerade  ist  wie  '.',  die  Anzahl  der  in  den  Cyklen  enthaltenen  Ele- 
mente. 

10.  Jede  gerade  Substitution  ist  in  zirkuläre  Substi- 
tutionen von  drei  Elementen  zerlegbar.  Da  sieh  jede  gerade 
Substitution  in  Paare  von  Transpositionen  zerlegen  laßt,  so  genügt 
es  zu  zeigen,  daß  ein  Paar  von  Trans  Positionen  immer  mit  einer  oder 

mehreren   /.ukuhuvu  Substitutionen   von  drei  Elementen  üquiv.. 

Nun    hat    man    aber,    wenn    die   Transpositionen    ein    Element  gemein 

haben,  sofort 

ferner  kann    man   unter   Benutzung  dieser  Bemerkung  schreiben 

{«ß)  (yd)  -  (tcß)  («y)  (y«)  (yö)  -  (ußy)  (yi  i  . 

and  das  Theorem  ist  bewiesen.  Man  bfltnarke,  d«ü  umgekehrt  eine 
Substitution,  die  sieh   in  zirkuläre  m    drei    Elementen 

zerlegen  läßt,  notwendig  gerade  ist,  weil  dies  von  allen  Snüntitutimien 
gilt,  aus  denen   IM  BMMDIMOgtMM  '-' 


§11 
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welches  m  Reihen  von  n  Zahlen  enthält,  nennt  man  eine  Matrix. 
Man  unterscheidet  die  quadratische  Matrix  von  der  rechteckigen, 
je  nachdem  m  =  n  oder  m^n  ist.  Eine  Determinante  ist  die 
Entwickelung  einer  quadratischen  Matrix  nach  einem  Gesetz,  welches 
wir  sogleich  erklären  werden.     Wird 


D  = 


an   al2  ...  aln 


o^   aM  ...  a2n 


I    anl    an2    •  •  •    ann  ; 

gesetzt,  so  heilst  die  Zahl  n  die  Ordnung  der  Determinante  D,  und 
man  erhält  den  Wert  von  7),  indem  man  alle  Produkte  summiert, 
die  sich  aus  n  Elementen  der  Matrix  derart  bilden  lassen,  daß 
jeder  Horizontalreihe  und  jeder  Vertikalreihe  nur  ein  Element 
entnommen  wird.  Ferner  ist  jedem  Produkte  das  Vorzeichen  + 
oder  —  zu  geben,  je  nachdem  die  beiden  Permutationen,  welche  von 
den  Indices  der  Horizontalreihen  und  der  Vertikalreihen  gebildet 
werden,  zu  derselben  Klasse  oder  zu  verschiedenen  Klassen  gehören. 
Sind  mit  andern  Worten  fj,  i2,  . .  .,  in  und  ju  j%}  . .  .,  jn  zwei  beliebige 
Permutationen  der  n  ersten  ganzen  Zahlen,  so  hat  man 


#=^(-1)r+\>1  Vf«f 


3^8 
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ln*n  } 


wobei  r  und  s  bezüglich  die  Anzahlen  der  Inversionen  in  den  be- 
trachteten Permutationen  bedeuten.  Um  diese  Definition  zu  recht- 
fertigen, ist  die  Bemerkung  notwendig,  daß  das  Vorzeichen  eines 
jeden  Gliedes  dasselbe  bleibt,  wenn  man  die  Reihenfolge  der  Faktoren 
ändert.  In  der  Tat  zieht  jede  mit  den  a  vorgenommene  Substitution 
die  gleiche  bei  den  i  und  bei  den  j  nach  sich,  so  daß  die  Permu- 
tationen t]  t s  . .  .  in  und  jt  j9  . . .  jn  gleichzeitig  ihre  Klasse  wechseln 
oder  beibehalten.  Mit  anderen  Worten:  Die  Zahlen  r  und  s  ändern 
oder  bewahren  gleichzeitig  ihren  Geradheitscharakter,  und  r  +  s  bleibt 
demnach  immer  gerade  oder  immer  ungerade. 
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§§  12-13 


12.  Um  D  zu  berechnen,  können  wir  also  die  zweiten  Indices 
in  aufsteigender  Reihe  ordnen  und 

D  =^(-  l)rahl  a^  ahZ . . .  ai%% 

setzen.    Noch  kürzer  pflegt  man  zu  schreiben 

D  =2±  «11  <hi  aU  •  •  •  ann  7 

womit  gemeint  ist,  daß  die  ersten  oder  die  zweiten  Indices  auf  alle 
möglichen  Arten  permutiert  werden  sollen,  während  man  dem  Produkt 
sein  Vorzeichen  laßt  oder  ihm  das  entgegengesetzte  erteilt,  je  nach- 
dem die  zugehörige  Permutation  gerade  oder  ungerade  ist.  So  ge- 
hören z.  B.  der  Entwickelung  der  Determinante  die  Glieder 

»11  «W  «83  •  •  •  ann>    (~  1)     anl  ««-1,1  a„-M  •  ■  •  <hn 

m 

an.  Die  Elemente,  aus  welchen  das  erste  von  diesen  Gliedern  zu- 
sammengesetzt ist,  bezeichnet  man  als  Hauptelemente  oder  als  die 
Elemente  der  Hauptdiagonale;  diejenigen,  aus  welchen  das  zweite 
zusammengesetzt  ist,  gehören  der  zweiten  Diagonale  an.  Im 
ganzen  giebt  es  n!  Glieder,  die  eine  Hälfte  mit  dem  Zeichen  +,  die 
andere  mit  dem  Zeichen  — ,  wie  sich  ohne  weiteres  aus  dem  in  den 
§§  1,  7  Gesagten  ergiebt. 

13*   Beispiele.     Die  Determinante  zweiter  Ordnung  ist 

b 


a 


ad  —  bc. 


In  den  Anwendungen  kommt  man  häufig  in  die  Lage,  Determinanten  von 
der  dritten  Ordnung  betrachten  zu  müssen.  Ihre  Entwickelung  ergibt  sich 
leicht  mit  Hilfe  der  Regel  von  Sarrus:  Man  multipliziere  die  Elemente 
miteinander,  welche  in  den  Ecken  jedes  Dreiecks  in  der  Figur  links  liegen 


Fig.  s. 


Fig.  8. 


und  addiere  die  Produkte  zu  dem  Produkt  der  Hauptelemente.  Man  erhält 
auf  diese  Weise  die  positiven  Glieder  der  Entwickelung,  während  sich  die 
negativen  Glieder  in  analoger  Weise  aus  der  Figur  rechts  ergeben: 


§§  13-15 
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=  at  bt  c8  -f  o,  &8  ct  +  a8  ^  %  —  o,  &,  q  —  a,  ^  c8  —  a^  6S  c, . 


Man  beweist  dies  durch  die  Bemerkung,  daß  von  den  Permutationen 
dreier  Elemente  123,  231,  312,  321,  213,  132  die  drei  ersten  gerade, 
die  übrigen  ungerade  sind. 

14.    Aus   der   in  §  11   zu  Grunde  gelegten  Definition  ergeben 

sich  unmittelbar  die  Haupteigenschaften  der  Determinanten.  Denken 

wir  uns  z.  B.,  die  Vertikalreihen  werden  permutiert  derart,  daß  die 
Determinante  sich  in 
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verwandelt.    Nach  dem  in  §  12  Gesagten  erhält  man  die  Ent Wickelung 
der  neuen  Determinante ,  indem  man  die  Summe 


V-JSi-lYa^j    a^  at 


a, 


über  alle  möglichen  Permutationen  der  ersten  Indices  erstreckt. 
Ebenso  läßt  sich  D  entwickeln,  indem  man  den  zweiten  Indices 
die  Reihenfolge  Ju  h>  -  -  •>  J*  erteilt  und  dann  bloß  die  ersten  Indices 
permutiert,  so  daß 

B  Ä  2ir-  *T*\sx  \j,  ■  •  •  \jn  =  (~  W^i-  *)' Vi  V,  •  •  •  V* 

d.  h.  D  =  (—  1)*  D'  ist.  Demnach  ändert  eine  mit  parallelen 
Reihen  ausgeführte  Substitution  den  absoluten  Betrag  der 
Determinante  nicht;  sie  ändert  jedoch  deren  Vorzeichen 
oder  läßt  auch  das  Vorzeichen  ungeändert,  je  nachdem  die 
Substitution  gerade  oder  ungerade  ist.  Im  besonderen  ist  es 
erlaubt  zwei  parallele  Reihen  zu  transponieren,  wenn  man  gleich- 
zeitig das  Vorzeichen  der  Determinante  ändert. 

15.  Eine  andere  bemerkenswerte  Eigenschaft  ist  folgende:  Werden 
alle  Elemente  einer  Reihe  mit  einer  und  derselben  Zahl 
multipliziert,  so  multipliziert  sich  die  Determinante  mit 
dieser  Zahl.  In  der  Tat  enthält  jedes  Glied  der  Entwickelung  ein 
und  nur  ein  Element  von  denen,  die  mit  Je  multipliziert  werden,  und 
es  ist  also  klar,  daß  die  ganze  Entwickelung  sich  mit  k  multipliziert. 
Insbesondere  bemerke  man  für  &=»  — 1,  daß  man  das  Zeichen 
aller  Elemente  einer  Reihe  ändern  darf,  wenn  man  das 
Zeichen  der  Determinante  ändert. 
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16.  Gleich  Null  ist  jede  Determinante  mit  zwei  äqui- 
valenten parallelen  Reihen.  Zwei  Horizontal-  oder  zwei  Vertikal- 
reihen  heißen  identisch  oder  äquivalent,  wenn  die  Elemente  der  einen 
der  Reite  nach  gleich  oder  proportional  denjenigen  der  andern  sind. 
Multipliziert  man  die  Determinante  mit  einem  geeigneten  Faktor,  so 
läßt  es  sich  immer  so  einrichten,  daß  die  beiden  Reihen  identisch 
sind,  so  daß  durch  ihre  Transposition  in  der  gegebenen  Determinante 
nichts  geändert  wird.  Andrerseits  ist  uns  bekannt  (§  14),  daß  sich 
vermöge  der  Transposition  D  in  -  1)  verwandelt.  Es  ist  also  D=  -  D, 
mithin  D  =  0. 

17.  Eine  Determinante  läßt  sich  in  eine  Summe  von  Deter- 
minanten zerlegen,  indem  man  in  analoger  Weise  die  Element*  unn 
und  derselben  Reihe  in  Teile  zerlegt.     Es  ist  z.  B. 


«1    +   «     ",     «3 
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Dies  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  dem  Umstand,  daß  jedes  Glied  der 
Determinante  ehiB  und  nur  eins  von  den  Elementen  enthält,  die  man 
in  Teile  zerlegen  will.  BarflokncbÜgt  man  femer  das  im  vorigen 
Paragraphen  Gesagte,  so  ersieht  man  sofort,  daß  der  Wert  einer 
Determinante  sich  nicht  ändert,  wenn  man  zu  den  Elementen 
einer  Reihe  die  entsprechenden  Elemente  einer  parallelen 
Reihe,  multipliziert  mit  einer  und  derselben  Zahl,  hinzufügt. 
18,  Die  Determinanten,  welche  man  aus  einer  Matrix  •rlililt, 
indem  man  auf  alle  möglichen  Arten  eine  gewisse  Anzahl  von  Hori- 
zontalreihen mit  einer  gleichen  Anzahl  vou  Vertikalreihen  kombiniert, 
heißen  in  jener  Matrix  enthalten.  Große  Determinanten  nennen  wir 
diejenigen,  welche  die  höchste  Ordnung  haben,  Minoren  alle  übrigen. 
Wir  bezeichnen  ferner  als  Rang  einer  Matrix  die  Maxi  mal  Ordnung 
der  nicht  verschwindenden  Determinanten,  welche  in  der  Matrix 
enthalten  sind.     Z.  B.  hat  die  Matrix 

10         c      -  b       b   - 
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denn  Elemente  nicht  «amtlich  verschwinden,  den  R&ng  2,  da  ihre 
großen  Determinanten  gleich  Null  tjad,  ffÜmud  die  in  üir  «ab 
haJtenet)  Determinanten  zweiter  Onhnmg  nicht  sämtlich  verschwinden. 


Minoren. 

19.    Von   den    in    der  Matrix    der    Determinante  D 
Minoren  wollen  wir  einen,  etwa 
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betrachten.  Wenn  ix=jiy  h=h,  •  ••,  \=5V  ^7  so  spricht  man 
Ton  einem  Hanptminor.  Seine  Hauptelemente  gehören  der  Haupt- 
diagonale der  großen  Determinante  an.  Konjugiert  sollen  zwei 
solche  Minoren  heißen,  bei  denen  die  Horizontalreihen  des  einen  die- 
selben Indices  haben  wie  die  Vertikalreihen  des  andern  und  um- 
gekehrt Jeder  Hauptminor  ist  zu  sich  selbst  konjugiert.  Im  be- 
sondern läßt  sich  jedes  Element  als  ein  Minor  von  der  ersten  Ordnung 
ansehen.  Die  Elemente  a{j  und  aj{  sind  konjugiert,  und  jedes  Haupt- 
element aH  ist  zu  sich  selbst  konjugiert. 

20*  Den  Minor  Q  kann  man  sich  dadurch  entstanden  denken, 
daß  in  der  Determinante  D  eine  gewisse  Anzahl  von  Horizontal- 
reihen und  eine  gleiche  Anzahl  von  Vertikalreihen  unterdrückt  wird. 
Werden  dagegen  in  D  diejenigen  Reihen  unterdrückt,  welche  an  der 
Bildung  von  Q  beteiligt  sind,  so  erhält  man  einen  Minor  Qf  von  der 
Ordnung  n  —  v.  Q  und  Q  heißen  komplementäre  Minoren:  Q  ist 
das  Komplement  von  Q'  und  umgekehrt.  Man  bezeichnet  ferner 
als  algebraisches  Komplement  von  Qf  das  gewöhnliche  Kom- 
plement Q,  genommen  mit  seinem  eignen  oder  mit  dem  entgegen- 
gesetzten Zeichen,  je  nachdem  die  Summe  der  Indices  aller  Reihen, 
welche  bei  seiner  Bildung  beteiligt  sind,  gerade  oder  ungerade  ist. 
Mit  andern  Worten:  Während  Q*  als  gewöhnliches  Komplement  Q  hat, 
ist  sein   algebraisches  Komplement  (—  l)a  Q,   wenn   zur  Abkürzung 

*  Ä  h  +  h  H 1-  K  +ii  +h  H \-Jv 

gesetzt  wird.  Man  bemerke,  daß,  wenn  6'  die  analoge  Zahl  für  Q' 
bedeutet,  6  +  ff  die  Summe  der  Indices  aller  Horizontal-  und  aller 
Vertikalreihen  der  großen  Determinante  darstellt,  daß  also 

(1  +  ^  =  2(1  +  2  +  3  + Yn) 

ist.  Daraus  folgt,  daß  6  und  tf  denselben  Geradheitscharakter  haben,  und  es 
muß  demnach  zwei  komplementären  Minoren  ein  und  dasselbe  Zeichen 
erteilt  werden,  um  sie  algebraisch  zu  machen,  d.  h.  das  algebraische 
Komplement  von  Q'  ist  Q  oder  —  Q,  je  nachdem  dasjenige  von  Q 
bezüglich  Qf  oder  —  Qf  ist  Im  besondern  ist  das  algebraische  Kom- 
plement eines  Elements  a{j  nichts  anderes  als  die  Determinante,  welche 
man  aus  D  erhält,  indem  man  die  i-te  Horizontal-  und  die  j-te 
Vertikalreihe  unterdrückt  und  das  Resultat  mit  unverändertem  Vor- 
zeichen oder  mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  nimmt,  je  nach- 
dem i  und  j  denselben  oder  verschiedenen  Geradheitscharakter  haben. 


»,lcl 
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Hilfasatz.  Das  Produkt  eines  Minors  mit  sei  Dem 
algebraischen  Komplement  ist  ein  Bestandteil  der  großen 
Determinante. 

Man  erhält  jedes  Glied  des  Produktes,  indem  man  ein  (Hifid 
von  Q  mit  einem  Glied  von  Q'  multipliziert  und  das  so  erhaltene 
Produkt  noch  mit  dem  Koeffizienten  (—  1)"  versieht  Abgesehen  vom 
Vorzeichen  ist  dieses  Teilprodukt  ein  Glied  von  D,  da  es  aus 
v  -f  [n  —  im  -  i>  Elementen  gebildet  ist.  die  siimtlich  verschiedenen 
Reihen  angehören.  Die  ersten  Indices  bilden  eine  Permutation  der 
Zahlen  1,  2,  3,  ...,  n,  die  in  zwei  Teile  geteilt  ist.  Wenn  diese 
bezüglich  r  und  r  Inversionen  aufweisen,  und  wenn  B  und  4  die 
analogen  Zahlen  für  die  Permutation  der  zweiten  Indices  sind,  so  ist 
das  dem  Produkt gliede  erteilte  Vorzeichen  gegeben  durch 

Wir  wollen  zeigen,  daß  dies  gerade  ilas  Zeichen  ist,  welches  dem 
Produktgliede  zukommt,  wenn  man  es  als  zu  der  großen  Determinante 
gehörig  betrachtet.  Die  Zahl  der  Inversionen  in  der  Permutation  der 
ersten  Indices  ist  offenbar  gleich  der  Mumme  der  Zahlen  r  und  /  der 
Inversionen  in  den  beiden  Teilpennutatioiien  von  V  und  n  —  v  Elementen 
plus  der  Zahl  e  der  Inversionen,  welche  die  Elemente  der  ersten 
Teilperrantation  mit  denjenigen  der  zweiten  bilden.  Ebenso  ist  die 
Zahl  der  Inversionen  in  der  Permutation  der  /«eilen  Indices  S-f-  s' -(- 17, 
wenn  ij  die  Zahl  der  Inversionen  bedeutet,  welche  die  ersten  v  Ele- 
mente mit  allen  übrigen  bilden.  Das  gesuchte  Vorzeichen  ist  also 
(—  iy+«*+*  +  /+«  +  i>  Andrerseits  haben  wir  gesehen  (§  2),  daß 
*=«'l  +  i1  +  '--  +  i,-ir|>+  1),  *-&+A  +  "-+j;-lv(v+l) 
ist.  Daraus  folgt  e  -f  ij  =  «  -  v  (v  4-  1).  Beachtet  man  also,  daß 
r(i'+  1)  immer  gerade  ist.  so  ergibt  sich 

(_!),.•....-♦.+  ,_(_     ,)~r..,..     ... 

--.  Theorem.  Jede  Determinante  ist  gleich  der  Summe 
aller  in  v  parallelen  Reihen  enthaltenen  Minoren,  multi- 
pliziert  mit  den   bezüglichen   algebraischen   Komplementen. 

Nach  dem  vorhin  Gesagten  gehören  die  durch  diese  Multiplikation 
erliallem  n  Gliedes  der  Determinante  an.  Es  ist  ferner  evident  .  dftfl 
sie  alle  voneinander  verschieden  sind,  und  M  bleibt  nur  zu  zeigen, 
daß  ihre  Anzahl  gerade  mJ  ist,  tun  n  beweisen,  dnß  in  der  \<>- 
trachteten  Determinante,  deren  Ordnung  n  ist,  außer  da 
welche  ans  der  angesehenen  Multiplikation  hervorgehen,  keine  andern 
Glieder  vorkommen  können.  Die  Anzahl  der  Minoren  v-ter  Ordnung, 
welche  aus  den  v  Reihen  gebildet  sind,  ist  offenbar  gleich 
«ihl  der  Kombinationen1)  von  R  Hagen  zu  je  v.     Jeder  von  ihnen 
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besteht  ans  v\  Gliedern,  während  das  zugehörige  algebraische  Kom- 
plement deren  (n  —  v)\  enthält ,  so  daß  man  im  ganzen 

vi  (n  —  v)\  -rz r-.  —  n! 

Glieder  hat 

23.  Folgerung.  Jede  Determinante  ist  gleich  der  Summe 
der  Produkte,  welche  man  erhält,  wenn  man  alle  Elemente 
einer  Reihe  mit  den  bezüglichen  algebraischen  Komple- 
menten multipliziert. 

Mit  andern  Worten:  Wenn  cc{j  das  algebraische  Komplement  von 
atJ  ist,  so  hat  man 

D  -  ait  an  +  a„  a„  +  aiS  ««+••  +  ain  ain 
für  ein  beliebiges  i.    Man  pflegt  kurz  zu  schreiben 

ra=n 

24.  Dagegen  ist  die  Summe  der.  Produkte  aller  Elemente 
einer  Reihe  mit  den  algebraischen  Komplementen  der  ent- 
sprechenden Elemente  einer  beliebigen  andern  parallelen 
Reihe  gleich  Null.    In  der  Tat  stellt  die  Summe 

ail  «jfl  +  ««  «s%  +  »«  «j*  +  ' '  ■  +  *in  «j» 

die  Entwickelung  der  Determinante  D  dar,   nachdem  man  in  ihrer 
Matrix  die  Elemente  a{1,  ai%}  aiS)  . . .   bezüglich   an  die  Stelle  von 

aji>  aj*>  aj*>  *  -  -   Sese^   h**-     Die   so   erhaltene  Determinante   hat 
zwei  identische  parallele  Reihen  und  ist  daher  null  (§  16).    Es  ist  also 

25.  Wir  beweisen  zum  Schluß  eine  andere  wichtige  Formel, 
welche  uns  im  folgenden  häufig  von  Nutzen  sein  wird.  Der  In- 
begriff aller  Glieder  in  der  Entwickelung  von  7),  welche  ein  gegebenes 
Element  art  enthalten,  ist  ar$  ars.  Dies  ergibt  sich  sofort  aus  §  23. 
Jedes  andere  Glied  der  Entwickelung  enthält  immer  ein  Element  der 
r-ten  Horizontalreihe  und  ein  Element  der  s-ten  Vertikalreihe,  beide 
Ton  art  verschieden.  Die  genannten  Elemente  seien  arj  und  ai$.  Sie 
bilden  mit  ar9  und  a{j  den  Minor 


=  aHar*-aLarj> 


welcher   in  der  Entwickelung    von   D    multipliziert    mit    dem    ent- 
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sprechenden  algebraischen  Komplement  a{j  vorkommt  (§  22),  so  daß 


-  a{J  der  Koeffizient  von  ai9  arJ  und 


ist,  wo  man  i  die  Werte  1,  2,  3,  •  •  •,  n,  außer  r,  und  j  die  näm- 
lichen Werte,  außer  s,  zu  erteilen  hat.  Es  ist  ferner  wichtig  zu  be- 
merken, daß  man  atJ  als  das  algebraische  Komplement  von  a{j  be- 
trachten kann,  aber  nicht  in  Z),  sondern  in  ar9. 


Berechnung  der  Determinanten. 

26*  Aus  den  in  den  letzten  beiden  Kapiteln  bewiesenen  Eigen- 
schaften ergeben  sich  Regeln,  welche  eine  gegebene  Determinante 
schnell  zu  berechnen  gestatten.  Indem  man  die  verschiedenen  Reihen 
mit  passenden  Faktoren  versieht  und  eine  von  den  andern  sub- 
trahiert, läßt  sich  erreichen,  daß  alle  Elemente  einer  Reihe  mit  Aus- 
nahme eines  einzigen  null  werden.  Alsdann  reduziert  sich  (§  23) 
die  Determinante  auf  das  Produkt  des  nicht  verschwindenden  Elements 
und  seines  algebraischen  Komplements.  Es  ist  auch  nützlich  zu  be- 
merken, daß  sich  die  Determinante,  wenn  alle  auf  der  einen  Seite 
der  Hauptdiagonale  liegenden  Elemente  verschwinden,  auf  das  Produkt 
der  Hauptelemente  reduziert. 

27.    Übungen,     a)  Den  Wert  der  Determinante 

*       2ab       b* 


D 


(V 

ac  ad  +  bc  bd 
c*        2  cd       <P 


kann  man  erhalten,  indem  man  auf  die  zweite  Vertikalreihe  das  Theorem 
des  §  23  anwendet: 

D  =  _  2ab  •  cd  (ad  -  bc)  +  (ad  +  bc)  (a*d*  -  b%c*)  -  2cd  -  ab  (ad  -  bc). 

Mithin  ist 

D  -  (ad  -  bc)  [(ad  +  bc)1  -  Aabcd]  =  (ad  -  bc)9. 

b)  Es  sei  zur  Berechnung  vorgelegt 


D- 


\a 

b 

c 

d 

d 

a 

b 

c 

c 

d 

a 

b 

b 

c 

d 

a 

Man    addiere    zur   ersten   Vertikalreihe    alle    andern,    ziehe    den    Faktor 


§  27 
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a  +  b  -f-  c  +  d  hervor  und  subtrahiere  dann  die  erste  Horizontalreihe  von 
den  folgenden.     Dadurch  erhalt  man 

i  1  b  c  d 

a  —  b   b  —  c   c  —  d 


D  =  (a  +  b  +  c  +  d) 


labe 
1  d  ab 
1  c  d  a 


=  (a  +  b  +  c  +  d) 


d—b   a  —  c   b—d 
c—b   d—c   a—d 


Addiert  man  in  der  neuen  Determinante  zu  der  ersten  Vertikalreihe  die 
letzte,  zieht  dann  den  Faktor  a  —  b  -f  c  —  d  heraus  und  subtrahiert 
endlich  die  letzte  Horizontalreihe  von  der  ersten,  so  wird  die  neue  De- 
terminante 

1    b—c    c—d 


(a  —  b  +  c  —  d) 


=  (a-b  +  c-d) 


b  —  d     c  —  a 
a  —  c     b—d 


0  a  —  c    b  —  d 

1  d  —  c    a—d 
Mithin  ist 

j)  =  (a  +  b  +  c  +  d)  (a  -  b  +  c  -  d)  [(a  -  c)f  +  (b  -  e*)*] . 
c)  Wenn  man  in 


D  = 


a  b  c  d 
bade 
c  d  a  b 
d  c  b  a 


zur  ersten  Vertikalreihe  alle  andern  addiert,  so  sieht  man  sofort,  daß  die 
Determinante  D,  welche  offenbar  gleich  einem  Polynom  vierten  Grades  in 
a,  6,  c,  d  ist,  den  Faktor  a  -f-  b  +  c  -f-  d  hat.  Wenn  man  vor  Aus- 
führung der  angegebenen  Operation  die  Vorzeichen  der  Elemente  in  den 
letzten  beiden  Vertikalreihen  und  in  den  letzten  beiden  Horizontalreihen 
umkehrt,  so  erhalt  man  den  Faktor  a  +  b  —  c  —  d,  und  in  analoger 
Weise  findet  man  die  Faktoren  a  —  b  +  c  —  d,  a  —  b  —  c  +  d.  Da  D 
vom  vierten  Grade  ist,  so  kann  es  sich  von  dem  Produkt  dieser  vier 
Faktoren  nur  um  einen  Zahlenfaktor  k  unterscheiden,  dessen  Wert  man 
berechnet,  indem  man  ein  beliebiges  Glied  des  Produktes,  z.  B.  a4,  mit 
dem  entsprechenden  Gliede  von  D  vergleicht,  welches  offenbar  gleich  a4 
ist,  woraus  sich  k  =  1  ergibt     Mithin  ist 

j)  =  (a  +  b  +  c  +  d)(a  +  b-c-d)(a-b  +  c-d)(a-b-c+d). 

d)    Als    Vandermondesche    Determinante    bezeichnet    man    die 
Determinante 


D 


10,0!*... 

fl,"-1 

1   <%  aS  ,  .  . 

o,— 1 

1    0,0,'... 

<hn~l 

1    «.  *n*  •  • 

■   V1 
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Man  sieht  sofort,  daß  D  ein  Polynom  vom  Grade 

ist.  Wenn  man  a{  =  aj  annimmt,  so  bekommt  die  Determinante  zwei 
identische  Reihen  und  verschwindet  daher.  Das  genannte  Polynom  besitzt 
also  den  Faktor  a4  —  a*.  Betrachtet  man  alle  möglichen  Paare  von 
Indices  i  und  j,  so  erhält  man  \n(n  —  l)  Faktoren  a{  —  üj,  deren 
Produkt  sich  von  D  nur  um  einen  Zahlenfaktor  unterscheiden  kann,  so  daß 

2)  =  Ä(o1~a,)(a1-a8)...(a1-aJ(a,-a8)...(a,--aJ...(aJI-1--all) 

ist  Um  den  Wert  von  k  zu  ermitteln,  genügt  es  zu  bemerken,  daß 
dies  der  Koeffizient  des  Gliedes 


o1"-1  o,n-2 


a 


«-i 


in    dem   durch  Multiplikation    erhaltenen  Polynom  ist,    während    dasselbe 
Glied,  wie  man  sieht,  aus  den  in  der  zweiten  Diagonale  von  D  liegenden 

Elementen  gebildet  werden  kann  und  in  D  als  Koeffizienten  (—  l)'"("~ 

haben  muß.     Mithin  ist   k  =■  (—  l)»"^"  '•    Man  pflegt  kurz  zu  schreiben 

(-  l)in{n-1} H (ar  -  ar+1)  (ar  -  *r+s)  . . .  (ar  -  «„). 


D 


Es  ist  ferner  evident,  daß  man  auch  schreiben  kann 


D  =  JJ(ar  +  l  -  ar)  (ar+2  -  <*r)  •  •  •  (an  ~  ar)' 


r=l 


e)  Andere  Determinanten  reduzieren  sich  leicht  auf  die  von  Vander- 
monde.     So  ist  z.  B. 


a*  b^  a^ 
at*  bj  a,&2 


-  af  af  aj 


«1      \Oi/ 


*s 


&)' 


und  die  rechte  Seite  kann  man  sofort  ersetzen  durch 
Ebenso  erhält  man 


sin'a  cos2a  sin  a  cos  a 
sin2/3  cos*/3  sin/3  cos/3 
sin'y    cos'y   siny  cosy 


—  sinQS  —  y)  sin(y  —  a)  sin(a  —  ß). 


f)  Mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  Divisionen  und  Subtraktionen  von  Reihen 
oder  auch  durch  ein  analoges  Verfahren  wie  dasjenige,  welches  wir  bei  der 
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Vandermondeschen  Determinante  angewendet  haben,  beweist  man,  daß  die 
Determinante 


«A 

a,6, 

aib»  ■ 

•  «A 

°A 

0,6, 

«A  ■ 

■  ■  «A 

aA 

«A 

<»A  •  ■ 

«A. 

«A 

«A 

«8*.   •• 

•  «A 

den  Wert 


«A  (°A  -  <hh)  M*  -  <h\)  •  •  •  («A-i  ~  «„- A) 


hat. 


g)  Es  sei 


D 


'  C^    X    X 

.  .  .    X 

x  at  x 

.  .  .    X 

X    X   Os 

•     •     •       Js 

XXX 

...  an 

Von  allen  Vertikalreihen  subtrahiere  man  die  letzte.     Dann  kommt 


D 


*1- 

X 

0 

0 

•    •    • 

X 

0 

«* 

— 

X 

0 

•    •    • 

X 

0 

0 

«s 

— 

Jü       •     •     • 

X 

x  —  an  x  —  an  x  —  an  . .  .  an 


Zieht  man  jetzt  aus  den  Horizontalreihen  die  Faktoren  Oj  —  x,  Oj  —  x,  ..., 
au  —  x,  so  sieht  man,  daß  2>  das  Produkt  von  (c^  —  x)  (fy  —  x)... (an  —  x) 
mit  der  Determinante 


10  0... 
0  1  0  .  .  . 
0       0        1      .  .. 


x 


ax  — x 


x 


a,  — x 

X 

a,  —  x 


-  1   -  1    —  1   ..  . 


an-x 


ist.     Diese  verwandelt  sich,  wenn  man  alle  Horizontalreihen  zu  der  letzten 
addiert,  in  i 
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1     0  ... 
0     1   ... 


x 


C^  —  X 

X 
O,  —  X 


0     0...  —*—  + 


X 


an-x^  j£j  ar 


x 


Die  unter  den  Hauptelementen  stehenden  Elemente  sind  sämtlich  null, 
und  die  letzte  Determinante  reduziert  sich  daher  auf  das  Produkt  der 
Hauptelemente.     Folglich  ist 


«-1 


D  =  (a1-x)(o,-a!)...(a,-,)(-^  +  2,oT*x) 

1 

-  «fo  -  *)  (o,  -  x)  . . .  (a,  -*)(!■  +  jjp^  +  ^+-"  +  ä-b) 

h)  Ist  eine  Determinante  D  gegeben,  so  kann  man  leicht  (§  17)  die 
Determinante  D(x)  berechnen,  welche  aus  D  entsteht,  indem  man  zu 
allen  Elementen  x  hinzufugt,  d.  h. 

On  +  x  Oj,  +  x  ...  aln  +  x 

_ ,  N         an  +  xan  +  x...ain  +  x 
D(x) 


<*nl+X    ani+X    '  •'    ann+X 


Die  Determinante,  welche  man  erhält,  wenn  man  nur  die  ersten  Teile 
der  Elemente  nimmt,  ist  D.  Wenn  man  in  der  ersten  Vertikalreihe  nur 
die  zweiten  Teile  der  Elemente  nimmt,  so  findet  man  die  Determinante 


x  a 


18 


x   Oft 


a 


3  m 


X  ant       • •   ann 


*(«11  +«*!  +  •••  +  0« 


Macht  man  dasselbe  für  alle  übrigen  Vertikalreihen,  so  erhält  man  nach 
Addition  das  Produkt  von  x  und  der  Summe  der  algebraischen  Komple- 
mente aller  Elemente  von  D.  Nimmt  man  in  zwei  oder  mehr  Vertikal- 
reihen die  zweiten  Teile  der  Elemente,  so  erhält  man  Determinanten  mit 
identischen  Vertikalreihen,  die  folglich  null  sind.     Es  ist  demnach 


D(x) 


Wenn  im  besondern  in  D  alle  Elemente  außer  den  Hauptelementen 
ai>  #i)  •  •  «t  an  nuU  sind,  so  ist  die  Determinante  a(j  null  für  »+i>  rc~ 
duziert  sich  aber  für  i  ■=»  j  auf  das  Produkt  ihrer  eignen  Hauptelemente, 
d.  h.  auf  D  selbst,  dividiert  «durch  av     Mithin  ist 
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!   X  +  Oj      2  .  .  .    X 

t  x  x-\- Og  .  . .  x 


x 


x  +  at 


=  xclcl  .  .  .  an( 1 1 1 1 ) 

^^  "  \x       o.        a.  a J 


Man  braucht  nur  jedes  a{  in  a{  —  x  zu  verwandeln,  um  das  Resultat  des 
vorigen  Übungsbeispiels  wiederzufinden. 

i)  In  analoger  Weise  berechnet  man  die  Determinante,  welche  man 
erhält,  wenn  man  x  nur  zu  den  Hauptelementen  von  D  addiert.  Wenn 
wir  mit  ar  die  Summe  aller  Hauptminoren  v-ter  Ordnung  von  D  be- 
zeichnen, sehen  wir  sofort,  indem  wir  an  Stelle  derjenigen  Elemente  a{J1 
die  nicht  Hauptelemente  sind,  a{j  +  0  schreiben,  daß 


a%l+x      «12 

flu  <*n  +  x 


l 


am 


an% 


wnn 


+  X 


D  +  £*„_!  +  x*an-t  +  ••  *  +  **"""  1ol  +  xn 


ist. 


j)  Um 


D 


Oq  +  Oi  Oi 

«1 

0 


0  0 

ai  +  <h       <h  ° 


0 


0 


»8       az  +  a4 


0 
0 
0 
0 


0 


0 


0 


0 


•  •  •  «„-1  +  af 


zu  berechnen,  subtrahiere  man  die  erste  Vertikalreihe  von  der  zweiten, 
dann  diese  so  modifizierte  von  der  dritten  u.  s.  w.  Man  wiederhole 
diese  Operationen  mit  den  Horizontalreihen  und  kehre  die  Vorzeichen  in 
allen  Reihen  mit  geradem  Index  um.  Alsdann  nimmt  D  die  Form  der 
vorletzten  Determinante  an,  abgesehen  von  der  Verwandlung  von  x  in  a0. 
Mithin  ist 

b-vh*... *,(£  +  £  +  £  +  ...  +  !). 

k)  Zu  dem  letzten  Resultat  gelangt  man  auch,  indem  man  die  Deter- 
minante nach  den  Elementen  der  letzten  Horizontalreihe  und  der  letzten 
Vertikalreihe  entwickelt  (§  25).  Wird  die  vorgelegte  Determinante  mit  Dn 
bezeichnet,  so  erhält  man  sofort 

Dn  -  (<*„_!  +  an)  Dn_t  -  a*_t  Dn_, . 
Dieser  Relation  läßt  sich  die  Form  geben 

Dn  -  an  Vn-l  =  «*-l  (#„-1  ~  «,-1  ^,-*)' 
C««fcro,  Anftlyiii.  2 
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Ersetzt  man  jetzt  n  durch  n  —  1,  n  —  2,  .  .  .,  4,  3  und  beachtet,  daß 

A-,flo  +  ai>     A  —  öi0»  +  <h<h  +  aoai>     2>f  — 4  2>!  — 44 
ist,  so  findet  man  durch  Multiplikation 

öo«!«!  •  •  •  a«-i 


oder 


2) 


B 


n-l 


a0  Oj  4  . . .  a„       4  4  €4  . . .  an  _  x 

Ersetzt  man   endlich  n  durch  n  —  1,  n  —  2, 
durch  Summation 

Dn  1.1.1 


•    •    • 


,  3,  2,   so  ergibt  sich 


±+1  + 

4  4  4  . . .  an      4       4        4 


+ 


+= 


1)  Als  Eontinuanten  bezeichnet  man  wegen  ihrer  Beziehung  zur 
Theorie  der  Kettenbrüche1)  solche  Determinanten,  deren  Elemente  ver- 
schwinden mit  Ausnahme  der  Hauptelemente  und  derjenigen,  welche  den 
beiden  zur  Hauptdiagonale  parallelen  und  benachbarten  Linien  angehören. 
Diese  haben  den  Wert  1  bezw.  —  1,  während  die  Hauptelemente  be- 
liebig sind.  Wir  werden  mit  (4  4  4  . . .  4)  die  Kontinuante  bezeichnen, 
welche    durch    die    Werte    4,  4,  ...,  4    bestimmt    ist,    die    man    den 


Hauptelementen  erteilt     Es  ist  also 

«1 
-  1 


(«1  «S  «8   •  •  •   an) 


0 


1        0 
4       1 

-1    «3 


•     •      • 


0 
0 
0 


0 
0 
0 


0 
0 


0 
0 


0 
0 


•n-l 


1 


—  1  a. 


Entwickelt  man  diese  Determinante  nach  den  in  den  v  ersten  Vertikal- 
reihen enthaltenen  Minoren  (§  22),  so  erhält  man  leicht 

(1)  («1  «t  •  •  •  O  Ä  («i  «t  •  •  •  ar)  (a,+i  a,+s  •••«•) 

Im  besondern  ist 

(2)  («i«i---«J-ai(«i^---0  +  (^«4  •••  <Ot 

(3)  (44  .  .  .  4)  -  0,(44  .  •  •  a»-i)  +  («i«*  •  •  •  *■-■)• 

Aus  (3)  ergibt  sich  das  Bildungsgesetz  einer  beliebigen  Kontinuante.  Es 
genügt,  in  dem  Produkte  4403  ...  4  auf  alle  möglichen  Arten  alle  Paare 
von  benachbarten  Elementen  fortzulassen.  So  hat  man,  um  (44444) 
zu  bilden,  in  44444  successiv  44,  44,  44,  44?  ferner  44 
und  44,  44  und  44,  44  und  44  fortzulassen.     Man  erhält  dann 

(44444)  —  4°»a3a4a5  +  4a*a3  +  «i^Os  +  «i^0*  +  «s^0» 

+  «i  +  «8  +  05- 


1)  Baltzer,  Elemente  der  Mathematik,  2.  Teil,  §  80. 
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Es  ist  ferner  unter  Beachtung  von  (2)  leicht  zu  erkennen,  daß  man  hat 


•i -(-.).  «i  +  ^--(^-),  «.+ 


(«,) 


Allgemein  ist 


*+  + 


«1   + 


<h  + 


(o,  o,  . . .  aj 


«,+ 


•  +  ^ 


m)   Man  betrachte  im  besondern  die  Kontinuante 

1        1     0  ...  0 

-  1        1     1  ...  0 

0—1     1  ...  0 


0       0    0  ...  1 
Die  Relation  (3)  gibt 

und  zeigt  also,  daß  jedes  Glied  der  Reihe  t*j,  tij,  ua,  .  .  .  gleich  der 
Summe  der  beiden  vorhergehenden  Glieder  ist.  Die  Werte  der  u  sind 
demnach 

1,  2,  3,  5,  8,  13,  21,  34,  55,  89,  144,  233,  ... 

Diese  Reihe  fuhrt  den  Namen  Fibonaccische  Reihe.1)  Sie  besitzt 
interessante  Eigenschaften8),  von  denen  einige  sich  unmittelbar  aus  den  beim 
vorigen  Übungsbeispiel  gemachten  Bemerkungen  ergeben.  Z.  B.  gibt  die 
Relation  (l) 

und  im  besondern  w8y  =  uj  +  uj_i,  d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  von 
zwei  benachbarten  Gliedern  gehört  der  Reihe  an;  u.  s.  w.  Um  den  Wert 
von  un  zu  erhalten,  setze  man 

«-i(l+^6),    p  =  *(l-l/5). 

Es  sind  dies  die  Wurzeln  der  Gleichung  x%  —  x  —  1  =•  0.  Man  erkennt 
sofort,  daß  man  (4)  identisch  befriedigen  kann,  indem  man  un  =-  a an  +  &  ß* 
nimmt,  wobei  a  und  b  unabhängig  von  n  sind.  Diese  Koeffizienten  be- 
stimmt man  mit  Hilfe  der  Anfangsbedingungen  u_x  =  0,  u0  =  l,  welche 
erfordern,  daß 

±  +  1  =  0,     a  +  6-1 


1)  Liber  Abbaci.    Vgl.  die  „Recherches"  von  E.  Lucas,  Bollettino  biblio- 
grafico  di  B.  Boncompagni  (Rom,  1877). 

2)  Vgl.    eine    Mitteilung   von  Lama    an   die  Pariser  Akademie   (Comptea 
renduB,  1814,  p.  867). 

2* 
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ist,  d.  h. 


mithin 


a 


a«  +  i_p»  +  i 


n  a  —  p 


Man    bemerke,    daß   un  auch   die  Glied  er  zahl   einer  Kontinuante  n-ter 
Ordnung  darstellt.     Diese  Zahl  ist  also 


ÄlW-W) 


oder 


p±i+ 


1   /n-f  1 
2» 


Vi 

(w+ !)»(*  — 1) 
12.3 


+  25 


(n  +  1)  n  (n  —  1)  (n  —  2)  (n  —  8) 
12    3    4    6 


+ 


)• 


Um  ihren  ganzzahligen  Charakter  in  Evidenz  zu  setzen,  kann  man  sie  auch 
(§  48,  c)  in  folgender  Weise  ausdrücken 

t       n-1        (n-2)(n-3)       (n - 3) (n - 4)  (n - 6) 


12 


12    3 


Multiplikation  der  Matrioes. 

28.  Es  seien  at>  und  6^  die  Elemente  von  zwei  ähnlichen 
Matrices,  d:  h.  von  zwei  solchen,  die  aus  derselben  Zahl  m  von  Ver- 
tikalreihen und  derselben  Zahl  n  von  Horizontalreihen  bestehen: 


«11   «12  «18 
«21   «22  «28 

•  •  •  «Im 

•  '  •  «2m 

1 

hU  612  618   '  '  •  hm 
hl   ^22   *28   '  •  '  "2m 

«»1  «»2  «»3 

n  m 

"«1  "«2  "«8  •  '  '  hm 

Man  multipliziere  die  Elemente  der  i-ten  Horizontalreihe  der  ersten 
Matrix  mit  den  entsprechenden  Elementen  der  j-ten  Horizontalreihe 
der  zweiten  Matrix  und  addiere  alle  so  erhaltenen  Produkte.  Da- 
durch entsteht  das  allgemeine  Glied 

(5)  c{j  -  anbn  +  aitbj%  +  aiZbJ$  + h  «,,»&,,» 

einer  quadratischen  Matrix  von  n-ter  Ordnung: 

Cjj  cl%  . . .  cln 

/i  ^1   ^22   '  •  '  °in 


Cnl  Cn%  •  '  '  C'%n 


Die    Eigenschaften,    welche   wir    zu   beweisen   beabsichtigen,    haben 
dazu  geführt,  die  Determinante  C  als  das  Produkt  der  beiden  Ma- 


§§  28-29 
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trices  zu  bezeichnen.  Es  folgt  im  besondern  aus  dieser  Definition, 
daß  der  Ausdruck  (5)  das  Produkt  der  i-ten  und  j'-ten  Horizontal- 
reihe der  beiden  Matrices  ist,  da  eine  beliebige  Reihe  von  Elementen 
sich  immer  als  eine  Matrix  mit  einer  einzigen  Reihe  betrachten  läßt. 
Man  bemerke,  daß  die  Multiplikation  der  Matrices  sich  auch  nach 
Vertikalreihen  statt  nach  Horizontalreihen  ausfuhren  läßt,  so 
daß  man  im  Falle  rechteckiger  Matrices  zwei  Produkte  hat.  Wir 
werden   aber  in   kurzem  sehen,  daß  eins   derselben   immer  null   ist. 

29.  Theorem  von  Binet1).  Wir  zerlegen  die  c  in  die  durch  (5) 
gegebenen  Monome  und  behalten  in  der  ersten  Vertikalreihe  von  cn 
nur  das  Glied  a{J  bXj ,  wobei  jt  eine  beliebige  von  den  Zahlen  1,  2, 
3,  •  •  •  m  ist.  Ebenso  nehmen  wir  in  der  zweiten  Vertikalreihe  der  c 
von  ci%  nur  a^,^;  u.  s.  w.  Wir  erhalten  auf  diese  Weise  die 
Determinante 


(6) 


*******       a»hb*h  •    anJnbnJn 


6i>A>,  "mKst 


*****•*'•'*•** 


Die  Summe  aller  analogen  Ausdrücke,  welche  den  verschiedenen 
Weisen  entsprechen,  auf  die  man  die  Zahlen  ji}j9,  .  . .,  jH  unter  den 
m  ersten  ganzen  Zahlen  wählen  kann,  liefert  (§  17)  den  Wert  der 
Determinante  C.  Man  bemerke,  daß,  wenn  zwei  j  einander  gleich  . 
sind,  die  Determinante  (6)  null  ist,  da  sie  zwei  identische  Vertikal- 
reihen besitzt.  Wir  werden  aus  diesem  Grunde  nur  auf  diejenigen 
Determinanten  (6)  Rücksicht  nehmen,  in  welchen  die  Zahlen  jlfjiy..  -,jn 
samtlich  voneinander  verschieden  sind.  Ist  m  <  n,  so  kann  dies  nicht 
eintreten,  und  man  hat  daher  (7  =  0.  Wenn  m  =  n  ist,  d.  h.  wenn 
die  gegebenen  Matrices  zwei  Determinanten  A  und  B  darstellen,  so 
ist  (§  14)  der  Ausdruck  (6)  gleichbedeutend  mit 


(-  l)'&u,  hü  •    •  b»jt 


an  a12  .  . .  aln 
Oj!  o, j  . . .  ain 


anl  an%  '  '  '  ann 


=  (-  \yAbihh%h . . .  bnj, 


wo  s   die  Anzahl  der  Inversionen  in  der  Permutation  jxjt .  .  .  jn  be- 
deutet.    Mithin  ist  (§  12) 

C-AZ(-lYbihbih...bUJ  =  AB. 


1)  In  der  hier  gegebenen  allgemeinen  Form  verdankt  man  das  Theorem 
Cauchy  (Journal  de  l'ficole  polytechnique,  1816). 


Wenn,  endlich  m  >  n  ist,  so  kann  man  daB  letzte  Resultat  auf  jede« 
System  von  n  verschiedenen  Zahlen  anwenden,  die  unter  den  i»  ersten 
ganzen  Zahlen  gewählt  sind,  und  man  erkennt,  daß  C  die  Summe 
aller  Produkte  ist,  welche  entstehen,  wenn  man  jede  große 
Determinante  der  ersten  Matrix  mit  der  Determinante  mul- 
tipliziert, die  ihr  in  der  zweiten  Matrix  entspricht 

SO.  Wenn  im  besondern  die  beiden  Matrices  identisch  sind,  so 
sieht  man,  daß  das  nach  Hnrizontalrcihen  gebildete  Quadrat  einer 
Matrix  von  n  Vertikal-  und  n  Horizontalreihen  verschwindet 
im  Falle  »k<w,  und  daß  es  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
aller  großen  Determinanten  der  Matrix  ist  im  Fall. 
Z.  B.  ist 


alaJas 

■  a* 

■    1  o,"  +  V  +   ■  ■  +  ».'       «A  +  "A  +  '    +°A 

h  K  b, 

••*. 

|oA  +  «A  +   --MA  V+V+      +*.* 

K«.  i*    |  "i".  '      ".".  ' 
™K*.  i     UaI     Im. 

+  fa\  -  a,\Y  +  («A-  «A)'  +  ("A  -  «A)'  +  •  " 

31.  Greift  man  aus  den  Matrices  zwei  neue  mit  nur  v  Horizontal 
reihen  heraus,  so  erkennt  man  sofort,  indem  man  sie  nach  Horizonfal- 
reihen  multipliziert,  daß  ein  Minor,  welcher  in  dem  nach 
Horizontalreihen  gebildeten  Produkt  zweier  ähnlicher  Ma- 
trices A  und  B  durch  zwei  Systeme  von  v  Indices  definiert 
wird,  gleich  dem  Produkt  der  Matrices  ist,  die  in  A  und  B 
durch  diejenenheidenlndicessy  steinen  entsprechenden  Hori- 
zontalreihen gebildet  werden.  Wenn  im  besondern  die  beiden 
Systeme  koinzidieren,  d.h.  wenn  der  Minor  ein  Hauptminor  (§  19)  ist, 
und  wenn  außerdem  A  und  B  koinzidieren,  so  sieht  mau,  daß  im 
Quadrat  einer  Matrix  jeder  Hauptminor  das  Quadrat  einer 
Matrix  ist 

32.  Es  werde  ferner  angenommen,  daß  A  und  U  quadratische 
Matrices  sind,  und  man  betrachte  in  ihrem  Produkt  den  Minor  y',,, 
das  gewöhnliche  Komplement  des  Elements  rt).  Um  y'i}  zu  berechnen, 
muß  man  die  i-te  Horizontal  reihe  in  A  und  die  j-te  in  B  unter- 
drücken und  die  so  modifizierten  Matrices  nach  Horizontalreiheu 
multiplizieren.  Die  großen  Determinanten  in  entffl)  Matrix  erhält 
man,  indem  man  sueeessiv  die  n  Vertikalreihen  unterdrückt.  Sie  sind 
die  gewöhnlichen  Komplemente  «tlf  c^,,  . .  .,  t£a,     In  analoger  Weise 
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kommt  man  bei  der  zweiten  Matrix  auf  die  Determinanten  ß}i9ßjt, . . .,  ßjn, 
und  man  hat  daher  auf  Grund  des  Theorems  von  Binet 

Yu  =  «iiÄi  +  cc'a  ß'j%  +  cc'itßjs  H h  «l»/5>». 

Beachtet  man,  daß  das  algebraische  Komplement  eines  Elements  a{j 

ist,  so  wird  die  letzte  Relation 


r=s» 


r=n 


Vit  =  (~  W+'2  U-  V*'"»-  ("  lY  +  rP'r)  ='2«"hr, 


d.  h. 


r  =  l 


r=l 


y.V  Ä  fllftl  +  «üßj*  +  «i*ßj3  +■"+  «inßjn- 


Wir  sehen  also,  daß  die  algebraischen  Komplemente  von  A,  B,  C 
ebenso  miteinander  zusammenhängen  wie  die  Elemente  selbst. 

33.  Übungen,  a)  Wir  wollen  uns  die  Aufgabe  stellen,  die  Smithsche 
Determinante  zu  berechnen: 

(1,  1)  (1,  2)  (1,  3)  . .  .  (1,  n) 

(2,  1)  (2,  2)  (2,  3)  .  .  .  (2,  n) 

D  -      (3,  1)  (3,  2)  (3,  3)  .  .  .  (3,  ») 

(n,  1)  (n,  2)  (»,  3)  .  . .  (n,  n) 

wo  (i,i)  den  größten  gemeinsamen  Teiler  von  i  und^'  darstellt.  Zuvor 
erinnern  wir  daran,  daß  man  mit  <p(n)  die  Anzahl  der  ganzen  Zahlen 
zu  bezeichnen  pflegt,  welche  zu  n  relativ  prim  und  nicht  größer 
als  n  sind,  und  daß  die  Summe  der  Werte  von  <p(»),  wenn  für  n  der 
Reihe  nach  alle  Divisoren  von  n  gesetzt  werden,  gerade  gleich  n  ist1). 
Daraus  folgt,  daß  sich  (i,j)  als  Summe  aller  Werte  von  <p(n)  darstellen 
laßt,  welche  den  gemeinsamen  Teilern  von  i  und  j  entsprechen.  Es 
ist  also 

(7)    (»ii)  =  «ua>iy(l)  +  a«»a>2gK2H 

wenn  man  a{j  gleich  der  Einheit  oder  gleich  Null  annimmt,  je  nachdem 
i  durch  j  teilbar  ist  oder  nicht  (so  daß  immer  a,j  =  0  ist  für  t  <  j). 
Bei  dieser  Annahme  kommt  q>(v)  in  der  Summe  (7)  nur  vor,  wenn  v 
gleichzeitig  ein  Teiler  von  i  und  j  ist.  Es  folgt  hieraus,  daß  man  in  der 
Relation  (5)  fy*  =»  «^ ?>(.;)»  cij  =  (*if)  setzen  kann,  und  D  ist  daher 
gleich  dem  Produkt  der  Determinante 


1)  Baltzer,  Elemente  der  Mathematik,  2.  Teil,  §  13. 
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§88 


A 


und  der  folgenden 

«ii  vC1)   Ou¥>(2) 
Ä_       «w9>(l)   «m?>(2) 


1  0 

0  0 

1  1 

0  0 

1  0 

1  0 

1  1 

• 

• 

0  1 

• 

•  •  fll* 

q>(n) 

•  •  «I» 

q>(n) 

fl.ivCl)    «»tVi*)  ■■•  a«»9>(») 


A<P  (1)  V  (2)  •  •  •  9>  (») 


Übrigens  reduziert  sich  .4,  da  alle  Elemente  auf  einer  Seite  der  Diagonale 
gleich  Null  sind,  auf  das  Produkt  der  Hauptelemente,  d.  h.  auf  die  Ein- 
heit.    Mithin  ist 

D- „(1)9(2)9(8)...  9(»). 
Dieses  Resultat  kann  man  auch  auf  die  Form  bringen 

,  / 1  \LT-I  /  2  \LTJ  /  4 \L»J  / 6  \H  /wvlÄl 
D~nl\T)       (t)       W       (t)       (ii)       ••■• 

wo  [x]  das  größte  in  x  enthaltene  Ganze  bedeutet  und  2,  3,  5, 
7,  11,  ...  die  Reihe  der  Primzahlen  ist 

b)  Man  bilde   das  Quadrat   der  V an dermond eschen   Determinante 

(§  27,  d).     In  derselben  ist  a^  —  O/""1,  mithin 


wenn 


sp  Ä  V  +  V  +  V  H h  */ 


gesetzt  wird.     Also  hat  die  Determinante 


*0        «1 

** 

•         1 

'•'—  1 

*l      *i 

s» 

• 

•  Sn 

st     st 

»4 

• 

'  '  5«+l 

*»-l5« 

*. 

+  1     '     " 

•  8i*-% 

den  Wert  (oj  —  o,)2  (oj  —  a,)1  (a,  —  a,)1 . . .  (an_t  —  aj1.  Dieser  Aus- 
druck heißt  die  Diskriminante  der  Größen  Oj,  o,,  Og,  . . .  an.  Man  be- 
merke, daß  ihr  Verschwinden  notwendig  und  hinreichend  dafür  ist,  daß 
die  betrachteten  Größen  nicht  sämtlich  voneinander  verschieden  sind. 
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c)  Die  Determinanten,  deren  Reihen  aus  der  ersten  durch  cyklische 
Permutation  ihrer  Elemente  entstehen,  nennt  man  Zirkulanten.  Im 
folgenden  werden  wir  sehen,  daß  die  Gleichung  #*—  1  =  0  gerade  n  ver- 
schiedene Wurzeln  a1?  ors,  . . .,  an  besitzt,  zu  denen  immer  die  Einheit 
gehört     Um  den  Wert  der  Zirkulante 


D 


«i 


ö< 


°8 


a. 


a 


»-1  an 


«1       «*   •••  a«-l 
«1   •  •  •  an-i 


Oj      o,     aA  . . .  at 
zu  finden,  multiplizieren  wir  sie  mit 


A  = 


ii-i 


1    üfj    «j2  .  .  .   ax 


1    (^    ßj     •  •  •   CKj 


1  a    a  s 


cc 


n-1 


Wird  zur  Abkürzung 

/"(x)  =  ^  +  0,3  +  OjX2  + 


+  «•*" 


-l 


gesetzt,  so  ist  das  Produkt  jeder  Horizontalreihe  1,  a,  a2,  .♦.  .  von  ^  mit 
der  ersten  Horizontalreihe  von  D  gleich  /*(<*),  und  das  Produkt  derselben 
Horizontalreihe  von  A  mit  der  t-ten  Horizontalreihe  von  D  wird 


+  a«-<+i«" 


-l 


«„.<+»  +  V<+sff  +  •  ■  ■  +  a.«1-*  +  (ha?-1  +  a,«1  + 
oder,  wenn  man  beachtet,  daß  a*=  1  ist, 

Es  ist  also 


D^  = 


«x 


n-l 


fM 


a, 


«  — 


vw 


/"(«.)  «»/"(«»)  «.VW  ...«/" VK) 


Diese  Determinante  reduziert  sieb,  wenn  man  /*(ai)>  /*(as)>  -  *  *  f(a%)  ner' 
auszieht,  gerade  auf  A.     Mithin  ist,  da  A  nicht  verschwindet, 

D  =  f(«l)f(«*)f(«*)---f(«n)- 

Wenn  wir  gelernt  haben  werden  die  Zahlen  et  zu  berechnen,  so  wird  uns 
die  letzte  Formel  den  Wert  jeder  beliebigen  Zirkulante  liefern.  Für  n  =  4 
wissen  wir  z.  B.  schon,   daß  die  Gleichung  x4  —  1  =  0  die  Wurzeln  von 

x2  —  1=0  oder  1  und  —  1  und  diejenigen  von  x2  +  1  =  0  oder  Y —  1 

und  —  Y —  1  besitzt.  Man  hat  also  bei  der  durch  die  Elemente  a,  b,  c,  d 
definierten  Zirkulante 
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f(l)  -a  +  b  +  c  +  d,         f(yZTi)=a-c  +  (6  -d)V-  1, 

f(-i)-a-b  +  c-i,     f(-Y=l)-a-c-(J>-QV=l, 
mithin  (vgl.  §  27,  b) 
a  b  c  d 


d  a  b  c 
c  d  a  b 
b  c  d  a 


-  (a  +  b  +  c  +  d)  (a  -  b  +  c  -  d)  [(a  -  c)*  +  (b  -  <*)*]. 


d)  Es  sei  eine  symmetrische  Determinante  A  gegeben,  d.  h.  eine 
Determinante,  in  welcher  die  konjugierten  Elemente  (§  19)  einander  gleich 
sind,  und  man  bezeichne  mit  f(x)  das,  was  aus  A  wird,  wenn  man  zu 
den  Hauptelementen  x  hinzufügt.  Wir  wissen  (§  27,  i),  daß  f(x)  ein 
Polynom  n-ten  Grades  in  x  ist,  und  werden  im  folgenden  (§  449)  sehen,  daß 
ein  solches  Polynom  immer  nur  von  n  Werten  der  Variablen  x  zu  Null 
gemacht  wird.  Mit  Hilfe  der  Multiplikation  von  Determinanten  kann  man, 
wie  Sylvester  gezeigt  hat1),  sehr  einfach  beweisen,  daß,  wenn  die  Ele- 
mente von  A  reell  sind,  die  n  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  =  0 
sämtlich  reell  sind.  Zu  diesem  Zwecke  genügt  es  zu  beweisen,  daß 
die  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  /"(—  x)  =  0  reell  sind.  Wenn  c{j  das 
allgemeine  Element  des  Quadrates  C  der  Determinante  A  ist,  so  ist  das 
allgemeine  Glied  des  Produktes  der  Determinanten  f(x)  und  /*(—  x) 

für  i  =f=  j  und 

an   +  au   +  •  '  •  +  i*u  +  *)(*h  -  *)  +  • 


<i 


+  «, 


SM 


für  i  =  j.     Die  Gleichung  f(x)f{—  x)  =  0  läßt  sich  also  schreiben 


'18 


Cii  ~~  *     • 


'nl 


"«8 


•  '  '   Cn*  ""  X 


0 


oder  aber  (§  27,  i) 


+  *1(-*f)-1  +  (-.rl)"«0, 


wo  0,  die  Summe  aller  Hauptminoren  v-ter  Ordnung  der  Determinante  C 
ist.  Bekanntlich  sind  (§  31)  0lf  02,  08,  .  .  .  ebenso  wie  C  wesentlich 
positive   Größen,    und   die   Gleichung  (8)    kann   daher  nicht  durch  Werte 

erfüllt  werden,  welche  die  Form  qY~-  1  haben,  wo  q  reell  und  von  Null 
verschieden  ist;   denn  für  :r*  =  —  q*  ist  die  linke  Seite   von  (8)  positiv. 

Um  sich  zu  vergewissern,  daß  x  auch  nicht  die  Form  p  +  q  Y~  1   haben 


1)  Philosophical  Magazine,  1862. 
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kann,  braucht  man  nur  zu  beachten,  daß  man  auf  den  früheren  Fall 
zurückkommt,  wenn  man  den  reellen  Teil  p  mit  den  Hauptelementen 
zusammenfaßt.  Es  ist  also  jeder  Wert  von  x,  der  die  betrachtete  Glei- 
chung erfüllt,  notwendig  reell. 


Reziproke  Determinanten. 

34.    Wie  bisher  werde  mit  a{j  das  algebraische  Komplement  von 
a{J  bezeichnet,  und  es  sei 


D 


On    «!»•••  aln 
«Sl    «M   •  •  •  «*« 


an\  a*%  '  '  •  ann 


4  = 


«11    «1» 
«21    «21 


«1« 
«2* 


«nl   ««2  •  •  '  «n« 


Die  Determinante  A  heißt  zu  D  reziprok.  Wir  wollen  beweisen, 
daß  jeder  Minor  zweiter  Ordnung  von  z/  gleich  dem  alge- 
braischen Komplement  des  entsprechenden  Minors  von  D 
ist,  multipliziert  mit  D.  Zunächst  bemerke  man,  daß  sich  art  aus 
D  ableiten  läßt,  indem  man  an  Stelle  von  art  die  Zahl  1  und  an 
Stelle  der  übrigen  Elemente  der  r-ten  Horizontalreihe  0  setzt.  In 
der  Tat  reduziert  sich  die  Entwickelung  der  so  modifizierten  Deter- 
minante nach  den  Elementen  der  r-ten  Horizontalreihe  gerade  auf 
Es  ist  also 


a 


r*' 


cc    = 


«11 


a 


ij 


a 


l* 


a 


In 


Ol  4         ...     dr  j      .     .     .      dl  ....     Oll  n 


0    ...0...1...0 


anl   '  •  •  ani  '  '  •  «««    •  •  •  Qnn 


Die  Elemente  der  j-ten  Vertikalreihe  multipliziere  man  mit  cch  und 
addiere  dazu  diejenigen,  welche  ihnen  in  den  anderen  Vertikalreihen 
entsprechen,  nachdem  man  diese  der  Reihe  nach  mit  an,  ait,  .  . .,  ccin 
multipliziert  hat.  Es  tritt  auf  diese  Weise  an  die  r-te  Stelle  in  der 
j-ten  Vertikalreihe  au  und  an  die  v-te  Stelle  für  v  =f=  r 


«,i  *ii  +  a*i «<2  +  «r»««  + V  a*«  «in  = 


D    für  v  —  i, 
0     für  v  +  t. 


Folglich  ist 


28 


I,  1.    Theorie  der  Determinanten. 


§§  34—36 


Cd  cc 


flj|         .     •     •  U  •     .     .       O^im       •     •     •       öj. 


^fjl         •     •     •  -/^  •     >     •       öj.        ...       dj. 


0   ...  ck^  ...     1    ...    0 


anl  ...    0   . . .  an9 


a 


nn 


Wir  entwickeln  diese  Determinante  nach  den  Elementen  der  j-ten 
Vertikalreihe,  die  alle  null  sind  außer  D  und  au.  Das  Komplement 
von  ait  ist  arj.  Das  von  D  erhalt  man  durch  Unterdrückung  der 
i-ten  Horizontalreihe  und  der  j-ten  Vertikalreihe.  Es  bleibt  dabei 
eine  Determinante,  welche  sich  von  a{j  nur  dadurch  unterscheidet, 
daß  die  Elemente  arl,  . . .,  art,  . . .,  arn  durch  0,  . . .,  1,  . . .,  0  ersetzt 
sind,  und  ihren  Wert  erhält  man  daher,  indem  man  noch  die  durch 
die  Indices  r  bezw.  s  definierte  Horizontal-  und  Vertikalreihe  unter- 
drückt.   Folglich  ist,  wenn  mit  aijr9  das  algebraische  Komplement  von 


aij  au 

arj   <*r. 


in  D  bezeichnet  wird, 

(9)  *ij*rB-*U*rj  +  D*iJrB9 

d.  h. 


CC  i  cc 


=  Da 


ijrti 


wie  behauptet  wurde. 


35.  Aus  (9)  läßt  sich  leicht  eine  früher  bewiesene  wichtige  Formel 
ableiten.  Multipliziert  man  die  beiden  Seiten  der  Gleichung  mit  a{tarJ 
und  summiert,  so  erhält  man 

«r*  ^  aijaUarj  Ä  ^  "i.«rjaUarJ  +  D  ]£  *Ur*aUarr 

Die  Summe,  welche  auf  der  linken  Seite  steht,  ist  (§§  23,  24 )  gleich 


i  =  n 


und  die  erste  Summe  auf  der  rechten  Seite  läßt  sich  so  schreiben: 

«  j 

Es  ist  also  (vgl.  §  25) 
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et    cc 


D+y. 


/,   aijrMa{*arj- 


36.  Wenn  eine  Determinante  null  ist,  so  verschwindet 
auch  ihre  reziproke  Determinante.  Überdies  verschwinden 
alle  Minoren  der  reziproken  Determinante  bis  zu  denen  von 
zweiter  Ordnung  einschließlich.  Es  geht  in  der  Tat  aus  §  34 
hervor,  daß,  wenn  D  =  0  ist,  jeder  Minor  zweiter  Ordnung  in  d  ver- 
schwindet. Es  sind  daher  alle  Minoren  höherer  Ordnung  und  A  selbst 
gleich  Null.  Um  sich  davon  zu  überzeugen,  braucht  man  sich  diese 
Determinanten  nur  nach  den  in  zwei  parallelen  Seihen  enthaltenen 
Minoren  entwickelt  zu  denken.  Man  bemerke  noch,  daß  aus  den  Re- 
lationen 


folgt 


-o, 

-o, 

tt.« 
•  1 

an      ai 

s 

«in 

—  0,  ... 


vi 


V« 


V3 


V« 


<L  h.  die  Reihen  von  /}  sind  alle  äquivalent  (§  16).  Mit  andern 
Worten:  Wenn  eine  Determinante  null  ist,  so  sind  die  alge- 
braischen Komplemente  der  Elemente  jeder  beliebigen 
Reihe  proportional  zu  denen  der  Elemente  jeder  andern 
parallelen  Reihe. 

37.  Wenn  D  nicht  null  ist,  so  ist  auch  A  nicht  null.  In  der 
Tat  hat  die  reziproke  Determinante  einer  Determinante 
ii-ter  Ordnung  denselben  Wert  wie  die  (n  —  l)-te  Potenz  der 
genannten  Determinante.  Um  dies  zu  beweisen,  multipliziere 
man  D  mit  d  nach  Horizontalreihen.  Man  erhält  als  allgemeines 
Element  des  Produkts 


Mithin  ist 

«ir  ajr  = 
DO.. 

D  i 
0  i 

.  0 

dr  i  =j, 

DJ  = 

OD.. 

.  0 

=  D«, 

0   0.. 

.  D 

woraus  sich  fftr  D  =f=  0  die  Relation  d  =  D"_1  ergibt,  die  auch  für 
D  —  0  besteht,  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  gesehen  haben. 

38.   In   der    reziproken   Determinante   von   D    ist   jeder 
Minor  v-ter  Ordnung  gleich  dem  algebraischen  Komplement 
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des  entsprechenden  Minors  von  D}  multipliziert  mit  D*~!. 
Dieser  Satz  enthalt  für  v  =  1  die  Definition  der  reziproken  Deter- 
minante und  für  v  =  2  das  in  §  34  bewiesene  Theorem.  Es  sei  4t 
der  Minor  von  Ay  welcher  durch  die  Indices  iu  is,  . . .,  iy  und 
Ji>  3%f  -  •  '9  Jv  definiert  ist,  und  man  bezeichne  mit  r19  r2,  . . .,  rnmm9  und 
si>  sif  •  •  •;  sn-t  die  Indices,  welche  in  1  2  3  ...  n  nach  Unterdrückung 
von  it  i%  . . .  it  bezw.  j{  j%  . . .  jn  übrig  bleiben.     Man  kann  schreiben 

1       0     ...       0         0      0     ...     0 

0       1     ...       0         0      0     ...     0 


0       0 


0       0 
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'**«-»      **k       *r^t 
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V, 


da  sich  die  letzte  Determinante  gerade  auf  Ay  reduziert,  wenn  man 
sie  nach  den  Determinanten  der  letzten  v  Vertikalreihen  entwickelt. 
Andererseits  läßt  sich  durch  Umordnung  von  Horizontal-  und  von 
Vertikalreihen  die  Determinante  D  auf  folgende  Form  bringen: 


D -(-!)« 
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. . .  o, 
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a 
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Mit  p  bezeichnen  wir  die  Gesamtzahl  der  Inversionen.  Sie  hat  den- 
selben Geradheitscharakter  wie 

*  =  ri  +  rt  +  '  '  '  +  rn-v  +  Sl  +  *8  +  •  •  *  +  *—„ 

da  sie  sich  auf  die  Summe  der  Inversionen  reduziert,  welche  die  In- 
dices r  und  die  Indices  s  bezüglich  mit  den  Indices  i  und  den  In- 
dices j  bilden,  so  daß  (§  2) 

q  —  6  —  (n  —  v)  (n  —  v  +  1) 

ist.  Nun  ergibt  sich  aber  durch  Multiplikation  nach  Horizontal- 
reihen 
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DJ,  -  (- 1)' 
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ri*t 
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ri'r 


. . .  a 
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and  hieraus,  wenn  man  nach  den  Minoren  der  letzten  v  Vertikalreihen 
entwickelt  und  durch  D  ={=  0  dividiert, 


^-(-)'D'-i 


a 


rx»i 


a 


r,# 


!•* 


. . .  a 


n««- 


«-* 


a 


>t«l 


a 


»t«l 


. . .  a, 
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Dieses  Resultat  gilt   auch  für  D  =  0  und  für  v  >  1,   weil  es  über- 
einstimmend mit  dem  in  §  36  Bewiesenen  zlr  =  0  gibt. 

39.  Das  algebraische  Komplement  eines  Minors  v-ter  Ordnung 
von  4  ist  ein  Minor  (n  —  v)-ter  Ordnung  mit  demselben  Vorzeichen, 
durch  welches  der  dem  erstgenannten  entsprechende  Minor  von  D 
algebraisch  gemacht  wird.  Es  ist  also  gleich  dem  Produkt  von 
D"-*-1  mit  dem  genannten  Minor.  Mit  andern  Worten:  Das  alge- 
braische Komplement  eines  Minors  v-ter  Ordnung  in  der 
reziproken  Determinante  von  D  ist  gleich  dem  entsprechen- 
den Minor  von  D,  multipliziert  mit  Z)"-*-1.  Im  besondern 
sieht  man  für  v=l,  daß  das  algebraische  Komplement  eines 
Elements  der  reziproken  Determinante  von  D  gleich  dem 
entsprechenden  Element  von  D  ist,  multipliziert  mit  D"~2. 
Daraus  folgt,  daß  die  reziproke  der  reziproken  Determinante 

von  D 

anDn~*    fl^D"-2  ...  alnD—* 


anlD"~*   an,D"-*  . . .  annD"-* 

ist     Dir  Wert  muß  (§37)   die  (n  -  l)-te  Potenz   von   D—1 
und  in  der  Tat  erhält  man 


sein 
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40.  Noch  eine  Bemerkung:  Die  Multiplikation  der  rezi- 
proken von  zwei  Determinanten  liefert  die  reziproke  Deter- 
minante des  Produktes  jener  beiden.  Es  wird  wohlverstanden 
vorausgesetzt;  daß  man  die  Multiplikation  entweder  immer  nach  Hori- 
zontalreihen oder  immer  nach  Vertikalreihen  ausführt.  Operieren  wir 
z.  B.  mit  den  Horizontalreihen,  so  finden  wir  als  allgemeines  Element 
des  Produktes  der  beiden  reziproken  Determinanten 

«n  ßji  +  "i%ßj%  +  *«  As  +  •  •  •  +  «i»  A»> 
und  es  ist  uns  bereits  bekannt  (§  32),  daß  diese  Summe  gleich  dem 
algebraischen  Komplement  y{j  ist,  welches  in  dem  Produkt  der  beiden 
Determinanten  dem  Element  c{j  entspricht. 

41.  Das  am  Ende  des  §  36  ausgesprochene  Theorem  ist  einer 
Erweiterung  fähig,  welche  zu  kennen  von  Wichtigkeit  ist.  Es  sei  p 
der  Rang  (§  18)  der  Determinante  D  =»  0  und  man  betrachte  den 
Minor 
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■•  a<iv 

Vi 

Vi  • 

•     ai  r 

V*+i 

V*+i 

■•  V« 

%  +  i^  %  +  1r2  .  .  .  %+1r,  %  +  i^  +  1  aip  +  fq  +  t  %  +  !',  +  »  '  *  '  %  +  !'„ 
%  +  1r1  «jfp  +  1r,  •  •  •  %  +  1r9  %  +  i^  +  1  %  +  !«,  +  !  %  +  1',  +  t  '  '  '  %+!•* 
%  +  t^   %  +  2r2  •  •  •  %  +  tr,   %  +  8r9  +  1  %  +  8«,+1  %+f,  +  t  •  •  •  %  +  ff* 


der  offenbar  null  ist,  sei  es,  weil  er  äquivalente  Reihen  haben  kann, 
sei  es,  weil  seine  Ordnung  jedenfalls  p  übertrifft  Wenn  wir  über- 
einkommen, mit  apq  das  gewöhnliche  Komplement  des  ersten  der  vier 
Elemente 

Qj        -  Qu 

*P+lrq+\      ■>+l*9+l 

in   der   obigen   Determinante    zu   bezeichnen,    so   ist   klar,    daß   die 
Komplemente  der  drei  andern  Elemente  a     +1,  a  +1    ,  a  +1    +1  sind.     . 
Mithin  ist  (§36) 

woraus  sich  ergibt 

_S_  =  __**¥   .   _  _?*«_ _  _V.  ? 

a0,v  +  l  ai,y  +  l  **,*  +  !  **,»  +  ! 
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Inzwischen  bemerke  man,  daß 
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ist.  Ist  also  p  der  Rang  einer  verschwindenden  Deter- 
minante, so  sind  alle  Minoren  ft-ter  Ordnung,  welche  \l 
parallelen  Reihen  angehören,  proportional  zu  den  ent- 
sprechenden Minoren,  die  in  (i  beliebigen  andern  parallelen 
Reihen  enthalten  sind. 


Eigenschaften  spezieller  Determinanten. 

42.  Eine  Determinante  heißt  symmetrisch,  wenn  jedes  Element 
gleich  seinem  konjugierten,  wenn  also  für  alle  Indicespaare  atJ  =  aj{ 
ist.  Sie  heißt  schief  symmetrisch,  wenn  zwei  beliebige  konjugierte 
Elemente  nur  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  sind,  d.  h.  wenn 
a{j  =  —  dj.,  im  besondern  also  ai{  =  0  ist.  Setzt  man  an  Stelle 
der  Haaptelemente  einer  schiefsymmetrischen  Determinante  Werte, 
die  nicht  alle  null  sind,  so  erhält  man  eine  pseudosymmetrische 
Determinante.  Z.  B.  sind  pseudosymmetrisch  bezw.  schiefsymmetrisch 
die  Determinanten 
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—  r 


abc  +  ajp2  +  bq*  +  er2, 


r  -g 
b      p 

Symmetrisch  ist  dagegen  die  Determinante 

ah  g 
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=  abc  +  2fgh  -  af*  -  bg%  -  ch\ 


und  ebenso  ist  auch  jede  Determinante  symmetrisch,  die  man  durch 


Castro,  Analytit. 
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Erheben  einer  beliebigen  Determinante  ins  Quadrat  erhält.  Die 
symmetrischen,  sc  hiefsy  in  metrischen  und  pseudosyui  metrischen  Deter- 
minanten haben  folgend« Eigenschaft  gemein:  Jeder  ihrer  Hauptminoren 
ist  bezüglich  symmetrisch,  sehiefsymmetrisch  und  psemlosym  metrisch 

43.  Symmetrische  Determinanten.  Es  ist  klar,  daß  zwei 
kOBJBgiertc  Minorer  einer  symmetrischen  Determinante 
einander  gleich  sind,  da  sie  sich  nur  durch  die  Vertauschung  der 
llonzuultil-  mit  den  Verlikiilreihen  unterscheiden.  Im  besondern 
sind  einander  gleich  die  algebraischen  Komplemente  von  zwei  kon- 
jugierten Elemcuten,  d.  h.  man  hat  k,.j  =  uti,  und  es  ist  daher  < 
reziproke  einer  symmetrischen  Determinante  ebenfalls  sym- 
metrisch. Wendet  man  ferner  das  Theorem  des  §  41  an,  indem 
man  die  Indices  r\,  »■,,  .  . .  und  s, ,  s,,  . . .  mit  ilt  *",,  . . .  be»w.  j1? ;',, . . . 
koiandieren  läßt,  so  erhält  man 
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Ist  also  (i  der  Rang  einer  symmetrischen  Determinante,  so 
ist  das  Quadrat  eines  beliebigen  Minors  fi-ter  Ordnung  gleich 
d«Hl  Prodnkt  TOD  zwei  Hauptminoren  derselben  Ordnung. 
Daraus  folgt,  daß  die  lliiuptminonu  p-ter  Ordnung  nicht  i&mtlie! 
verschwinden  können,  weil  dies  sonst  auch  von  jedem  andern 
Minor  derselben  Ordnung  gelten  wfirde. 

+4,  Sohiefsymmetrische  Determinanten.  Wenn  die  Vorzeichen 
aller  Elemente  einer  schiefsyruuietrischen  Determinante  umgekehrt 
w>  rden,  so  verwandeln  sich  dabei  nur  die  Horizontalreihen  in  \  ertikal- 
n-ili.'ii  und  umgekehrt.  Andrerseits  ist.  bekannt,  daß  diese  Zeichen- 
knderangeil  '1er  Determinante  den  Faktur  (—  l'V  geben.  Es  ist  also 
/'  [rl'l,    mithin    /)  ■=  0,    wenn    n    ungerade    ist        Mit    andern 

Worten:  Jede  schiefsymmetrische  Determinante  ungerader 
Ordnung  ist  null.  Dieselbe  Schlußweise,  angewandt  ftof  EHW  kon- 
jugierte Minoren,  zeigt  sofort,  daß  iti  jeder  schiefsy  mmet  rischeu 
Determinante  zwei  konjugierte  Miuoren  gleich  sind  oder 
nur  den  gleichen  absoluten  Betrag  haben,  je  nachdem  ihre 
Ordnung  gerade  oder  ungerade  ist.  Daraus  folgt  im  hesotideru, 
daß  zwei  konjugierte  Elemente  einer  sehn  inj  in  metrischen 
Determinante  Komplemente  besiUmi,  die  glaiofa  sind  oder 
nur  den  gleichen  absoluten  Betrag  haben,  je  nachdem  die 
Ordnung  der  schicfsyuiinetrischen  Determinante  ungerade 
oder  gerade  ist     Endlich  ergibt  sich   ans  diesem   Satze,    daß   die 
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reziproke  einer  schiefsymmetrischen  Determinante  symme- 
trisch oder  schiefsymmetrisch  ist,  je  nachdem  ihre  Ordnung 
ungerade  oder  gerade  ist. 

45.  Es  sei  D  eine  verschwindende  Determinante  und  ihre  reziproke 
werde  als  symmetrisch  vorausgesetzt.  Bekanntlich  sind  (§  36)  in 
dieser  reziproken  Determinante  alle  Minoren  zweiter  Ordnung  null, 
so  daß 


aJi  "ss 


-«^«^-«5-0,    au  —  Yaha„ 


ist,  mithin 


V^7     »^     ^«»ä     ""     Y*t     ""     V<T        " 


•»** 


Mit  andern  Worten:  Wenn  die  reziproke  einer  verschwindenden 
Determinante  symmetrisch  ist,  so  sind  die  Elemente  einer 
beliebigen  ihrer  Reihen  proportional  zu  den  Quadratwurzeln 
der  entsprechenden  Hauptelemente.  Im  besondefn  ist  dieses 
Theorem  anwendbar  auf  die  reziproke  einer  verschwindenden 
symmetrischen  Determinante  (§  43),  und  auf  Grund  der  ersten 
und  der  letzten  Eigenschaft  in  §  44  ist  es  auch  auf  die  reziproke 
einer  schiefsymmetrischen  Determinante  ungerader  Ordnung 
anwendbar.  Es  ist  von  Wichtigkeit  zu  bemerken,  daß,  wenn  man 
einer  der  Wurzeln  in  den  Relationen  (10)  für  einen  gegebenen  Wert 
von  i  ein  beliebiges  Vorzeichen  beilegt,  die  Vorzeichen  der  übrigen 
Wurzeln  durch  die  genannten  Relationen  vollkommen  bestimmt  sind. 
Geht  man  ferner  zu  einem  andern  Wert  von  i  über,  so  sind  die  neuen 
Zahler  in  den  Relationen  (10)  der  Reihe  nach  proportional  zu  den 
alten,  und  man  kann  daher  annehmen,  daß  die  Wurzeln  die  ihnen 
bereits  beigelegten  Vorzeichen  behalten,  so  daß  zu  jeder  der  Größen 
Vai{  ein  Vorzeichen  gehört,  welches  nur  von  i  abhängt.  Hiernach 
ist  klar,  daß  in  der  Relation  a{j  =  Yau  a^  die  rechte  Seite  als  das 
Produkt  von  |/a^  und  Va^  betrachtet  werden  muß,  wobei  jede  Wurzel 
mit  dem  zugehörigen  Vorzeichen  zu  nehmen  ist. 

46«  Jede  schiefsymmetrische  Determinante  von  ge- 
rader Ordnung  ist  das  Quadrat  eines  ganzen  rationalen 
Ausdrucks  in  ihren  Elementen.     Offenbar  ist  der  Satz  richtig  für 

»  =  2,  da 

0   a 

—  a   0 


a» 


ist  Es  genügt  also  zu  beweisen,  daß  er  für  die  schiefsymmetrischen 
Determinanten  n-ter  Ordnung  besteht,  wenn  er  für  solche  richtig 
ist,  deren  Ordnung  gerade  und  kleiner  als  n  ist.     Unter  Anwendung 
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einer  bekannten  Formel  (§  25)  und  Berücksichtigung  der  Beziehung 
air  =  —  ari  erhält  man 

Die  Determinante  &ij  ist  das  algebraische  Komplement  eines  Elements 
in  arrf  d.  h.  (§  44)  in  einer  schiefsymmetrischen  Determinante  un- 
gerader Ordnung,  und  man  hat  daher  (§  45)  a{j  =  "|/at<Ä^.  Es  ist 
also,  wenn  man  die  letzte  Bemerkung  des  vorigen  Paragraphen  be- 
achtet, 

oder 

(11)        VD  =  arl  V£  +  arl|/£  +  arIVi£  +  •  •  •  +  arwl^~. 

Übrigens  ist  (§  42)  au  eine  schiefsymmetrische  Determinante  von  der 
geraden  Ordnung  n  —  2,  und  es  sind  daher  nach  unserer  Annahme 

V*n  y  V*m  y  •  •  •  y  V*n%  gleich  ganzen  rationalen  Ausdrücken  in  den  Ele- 
menten. Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  (11)  ein,  so  erhält  }/Z)  die 
oben  angekündigte  Form.     Es  ist   ferner   leicht   zu  sehen,   daß   die 

Entwickelung  von  YD  aus  3  •  5  •  7  •  •  •  (n  —  1)  Gliedern  besteht. 

47.  Pseudosymmetrische  Determinanten.  Es  sei  D  eine  pseudo- 
symmetrische Determinante,  deren  sämtliche  Hauptelemente  gleich  x 
sind.  Setzt  man  x  -  0,  so  erhält  man  eine  schiefsymmetrische  Deter- 
minante D0.  Offenbar  kann  man  sich  D  dadurch  entstanden  denken, 
daß  zu  den  Hauptelementen  von  D0  überall  x  addiert  wird,  und  es  ist 
daher  (§  27,  i) 

D  -  D0  +  X6n^  +  X*0n_,  +  •  •  •  +  x"-l6x  +  s», 

wo  6V  die  Summe  aller  Hauptminoren  von  D0  bedeutet,  welche  die 
Ordnung  v  haben.  Jeder  von  diesen  Minoren  ist  (§  42)  schiefsymme- 
trisch. Er  verschwindet  daher  (§  44),  wenn  v  ungerade  ist,  und  ist 
ein  Quadrat  (§  46),  wenn  v  gerade  ist.     Es  ist  also 

D  —  a*  +  £—*<*,  +  *"-4<f4  +  •  •  • 

Wenn  n  gerade  ist,  so  ist  rr""2*  ein  Quadrat,  welches  mit  tf8y,  einer 
Summe  von  Quadraten,  multipliziert  ist.  Daraus  folgt,  daß  jede 
pseudosymmmetrische  Determinante  von  gerader  Ordnung 
mit  gleichen  Hauptelementen  sich  in  eine  Summe  von 
Quadraten  entwickeln  läßt.  Wenn  die  Ordnung  ungerade  ist,  so 
ist  die  Determinante  gleich  x,  multipliziert  mit  einer  Summe  von 
Quadraten.  Ist  x  «=  1,  so  erkennt  man  durch  Vereinigung  dieser 
Resultate  sofort,  daß  jede  pseudosymmetrische  Determinante, 


§§  47—4« 


Speiielle  Determinanten. 


37 


deren  Hauptelemente  gleich  der  Einheit  sind,  eine  Summe 
von  Quadraten  ist 


48«    Beispiele,     a)  Man  beachte  die  Resultate 

1       r-q 

—  r      1      p 

q  —p      1 


x  r-q 
r  x  p 
q  —p       x 


**  +  (l>'  +  q*  +  r*)x, 


l+P*  +  q2  +  r\ 


b)  Um 


D  = 


0 


a 


—  a       0       r   —  q 
—b—r       0       p 

—  c       q  —  p       0 


mit  Hilfe  von  (ll)  zu  berechnen,  muß  man  nach  den  Bemerkungen  des 
§  45  auf  die  Vorzeichen  der  verschiedenen  Wurzeln  achten.  Die  Haupt- 
minoren von  an  sind  p1,  q1,  r*,  und  durch  die  genannten  Bemerkungen 
wird  man  dazu  gefuhrt,  als  Wurzeln  p,  q,  r  zu  wählen,  so  daß  nach  der 
Formel  (ll)  D  =*  (ap  +  bq  +  er)3  ist.     Allgemeiner  wird 


x       a  o  c 

a       x  r  —  q 

b—r  x  p 

c       q  —p  x 


^  +  (a%  +  V  +  #+?+qt+rt)(*  +  (ap  +  bq  +  cr)\ 


c)  Endlich  findet  man,  daß  die  Determinante  n-ter  Ordnung 

x       a    0  .  .  .       0     0 

—  a       x    a  .  .  .       0     0 

0  —  a    x  .  .  .       0     0 


den  Wert  hat 

JT-  + 


^aV-!  + 


0       0     0...       x     a 
0       0    0  .  .  .  —  a    x 


(n-2)_(n-.3)    4        4      (n-3)(n-4)(n 
12  a  *       +  123 


6)a6^-6  + 
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(1) 


Lineare  Formen. 

* 

Lineare  Oleiohnngen. 

49.    Wir  betrachten   ein   System   von  n  linearen   Gleichungen, 
d.  h.  Gleichtuigen  vom  ersten  Grade,  mit  n  Unbekannten: 

an  x\  +  <h%  xt  H V  <hn  Xn  =  h> 

l  anl  Xl  +  anix%  +  ---  +  ann  xn  =  kn. 

Die  Determinante  D  mit  dem  allgemeinen  Element  a{j  heißt  die 
Determinante  des  Systems.  Multipliziert  man  die  Gleichungen  (1) 
bezüglich  mit  o^,  aJO  . . .,  an|.  und  summiert,  so  erhält  man 

Auf  der  linken  Seite  ist  der  Koeffizient  von  xj  immer  null  für 
j  +  *  und  gleich  2)  für  J  =  i.  Die  rechte  Seite  ist  das,  was  aus 
2)  wird,  wenn  man  die  Elemente  der  i'-ten  Vertikalreihe  bezüglich 
durch  klf  kt,  . . .,  kn  ersetzt.  Bezeichnet  man  mit  D{  die  so  erhaltene 
Determinante,  setzt  man  also 


A 


&1    #lj    •  •  •   #1, 
1       SJ    •  •  •    CJo, 


**«nS 


a 


nn 


,A= 


&n  k |  . .  .  ctj 


,  . . .,  x/, 


an  Oj,   . .  kx 

a*l  *n  •  •  •  an*  1  an\  ün%  '  '  '  *'n 

so  wird  die  Gleichung  (2)  Dx{  =  Dv  und  man  sieht  auf  diese  Weise, 
daß  jede  Lösung  des  Systems  (1)  eine  Lösung  des  Systems 

(3)  Dxl  =  Dl,  Dxt  =  D%}  ...,  D*„-2>. 

ist. 

50.  Oramersche  Regel.    Wenn  Z)  +  0  ist,  so  läßt  das  System  (3) 
offenbar  nur  eine  einzige  Lösung  zu,  nämlich 

D 


(4) 


x, 


,    *n 


Dies  ist  also  die  einzige  Lösung,  welche  dem  System  (1)  zukommen 
kann.  Es  erübrigt  noch  zu  zeigen,  daß  die  Werte  (4)  tatsäch- 
lich eine  Lösung  des  Systems  (1)  bilden,  und  zu  dem  Ende  genügt 
es    sich   zu   vergewissern,    daß  die   genannten  Werte  jede  beliebige 
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Gleichung  des  Systems   erfüllen,   z.  B.  die  r-te.     Man  erhält  durch 
Einsetzen  der  Werte  (4)  in  die  r-te  Gleichung  (1) 


Mithin  ist 


»'  =  «  j  =  n 

Der  Koeffizient  von  kj  ist  null  für  j  =%=  r  und  gleich  D  nur  im  Falle 
j  =  r.  Mithin  reduziert  sich  die  rechte  Seite  auf  kr,  und  die  r-te 
Gleichung  ist  erfüllt.  Wir  sehen  also,  um  zusammenzufassen,  folgendes: 
Wenn  die  Determinante  eines  Systems  von  w  linearen 
Gleichungen  mit  n  Unbekannten  von  Null  verschieden  ist, 
so  läßt  das  System  eine  einzige  Lösung  zu.  Dieselbe  be- 
steht aus  den  Werten,  die  man  erhält,  wenn  man  in  jener 
Determinante  successiv  jede  Vertikalreihe  durch  die  Reihe 
der  bekannten  Glieder  ersetzt  und  die  so  erhaltenen  n  Deter- 
minanten durch  die  Determinante  des  Systems  dividiert. 

51.  Wenn  D  =  0  ist  und  wenigstens  eine  der  Determinanten 
DXJ  D2,  . . .,  Dn  von  Null  verschieden  ist,  so  ist  es  nicht  möglich, 
allen  Gleichungen  (3)  zu  genügen,  da  wenigstens  eine  von  ihnen  die 
Form  hat  0  •  x  +  0.  In  diesem  Falle  sind  die  Gleichungen  (1)  mit- 
einander unverträglich.     Wenn  z.  B.  das  System  (1)  lautet 

x  +  y  +  M-1,  x  +  y  +  2z  =  0,  x  +  y  +  3z  =  0, 

so  ist  das  System  (3)  0  •  #  =  1 ,  0  •  y  =  —  1 ,  0-^  =  0  und  läßt 
keine  Lösungen  zu,  was  mithin  auch  von  dem  ersten  System  gilt. 
Wenn  ferner  die  Determinanten  D,  D17  7)2,  . . .,  Dn  alle  null  sind,  so 
wird  das  System  (3)  von  jedem  beliebigen  System  von  Werten  be- 
friedigt, die  man  den  Unbekannten  erteilt.  Es  ist  aber  nicht  erlaubt 
zu  schließen,  daß  dies  auch  bei  dem  System  (1)  der  Fall  ist.  Z.  B. 
sind  die  Gleichungen 

x  +  y  +  z=\y    x  +  y  +  z  =  2,    x  +  y  +  z  =  3 

offenbar  unverträglich,  während  sich  die  Gleichungen  (3)  im  vor- 
liegenden Falle  auf  0  •  #  =  0 ,  0  •  y  =  0,  0  •  #  =  0  reduzieren  und  ein 
völlig  unbestimmtes  System  bilden.  Es  ist  also  nicht  mehr  erlaubt, 
die  Äquivalenz  der  Systeme  (1)  und  (3)  zu  behaupten,  wenn  D  =  0 
ist  Eine  vollständige  Diskussion  des  Systems  (1)  wird  möglich  sein, 
sobald  wir  das  Theorem  von  Rouche  bewiesen  haben. 

52.  Es  werde  allgemeiner  ein  System  von  m  Gleichungen  mit  n 
Unbekannten  betrachtet: 
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§63 


(5) 


%  Xj  +  alt  xt  +  •  ■ 


mn      fi  ii 


Verschwinden  sämtliche  Koeffizienten  der  Unbekannten;  so  sind  die 
Gleichungen  offenbar  unbestimmt,  wenn  alle  bekannten  Glieder  null 
sind,  und  unverträglich,  wenn  wenigstens  ein  bekanntes  Glied  von 
Null  verschieden  ist.  Wir  lassen  diesen  ganz  speziellen  Fall,  der  kein 
Interesse  hat,  bei  Seite  und  wollen  von  jetzt  ab  annehmen,  daß  die 
Koeffizienten  der  Unbekannten  nicht  sämtlich  null  sind.  Es  ist  ferner 
erlaubt  m>  n  vorauszusetzen,  da  man,  wenn  dies  nicht  der  Fall 
wäre,  zu  dem  System  (5)  mehr  als  n  —  m  Gleichungen  hinzufügen 
könnte,  deren  Koeffizienten  und  bekannte  Glieder  gleich  Null  sind, 
und  so  zu  einem  System  gelangen  würde,  welches  mit  (5)  äquivalent 
ist.     Dies  vorausgeschickt  sei  fi  der  Rang  (§  18)  der  Matrix 


a 
a 


In     I 


2« 


aml  «m* 


a 


mn 


unseres  Systems.  Dann  gibt  es  in  derselben  eine  nicht  verschwindende 
Determinante  ft-ter  Ordnung.  Diese  Determinante  heiße,  gleichviel 
wie  sie  gewählt  ist,  die  Hauptdeterminante  des  Systems.  Sie  hat 
die  Eigenschaft,  nicht  null  zu  sein,  während  alle  Deter- 
minanten höherer  Ordnung,  die  in  derselben  Matrix  enthalten 
sind,  verschwinden.  Ihre  Elemente  erscheinen  als  Koeffizienten 
von  ft  Unbekannten  in  fi  Gleichungen  (5).  Wir  wollen  uns  denken, 
es  sei  bereits  eine  Vertauschung  der  Unbekannten  und  auch  der 
Gleichungen  ausgeführt  derart,  daß  die  Unbekannten  und  die  Glei- 
chungen, deren  Koeffizienten  in  der  Hauptdeterminante  auftreten,  die 
ersten  {i  Vertikalreihen  bezw.  die  ersten  /t  Horizontalreihen  ein- 
nehmen.    Wir  dürfen  also  annehmen,  daß  die  Hauptdeterminante 


atl    au 


. .  a 


<J  = 


ist.     Es  sei  ferner 


l/u 


8. 


0$!   aM    ...  a« 


afil    %t  •  •  •   %n 


(»n    alt    . . .  alfl    kl 
a,!    an   ...  a^    k^ 


%\   «„!••■   %»    *ß    ! 


arl  art  .  .  .  a       kr    j 
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Die  Determinanten  dl}  <?„  . . .,  dm  heißen  die  charakteristischen 
Determinanten  des  Systems.  Man  bemerke,  daß  die  /t  ersten  immer 
null  sind,  da  bei  ihnen  die  letzte  Horizontalreihe  mit  einer  andern 
identisch  ist.  Wir  werden  in  kurzem  sehen,  daß  das  Verschwinden 
der  m  —  (i  übrigen  notwendig  und  hinreichend  ist  für  die  Verträg- 
lichkeit der  vorgelegten  Gleichungen. 

53«  Theorem  von  Rouohö.  Wenn  die  charakteristischen 
Determinanten  eines  Systems  von  m  linearen  Gleichungen 
mit  n  <  *»  Unbekannten  nicht  alle  null  sind,  so  sind  die 
Gleichungen  miteinander  unverträglich.  Im  entgegen- 
gesetzten Falle  besitzt  das  System  eine  einzige  Lösung 
oder  unendlich  viele  Lösungen,  je  nachdem  der  Rang  seiner 
Matrix  gleich  n  oder  kleiner  als  n  ist1). 

a)  Man  bringe  die  Unbekannten  xfi+l}  x +i,  ...,  xn  auf  die 
rechte  Seite  und  erteile  ihnen  in  beliebiger  Weise  die  Werte  c  +19 
cß  +  *>  •  •  m9  c%-    ^M  vorgelegte  System  reduziert  sich  dadurch  auf  ein 


System  von  tn  Gleichungen  zwischen  (i  Unbekannten: 

an  x1  +  al%  x%  +  •  • .  a1/lx/l  =  */ , 


(6) 


wo 


(7) 


a,t  xx  +  an  x%  +  •  •  -  o*  xH  =  */> 


aml  Xl  +  amt  X%  + 


•     •     • 


amnXfi 


Ku  > 


*  =  w 


V  -  K  -  2  *r,  C, 
«=/*  +  ! 


ist  im  Falle  p  <  n  und  kr'  =  hr  im  Falle  (i  =  w.  Vor  allem  bemerke 
man,  daß  das  System  (6)  dieselbe  Hauptdeterminante  und  die- 
selben charakteristischen  Determinanten  hat  wie  das  System  (5). 
In  der  Tat  kann  die  Matrix  von  (6)  keine  Determinanten  von  höherer 
als  /i-ter  Ordnung  enthalten  und  unter  denen,  welche  die  Ordnung  /* 
haben,  ist  die  Determinante  d  4»  0,  welche  man  also  als  Hauptdeter- 
minante annehmen  kann.     Was  die  charakteristischen  Determinanten 


*;- 


«n 

au   .. 

•  aiM 

K 

<hi 

ÖJ2    .  . 

.  a%fA 

V 

%i 

%t    • 

•  aw 

V 

an 

ar2  . 

■  •     aru 

*/ 

anbetrifft,  so  läßt  sich  ihnen  auf  Grund  bekannter  Eigenschaften  der 


1)  Comptes  rendus  de  l'Academie  des  Sciences  de  Paris,  1875. 
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Determinanten  durch  Zerlegung  der  letzten  Vertikalreihe   gemäß  der 
Relation  (7)  folgende  Form  geben: 


*=  H 


an 

aii 

. . .  alfl 

«i. 

O,! 

an 

•  •  •  a%fi 

a2s 

%i 

%t 

•  '  •  ann 

%, 

arl 

an 

•  •  •  arfi 

«r. 

Die  Determinante;  mit  welcher  c9  multipliziert  ist;  ist  offenbar  in  der 
Matrix  des  Systems  (5)  enthalten  und  verschwindet;  da  ihre  Ordnung  /t 
übertrifft     Mithin  ist  dr'  =  dr. 

b)  Jetzt  bemerke  man;  daß  nach  einer  bekannten  Formel  (§  25) 


(») 


ist;  wo  i  und  j  die  Werte  1,  2,  3,  .  .  .  ft  annehmen.  In  dem 
System  (6)  betrachte  man  die  ft  ersten  Gleichungen  und  die  r-te; 
man  multipliziere  diese  letzte  mit  d  und  die  i-te  (i  =  1,  2,  . .  .,  (i) 
mit  —  (arl  ait  +  ar%  ai2  +  •  — h  arfl  aifi)-  Addiert  man,  so  ergibt  sich 
auf  Grund  von  (8)  sofort,  daß  die  rechte  Seite  dr'  ist,  während  auf 
der  linken  Seite  der  Koeffizient  von  x$  das  ist,  was  aus  dr'  wird, 
wenn  man 

Al  )    K 2  }    '  •  •  y    %  y    Kr 

der  Reihe  nach  durch 


ai.>   «i.* 


ersetzt.     Es  ist  also 


alt   a12 

«11    «22 


*rl    ar» 


•;     a|i*>     ür* 


aifi    «l. 


<hu   <h. 


%l  a/il  '  '  '  ann   %» 


ö* 


a      a 

r  fi       r« 


Die  Determinante,  mit  welcher  x9  multipliziert  ist,  verschwindet,  da 
die  letzte  Vertikalreihe  mit  der  s-ten  identisch  ist.  Die  vorstehende 
Relation  reduziert  sich  also  auf 

und  man  kann  sie  nicht  befriedigen,  wenn  #/  +  0  ist.  Die  Gleichungen 
unseres  Systems  sind  also  unverträglich,  wenn  wenigstens  eine 
charakteristische  Determinante  von  Null  verschieden  ist. 
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c)  Wenn  die  charakteristischen  Determinanten  alle  null  sind,  so 
gibt  die  Relation  (8) 

^r  ^  T  2L    »  üri  a»>  * 

Man  kann  also  der  Gleichung 

arl  xx  +  art  x%  +  •  •  •  +  arfA  x^  =  */, 

welches  auch  der  Wert  von  r  sein  mag,  durch  die  Annahme  genügen 

»'=/< 

xi  =  y  Jüi  *<  a*J  • 

Es  ist  ferner  unmöglich  das  System  (6)  in  anderer  Weise  zu  be- 
friedigen, da  die  ft  ersten  Gleichungen  ein  System  von  {t  Gleichungen 
zwischen  p  Unbekannten  bilden  mit  der  Determinante  d  +  0,  so  daß 
dieses  System  (§  50)  nur  eine  Losung  besitzt. 

d)  Aus  dem  Obigen  geht  klar  hervor,  daß  das  System  (5),  wenn 
die  charakteristischen  Determinanten  sämtlich  verschwinden,  eine 
einzige  Lösung  besitzt,  falls  p  =  n,  und  eine  unendliche  Zahl  von 
solchen,  felis  (i<n  ist;  denn  jedem  System  von  Werten  c^+1,  £/4+2, 
. . .,  cn}  die  man  a^+I,  3^+2;  •  •  •?  xn  beliebig  erteilt,  entspricht  ein 
bestimmtes  System  von  Werten  für  xl9  #2,  .  . .,  x  .  In  diesem  Falle 
werden  wir  sagen  können,  daß  die  Zahl  der  Lösungen  (n  —  |tt)-fach 
unendlich  ist  oder  daß  das  System  (n  —  ja)- fach  unbestimmt  ist, 
sobald  wir  uns  überzeugt  haben,  daß  die  vorhin  auseinandergesetzte 
Methode  alle  möglichen  Lösungen  des  Systems  (5)  liefert.  Es  ist 
aber  klar,  daß  wir  immer,  wenn  c/,  c2',  . . .,  c'n  eine  beliebig  gewählte 
Lösung  ist,  den  c  die  Werte  c„+1  =  ^+1,  c^+2  —  <^+2,  . . .,  cn  =  cn' 
erteilen  können.  Alsdann  muß  die  Auflösung  des  Systems,  welches 
die  {i  ersten  Gleichungen  (6)  bilden,  notwendig  die  Werte  xt  =  cx'f 
Xi^Ct'y  •  y  Xft^Cfi'  liefern.  Sonst  würde  das  genannte  System  mehr 
als  eine  Lösung  besitzen,  während  seine  Determinante  d  von  Null 
verschieden  ist.     Das  ist  aber  unmöglich  (§  50). 

54.  Bemerkungen,  a)  Die  vorstehenden  Betrachtungen  lassen 
erkennen,  daß,  wenn  das  System  Lösungen  besitzt,  p  Gleichungen 
notwendig  und  hinreichend  sind,  um  sie  alle  zu  bestimmen,  so 
daß  der  Rang  der  Matrix  eines  Systems  die  Minimalzahl  von 
Gleichungen  darstellt,  auf  die  man  sich  das  genannte  System 
reduziert  denken  kann. 

b)  Im  Falle  eines  Systems  von  n  Gleichungen  mit  n  Unbekannten 
kann  man  als  Matrix  des  Systems  diejenige  betrachten,  welche  man 
durch  Hinzufügen  einer  Horizontalreihe  von  Elementen  Null  zu  der 
Matrix  der  Determinante  D  erhält.     Ist  D  +  0,   so  ist  die  Haupt- 
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determinante  gerade  I)  und  die  letzte  charakteristische  Determinante 
notwendig  gleich  Null.  Mithin  gibt  es  eine  einzige  Lösung.  Ist 
7)  =  0,  so  hat  man  die  Hauptdeterminante  unter  den  Minoren  von 
I)  zu  suchen.  Sie  wird  immer  von  einer  niedrigeren  Ordnung  als  der 
n-ten  sein  und  es  kann  daher  nur  Unverträglichkeit  oder  Unbestimmtheit 
bestehen.  Demnach  ist  die  Bedingung  D  +  0 ,  die  für  das  Vorhanden- 
sein einer  einzigen  Lösung  des  Systems  hinreichend  ist,  auch  dazu 
notwendig.  Auf  diese  Weise  ist  eine  Lücke  ausgefüllt,  auf  die  wir 
in  §  51  hingewiesen  haben. 

c)  Die  Bedingungen  für  die  Verträglichkeit  von  mehreren  linearen 
Gleichungen  lassen  sich  nach  Gapelli1)  mit  eleganter  Kürze  aus- 
drücken.    Die  Matrix 

au  «4,  . . .  aln  kx 


am\  amt  '  '  '    amn  *m 


enthält  d  +  0.  Ihr  Rang  ist  also  nicht  kleiner  als  /i.  Er  kann  aber 
nicht  größer  sein  als  ft  +  1 ,  da  jede  Determinante  von  höherer  Ordnung 
als  der  (ji  +  l)-ten,  die  in  (9)  enthalten  ist,  verschwindet;  denn  ent- 
weder ist  sie  auch  in  der  Matrix  des  Systems  enthalten,  oder  es  treten 
in  ihr  die  Je  auf,  und  wenn  man  nach  diesen  Elementen  entwickelt, 
so  findet  man,  daß  alle  Komplemente  null  sind.  Der  Rang  der  Matrix  (9) 
ist  also  /i  oder  /t  +  1 .  Im  ersten  Falle  verschwinden  alle  Deter- 
minanten von  der  Ordnung  p  +  1 ,  zu  denen  auch  die  charakteristi- 
sehen  Determinanten  gehören,  und  die  Gleichungen  sind  daher  mit- 
einander  verträglich.  Im  zweiten  Falle  gibt  es  in  (9)  wenigstens 
eine  nicht  verschwindendende  Determinante  von  der  Ordnung 
/i  +  1 ,  und  da  eine  solche  Determinante  nicht  gleichzeitig  in  der 
Matrix  des  Systems  enthalten  sein  kann,  so  ist  damit  gesagt,  daß  in 
ihr  die  k  vorkommen.  Inzwischen  können  die  Komplemente  dieser  k 
nicht  sämtlich  null  sein.  Sonst  würde  die  Determinante  selbst  ver- 
schwinden. Es  folgt  daraus,  daß  wenigstens  eins  derselben  von  Null 
verschieden  ist,  und  man  ist  immer  berechtigt  es  als  Hauptdeter- 
minante der  Matrix  des  Systems  anzunehmen.  In  diesem  Falle  ist 
die  betrachtete  nicht  verschwindende  Determinante  eine  charakte- 
ristische Determinante,  und  die  Gleichungen  sind  daher  miteinander 
unverträglich.  Es  sind  also,  um  zusammenzufassen,  die  Gleichungen 
verträglich  oder  unverträglich,  je  nachdem  der  Rang  der  Matrix  (9) 
(i  oder  (i  +  1  ist.  Mit  andern  Worten:  Für  die  Verträglichkeit 
eines   Systems   von  linearen   Gleichungen  ist  es  notwendig 


1)  Rivieta  di  Matematica,  1892,  p.  64. 
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und  hinreichend,  daß  die  Matrix  des  Systems  ihren  Rang 
unverändert  bewahrt,  wenn  man  zu  ihr  die  aus  den  bekannten 
Gliedern  bestehende  Vertikalreihe  hinzufügt. 


Systeme  linearer  Formen. 

55«  Unter  den  ganzen  rationalen  Ausdrücken  in  n  Veränder- 
lichen xlf  xt}  . ..,  xn  sind  von  Wichtigkeit  die  homogenen,  d.  h. 
diejenigen,  deren  sämtliche  Glieder  den  nämlichen  Grad  m  haben. 
Sie  führen  den  Namen  algebraische  Formen  und  heißen  linear, 
wenn  m—1,  quadratisch,  wenn  m  =  2,  cubisch,  wenn  m  =  3, 
biquadratisch,  wenn  m  =  4  ist,  u.  s.  w.  Eine  Form  beliebigen 
Grades  heißt  ferner  binär,  wenn  n  =  2,  ternär,  wenn  n  =  3,  qua- 
ternär,  wenn  n  =  4  ist,  u.  s.  w.  In  diesem  Buche  werden  wir 
uns  nur  mit  den  linearen  und  den  quadratischen  Formen  beschäftigen. 
Eine  lineare  Form  ist 

u  =  axxx  +  atxt  H \-  anxn, 

während  die  Entwickelung1)  von  um  das  einfachste  Beispiel  einer 
Form  m-ten  Grades  bietet.  Man  bemerke,  daß  sich  aus  dieser  Ent- 
wickelung eine  beliebige  Form  m-ten  Grades  ableiten  läßt,  indem 
man  jedes  Glied  mit  einem  willkürlichen  Koeffizienten  versieht,  so 
daß  die  Anzahl  der  Glieder  einer  algebraischen  Form  m-ten  Grades 
in  n  Veränderlichen  gleich  der  Anzahl  der  Glieder  in  der  Entwickelung 
der  m-ten  Potenz  eines  n-gliedrigen  Polynoms  ist,  d.  h.  gleich  der 
M-ten  figurierten  Zahl8)  m-ter  Ordnung  oder  der  Anzahl  der 
Kombinationen  von  m  +  n  —  1  Dingen  zu  je  m. 

56.  Ist  ein  System  von  m  linearen  Formen  in  n  Veränderlichen 
gegeben,  so  ist  es  von  Wichtigkeit  zu  wissen,  ob  diese  Formen  für 
ein  und  dasselbe  System  von  Werten,  die  man  den  Veränderlichen 
erteilt  und  die  nicht  sämtlich  null  sind,  verschwinden  können. 
Es  handelt  sich  mit  andern  Worten  darum  zu  wissen,  ob  das  System 
von  linearen  und  homogenen  Gleichungen 

r  au  xx  +  a„  x%  +  •  •    +aln  xn  =  0, 
,10)  «fi  *i  +  ö»  *i  +  •  *  *  +  <hn  xn  -  °; 


möglicherweise  Lösungen  hat  außer  der  selbstverständlichen 
(11)  xl  =  0,     Xg=*0,     ...,     xn  =  0. 


1)  Baltzer,  Elemente  der  Mathematik,  2.  Teil,  §  27. 

2)  Baltzer,  a.  a.  0.,  §  28. 
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Es  ist  klar,  daß  die  charakteristischen  Determinanten  immer  null 
sind,  da  die  letzte  Vertikalreihe  jeder  charakteristischen  Determinante 
aus  bekannten  Gliedern  besteht,  die  in  dem  vorliegenden  Falle  gleich 
Null  sind.  Das  Theorem  von  Rouche  lehrt  uns  sofort,  daß  Un- 
verträglichkeit nicht  stattfinden  kann,  und  dies  wird  bestätigt  durch 
die  Tatsache,  daß  eine  Lösung  immer  existiert,  nämlich  die  Lösung  (11). 
Duaslibe  Theorem  sagt  uns,  daß,  wenn  der  Hang  der  Matrix  U  ist, 
Jus  System  (10)  eine  einzige  Lösung  zuläßt,  und  zwar  ist  es  not- 
wendig die  Lösung  (11).  Es  gilt  also  der  Satz:  Die  notwendig« 
und  hinreichende  Bedingung  für  das  gleichzeitig«  V.r 
schwinden  von  mehreren  linearen  Formen  für  Werte  der 
Veränderlichen,  die  nicht  sämtlich  null  sind,  ist  die,  daß 
der  Rang  der  Matrix  der  Koeffizienten  kleiner  ist  als  die 
Zahl  der  Veränderlichen. 

57.  Im  Falle  w  n  iit,  wie  wir  wissen,  die  Zahl  der  Lösungen 
des  Systems  (10)  in  —  ul-faeh  unendlich,  wenn  o  der  Rang  ist.  Im 
Falle  m  <  n  sind  zu  der  Matrix  des  Systems  mehr  als  »  —  <»  Bori- 
zuntab-eiheu  von  Nullen  hinzuzufügen,  und  wir  können  uns  daher  bei 
der  Aufsuchung  der  Haujitdetenninaute  auf  die  m  Homoütuliviln-n 
beschränken,  die  nicht  aus  Nullen  bestehen,  da  alle  Determinanten, 
welche  eine  Horizontalreihe  von  Nullen  enthalten,  gleich  Null  sind. 
Wir  sehen  auf  diese  Weise,  daß  die  Ordnung  der  Hauntdeterminante 
Buht  größer  als  w  wird  ausfallen  können,  d.  h.  daß  n  <  M  sein  wird, 
mithin  n  —  p  ^>  n  —  m.  Es  gilt  also  der  Satz:  .Jedes  System  roa 
M  linearen  homogenen  Gleichungen  mit  n  >  m  Unbekannten 
ist  wenigstens  (n  —  m)-fach  unbestimmt.  Auf  alle  FSU 
es  zur  Auflösung  des  Systems  (10),  nachdem  einmal  die  Haupt- 
deterruiuaiit.' 


"ll 

"11 

aiu 

<hi 

a„   . 

-  "■>. 

«,i 

«„•  • 

■  nff 

fixiert  ist,  genügen   das   System    der  ji   ersten  Gleichungen  nach  xx, 
Xf,  .  . .,  x^  aufzulösen.     Wenn 


":..      I      "?j     «I.l  +  t 


gesetzt  wird,  so  gibt  die  l.'nimersche   |{<.'gel 
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J  —  n 


xi  -  -  y  ^j?  äijx;>  (*  =  *>  2,  3,  •  •  -,  fO 

wo  es  noch  freisteht,  jeder  der  Unbekannten  x  +l9  x^  + *,...,  xn  einen 
beliebigen  Wert  zu  erteilen.  Bei  jeder  andern  Wahl  der  Hauptdeter- 
minante <T  innerhalb  derselben  ft  Vertikalreihen,  denen  d  angehört, 
ergibt  sich  eine  Formel,  die  sich  nicht  von  der  obigen  unterscheiden 
kann,  und  um  zu  verifizieren;  daß  sie  sich  nicht  davon  unterscheidet, 
genügt  es  zu  bemerken,  daß  auf  Grund  des  am  Ende  von  §  41 
ausgesprochenen  Theorems  d/d'  =  9ii/8'ii  ist. 

58,  Wir  wollen  im  besondern  ein  System  von  n  linearen 
Formen  mit  n  Veränderlichen  betrachten.  Das  gleichzeitige  Ver- 
schwinden kann  für  Werte  der  Veränderlichen,  die  nicht  alle  null 
sind,  nicht  stattfinden,  wenn  die  Determinante  D  des  Systems  von 
Null  verschieden  ist.  Wenn  die  Determinante  D  gleich  Null  ist  und 
p  ihr  Rang  ist,  so  gibt  es  in  (n  —  /i)-fach  unendlicher  Anzahl  Systeme 
von  nicht  sämtlich  verschwindenden  Werten  der  Veränderlichen, 
welche  die  n  Formen  gleichzeitig  zum  Verschwinden  bringen.  Unter 
Umkehrung  dieses  Satzes  pflegt  man  auch  zu  sagen:  Damit  eine  De- 
terminante w-ter  Ordnung  den  Rang  /i  habe,  ist  es  notwendig  und 
hinreichend,  daß  n  —  p  lineare  homogene  Relationen  zwischen  den 
Elementen  der  verschiedenen  Reihen  bestehen.  Damit  soll  gesagt 
sein,  daß  es  möglich  sein  muß,  n  —  \l  verschiedene  Systeme  von 
Werten  ll7  J^,  . . .,  ln  zu  finden,  die  nicht  alle  null  und  so  beschaffen 
sind,  daß  für  jedes  i 

ist.  Im  besondern  gilt  folgendes:  Damit  eine  Determinante 
gleich  Null  sei,  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  daß 
zwischen  den  Elementen  jeder  Reihe  eine  und  dieselbe  lineare 
homogene  Relation  besteht.  Aus  unserm  Satze  folgt  außerdem, 
daß  sich  eine  Determinante  von  der  Ordnung  n  und  vom  Range  /i 
mit  Hilfe  der  bekannten  Operationen  (§  17)  immer  so  einrichten  läßt, 
daß  die  sämtlichen  Elemente  von  n  —  p  parallelen  Reihen  null  sind. 
Eine  Determinante,  welche  verschwindet,  läßt  sich  daher  immer  mit 
Hilfe  der  genannten  Operationen  in  eine  andere  transformieren,  bei 
der  alle  Elemente  einer  Reihe  null  sind. 

59.  Besonderes  Interesse  für  die  Anwendungen  bietet  der  Fall, 
in  welchem  D  =  0  ist,  während  wenigstens  ein  Element  der  rezi- 
proken Determinante  von  Null  verschieden  ist.  Wenn  z.  B.  an  =J=  0 
ist,  so  ist  die  Hauptdeterminante  d  =  c^  von  der  Ordnung  n  —  1, 
und  das  System  läßt  eine  einfach  unendliche  Zahl  von  Lösungen 
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69—60 


zu.  Um  sie  alle  zu  erhalten,  verfahre  man,  wie  in  §  57  angegeben 
worden  ist,  d.  h.  man  bringe  die  Unbekannte  xx  auf  die  rechte  Seite 
und  betrachte  zur  Bestimmung  der  übrigen  Unbekannten  das  System 
der  letzten  n—  1  Gleichungen.  Auf  diese  Weise  findet  man  «n^  —  auxt 
und,  wenn  man  i  variieren  läßt, 


as. 


a 


li 


a 


lt 


3_ 


xm 


'IM 


Die  Eigenschaften  der  Determinanten  lassen  dieses  Resultat  als  evident 
erscheinen.  Der  Fall  von  n  —  1  linearen  homogenen  Gleichungen 
mit  n  Unbekannten  wird  ohne  weiteres  auf  den  vorstehenden  zurück- 
geführt, indem  man  zu  dem  System  eine  Gleichung  mit  verschwinden- 
den Koeffizienten  hinzufügt. 

60.   Beispiele,     a)  Das  System 

besitzt  nur  dann  Lösungen,  die  aus  nicht  sämtlich  verschwindenden  Werten 
von  Xj  y,  z  bestehen,  wenn 


a 


i    bi    ci 


a%    &2    cs 

«3     &8     <* 


0 


ist.     Wenn  aber  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  gibt  es  unendlich  viele  Lö- 
sungen, die  durch  die  Formeln 


x 


Kcs  —  Kc*       Cf  «i  —  Cs  «i       «i  b$  —  «i  &i 

gegeben  sind,  vorausgesetzt,  daß  nicht  alle  Nenner  null  sind.     So  besitzt 
das  System 


x  +  y  +  z  =  0,    x  +  y+2z  =  0,    x  +  y  +  3z  —  0 


A, 


eine  einfach  unendliche   Zahl  von  Lösungen,  die  durch  x  «*  A,  y  ■»  - 
z  =  0  gegeben  sind,  wobei  k  von  —  oo  bis  -f*  oo  variiert. 

b)  Unter  Benutzung   der  Schlußbemerkung   des  §  59   erkennt    man, 
daß  das  System 

<hx  +  \V  +  W  +  <M  ™  °> 
a2x  +  b%y  +  ctz  +  dtt  —  0, 

«3*  +  68y  +  cnz  +  d9t  —  0 
durch  die  Annahme 


,  ftl  Cl  <*1 

a,  c,  rfi 

ai  fti  di  ,  ~" 

a,  6,  q 

6f  cf  rff          — 

af  cf  d, 

a,  6,  d,          — 

a,  6,  c, 

b*  <*  </, 

«8   c8   ^8 

«,  &,  d8 

a,  6,  c, 
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und  in  keiner  andern  Weise  befriedigt  wird,  vorausgesetzt,  daß  wenigstens 
ein  Nenner  von  Null  verschieden  ist. 

61.  Man  sagt,  daß  die  Formen  u1}  u2,  . . .,  um  in  einer  linearen 
Relation  stehen,  wenn  es  möglich  ist,  die  Werte  X1J  X2,  . . .,  Xm}  die 
nicht  sämtlich  null  sein  sollen,  so  zu  bestimmen,  daß  für  sie 
Zji*!  -f  Jljti,  +  •  •  •  +  Xmum  identisch  verschwindet.  Wenn  zwischen 
den  genannten  Formen  keine  derartige  Beziehung  stattfindet,  so  heißen 
sie  linear  unabhängig.  Dies  vorausgeschickt  wollen  wir  annehmen, 
daß  die  Formen  durch  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (10)  dar- 
gestellt werden.     Dann  spaltet  sich  die  Relation 

Xxux  +  A2u2  +  •  -  -  +  Xmum  -  0 

wegen   der  Willkürlichkeit  der  x,   die  als  unabhängig  vorausgesetzt 
werden,  in  die  Relationen: 


Soll  es  unmöglich  sein,  dieselben  durch  Werte  der  X  zu  befriedigen, 
die  nicht  sämtlich  verschwinden,  so  ist  dazu  notwendig  und  hin- 
reichend (§  56),  daß  der  Rang  des  Systems  m  ist.  Es  gilt  also  der 
Satz:  Damit  m  lineare  Formen  mit  n  Veränderlichen  unab- 
hängig seien,  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  daß  der 
Rang  ihrer  Matrix  m  ist.  Im  besondern  ist  für  die  Unabhängig- 
keit von  n  linearen  Formen  mit  n  Veränderlichen  notwendig  und 
hinreichend,  daß  die  Determinante  des  Systems  von  Null  verschie- 
den ist. 

62.  Wenn  m  >  n  ist,  so  ist  der  Rang,  weil  nicht  größer  als  n, 
kleiner  als  m.  Daraus  folgt,  daß  es  mehr  als  n  unabhängige 
lineare  Formen  mit  n  Veränderlichen  nicht  geben  kann. 
Z.  B.   sind  die  Formen   ax  +  by  und   ax  +  b'y   unabhängig,   wenn 

ab'^bd.     Es  ist  aber  unmöglich  eine  dritte  Form  a"x  +  b"y   zu 

konstruieren,  die  von  den  beiden  ersten  unabhängig  ist.  Und  in  der 
Tat  hat  man,  was  auch  a    und  V  sein  mögen,  identisch 

(a'V  -  &'a")  {ax  +  by)  +  (ba"  -  ab")  (ax  +  b'y) 
+  (ab'  -  baT)  (ax  +  b"y)  -  0. 

In  jedem  Falle  ist  die  Minimalzahl  von  Formen,  auf  die  man 
sich  ein  System  von  linearen  Formen  reduziert  denken  kann, 
gleich  dem  Rang  ihrer  Matrix,  d.  h.  wenn  /*  dieser  Rang  ist,  so 
lassen  sich  m  —  /*  Formen  linear  durch   die  /*  übrigen  ausdrücken, 

C«t4ro,  Analytii.  4 
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die  voneinander  unabhängig  sind.  Dies  ergibt  sich  auch  aus  der 
folgenden  Bemerkung:  Wenn  man  den  x  willkürliche  Werte  erteilt, 
die  nicht  alle  null  sind,  und  die  entsprechenden  Werte  der  u  be- 
rechnet, so  lassen  sich  die  Gleichungen,  welche  diese  Formen  defi- 
nieren, betrachten  als  ein  System  von  verträglichen  Gleichungen, 
dessen  charakteristische  Determinanten  folglich  alle  gleich  Null  sein 
müssen.     Es  ist  also  immer 


an   a,2    ..  .  alfl    ux 


«11    «w 


<h»    ui 


d.  h.  (§  25) 


%1   %i   •  •  •   %fi   un 
ar\     ar%     '  *  •    arfi     Ur 


o, 


W.  == 


-j2  arJaiJui        (r  -  f*  +1,  fi  +  2, . . .,  m). 


63.  Wir  sind  jetzt  in  der  Lage  ein  Theorem  zu  beweisen, 
welches  die  Bestimmung  des  Ranges  einer  beliebigen  Matrix  er- 
leichtert. Wir  wollen  annehmen,  es  sei  in  dieser  Matrix  eine  De- 
terminante ö  =f=  0  von  der  Ordnung  fi  gefunden  derart,  daß  alle 
Determinanten  von  der  Ordnung  j*  +  1,  welche  derselben  Matrix  an- 
gehören und  d  enthalten,  null  sind,  daß  also 


au 

al% 

.  .  .  alfA 

au 

«21 

an 

•  •  •  at  n 

au 

v 

%* 

. . .  a^ 

a 

«rl 

<*r* 

•  •  •    arn 

«r. 

0 


ist  für  alle  möglichen  Werte  von  r  und  s.  Entwickelt  man  nach 
den  Elementen  der  letzten  Vertikalreihe  und  dividiert  durch  d,  so 
ergiebt  sich  die  Relation 

ars  Ä  *1«1.  +  *2a2.  +  •  •  •  +  *>,*%» 

in  welcher  kXJ  ilj,  .  .  .  von  s  unabhängig  sind.  Es  folgt  daraus,  daß 
die  Formen 

Ur  Ä  ar\X\  +  ar%X%  + H  0>rnXn       (*"  =  fi  +  1 ,  fi  +  2,  .  .  .,  m) 

sich  linear  aus  den  Formen  u,,  w,,  .  .  .,  u^  ableiten  lassen  (die 
wegen  6"=j=()  voneinander  unabhängig  sind).  Mithin  ist  der  Rang 
der  Matrix 
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an   al%   ...  aln 


<hi   «m 


<h< 


am\  am*  •  *  •    amn 


gerade  gleich  p.  Um  also  behaupten  zu  können,  daß  der  Rang  einer 
Matrix  gleich  p  ist,  genügt  es,  daß  es  gelingt  in  ihr  eine  nicht 
verschwindende  Determinante  von  der  Ordnung  /*  zu  finden 
derart,  daß  alle  Determinanten  von  der  Ordnung  /*  +  1,  welche 
sie  enthalten,  null  sind.  Daraus  folgt  im  besondern:  Wenn  die 
in  gewissen  m  —  \  Vertikalreihen  der  obigen  Matrix  enthaltenen 
Determinanten  nicht  alle  null  sind,  während  jede  große  Determinante, 
die  die  genannten  Vertikalreihen  enthalt,  gleich  Null  ist,  so  ist 
jede  andere  große  Determinante  der  Matrix  gleich  Null. 


Lineare  Transformationen. 

64.  Denken  wir  uns,  daß  in  einer  oder  mehreren  algebraischen 
Formen  mit  n  Veränderlichen  xx,  x2,  .  . .,  xn  die  x  durch  die  folgen- 
den Ausdrücke  ersetzt  werden: 


(12) 


+  *».9.> 


X. 


KiVx  +  *.f*+  ■+k»y 


nnirn' 


Die  gegebenen  Formen  verwandeln  sich  in  ebensoviele  Formen  mit 
den  Veränderlichen  yl}  y2,  . . .,  yn.  Die  durch  die  Gleichungen  (12) 
ausgedrückte  Operation,  welche  den  Übergang  von  den  ersten  zu  den 
zweiten  Formen  vermittelt,  ist  eine  lineare  Transformation.  Der 
Modul  der  Transformation  ist  die  Determinante 


ä:  = 


kn   k\s   .  . .  kli 

*VOt       **94       •    .    .     ffo 


h*l    hni    •  •  •    h 


nn 


welche  man  von  Null  verschieden  annehmen  muß,  um  keine  lineare 
Verbindung  zwischen  den  x  zu  schaffen  (§  61).  Wenn  2T=  1  ist,  so 
nennt  man  die  Transformation  unimodular. 

65.  Um  zu  den  ursprünglichen  Formen  zurückzugelangen,  muß 
man  auf  die  neuen  Formen  eine  andere  lineare  Transformation  an- 
wenden, welche  die  inverse  der  ersten  heißt.     Die  Formeln  der  in- 

4* 
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§§  66-66 


Versen  Transformation  erhält  man  offenbar  durch  Auflösung  des 
Systems  (12)  nach  den  y.  Es  sei  x{j  das  algebraische  Komplement 
von  Ä\..     Da  lT=j=0  ist,  so  liefert  die  Cramersche  Regel 

(13)  Ky*  =  *12  **  +  x"  **  +  '  * '  +  **»**' 


Der  Modul  dieser  Transformation  ist  (§  37) 


*n 

Xjj     .  . 

•     X»l 

1 

K» 

X18 

%22     •  « 

•     Xni 

— 

1 

*1* 

xin  .  . 

•    *nn 

66.   Wendet  man   die  Transformation  (12)  auf  das  System  von 
linearen  Formen 

aiixl  +  ai%x%  +  •  •  •  +  ainxn        (i  -  1,  2,  . . .,  n) 

an,  so  verwandelt  sich  dasselbe  in  das  System 

6«  Jfi  +  &<*&  +  ■  •  •  +  fy.Sf.,  (»  -  1,  2,  .  .  .,  n) 

wo  die  6  mit  den  a  in  einfacher  Weise  zusammenhängen.  Wenn 
man  nämlich  die  Transformation  (12)  auf  die  i-te  Form  des  ersten 
Systems  anwendet,  so  geht  dieselbe  über  in 

«.i  (*nSfi  +  •  •  *  +  *i.SÜ  +  oit(inyl  +  •  •  •  +  ttuyu) 

Also  ist,  wenn  man  die  Koeffizienten  von  yi  zusammenfaßt, 

b{J  =  aixkXj  +  ai% htj  + \-  ainknj. 

Nach  der  Regel  für  die  Multiplikation  der  Determinanten  sieht  man 
sofort,  daß 


K 

bu 

.  .  .  0ln 

"U 

a\% 

...  aln 

1    *u 

Ä*2i 

...    Ä*ä1 

bit 

bit 

•  •  •  "a* 

i 

SB 

afl 

a22 

...  ain 

1  l- 
Alt 

•  1  .  . 

"jj 

.  .  .    A„2 

Kr 

K, 

•  *  *    "«w     . 

an\ 

ant 

■  •  •   an» 

I 

i     "in 

*** 

'  '  '    nnn 

ist.  Die  Determinante  eines  Systems  von  linearen  Formen, 
die  man  linear  transformiert  hat,  ist  also  gleich  der  Deter- 
minante des  ursprünglichen  Systems,  multipliziert  mit  dem 
Modul  der  Transformation. 
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67.  Die  Anwendung  von  mehreren  linearen  Transformationen, 
die  nacheinander  ausgeführt  werden,  ist  äquivalent  mit  der  Anwen- 
dung einer  einzigen  solchen  Transformation,  deren  Modul  gleich 
dem  Produkt  der  Moduln  der  gegebenen  Transformationen 
ist.  Um  dies  zu  beweisen,  können  wir  uns  offenbar  auf  den  Fall 
zweier  Transformationen 

*i  -  kiiVi  +  *«»  +  •••  +  KVn,  Vi  -  *n*i  +  Ki%h  +  '"  +  Vin*% 
beschranken.  Dieselben  sind  zusammen  äquivalent  mit  derjenigen 
Transformation,  welche  durch  die  Formeln  definiert  wird,  die  man  er- 
hält, wenn  man  die  x  durch  die  z  direkt  ausdrückt.  Betrachtet  man 
aber  x1,  xty  . . .,  xn  als  ein  System  von  linearen  Formen  in  den  y  mit 
der  Determinante  K,  so  ist  nach  dem  vorigen  Paragraphen  klar,  daß 
KK'  die  Determinante  des  neuen  Systems  von  Formen  ist,  d.  h.  der 
Modul  der  resultierenden  Transformation. 

68.  Orthogonale  Transformationen.  Unter  den  linearen  Trans- 
formationen sind  besonders  wichtig  die  orthogonalen.  Sie  lassen  die 
Summe  der  Quadrate  der  Veränderlichen  umgeändert.  Soll  also  die 
Transformation  (12)  orthogonal  sein,  so  muß  identisch 

(14)  X*  +  X*  +  -  •  •  +  XH*  =  yi*  +  y2*  +  ...  +  yn* 

sein,  also  in  dem  Aasdruck 

(*uÄ  +  •  •  •  +  *i,  JÜ*  +  (*»  *  +  •••  +  *j«y,)'  +  •  •  • 

+  (*■!*  +  •••  +  *..  jO* 

der  Koeffizient  von  y?  gleich  1  sein  für  jeden  Wert  von  i,  und  der- 
jenige von  yiyj  gleich  0  für  i^j.  Entwickelt  man  die  Quadrate 
so  sieht  man,  daß 

(15)  *„*„  +  *„•*„  +  •  •  •  +  KiK*  -  |  J  £  )+j 

sein  muß.  Wenn  umgekehrt  diese  Relationen  erfüllt  sind,  so  besteht 
auch  die  Identität  (14),  und  die  Transformation  ist  orthogonal. 

69.  Eine  Determinante  heißt  orthogonal,  wenn  man  sie  als 
Modul  einer  orthogonalen  Transformation  benutzen  kann,  wozu  not- 
wendig und  hinreichend  ist,  daß  zwischen  ihren  Elementen  ktJ  die  Be- 
ziehungen (15)  bestehen.  Jede  orthogonale  Determinante  ist 
gleich  ±  1.  In  der  Tat  ist  das  Quadrat  einer  solchen  Determinante 
auf  Grund  der  Formeln  (15) 

1  0  ...  0 
0  1  ...  0 


#»  = 


-1, 


0  0...  1 
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so  daß  K  =  ±  1  ist.  Die  durch  den  Modul  K  definierte  Trans- 
formation heißt  rechtsdrehend,  wenn  2T=-1,  linksdrehend,  wenn 
K=-  1  ist. 

70«  Eine  orthogonale  Determinante  ist  dadurch  charak- 
terisiert, daß  jedes  ihrer  Elemente  gleich  dem  entsprechen- 
den algebraischen  Komplement  ist,  und  zwar  mit  verän- 
dertem Vorzeichen,  wenn  die  Determinante  den  Wert  —  1 
hat     In  der  Tat  geben  die  Formeln  (15)  tfttr  i  —  1,  2,  3,  . . .,  n 

*u*u  +  *n*v  +  •  •    +  knlknJ  -  0, 


< 


*u*v  +  1'*Aj  +  •  •  •  +  KjKj  -  ii 


Wir  wollen  dieses  System  nach  klJ}  k%j}  . . .,  knj  auflösen.  Die 
Gramersche  Regel  giebt  sofort 

Kk{j  -  0  •  xn  +  0  •  xit  +  •  •  -  +  1  .  x{j  +  •  •  •  +  0  •  xiH  -  x{J. 

Umgekehrt  wird,  wenn 

(16)  Kk{i  =  x„ 

ist,  die  linke  Seite  von  (15) 

und  ist  gleich  Null,  wenn  *=t=j,  gleich  der  Einheit,  wenn  *=»j  ist. 
Die  Gleichungen  (15)  sind  erfüllt,  und  K  ist  daher  eine  orthogonale 
Determinante. 

71«  Allgemeiner  ist  jeder  Minor  einer  orthogonalen  Determinante 
gleich  dem  zugehörigen  algebraischen  Komplement,  und  zwar  mit  ver- 
ändertem Vorzeichen,  wenn  die  Determinante  den  Wert  —  1  hat. 
Betrachten  wir  in  der  Tat  in  der  reziproken  Determinante  von  K 
einen  Minor  v-ter  Ordnung.  Er  ist  auf  Grund  von  (16)  gleich  dem 
Produkt  von  Ky  mit  dem  entsprechenden  Minor  Kr  von  K.  Andererseits 
wissen  wir  (§  38),  daß  derselbe  Minor  gleich  ist  dem  algebraischen 
Komplement  von  Kr  multipliziert  mit  Kv~\  Dividiert  man  also 
durch  K*"1,  so  sieht  man,  daß  das  algebraische  Komplement  von  Kv 
gleich  KKr  ist. 

72.  Damit  eine  Transformation  orthogonal  sei,  ist  es 
notwendig  und  hinreichend,  daß  ihr  Modul  identisch  wird 
mit  dem  der  inversen  Transformation,  wenn  man  in  ihm  die 
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Vertikal-  zu  Horizontalreihen  macht.  Wenn  die  Transforma- 
tion (12)  orthogonal  ist,  so  sieht  man,  sobald  man  in  die  Formeln  (13) 
das  Resultat  (16)  einführt;  daß  die  Bedingung  notwendig  ist.  Wenn 
umgekehrt  die  Relationen 

*i  -  *«i!fi  +  htV*  +  kiM  +  -"  +  kinyn 

Vi  -  *uxx  +  hix%  +  hi**  +  -•  +  Kixn 

für  i  =  1,  2,  3,  . .  .,  n  zwei  inverse  Transformationen  darstellen,  so 
bedeutet  dies,  daß  die  Relation  (16)  besteht,  und  daß  daher  die 
beiden  Transformationen  orthogonal  sind. 

73.  Konstruktion  orthogonaler  Transformationen.  Die  n2  Ele- 
mente einer  orthogonalen  Determinante  müssen  den  Bedingungen  (15) 
genfigen.  Das  sind  n  +  \n  (n  —  1)  =  \n  (n  +  1)  an  der  Zahl,  nämlich  n 
mit  der  rechten  Seite  gleich  der  Einheit  und  |w(w  —  1)  mit  der 
rechten  Seite  gleich  Null.  Daraus  folgt,  daß  man  n*  —  \n(n  +  1) 
=  \  n  (n  — -  1)  Elementen  willkürliche  Werte  beilegen  kann,  wodurch 
dann  im  allgemeinen  die  übrigen  \n(n  +  1)  Elemente  bestimmt  sind, 
die  einer  gleichen  Zahl  von  Bedingungen  genügen  müssen.  Anstatt 
\n{n  —  1)  Elemente  willkürlich  zu  wählen,  können  wir  versuchen, 
alle  »*  Elemente  durch  \n  (n  —  1)  willkürlich  gewählte  Größen  aus- 
zudrücken. Diese  Bestimmung  ist  von  Cayley  ausgeführt  worden  mit 
Hilfe  einer  eleganten  Methode,  die  wir  hier  auseinandersetzen  wollen. 
Es  sei 

ail     #1*     •  •  •    ain 


A  = 


ail     aM     *  '  *    a%n 


i     a%\    an2    '  *  '    ann 

eine  pseudosymmetrische  Determinante  mit  Hauptelementen  gleich  der 
Einheit,  so  daß 

(17)  a{J  =  —  aJ{  für  i  =}=  j  und  au  =  1 

ist.  In  der  Determinante  A  sind  nur  die  auf  einer  Seite  der  Haupt- 
diagonale gelegenen  Elemente  willkürlich,  und  wir  können  annehmen, 
daß  diese  \n(n—  1)  Elemente  gerade  die  Größen  sind,  durch  welche 
man  die  n'  Elemente  des  Moduls  K  ausdrücken  will.  Betrachten  wir 
die  durch  die  Relationen 

x{  =  anMt  +  anz%  +  ai$z9  +  •  •  •  +  aintn, 
yi  =  axizx  +  Oj,*,  +  a9iz$  + h  aHizn 

für  i  ■»  1,  2,  3,  . .  .,  n  ausgedrückten  Transformationen.  Durch 
Addition  ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung  von  (17) 

(18)  xi  +  y,  -  2z{. 
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Inzwischen  werden  die  inversen  Transformationen  von  den  beiden  be- 
trachteten ausgedrückt  durch  die  Relationen 

Azt  -  a^  +  uux%  +  ccux$  +  •  •  •  +  anixn, 

welche  auf  Grund  von  (18)  in 

Vi  -  j  «n*i  +  x  «*<**  +  *  •  •  +  (j  ««  -  l)  *<  +  •  •  •  +  a  *•<*■' 

*<  Ä  X  «ii  Vi  +  X  «<»?*  +  •  •  •  +  (y  ««  -  l)  Sf*  +  '  • "  +  x  ""•*• 

übergehen.    Es  ist  also  (§  72)  orthogonal  die  lineare  Transformation; 
deren  Modul  das  allgemeine  Element 


(19) 


hat. 


-j-c^-1     für»-j 


*«-         2 


X  *o 


für  t=}=j 


74«  Die  so  konstruierte  Transformation  ist  immer  rechts- 
drehend.    In  der  Tat  ist  ihr  Modul 


*-(!)" 


«11 -M      «1» 
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1* 


««1 


«8»  f -^    •  •  •    ««i 


«- 


a. 


*     —  -1  A 
-  •  '  Mii»       iÄ 


Das  Produkt  von  A  mit  der  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Deter- 
minante hat  das  allgemeine  Element 

cfj  =  anaJt  +  aita„  +  •  •  •  +  aii(ajj-\A)  +  -  -  -  +  a,.«,,, 

d.  h. 


res» 


Der  erste  Teil  der  rechten  Seite    ist  null,  wenn  i=^j,  und  hat  den 
Wert  A,  wenn  i  =  j  ist.     Folglich  ist 

c0  -  -  ijia,,  -  J^la,,.        für  i  =j=  j 

und   ^.  *»  -4  —  jAau  =*\A.     In    jedem   Falle    ist   also  cii=*\Aaii. 
Daraus  folgt 

■jAOn    iAau   .    .   jAaMl 

j-4a,2  j-4aM  ...  \Aan%  /2\»M\» 


«-er 


*« 


-  ü  ■  (tp  -  '. 


*^aiii   I^«ifi  •  •      I^a* 

und,  wenn  man  sich  erinnert  (§  47),  daß  A  niemals  null  ist,  K  *=  1. 


§  75 
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75.  Beispiel.  Um  die  allgemeinste  orthogonale  Determinante 
dritter  Ordnung  zu  konstruieren,  bemerke  man  zunächst,  daß  die 
reziproke  Determinante  von 


r   -g 

P 
1 


1 
P 


=  l+l>2  +  <*2  +  r* 


folgende  ist: 


1+P2 
-r  +  qp 

q  +  rp 


r  +  pq    —q+pr 

l  +  q*       p  +  qr 

—  p  +  rq         1  +  r2 


Dann  findet  man  mit  Hilfe  der  Formeln   (19),  daß  die   gesuchte  Deter- 
minante 


2  (r+pq) 


*<-«  +  J") 


l+pt  —   gl-yl  

l+p'  +  q'  +  r*  l+pt  +  fft  +  rt  1+p.  +  g.  +  r. 

*(—  r  +  qp)  l-l'  +  g'-r»  2(p  +  gr) 

l+p.  +  gt  +  rt  i+J>t+g"i  +  ri  i+J>t  +  at  +  rt 


2  (9  +  rp) 


*(-*  +  *«)        l-p'-g'  +  r« 


l+P'  +  g'  +  r*    l+p»  +  at  +  r»    l+p'  +  g'  +  r1 

ist.  Wenn  wir  mit  <*,  ß,  y  drei  Zahlen  bezeichnen  von  der  Beschaffen- 
heit, daß  a*  +  ß*  +  y*  =  1  ist,  so  können  wir  immer  setzen 

P  — «tgy,     2  =  Ptgy,     r  =  ytgy 

Auf  diese  Weise  reduziert  sich  die  vorstehende  Determinante  auf  die  ein- 
fachere Form 

cos#  +  a*(l  —  cos  fr)        ysin#  +  a/3(l  —  cosfr)    —  ßsin#  +  ay(l  —  cosfr) 

:  —  ysinO  +  /J«(l  —  cos#)        cos  fr  +  02(l  —  cos#)       «sin#  +  /3y(l  —  cos#) 

psin$+ya(l  —  cos#)  —  c*sinfr  +  y/3(l  —  cos#)  cosfr  +  y2(l  —  cos#) 

Daraus  folgt,  daß  die  allgemeinste  orthogonale  Transformation,  die  auf 
Formen  mit  drei  Variablen  ausgeführt  werden  kann,  durch  die  Relationen 

x'  =  x  cos  fr  +  (yy  —  ßz)  sin  fr  +  a  (1  —  cos  fr)  (ax  +  ßy  +  yz), 

(20)    '    y  =  y  cos  #  +  (as  —  y#)  sin  #  -f  0  (1  —  cos  &)  (ax  +  ßy  +  yz), 

z  =*  s  cos  O  +  (/3ar  —  ay)  sin  O  +  y  (1  —  cos  fr)  (ax  +  ßy  +  y#) 

definiert  wird,  die  in  der  analytischen  Geometrie  unter  dem  Namen 
„Eulersche  Formeln"  bekannt  sind1).  Da  offenbar  ax' +  ßy' +  yz' 
=  ax  +  ßy  +  yz  ist,  so  sieht  man,   daß  diese  Transformation   außer  der 


1)  Sie  wurden  wiedergefunden  von  llodrigues,  Bd.  V  des  Liouvilleschen 
Journals  (pag.  405). 
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75—76 


Summe  x%  +  y%  +  z*  auch  ax  -\~  ßy  +  yz  ungeändert  läßt,  mithin  auch 
Q*  =  x%  +  y*  +  z%  -  (ax  +'/»y  +  y*)2  =  (yy  -0*)*  +  («*  -  yx)»  +  (ßx-  ay)\ 

Legt  man  also  <*,  ß,  y  die  Bedeutung  von  Kosinus  hei,  die  eine  Richtung 
inhezug  auf  ein  Tripel  orthogonaler  Axen  definieren,  und  x,  y,  z  die 
Bedeutung  Cartesischer  Koordinaten  eines  Punktes  JKf,  so  sieht  man,  daß 
der  Punkt  M  heim  Übergange  von  einer  Lage  zu  einer  andern  JKf'  mit 
den  Koordinaten  x,  y\  /nur  um  eine  Gerade  rotiert,  die  durch  den  An- 
fangspunkt in  der  Richtung  («,  ß,  y)  gelegt  ist,  und  daß  er  dabei  in 
der  Entfernung  q  von  der  genannten  Geraden  bleibt.  Die  Richtung  des 
gemeinsamen  Lotes  dieser   Geraden   und  der  Geraden  OM  wird  definiert 

durch  die  Kosinus   —  (yy  —  ßz,  etz  —  yxy  ßx  —  ay),   und  es  ist   daher 

der  Kosinus  des  Winkels,  um  den  sich  der  Punkt  M  um  die  Gerade 
drehen  muß,  damit  er  nach  M'  gelangt,  der  Quotient  von  (§  29) 


a    ß   y 
x  y   z 


a    ß    y 

/     *     / 
x  y   z 


—  xx  +  yy  +  zz  —  (ax  +  ßy  +  yz)* 


durch  Q*,  d.  h.  cosO.  Die  Formeln  (20)  bedeuten  also  eine  Ro- 
tation &  um  eine  durch  den  Anfangspunkt  in  der  Richtung 
(a,  ß,  y)  gezogene  Gerade. 
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76.   Besonders  wichtig  sind  in  den  Anwendungen  der  Algebra 
die  quadratischen  Formen  (§  55)  in  n  Veränderlichen: 

U-  anx*  +  o,^2  +  Oj8V  +  •  •  •  +  anH  x* 
+  2alt#1xi  +  2aiZxtxz  +  2aiix%xz  +  •  •   . 

Man  pflegt  kurz  zu  schreiben 

wobei  gemeint  ist,  daß  den  Indices  i  und  j  unabhängig  voneinander 
alle  ganzzahligen  Werte  von  1  bis  n  erteilt  werden  sollen.  Die  sym- 
metrische Determinante 


A  = 


«ii    «i* 

«11     «M 


a 


In 


«2, 


anl    an%    •  '  '    ann 
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heißt  die  Diskriminante  von  ü,  und  die  quadratische  Form 

deren  Diskriminante  die  reziproke  Determinante  von  A  ist,  heißt  die 
reziproke  Form  von  U. 

77.  Mit  dem  Studium  der  quadratischen  Form  U  steht  in 
inniger  Beziehung  das  eines  Systems  von  linearen  Formen,  dessen 
Determinante  mit  der  Diskriminante  der  Form  identisch  ist: 


(1) 


l  ux  -  a^  +  altx2  +  •  • .  +  alnxn, 
u2  =  ailx1  +  anx2  H h  aSnxn, 


Vor  allem  ist  zu  bemerken,  daß  man  schreiben  kann 

(2)  U=  uxxx  +  u2:r2  H h  wn^. 

Damit  haben  wir  für  U  einen  Ausdruck,  der  symmetrisch  in  den  x 
und  den  u  ist.  Wenn  diese  letzteren  als  Veränderliche  angenommen 
werden,  so  verwandelt  sich  die  gegebene  quadratische  Form  in  ihre 
reziproke,  vorausgesetzt,  daß  zwischen  den  neuen  Veränderlichen  keine 
Relationen  bestehen.  Dies  erfordert  (§  61),  daß  A  =j=  0  ist.  Unter 
dieser  Voraussetzung  liefert  die  Anwendung  der  Cramerschen  Regel 
auf  das  System  (1) 

Ax%  =  atiut  +  «,,«,  +  •  •  •  +  «„,t*„, 


l  Axn  =  alnul  +  ainut+' 
Mithin  wird,  wenn  man  in  (2)  einsetzt, 

^3)  u -  i  2  "ijuiur 


+  «««w«. 


hj 


78.  Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  in  anderer  Weise  durch 
die  Bemerkung,  daß  die  Verträglichkeit  der  Gleichungen  (1)  und  (2) 
erfordert,  daß 


«11     a\i     •  •  •    ain    Ul 

o,!  a%%  . . .  atn  t*j 

an\    an8    *  • •    °nn    Un 

tij    t*2     . . .  un     U 

0 
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ist.     Hieraus  ergibt  sich  (§  17)  für  U  der  Ausdruck 


ü  =  - 


«n 

«12  •' 

•  «in  Ml 

1 

«21 

#22  •  ' 

•  «2»  Ut 

A 

«•1 

«»2  ' 

•  •  «*»  M* 

"l 

M,   . 

■•«.  o 

welcher  (§  25)  von  (3)  nicht  verschieden  ist.     Benutzt  man  dagegen 
die  ursprünglichen  Veränderlichen,  so  kann  man  schreiben 


tf=- 


«11  «12 

. . .  aln  xt 

1 

«21  «22 

•  '  '    ain    Xi 

A»~* 

m 

«f.1  «»2 

•  '   *  ann   Xn 

xx    xs 

. . .  xn    0 

Es  ist  nützlich,  diese  beiden  Ausdrücke  für.  U  festzuhalten. 

79.  Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  man  eine  quadratische  Form 
durch  eine  beliebig  große  Zahl  von  Veränderlichen  ausdrücken  kann. 
Man  braucht  eich  nur  jede  Veränderliche  durch  eine  lineare  Form 
mit  neuen  Veränderlichen  ersetzt  zu  denken,  deren  Anzahl  die  der 
ursprünglichen  Veränderlichen  übertrifft  Umgekehrt  ist  es  von 
Wichtigkeit  entscheiden  zu  können,  ob  eine  gegebene  quadratische 
Form  durch  eine  geringere  Zahl  von  unabhängigen  Veränderlichen 
ausdrückbar  ist.  Wir  wollen  also  annehmen,  daß  in  der  quadrati- 
schen Form 


Xt    %*ijJui*'j 


U  =    ?:  a£ix£x 


ij 


die  n  Veränderlichen  x  sich  derart  linear  gruppieren  lassen,  daß  für 
U  ein  Ausdruck  durch  die  m  neuen  Veränderlichen 


i  Vi  -  *n  *i  +  *12  #2  +  '  •  '  +  *i*  *.i 

V%    -  *21   *1   +  *22  X%  +  *  '  •  +  *2»  Xn> 
Vm  "  KlXl  +  K%X1  +  •  '  '  +  K»Xn 

herauskommt.     Es  sei 

m 


V-Jj}btijM, 


•,J 


der  neue  Ausdruck  von   U.     Denkt  man  sich  hier  die  y  eingesetzt 


SS  79-81 
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und  dann  das  Resultat  mit  dem  ursprünglichen  Ausdruck  von  U  ver- 
glichen, so  ergibt  sich 

(4)  ar.  "  ]£  K  K  *i.  -   ]£    CJr  K> 


ij 


>  =  1 


WO 


1  =  171 


Cfr  =  ^  hjK 


1  =  1 


ist.     Die  Gleichung  (4)  zeigt,  daß  die  Diskriminante  A  das  nach  Ver- 
tikalreihen gebildete  Produkt  der  Matrices 


(6) 


'll 

Cj2 

•  •  •    Cln 

*i, 

ÄT12 

k 

c« 

Cj2 

.  .  .    C}n 

> 

k%l 

"2* 

•  •  *    *2» 

*ml 

Cm2 

•  '  •    Cm* 

*ml 

*w»2 

k 

ist.  Wenn  *»  <  n,  so  ist  dieses  Produkt  null  (§  29).  Läßt  sich 
also  eine  quadratische  Form  auf  eine  geringere  Zahl  von  Veränder- 
lichen reduzieren,  so  ist  ihre  Diskriminante  null.  In  kurzem  werden 
wir  sehen,  daß,  wenn  die  Diskriminante  verschwindet,  die  quadratische 
Form  reduzibel  ist,  und  wir  werden  also  das  Theorem  aussprechen 
können:  Soll  eine  quadratische  Form  irreduzibel  sein,  so  ist 
dazu  notwendig  und  hinreichend,  daß  ihre  Diskriminante 
von  Null  verschieden  ist. 

80.  Wenn  m  =  n  ist,  so  wird  A  =  CK,  und  die  Gleichung  (5) 
zeigt,  daß  man  ebenso  C  =  BK  hat.  Es  ist  also  A  =  BK*, 
d.  h.  die  linear  transformierte  einer  quadratischen  Form  ist 
wieder  eine  quadratische  Form,  deren  Diskriminante  gleich 
ist  der  Diskriminante  der  ursprünglichen  quadratischen 
Form,  multipliziert  mit  dem  Quadrat  des  Transformations- 
moduls. 

81.  Der  Rang  der  Diskriminante  einer  quadratischen 
Form  stellt  die  Minimalzahl  von  Veränderlichen  dar,  auf 
welche  sich  die  genannte  quadratische  Form  reduzieren 
läßt.  Nach  der  am  Ende  des  §  43  gemachten  Bemerkung  kann  man 
immer  annehmen,  daß  die  Hauptdeterminante  von  A  unter  den 
Hauptminoren  von  der  Ordnung  p  gewählt  ist.    Es  sei 

au   a12   . . .  alfl 

°21    °22    •  •  •  a*n 


%l    afi2 


a 


Mf 
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81—82 


eine  solche  Determinante.     Die  Verträglichkeit  der  Gleichungen   (1) 
und  (2)  erfordert  (§  53),  daß 


Öjj     Öj2     .  .  .    ftj^    Wj 


a21     a28 


•    <hu    ^ 


ux    w,     . .  .  u 


u 


=  0 


ist.     Daraus  leitet  man  ab  (§  25) 


u  - -f  2  *ti*i"s>     • 

wo  a{J  das  algebraische  Komplement  von  a{j  in  d  ist.  Auf  diese 
Weise  sehen  wir,  daß  U  tatsächlich  auf  eine  quadratische  Form  redu- 
ziert ist,  die  nur  die  Veränderlichen  uv  uiy . . .,  u^  enthält.  Dieselben  sind 
voneinander  unabhängig,  weil  d  =f=  0  ist  Da  ferner  1/d  die  Diskri- 
minante  der  neuen  quadratischen  Form  ist,  so  ist  eine  weitere  Herab- 
drückung  der  Zahl  der  Veränderlichen  unmöglich  (§  79).  Diese 
letzte  Behauptung  kann  man  auch  durch  die  Bemerkung  beweisen, 
daß  jeder  Minor  v-ter  Ordnung  von  A  gleich  dem  Produkt  zweier 
Matrices  ist  (§  31),  die  man  durch  Auswahl  gewisser  v  Vertikal- 
reihen aus  den  Matrices  (6)  erhält.  Solange  v  größer  als  m  ist,  sagt 
uns  das  Theorem  von  Binet,  daß  das  Produkt  der  beiden  Matrices 
null  ist.  Daraus  folgt,  daß  alle  Minoren  von  A  verschwinden,  deren 
Ordnung  w  übertrifft,  und  es  muß  daher  p  <^m  sein,  d.  h.  es  ist  un- 
möglich die  quadratische  Form  auf  weniger  als  (i  Veränderliche  zu 
reduzieren. 

82.  Für  die  irreduziblen  quadratischen  Formen  haben  wir 
(§§  77,  78)  die  Möglichkeit  erkannt,  von  einer  Form  zu  der  rezi- 
proken Form  überzugehen.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  daß  so  etwas 
bei  den  reduziblen  quadratischen  Formen  nicht  geschehen  kann.  Vor 
allen  Dingen  bemerke  man,  daß  im  Falle  p  <  n  —  1  die  reziproke 
Form  gar  nicht  existiert  In  der  Tat  sind  dann  die  Minoren  a{j  samt- 
lich gleich  Null,  da  ihre  Ordnung  größer  ist  als  /i.  Die  reziproke  Form 
existiert,  wenn  (i  =  n  —  1  ist,  aber  der  Rang  ihrer  Diskriminante  ist 
(§  36)  gleich  der  Einheit.  Die  genannte  Form  läßt  sich  also  (§  81) 
auf  ein  einziges  Quadrat  reduzieren.  Mit  andern  Worten:  Die  rezi- 
proke Form  einer  reduziblen  quadratischen  Form  ist,  wenn 
sie  existiert,  das  Quadrat  einer  linearen  Form.  Dies  läßt  sich 
auch  direkt  beweisen.  Zunächst  bemerke  man,  daß  wenigstens  ein 
Hauptelement  arr  der  reziproken  Determinante  von  Null  verschieden 
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ist,  weil  sonst  (§  45)  alle  Elemente  der  reziproken  Determinante  null 
sein  würden.     Darauf  schreibe  man 

«rrV==a  2  arraljXiXj  Ä  2  "ir«rjXiXJ 

oder 

«rrV=  ]£  «riXi  •  «rjf^i  -  («rl  *l  +  *rtXl  +  •  '  '  +  «r«*J* 


Invariante  Eigenschaften. 

83.  Invarianten.  Es  seien  a,  b,  c,  .  . .  die  Koeffizienten  einer 
algebraischen  Form  und  a7  b',  c',  . . .  die  analogen  Koeffizienten  einer 
durch  lineare  Transformation  aus  ihr  entstandenen  Form.  Hat  man 
immer,  welches  auch  die  angewandte  lineare  Transformation  sein  mag, 

(7)  q>  (a',  &',  c'7  . .  .)  =  Kpq>  (a,  b,  c, . . .), 

wo  K  der  Modul  der  Transformation  ist,  so  heißt  der  Ausdruck  q> 
eine  Invariante  der  gegebenen  Form.  Wenn  p  =  0  ist,  so  besteht 
zwischen  den  neuen  Koeffizienten  und  denen  der  ursprünglichen  Form 
eine  von  der  benutzten  Transformation  unabhängige  Beziehung,  und 
die  Invariante  heißt  eine  absolute.  In  einem  solchen  Falle  ist  es 
im  allgemeinen  nicht  möglich  die  gegebene  Form  in  eine  andere 
gleichfalls  gegebene  zu  transformieren,  da  die  neuen  Koeffizienten 
d,  b',c'7  ...  nicht  beliebig  gewählt  werden  können,  sondern  der  Re- 
lation 

(8)  <p  (a'}  b',  c,  .  . .)  =  q>  (a,  b,  c,  .  .  .) 
genügen  müssen. 

84.  Dies  vorausgeschickt  ist  es  leicht  zu  ermitteln,  ob  es 
Formen  gibt,  die  keine  absoluten  Invarianten  besitzen. 
Wenn  eine  Form  in  n  Veränderlichen  v  Koeffizienten  hat,  so  läßt 
sich  einsehen,  daß  man  im  allgemeinen  eine  lineare  Transformation 
finden  kann,  welche  sie  in  eine  andere  gegebene  Form  verwandelt,  vor- 
ausgesetzt, daß  die  Anzahl  n2  der  Elemente  der  Transformation  nicht 
kleiner  ist  als  die  der  zu  erfüllenden  Bedingungen,  welche  gerade  v  ist. 
Man  erhalt  nämlich  die  genannten  Bedingungen,  indem  man  ausdrückt,  daß 
die  Koeffizienten  der  transformierten  Form  die  a  priori  festgesetzten 
Werte  dy  b',  c,  . .  .  annehmen.  Es  muß  daher  (§  55),  wenn  eine  Be- 
ziehung wie  (8)  nicht  besteht, 


n+l     n  -f  2     n  +  3  n  +  m  —  1 

—  -     -        -    —  •  IM  •  —         *  •  •  •  —  —  

2  3  4  m 


<tl 
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sein.     Man  bemerke,  daß  das  Produkt  der  ersten  beiden  Faktoren 

\(n  +  1)(«  +  2)  =  n  +l(»  -  l)(n  -  2)  £  n 

ist,  wobei  n  als  ganze  Zahl  und  größer  als  1  vorausgesetzt  wird. 
Da  die  folgenden  Faktoren  sämtlich  größer  als  die  Einheit  sind,  so 
kann  die  betrachtete  Relation  nicht  erfüllt  sein  für  Werte  von  m9  die 
größer  als  3  sind.  Es  ist  also  m  =  2  oder  m  =  3.  Im  ersten  Falle 
kann  n  beliebig  sein,  im  zweiten  ist  notwendig  n  =  2.  Mit  andern 
Worten:  Eine  Relation  wie  (8)  kann  nicht  bestehen  für  die  qua- 
dratischen Formen  und  für  die  binäre  kubische  Form.  Dies 
sind  also  die  Formen,  welche  keine  absoluten  Invarianten  besitzen. 
Bei  den  andern  Formen  haben  wir  den  Fall,  daß  v  größer  als  n'  ist, 
und  die  Differenz  v  —  w*  stellt  die  Anzahl  der  absoluten  Invarianten 
dar.  Z.  B.  hat  eine  binäre  Form  vom  Grade  m  >  2  gerade  m  —  3 
absolute  Invarianten,  eine  ternäre  Form  von  demselben  Grade  hat 
deren  \{m  +  1)  (m  +  2)  —  9  u.  s.  w. 

85.  Eine  Form,  die  keine  absolute  Invariante  besitzt, 
kann  nicht  mehr  als  eine  gewöhnliche  Invariante  zulassen. 
In  der  Tat,  wenn  die  Form  die  Invarianten  <p  und  i>  zuließe,  die 
bei  linearer  Transformation  in  Kpq>  und  K*$  übergehen,  so  ist  klar, 
daß  (p^ty-P  in 

(J5l*9>>(J5l^)-'  —  qfiif-p 
übergehen  und  eine  absolute  Invariante  sein  würde. 

86.  Eine  quadratische  Form  hat  nur  eine  Invariante: 
es  ist  ihre  Diskriminante.  Wir  haben  bereits  gezeigt  (§  79),  daß 
die  Diskriminante  eine  Invariante  ist.  Eine  weitere  Invariante  kann 
es  nicht  geben,  da  (§  85)  die  quadratischen  Formen  keine  absoluten 
Invarianten  zulassen  (§  84). 

87.  Aus  demselben  Grunde  kann  die  kubische  Form 

a0a?  +  Sa^y  +  3a,a;y*  +  c^y8 

nicht  mehr  als  eine  Invariante  haben.  Diese  eine  lautet,  wie  wir  im 
folgenden  sehen  werden, 

Übrigens  zeigt  eine  direkte  Rechnung  ohne  Schwierigkeit,  daß  nach 
einer  linearen  Transformation  mit  dem  Modul  K  dieser  Ausdruck 
nur  den  Faktor  Ä6  annimmt.  Dagegen  hat  die  binäre  biquadratische 
Form 

a^  +  4alxiy  +  6af  *V  +  4a9xy9  +  a4jf* 

außer  der  Invariante 

/»«ö«4  -  4aja8  +  3a,*, 
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welche  bei  linearer  Transformation  in  KlI  übergeht,   noch  die  In- 
variante 


—  «o0»^  +  2^0^03  —  a,8  —  a0a8*  —  a^*, 


a0  ax  a, 
J  ==      ax  a^  a9 

<h  «s  a4 

welche  in  JT6«/*  übergeht.  Die  einzige  absolute  Invariante  der  be- 
trachteten Form  wird  also  (§  85)  ausgedrückt  durch  den  Quotienten 
von  P  durch  J*. 

88.  Anstatt  einer  einzigen  Form  können  wir  ein  System  von 
Formen  betrachten  und  die  Invariante  wie  vorhin  (§  83)  definieren, 
indem  wir  sie  uns  durch  die  Koeffizienten  aller  Formen  des  Systems 
ausgedrückt  denken.  Z.  B.  ist  die  Determinante  eines  Systems  von 
n  linearen  Formen  mit  n  Veränderlichen  eine  Invariante,  da  sie  (§  66) 
der  Gleichung  (7)  für  p  =  1  genügt.  Wenn  man  eine  Invariante 
einer  Form  kennt,  so  lassen  sich  daraus  leicht  Invarianten  eines  aus 
mehreren  ähnlichen  Formen  bestehenden  Systems  ableiten.  Wir 
wollen  uns  auf  den  Fall  zweier  quadratischer  Formen  beschränken, 
machen  aber  darauf  aufmerksam,  daß  die  folgende  Methode  auf  eine 
beliebige  Zahl  von  Formen  anwendbar  ist.  Nehmen  wir  an,  daß  eine 
lineare  Transformation 

2a4j  xi  Xj ,         £b{  j  xi  Xj 
bezüglich  in 

überführt.     Es  ist  klar,  daß  dieselbe  Transformation 

2  (aiß  +  X  btJ)  xixi    in    2  (au  +  X  b'(j)  xixj 

verwandeln  wird,  wo  X  eine  willkürliche  Größe  ist.  Wenn  K  der 
Modul  der  Transformation  ist,  so  muß  (§  80) 


an  +  XVn     a1%  +  Xb'n 
aii  +  *feii      aw  +  M'n 


.  .  a'     +  XVL, 


=  K* 


au  +  Xbn 
an  +  Xb2l 


+  kbn 


a 


22 


aln  +  Xbv 

+  kbr 


a 


S* 


nn 


anl  +  *&»1       an%  +  *bnS       •  ann  +  *ht 

sein.  Jede  Seite  läßt  sich  (§17)  in  ein  Polynom  vom  Grade  n  in 
X  entwickeln.  Z.  B.  läßt  sich  die  Determinante  auf  der  rechten  Seite 
so  schreiben: 

Castro,  Analytit.  5 
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Bezeichnet  man  mit  <p/  das,  was  aus  <py  wird,  wenn  man  die  Koeffi- 
zienten der  ursprünglichen  Formen  durch  die  der  transformierten  er- 
setzt, so  hat  man 

W  +  *<Pi  +'-  +  *n<Pn'  -  #*(9>o  +  A*i  +  •  •  •  +  i-»J, 
welches  auch  der  Wert  von  k  sein  mag.    Es  ist  also 

9w-K*99j  (v==0>  l>  2;  •••>») 

und  qp0,  <ply  <pt,  .  . .,  <pn  sind  daher  Invarianten  des  betrachteten 
Systems.  Man  beachte,  daß  <p0  und  g>n  bezüglich  mit  A  und  £  iden- 
tisch sind.  Die  neu  erhaltenen  Invarianten  sind  <plf  qp2,  . .  .,  <pnmml9 
und  man  hat  z.  B. 

#11   «12    •  •  •   ®u 
Ojj   Gjj    ...  o2n 


Vi- 


6n  a12 

•  •  •  «1. 

«11    ft12 

.  . .  alm 

021  ass 

•  •  *    a2*i 

+ 

a21  0M 

•  •  '    «In 

6M   anS 

■••««« 

a«i  &«* 

'  *  •    Ämi 

+  •••  + 


°«1  °.» •  •  •  fc, 


fta 


u.  s.  w.  Man  bemerke,  daß  jedes  dieser  <p  als  eine  partielle  In- 
variante einer  einzigen  Form  betrachtet  werden  kann,  und  zwar  für 
alle  Transformationen,  welche  die  andere  Form  ungeandert  lassen. 

89.  Orthogonale  Invarianten.  Verlangt  man,  daß  q>  (a,  b,c,.. .) 
eine  Invariante  sei  nicht  für  alle  möglichen  linearen  Transformationen, 
sondern  nur  für  diejenigen,  welche  orthogonal  (§  68)  sind,  so  er- 
hält man  die  orthogonalen  Invarianten,  die  offenbar  zahlreicher  sind 
als  die  bisher  betrachteten  allgemeinen  Invarianten.  So  hat  eine 
quadratische  Form  U  in  n  Veränderlichen  außer  der  Diskriminante 
n  —  1  andere  orthogonale  Invarianten,  mit  deren  Aufsuchung  wir  uns 
hier  beschäftigen  wollen.  Nach  der  am  Schluß  des  vorigen  Para- 
graphen gemachten  Bemerkung  ist  eine  orthogonale  Invariante  von 

U  jede  simultane  Invariante  von  U  und  der  Form  x^  +xt*~\ h  x*. 

Nach  dem  in  demselben  Paragraphen  Gesagten  sind  also  orthogonale 
Invarianten  von  U  die  Koeffizienten  q>oy  q>l7  . . .,  <pn_l7  (<pn  —=1)  der 
Potenzen  von  k  in  der  Entwickelung  von 


an  +  k   a 


12 


.  . .  a 


in 


0*i 


Oj,  +  k  . 


a 


2» 


a 


Mi 


a 


ni 


<*««+  * 


An  einer  früheren  Stelle  (§  27,  i)  haben  wir  gesehen,  daß  <pv  die 
Summe  aller  Hauptminoren  (n  —  v)-ter  Ordnung  von  A  ist  Es  gilt 
also  der  Satz:  Die  Summe  aller  Hauptminoren  gleicher  Ord- 
nung in  der  Diskriminante  einer  quadratischen  Form  ist 
eine  orthogonale  Invariante  dieser  Form. 
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zu  bilden. 


90.    Übungsbeispiele.    a)  Die  orthogonalen  Invarianten  der  ternären 
quadratischen  Form 

ax*  +  by*  +  cz%  +  2fyz  +  2gzx  -f  2hxy 

Die  Diskriminante 

a  h  g 

hb  f     =abc+  2fgh  —  af%  -  bg*  -  cä* 

9  f  c 
hat  als  Hauptminoren  außer  a,  b,  c 


b  f 
f  c 


=  bc-r, 


c  9 
9  * 


=  ca  —  g> 


a  h 
h  b 


-  ab  -  Ä2. 


Die  gesuchten  orthogonalen  Invarianten  sind  also 

a  +  b  +  c,     bc  +  ca  +  a&  —  f%  —  g*  —  h% . 

b)  Eine  Invariante  des  Systems  von  zwei  ternären  quadra- 
tischen Formen  zu  finden.  Diese  seien  die  Form  des  vorigen  Übungs- 
beispiels und  die  folgende 

a'x*  +  by  +  c'z2  +  2fyz  +  2  g  zx  +  2h'xy . 
Die  gesuchte  Invariante  ist 

a  ti  g 
h  b'  f 
9  f  c 


+ 


+ 


a  h  g 
hb  f 

9  f  c 


a    h  g 
h'  b  f 
g   f  c 
oder,  wenn  man  entwickelt, 

bca  +  cab'  +  abc  -  (a'f*  +  by  +  ch%) 
+  2  {ßhf  +  hfg'  +  fgh')  -  2  {äff  +  bgg  +  chh'). 
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91.  Wenn  eine  Form  bei  linearer  Transformation  die  einfachste 
Gestalt  annimmt,  deren  sie  fähig  ist,  so  sagt  man,  sie  sei  auf  einen 
kanonischen  Ausdruck  reduziert.  Übrigens  ist  die  Wahl  eines 
solchen  Ausdrucks  durchaus  Sache  der  Übereinkunft,  aber  doch  nicht 
willkürlich.    So  z.  B.  laßt  sich  die  binäre  kubische  Form 

ax?  +  3bx*y  +  Sexy*  +  dx* 

durch  eine  lineare  Transformation  auf  den  Ausdruck  x*  +  y*  reduzieren. 
Man  braucht  nämlich  nur  x  =  ax'  -f  ßy' >  y  ==  Yx'  '  +  $9  zu  setzen 
und  die  vier  Unbekannten  a,  ß,  y,  8  so  zu  bestimmen,  daß  die  vier 
Koeffizienten  der  neuen  Form  gleich  den  entsprechenden  in  x?  +  y8 
werden.     Diese  Form  kann  man  also  als  kanonischen  Ausdruck 

6« 
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der  betrachteten  kubischen  Form  annehmen.  Dagegen  ist  es  nicht 
möglich  x*  +  y8  +  z*  als  kanonischen  Ausdruck  der  ternären  kubischen 
Formen  zu  wählen;  denn  die  Anzahl  der  zu  bestimmenden  Größen 
wäre  neun,  während  die  Zahl  der  Bedingungen,  denen  sie  genügen 
müssen,  gleich  der  Anzahl  der  Koeffizienten  der  Form,  d.  h.  gleich 
zehn  ist.  Aus  diesem  Grunde  pflegt  man  eine  zehnte  Unbestimmte  k 
einzufuhren  und  als  kanonischen  Ausdruck  x*  +  y8  +  &  +  6Tcxy$  an- 
zunehmen. Es  ist  wohl  zu  beachten,  daß  diese  Reduktionen  in  spe- 
ziellen Fällen  versagen  können.  Es  gibt  z.  B.  binäre  kubische 
Formen,  die  nicht  auf  x?  +  y8  reduzierbar  sind,  dafür  aber  auf  xy*. 

92.   Als  kanonischen  Ausdruck  der  quadratischen  Formen  pflegt 
man  anzunehmen 

(9)  ^=«1  fc* +  «,&•+ •••  +  «„&', 

wo  die  a  konstante  Größen  und  die  y  lineare  Formen  in  den  ur- 
sprünglichen Veränderlichen  x  sind.  Die  Reduktion  einer  quadratischen 
Form  auf  einen  solchen  kanonischen  Ausdruck  ist  auf  unendlich  viele 
Weisen  möglich,  da  die  n*  Elemente  der  unbekannten  Transformation 

,10x  x%  -  *2i  Vi  +  ***  y%  +  •  •  •  +  *»»y«  7 


Xn  -  *.lSfl  +  *.lft  +  '  •  ■  +  KnVn 

nur  \n(n  —  1)  Bedingungen  genügen  müssen.  In  der  Tat,  um  U. 
mit  Hilfe  der  Transformation  (10)  auf  den  Ausdruck  (9)  zu  reduzieren, 
muß  man  die  Elemente  k{J  derart  bestimmen,  daß  in  der  transformierten 
quadratischen  Form  a{j .  =  0  ist  für  t+j«  Die  Transformation  wird 
aber  vollkommen  bestimmt,  wenn  man  verlangt,  daß  sie  orthogonal 
sei.  Sie  muß  alsdann  (§  73)  wegen  der  Orthogonalität  ±n(n+  1)  Be- 
dingungen genügen  und  weiteren  ±n(n  —  1),  damit  die  transformierte 
Form  die  Gestalt  (9)  habe.  Die  Gesamtzahl  der  Bedingungen  ist  also 
gleich 

±n(n+  l)  +  £n(n-  1)  -  nf 

oder  gleich  der  Anzahl  der  zu  bestimmenden  Elemente.     Wir  wollen 
uns  mit  dieser  Bestimmung  beschäftigen. 

93,  Denken  wir  uns,  daß  man  von  der  Form  (9)  zu  der  ur- 
sprünglichen Form  zurückkehrt  mit  Hilfe  der  inversen  Transformation 
von  (10),  welche  wegen  der  Orthogonalität  (§  72)  durch  die  Formeln 

y,  -  in  xx  +  *M  x%  +  •  •  •  +  kulxuf 
Vt  -  *«  *%  +  *«*!  +  •••  +  K**n, 


Pn  -  *1„*1  +  'f.*!  +  •  '  •  +  *.,*. 


§93 
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definiert  ist.     Die  Form  (9)  wird 


r—  n 


U=^ar(klrxt  +  kirxt  +  •  •  •  +  knrxny. 


r=l 


Durch   Identifizierung  mit  dem  ursprünglichen  Ausdruck   von   U  er- 
gibt sich 


r=  m 


aij  —  j^Li  ar*'ir*jr9 


d.  h.  für  j  =  1,  2,  3,  . . .,  n 


+  a«*»**l*> 


a 


v« 


«I  *«*.!+  «,*«  K%+  '  '  '  +  «nkinkn' 


Betrachtet  man  ccxknj  cc^kiif  . ..,  ctHkin  als  Unbekannte ;  so  gibt  die 
Cramersche  Regel 

Kajl\j  —  tfuxu  +  a^,.  +  •  •  •  +  aiuxuj. 
Daraus  folgt  auf  Grund  bekannter  Eigenschaften  (§  70) 

«A  -  anhj  +  aahj  +'"  +  <*inKj- 
Setzt  man  jetzt  i  —  1,  2,  3,  .  .  .,  n7  so  erhält  man  das  System 

(«11  -  «i)*U+  «12*2>  +  '  •  •  +  «lAi  -  0, 

welches  sich  als  ein  System  von  n  linearen  homogenen  Gleichungen 
mit  n  Unbekannten  betrachten  läßt.  Soll  es  möglich  sein,  für  die 
Unbekannten  klj}  kiJy  .  ..,  knj  Werte  zu  finden,  die  nicht  sämtlich 
verschwinden,  so  ist  dazu  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Deter- 
minante des  Systems: 


au  — «,  au 


(12) 


«21 


«22  -  aj 


«1„ 
«2» 


a 


«i 


« 


nt 


«nn  ~  «J 


verschwindet     Folglich  sind  aX}  a^,  «3,  .  .  .,  an   die  n  Wurzeln   der 
Gleichung 
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(13) 


«11- 

X 

«12 

...  alfl 

«21 

«22  ~ 

X 

•  •  •  «gn 

«•1 

«*2 

•  •  •    «»* 

—  # 

0 


und  haben  daher  (§  33,  d)  reelle  Werte.  Übrigens  gelangt  man  zu 
diesem  letzten  Resultat  in  direkter  Weise  durch  Betrachtung  der 
quadratischen  Form  U  —  a  {xx%  -f  #22  +  •  •  •  -f  xn*) ,  welche  sich  in 
(«t  —  a)  y*  +  (ag  —  a)  y%*  +  •  •  •  +  (ccn  —  a)  yn*  transformieren  muß 
und  sich  daher  für  a  =  ax ,  a^ ,  . .  . ,  an  auf  weniger  als  n  Veränder- 
liche reduziert.  Daraus  folgt  (§  79),  daß  ihre  Diskriminante  für  diese 
Werte  von  a  verschwinden  muß. 

94.  Es  ist  nunmehr  leicht  die  Elemente  der  Transformation  zu 
bestimmen,  indem  man  von  den  Systemen  (11)  Gebrauch  macht,  in 
welchen  die  a  als  bekannte  Größen  zu  betrachten  sind.  Nehmen 
wir  dasjenige  System  (11),  welches  einem  gegebenen  Werte  von  j 
entspricht,  so  wissen  wir,  daß  die  Unbekannten  den  algebraischen 
Komplementen  der  Elemente  einer  Reihe  proportional  sind  (§  59) 
oder  den  Quadratwurzeln  der  algebraischen  Komplemente  der  Haupt- 
elemente (§  45),  wenn  wir  beachten,  daß  die  Determinante  des 
Systems  symmetrisch  ist.  Wenn  a{j  das  algebraische  Komplement 
von  ai{  —  ccj  in  der  Determinante  (12)  ist,  so  hat  man  für  jeden 
Wert  von  j 

k\j  *2>  **j  1 


wenn   man   berücksichtigt,   daß   k*j  +  4j^  +  •  •  •  +  klj  =-  1    ist.     Es 
wird  also 


j.    =  1  /  **> 

,J     f    *i>  +  «2i  +  •  •  • 


+  a 


95.  Beachtet  man,  daß  die  Diskriminante  der  Form  (9)  ccxa%as . . .  an 
ist,  und  daß  sie  daher  von  Null  verschieden  ist,  wenn  kein  Koeffizient  a 
verschwindet,  so  sieht  man  sofort,  daß  jeder  kanonische  Ausdruck  an 
sich  irreducibel  ist.  Die  in  den  beiden  vorigen  Paragraphen  aus- 
einandergesetzte Methode  hat  den  Vorzug,  auch  auf  die  reduziblen 
quadratischen  Formen  anwendbar  zu  sein,  und  erlaubt  daher  die  Re- 
duktion einer  gegebenen  quadratischen  Form  auf  die  kleinste  Zahl 
von  Veränderlichen  auszuführen.  Tatsachlich  kann  man  (§  27,  i)  der 
Gleichung  (13)  die  Form  geben 

A  —  x<fn_t  +  x*6n_i  —  •  •  •  qp  xn~lö1  ±^-0, 

wenn  man  mit  6y  die  Summe  aller  Hauptminoren  von  A  bezeichnet, 
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welche  die  Ordnung  v  haben.  Diese  Minoren  sind  alle  null,  wenn 
ihre  Ordnung  den  Rang  4u  der  Diskriminante  übertrifft.  Wenn  also 
die  quadratische  Form  reduzibel  ist,  so  wird  die  letzte  Gleichung 

(*„  -  xö^t  +  xs6^2 q:  xfi'lö1  ±  af)x»-«  =  0. 

Dieselbe  besitzt  n  —  p  verschwindende  Wurzeln,  und  in  dem  kano- 
nischen Ausdruck  (9)  bleiben  daher  nur  4u  Glieder  bestehen,  d.  h.  die 
quadratische  Form  ist  auf  die  kleinste  Zahl  von  Veränderlichen  (§81) 
reduziert. 

96.  Wir  wollen  ein  anderes  interessantes  Verfahren  zur  Reduktion 
einer  quadratischen  Form  auf  einen  kanonischen  Ausdruck  auseinander- 
setzen und  gehen  dabei  von  der  Bemerkung  aus,  daß  die  Transformation 

i  Vi  -  *1  +  Kl**  +  fc13*3  +  '  •  •  +  hn*n, 


Vn  = 


X. 


ebenso  viele  unbestimmte  Größen  enthält,  als  bei  der  genannten  Re- 
duktion Bedingungen  zu  erfüllen  sind,  d.  h.  \n(n  —  1).  Setzen  wir 
j-r+1=#v+2  =  ...  =  a;n  =  0.  Dies  bedeutet  eine  Beschränkung  der 
Form  auf  nur  v  Veränderliche,  und  andererseits  sieht  man,  daß  die 
Transformation  (14),  wenn  in  ihr  v  statt  n  gesetzt  wird,  gerade  die- 
jenige ist,  welche  den  kanonischen  Ausdruck  axy^ -f  a*V%% H h  a*yr* 

in  die  so  beschränkte  Form  überführt;  denn  y,+1,  yv+i,  •  •  .,  yn  ver- 
schwinden gleichzeitig  mit  den  entsprechenden  x.  Die  Diskriminante 
jenes  Ausdrucks  ist  c^cc^  . . .  avJ  die  der  Form,  in  welche  er  über- 
geht, 


(15) 


A  = 


an  a12 


a 


lv 


&2l     0^2    *  '  *    ^2 


tlyl    &v2    •  •  •    ^'r 


v 


und   die  Transformation  (14)  ist  offenbar  unimodular.      Folglich   ist 
(§  79) 

woraus  sich  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Determinanten  Alf  A%, . . . 
von  Null  verschieden  sind,  ergibt 

Ä 


*1   ^  A\  7      **2  =  T  ">      ^  =    A     > 

-"1  ^*t 


•      •      • 


CC. 


*-l 


Wir  sehen  also,  daß  die  betrachtete  quadratische  Form  auf  den  kano- 
nischen Ausdruck 
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(16)  Atyi>  +  ±yi*+±yi>+...+^-yn> 

reduzierbar  ist,  wo  die  Av  die  Bedeutung  (15)  haben.  Praktisch 
laßt  sich  diese  Reduktion  in  der  Weise  ausfuhren,  daß  man  eine  der 
Veränderlichen  durch  Abtrennung  eines  Ausdrucks  zu  isolieren  sucht, 
der  das  Quadrat  einer  linearen  Form  ist.  Läßt  man  z.  B.  zu,  daß 
nicht   an  =  0   ist,   so    sieht   man   sofort,   daß   in   au  U  die   Glieder, 

welche  xx  enthalten,  zu  dem  Quadrat  von  axlxl  +  al%xt  +  a18^$  H 

gehören.     Setzt  man  also 

Ifr-si  +  Jai  +  J;  *»  +  •••> 

so  wird  U  =  114  y^  +  U',  wo  U'  eine  quadratische  Form  in  den  übrig 
bleibenden  Veränderlichen  xi}  xs,  ...  ist.  Nimmt  man  an,  daß 
ana2i  —  a212  nicht  null  ist,  so  kann  man  in  analoger  Weise  in  TT  die 
Veränderliche  x%  isolieren.     Wird 

y«  —  ^2  i-  _    l      *s  t-  _    »      *4  t- 

^U  atl  B  11  "ll1*!!  u  11 

gesetzt,  so  findet  man  CT  =»  «aJfe*  +  U",  wo  17"  =  «s^s*  "I ^>  u* 8- w- 

Wenn  es '  auf  diesem  Wege  gelingen  soll  U  auf  die  Form  (9)  zu 
bringen,  so  müssen,  wie  man  sieht,  die  Veränderlichen  in  geeigneter 
Anordnung  betrachtet  werden,  um  in  der  Reihe  A^  A^,  At,  ...  ver- 
schwindende Glieder  zu  vermeiden.     Dies  ist  nicht  immer  möglich. 

97«  Trägheitsgesetz.  Wir  haben  bereits  bemerkt  (§  92),  daß  es 
für  eine  quadratische  Form  mit  n  Veränderlichen  kanonische  Aus- 
drücke in  ±n(n  +  l)-fach  unendlicher  Anzahl  gibt  Es  ist  aber  be- 
merkenswert, daß  alle  eine  gemeinsame  Eigenschaft  genießen,  die  von 
großer  Wichtigkeit  ist  und  die  Sylvester  angegeben  hat.  Wir  meinen 
das  Trägheitsgesetz  der  quadratischen  Formen,  c^,  «j,  . . .,  an 
und  ßlf  02,  .  . .,  ßn  seien  die  Koeffizienten  von  zwei  kanonischen  Aus- 
drücken einer  und  derselben  Form,  so  daß  man  für  alle  Systeme  von 
Werten  der  x  oder  der  y 

(17)    ^ v  +  a, V  +  •  •  •  +  «.*„•  -  A  V  +  AV  +  ■  ■  •  +  AV 

hat.  Man  nehme  als  unabhängige  Veränderliche  die  x  an,  während 
sich  die  y  linear  durch  die  x  ausdrücken.  Auf  den  beiden  Seiten 
von  (17)  gebe  es  [i  bezw.  v  negative  Koeffizienten,  und  es  werde  an- 
genommen (i  <  v.  Den  4u  Veränderlichen  x,  welche  auf  der  linken 
Seite  negative  Koeffizienten  haben,  erteilen  wir  den  Wert  0.  Es 
bleiben  übrig  n  —  p  Veränderliche,  welche  man  immer  derart  be- 
stimmen kann,  daß  sich  auf  der  rechten  Seite  von  (17)  diejenigen 
Veränderlichen  y  auf  Null  reduzieren,  welche  positive  Koeffizienten 
haben.      Die   Anzahl   dieser   letzten   Veränderlichen    ist   in   der  Tat 
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n  —  v  <  n  —  |&,  und  die  genannte  Bestimmung  läßt  sich  daher  (§  57) 
auf  unendlich  viele  Weisen  ausführen.  Wenn  p  >  v  wäre,  so 
würden  wir  durch  dasselbe  Verfahren  die  positiven  Glieder  auf  der 
linken  und  die  negativen  auf  der  rechten  Seite  zum  Verschwinden 
bringen.  Wäre  also  (i  von  v  verschieden,  so  gäbe  es  unendlich  viele 
Wertsysteme  der  Veränderlichen,  für  welche  die  Identität  (17)  sich 
auf  die  absurde  Gleichheit  zwischen  einer  wesentlich  positiven  und 
einer  andern,  wesentlich  negativen  Größe  reduzierte.  Es  ist  deshalb 
notwendig  fi  =  v.  Mit  andern  Worten:  In  den  unendlich  vielen 
kanonischen  Ausdrücken  einer  gegebenen  quadratischen 
Form  ist  die  Anzahl  der  mit  einem  und  demselben  Zeichen 
behafteten  Quadrate  konstant.  Hierbei  ist  immer  stillschweigend 
vorausgesetzt,  daß  es  sich  um  Formen  und  Transformationen  mit 
reellen  Koeffizienten  handelt. 

98.  Es  folgt  unmittelbar  aus  dem  Trägheitsgesetz,  daß  es,  um 
die  Vorzeichen  der  Quadrate  in  den  kanonischen  Ausdrücken  einer 
gegebenen  quadratischen  Form  kennen  zu  lernen,  genügt  diese  Vor- 
zeichen in  einem  einzigen  kanonischen  Ausdruck  zu  beobachten, 
z.  B.  in  (16).  Offenbar  hat  av  das  Zeichen  -f  oder  das  Zeichen  — , 
je  nachdem  A¥__x  und  Av  dasselbe  Zeichen  oder  entgegengesetzte  Zeichen 
haben.  Daraus  ergibt  sich:  Die  Anzahl  der  negativen  Glieder 
in  jedem  kanonischen  Ausdruck  einer  quadratischen  Form 
ist  gleich  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  Reihe 
1,  Alf  A^y  . . .,  An__l}  A.  Diese  Aussage  setzt  wesentlich  voraus,  daß 
kein  Glied  der  Reihe  null  ist.  Wir  wollen  jedoch  unter  Beschränkung 
auf  den  Fall,  wo  ein  Glied  Ay  null  ist,  während  die  Nachbarglieder 
A9mml  und  -4r  +  1  es  nicht  sein  sollen,  beweisen,  daß  das  Theorem  be- 
stehen bleibt  unter  der  Bedingung,  daß  man  Av  unterdrückt.  Zu- 
nächst bemerken  wir,  daß^_t  und  Av+l  entgegengesetzte  Zeichen 
haben,  da  (§  25)  aus 


-4»+l  — ' 

9 

durch  Multiplikation  mit  Av_t  =  avv  folgt  (§  36) 

At_xAr  +  x  =  —    ^    ai*arjaitv  +  iav  +  lJ  =  ~~     ?j    a«taf,»+l  "  a> •  a> , «  + 1 

t .  1                                                                      i .  i 

oder 

r> 

an  a12  ...  ^1|V_!   fli,r  +  i  j" 

j              .                              (H\     a2t    ••*    a2,r-l     (li,r  +  l    ' 

i 

avl  av2  .  .  .  ay|V-1  «r>v+i  i 
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Nun  betrachte  man  anstatt  der  Form  U  eine  andere  U',  die  man  er- 
hält, indem  man  a  von  den  Hauptelementen  der  Diskriminante  Ton  U 
subtrahiert.  Denkt  man  sich  U  und  V  mit  Hilfe  des  Verfahrens  in 
§  93  auf  kanonischen  Ausdruck  gebracht,  so  hat  man 

ü'  =  («,  -  «)  *•  +  («,-«)*»+...  +  («„-«)*„», 

und  es  ist  klar,  daß  man  a  dem  absoluten  Betrage  nach  hinreichend 
klein  wählen  kann,  damit  die  entsprechenden  Glieder  in  den  beiden 
kanonischen  Ausdrücken  dieselben  Vorzeichen  haben.  Es  genügt,  wenn 
«  zwischen  der  größten  negativen  Wurzel  und  der  kleinsten  positiven 
Wurzel  der  Gleichung  (13)  enthalten  ist.  Um  die  Zahl  der  mit  nega- 
tivem Vorzeichen  behafteten  Quadrate  in  den  kanonischen  Ausdrücken 
von  U  zu  bestimmen,  können  wir  jetzt  auf  Grund  des  Trägheits- 
gesetzes diese  Form  durch  IT  ersetzen.  Da  ferner  die  Subtraktion  der 
(dem  absoluten  Betrage  nach  beliebig  kleinen)  Größe  a  von  den  Haupt- 
elementen der  Diskriminante  von  U  in  A^,  A^,  .  .  .  Änderungen 
hervorruft,  die  so  klein  gemacht  werden  können  als  man  will,  so  ist 
leicht  einzusehen,  daß  für  ein  hinreichend  kleines  a%  diejenigen  unter 
den  genannten  Größen,  welche  nicht  null  sind,  ihr  Zeichen  bewahren, 
während  es  sich  so  einrichten  läßt,  daß  die  verschwindenden  aufhören  zu 
verschwinden.  Es  behalten  also  Av_x  und  -4r+i,  während  sie  zu  At-i 
und  Ar+i  werden,  entgegengesetzte  Vorzeichen  und  der  beim  Über- 
gange von  Av_x  zu  Av+l  beobachtete  Zeichenwechsel  ist  also  auch 
in  der  Reihe  A'v-iy  Av' 9  A'v+\  zu  bemerken,  welches  auch  das 
Vorzeichen  von  Ar'  sein  mag. 

99.    Beispiele,     a)   Wenn  a  und  ab  —  h*  nicht  null  sind,  so  kann 
man  durch  das  in  §  96  angegebene  Verfahren  die  quadratische  Form 

ü<=ax%  +  by*  +  cz*  +  2fyz  +  2gzx  +  2hxy 

auf  folgende  Gestalt  bringen: 

17-  a(x  +  »j,  +  |i)    +  — ~-  (j,  +   l^z) 
abc-\-2fgh  —  af*—bg*—  ch*  , 

+  rtX-Ä»  *  • 

Diese  Identität  hat  gar  keinen  Sinn  mehr,  noch  auch  ist  es  möglich,  durch 
ein  analoges  Verfahren  eine  andere  an  ihre  Stelle  setzen,  wenn  a,  6,  c  oder 
auch  6,  c,  g,  h  null  sind.  Man  muß  alsdann  auf  das  in  §  93  ausein- 
andergesetzte Verfahren  zurückgreifen,  welches  immer  zum  Ziele  führt. 

b)  So  findet  man  z.  B.,  wenn  die  quadratische  Form  U=yz  +  zx-\-  xy 
gegeben  ist, 

f/=  -Ux  +  y  +  *)»  -  i(x  -  9y  _£(»  +  „-  2*)*. 

Auf  diese  quadratische  Form  ist  das  zweito  Verfahren  nicht  anwendbar, 
da  die  Reihe 

1,   jij-O,  -4,--*,  A-\ 
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einen  verschwindenden  Term  enthält.  Da  jedoch  die  Zeichen  der  nicht 
verschwindenden  Glieder  +  —  +  sind  und,  wie  man  sieht,  zwei 
Wechsel  aufweisen,  so  kann  man  sicher  sein,  daß  zwei  die  Anzahl  der 
negativen  Glieder  in  jedem  kanonischen  Ausdruck  von  U  ist.  Dies  kann 
man  verifizieren,  indem  man   U  durch  die  quadratische  Form 

U'  =  U-a(x2  +  y2  +  z2) 

ersetzt,  welche  für  ein  zwischen  —  -J"  und  1  (diese  ausgeschlossen)  ent- 
haltenes «  in  ihren  kanonischen  Ausdrücken  ebenso  viele  negative  Glieder 
aufweisen  muß  als  es  deren  in  U  gibt.  Und  in  der  Tat  findet  man  mit 
Hilfe  des  ersten  Verfahrens 

ff'-4^(*  +  *  +  *),-^(*-»)»-4r?(*  +  *-2*)'. 

Mit  Hilfe  des  zweiten  erhält  man 

v  —  (-  hV)'  +  (h  -)(*  +  m-J"  -  fczhs  +  ■)  * 

und  sieht,  daß  man  außerdem  nur  et  <  -J-  vorauszusetzen  braucht,  damit 
in  der  Reihe 

i,  a;  =  - «,  A,'  =  - 1  + «»,  Ä  -  (1  - «)  (*  + «)» 

die  nicht  verschwindenden  Glieder  dieselben  Zeichen  haben,  die  sie  bei  U 
hatten,  während  das  verschwindende  Glied  ein  Zeichen  annimmt,  welches 
keinen  Einfluß  auf  die  Anzahl  der  Zeichen  Wechsel  hat;  denn  die  Zeichen 
+  ±  —  der  drei  ersten  Glieder  bieten  immer  einen  einzigen  Wechsel. 
Endlich  bemerke  man,  daß   man   für  et  =  £  hat  A^  =  0,  daß  aber  die 

Zeichen  H f-  der  nicht  verschwindenden  Glieder  in  der  Reihe  der 

Ä  immer  noch  zwei  Wechsel  aufweisen. 

c)  Kehren  wir  zurück  zu  der  allgemeinen  temären  quadratischen 
Form  27,  um  auf  sie  das  in  §  98  aufgestellte  Kriterium  anzuwenden. 
Wenn  wenigstens  einer  der  Koeffizienten  a,  6,  c  von  Null  verschieden  ist, 
so  kann  man  immer  annehmen,  daß  z.  B.  a  >  0  ist.  Alsdann  ist  die 
quadratische  Form  auf  den  Ausdruck  x*  +  y*  —  z*  reduzierbar,  wenn  ihre 
Diskriminante  negativ,  und  auf  3?  +  y*  +  e*  oder  auf  x2  —  y%  —  £*,  wenn 
bei  positiver  Diskriminante  bezüglich  ab  >  h%  oder  ab  <  h*  ist.  Man 
bemerke,  daß  im  zweiten  Falle,  d.  h.  wenn  A  positiv  ist,  ab  —  h2  und 
ac  —  y*  beide  positiv  oder  beide  negativ  sind  auf  Grund  der  Identität 

Aa  =  (ab  -  h2)  (ac  -  g2)  -  (af  -  gh)2. 

Wenn  daher  ab  —  h2  positiv  ist,  so  sind  b  und  c  ebenfalls  positiv  wie  a. 
Sind  ferner  o,  6,  c  null,  so  ist  die  quadratische  Form  reduzierbar  auf 
x*  —  y2  —  t%  oder  auf  x2  -f  y2  —  je?2,  je  nachdem  A  positiv  oder  negativ  ist. 

100.  In  den  Anwendungen  hat  man  oft  wesentlich  positive 
quadratische  Formen  zu  betrachten.  Sie  haben  die  Eigenschaft,  für 
jedes  System  nicht  sämtlich  verschwindender  Werte,  die  man  den 
Veränderlichen  erteilt,  einen  positiven  Wert  anzunehmen.   Eine  solche 


76 


I,  3.    Quadratische  Formen. 


§  100 


Form  darf  keine  negativen  Quadrate  in  ihren  kanonischen  Ausdrücken 
zulassen.  Sonst  würde  man  ihr  durch  Nullsetzen  derjenigen  Veränder- 
lichen, deren  Quadrate  das  positive  Vorzeichen  haben,  negative  Werte 
erteilen  können.  Es  ist  also  notwendig,  daß  die  Determinanten  Al7 
Aif  .  . . ,  A  sämtlich  positiv  sind,  und  dies  ist  hinreichend,  damit  die 
quadratische  Form  gezwungen  sei  immer  positiv  zu  bleiben.  Wir 
können  deshalb  das  folgende  äußerst  wichtige  Theorem  aussprechen: 
Damit  die  irreduzible  quadratische  Form 

«11*1*  +  «22  V  + \~  annXn+  2al%XxX%  +  Vd^X^  +  2dt9X%Xz  +  •  •  • 

wesentlich  positiv  sei,  sind  notwendig  und  hinreichend  die 
Bedingungen 


an>0, 


«n  «12 

>o, 

an  ai%  a18 

«21    «22 

«21    «22    «23 
«31    «32    «33 

>o, 


«11    «12 
«21    «22 


a 


i» 


«2 


«nl   ««2 


a 


nn 


>o. 


Soll  dagegen  die  quadratische  Form  wesentlich  negativ  sein,  so 
ist  dazu  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Werte  derselben  Deter- 
minanten abwechselnde  Vorzeichen  haben  von  der  ersten  an  beginnend, 
welche  negativ  sein  muß.  Die  in  §  98  gelassenen  Lücken  können 
Zweifel  in  Betreff  der  Gültigkeit  der  obigen  Schlüsse  entstehen  lassen 
für  den  Fall,  daß  die  Reihe  Alf  A%}  ...  verschwindende  Glieder  ent- 
hält. Es  läßt  sich  aber  leicht  direkt  konstatieren,  daß  in  einem 
solchen  Falle  die  quadratische  Form  nicht  ein  konstantes  Zeichen  be 
wahren  kann.  In  der  Tat,  wenn  an  =  0  wäre,  so  würde  man  der 
quadratischen  Form  die  Gestalt  U=ccxl  +  ß  geben  können,  wo  a 
und  ß  unabhängig  von  xx  sind.  Werden  also  die  Werte  der  übrigen 
Veränderlichen  beliebig  fixiert,  jedoch  so,  daß  nicht  a  =  0  wird,  so 
ist  klar,  daß  man  noch  die  Freiheit  hat,  xx  derart  zu  fixieren,  daß  U 
einen  beliebigen  Wert  annimmt.  Wenn  ferner  nicht  an  =»  0  ist,  so 
sei  Av  das  erste  verschwindende  Glied  in  der  Reihe  A^,  A9,  . . . , 
und  man  bemerke,  daß  es  wegen  Av_x^0  stets  möglich  ist,  für 
xxy  x%}  .  .  .,  #v_j  Werte  zu  finden,  die  sich  von  xr  nur  um  konstante 
Faktoren  unterscheiden  und  so  beschaffen  sind,  daß 

«.l  xi  +  aii  xi  + 1-  air*r  Ä  °     (i=U,3,...,v) 

wird.      Bezeichnet  man  also  mit  ß  den  Inbegriff  derjenigen  Glieder 
von   U,  welche  die  v  ersten  Veränderlichen  nicht  enthalten,  so  wird 


I  =s  V 


U 


ß  +  22  K-f^.ti  +  ai,,+sx*+*  +  — i-  «<-.*.)*» 


i=i 


mithin   U  =  axr  +  ß ,  nachdem  man 
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a  —» 


Ly-1 


<V-1    a2,r  +  l^  +  l  + 1-  «In*« 


ayl  av2 


m^n 


gesetzt  hat  Auch  a  hängt,  wie  man  sieht,  nur  von  #,  +  1,  xv+2, •  -,  xn 
ab.  Erteilt  man  daher  diesen  Veränderlichen  willkürliche  Werte,  in- 
dem man  vermeidet,  daß  a  =  0  wird,  so  kann  man  dann  noch 
immer  für  xv  einen  positiven  oder  negativen  Wert  angeben,  der  dem 
absoluten  Betrage  nach  groß  genug  ist,  damit  U  nach  Belieben  einen 
positiven  oder  einen  negativen  Wert  annimmt.  Es  bleibt  uns  nur 
noch  übrig  ein  Bedenken  zu  beseitigen,  daß  nämlich  a  identisch  ver- 
schwinden könnte.     In  diesem  Falle  hätte  man 


flu  a\% 
0^  a22 


«V-i  «K 


a*l   av2   •  •  •    av,r-l    avi  ! 


=  0 


fÖr  j  =  v,  v  +  1,  . . .,  n.  Es  würden  also  (§  63)  alle  in  den  v  ersten 
Horizontalreihen  von  A  enthaltenen  Minoren  null  sein,  und  man 
hatte  daher  (§  22)  A  =  0  gegen  die  Voraussetzung,  daß  die  quadra- 
tische Form  U  nicht  reduzibel  ist. 

101.  Wir  wollen  uns  jetzt  von  den  quadratischen  Formen  etwas 
entfernen  und  dieses  erste  Buch  schließen  mit  einigen  Andeutungen 
über  die  Reduktion  der  binären  Formen  auf  einen  kanonischen 
Ausdruck.     Man  versuche  die  Form 


m 


(18)         Oo*"  +  y  a^-'y  +  "*(*,1V-V  +  •  •  •  +  amy 


w 


1    2 


in  eine  Summe  m-ter  Potenzen 


(19)  ^(x  +  \yY  +  «,(*  +  kty)m  +  •  •  •  +  ar(x  +  kry)m 

zu  transformieren,  deren  Anzahl  r  möglichst  klein  ist.  Wenn  man 
versucht  (18)  mit  (19)  zu  identifizieren,  so  erhält  man  m  +  1  Be- 
dingungen, während  2r  die  Anzahl  der  in  dem  Ausdruck  (19)  ent- 
haltenen Unbestimmten  ist.  Um  sie  bestimmen  zu  können,  ist  es  im 
allgemeinen  notwendig,  daß  2r>m+l  ist,  und  es  muß  daher  r 
gleich  der  kleinsten  ganzen  Zahl  gewählt  werden,  die  nicht  von 
±(m  +  1)  übertroffen  wird.  Für  m  =  2n  —  2  wird  r  =  n,  und  man 
hat  2n  — 1  Bedingungen  für  2n  Unbestimmte.  Daraus  folgt,  daß 
die  binären  Formen  von  gerader  Ordnung  in  unendlich  vielen  Weisen 
auf    einen    Ausdruck    wie    (19)    reduzierbar    sind.      Dagegen    wird, 
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wenn  m  =  2w  —  1  ist,  r  =  n,  und  man  hat  2n  Bedingungen  für  2n 
Unbestimmte.     Es  sei 


a0x 


2n-l 


+  (2n-  l)a1;r2n-2y  +  - 

-  «i  (*  +  ^y)2""1  +  «2  (*  +  ^y)8"*"1  + 

Durch  Identifizierung  ergibt  sich 


•  aA        = 


a,        = 


(20) 


"1 
«8 


«1 
«1*1 


+  «2 
+  «2  V 


+  "■  +  «»  Vi 


<*2*-l  -«t*il"'l  +  «lV"'1+  "  •  '  +  ««* 


'.  2»-l 


Betrachten  wir  nun  die  n  +  1  Gleichungen,  welche  auf  die  f-te 
folgen,  und  erinnern  wir  uns  daran,  daß  die  genannten  Gleichungen, 
welche  die  n  Unbekannten  au  «j,  . . .,  an  enthalten,  nur  dann  zu- 
sammenbestehen können,  wenn 


a,      1      1 


1 


a<+i  K  **  •  •  •  K 

tt<+*l  "1    *»    •  •  •  *n 


=  0 


ist  oder 


*o«<  +  *i«<+i  +  **«<+2  + M^+^0,     (t  — 0,  1,  2,  ...,  n-1) 

wobei  mit  x0,  xu  ...,  xn  die  algebraischen  Komplemente  der  Ele- 
mente der  ersten  Vertikalreihe  bezeichnet  werden.  Ferner  wird, 
wenn  man  die  erste  Vertikalreihe  durch  eine  beliebige  andre  ersetzt, 

Wir  haben  also,  wenn  wir  beachten,  daß  die  x  von  i  unabhängig  sind, 

*o  +  *i*<  +  *t*«f      H r-  *,*/■       —  0, 

*o«o      +  Xi<*i  +  *aa2       + \-*nan       =0, 

x0«i      +x1a,  +  xaa8      +  •  •  •  +  xnan  +  1   -0, 


^",,-l+*l«,  +  *2««  +  l    +'+^«2«-l   =0. 

Dies  ist  ein  System  von  n  +  1  linearen  homogenen  Gleichungen  in 
den  x,  und  falls  diese  x  nicht  null  sind,  wie  es  der  Fall  ist,  wenn 
die  A'  sämtlich  verschieden  sind,  so  ist  die  Determinante  des  Systems 
null,  so  daß  also 
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(21) 


1 

X 

X2 

•    •    •           •*' 

«0 

<h 

o» 

•••        an 

«1 

»2 

«8 

'  •  '    an  +  l 

«.-! 

«« 

°«  +  l 

•  •  '  ^»-1 

=  0 


ist  für  a;  =  £1;  £a,  . . .,  kn.  Es  genügt  demnach  die  Gleichung  (21) 
aufzulösen,  um  die  Werte  der  k  zu  erhalten.  Setzt  man  sie  in  n 
Gleichungen  (12)  ein,  welche  es  auch  sein  mögen,  so  ergeben  sich 
dann  die  Werte  der  a. 

102.    ÜbungßbeispieL     Die  binare  kubische  Form 

W*  +  Sa^y  +  üt^xy*  +  a9y* 

auf  ihren  kanonischen  Ausdruck  zu  bringen.  Wenn  a0(i^  =  a* 
wäre,   so   würde   man  der  kubischen  Form   sofort  die   gewünschte  Gestalt 


a„ 


y 


geben    können.      Es  sei   also   a0a2  4*  ai2-     Wenn   die    Invariante    (§   87) 

4  —  4(a00j  —  a£)  (a^j  -  a22)  —  (a^  —  a^)2 
von  Null  verschieden  ist,  so  liefert  die  Gleichung  (21)   zwei  verschiedene 


Wurzeln 


*1 


OpOs  —  alat  +  V—J 


ÖjO, 


**  2(a0al-a1«) 


y-<f 


und  aus  den  Gleichungen  04  -f  «2  =  a0,  a1Är1  -f  o^A^  ^  a1  ergeben  sich 
für  «!  und  Oj  zwei  derartige  Werte,  daß  sieb  die  betrachtete  kubische 
Form  in  den  Ausdruck  at£*  +  ct^tf  überführen  läßt,  wenn  man  £  =  #  +  &!#, 
ij  =  ar  +  k%y  setzt.  Man  bemerke,  daß  2j  URd  t/  die  beiden  Linearfaktoren 
sind,  in  welche  sich  die  quadratische  Form 

[a^x  +  t^y  c^x  +  a^y 

^x+a^y  a^x  +  a^y 


=  (aoög  -  a^x*  +  (a0O3  —  ax  a2)xy  +  (ax  a3  —  a22)/, 


deren  Diskriminante  J^  ist,  stets  zerlegen  läßt.  In  der  Tat  sieht  man 
sofort,  daß  diese  quadratische  Form  durch  identische  Umformung  in 
(a^Of  —  &i*)£y  übergeht  Besteht  ferner  zwischen  ihren  Koeffizienten  die 
Relation  A  «=*  0,  so  läßt  sich  die  kubische  Form,  wenn  sie  nicht  der 
Kubus  einer  linearen  Form  ist,  nicht  auf  die  angegebene  Gestalt  bringen. 
Man  kann  dagegen  (vgl.  §  91)  erreichen,  daß  sie  die  Gestalt  a0£2/q  an- 
nimmt, indem  man 


=  %<h—  <*!<*«    =  o  a*a*~a**       *   =  as(a<>?»  —  O 


macht 
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Grundlegende  Begriffe. 

103.  Aus  den  Elementen  sind  wir  bekannt  mit  der  Theorie  der 
rationalen  Zahlen,  d.  h.  der  ganzen  Zahlen  (einschließlich  der  Null) 
und  der  gebrochenen  Zahlen.  Denken  wir  uns  nun  dieses  Zahlen- 
gebiet in  zwei  Klassen,  die  untere  und  die  obere,  wie  wir  sie 
nennen  werden,  derart  zerlegt,  daß  jede  Zahl  der  unteren  Klasse 
kleiner  ist  als  jede  beliebige  Zahl  der  oberen  Klasse.  Es  kann  sein, 
daß  in  der  unteren  Klasse  eine  Zahl  a  existiert,  welche  großer  ist  als 
alle  andern,  oder  daß  die  obere  Klasse  eine  Zahl  b  enthält,  welche 
kleiner  ist  als  alle  andern  in  derselben  Klasse.  In  diesem  Falle  sagt 
man,  daß  die  gemachte  Zerlegung  eine  rationale  Zahl  definiert, 
und  zwar  gerade  die  Zahl  a  oder  die  Zahl  b.  Es  sei  hier  bemerkt, 
daß  a  und  b  nicht  gleichzeitig  existieren  können.  Sonst  könnte  man 
zwischen  diese  Zahlen  unendlich  viele  andere  rationale  Zahlen  ein- 
schalten, welche  weder  der  einen  noch  der  andern  Klasse  angehören 
würden.  Es  kann  aber  auch  sein,  daß  weder  eine  Zahl  a  noch  eine 
Zahl  b  existiert.  In  diesem  Falle  wollen  wir  übereinkommen  zu 
sagen,  daß  jene  Art  von  Zerlegung  eine  irrationale  Zahl  definiert. 
Die  Irrationalzahlen  werden  also  definiert  durch  diejenigen  Zer- 
legungen des  rationalen  Gebiets,  welche  folgende  Eigenschafken  haben: 
1)  Jede  Zahl  der  unteren  Klasse  ist  kleiner  als  jede  Zahl  der  oberen 
Klasse.  2)  Es  gibt  in  der  unteren  Klasse  keine  Zahl,  die  alle  andern 
übertrifft.  3)  Es  gibt  in  der  oberen  Klasse  keine  Zahl,  die  kleiner  ist 
als  alle  andern  in  derselbeu  Klasse. 

104.  Beispiele:  a)  Werfen  wir  z.  B.  in  die  eine  Klasse  die  rationale 
Zahl  a  und  alle  rationalen  Zahlen,  die  kleiner  sind  als  a,  so  wird  die 
obere  Klasse  aus  allen  rationalen  Zahlen  bestehen,   die   größer  sind  als  a, 
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und  wird  die  Eigenschaft  haben,  keine  Zahl  zu  enthalten,  die  kleiner  ist  als 
alle  andern  Zahlen.  Wählt  man  nämlich  in  ihr  eine  Zahl  a  ,  so  ist  aus 
der  Theorie  der  rationalen  Zahlen  bekannt1),  daß  sich  zwischen  a  und 
d  >  a  unendlich  viele  andere  rationale  Zahlen  einschalten  lassen,  die  not- 
wendig zu  der  oberen  Klasse  gehören.  Aber  die  untere  Klasse  hat  nicht 
die  Eigenschaft,  keine  Zahl  zu  enthalten,  die  größer  ist  als  alle  andern, 
da  eine  solche  Zahl  existiert,  nämlich  gerade  a.  Diese  Art  von  Zerlegung 
definiert  also  nicht  eine  Irrationalzahl,  sondern  sie  definiert  die  rationale 
Zahl  a. 

b)  Dagegen  bemerke  man,  daß  die  Zahl  ]/2  nicht  existiert,  so 
lange  man  sich  auf  das  Gebiet  der  rationalen  Zahlen  beschränkt.  Es  ist 
aber  möglich  sie  als  eine  Irrationalzahl  zu  definieren,  welche  einer  Zer- 
legung auf  Grund  des  folgenden  Kriteriums  entspricht:  Man  werfe  in  die 
obere  Klasse  alle  positiven  rationalen  Zahlen,  deren  Quadrat  2  übertrifft, 
und  in  die  untere  Klasse  jede  andere  rationale  Zahl.  Um  zu  beweisen, 
daß  diese  Zerlegung  des  rationalen  Gebiets  eine  Irrationalzahl  definiert, 
muß  man  zeigen,  daß  die  beiden  Klassen  die  für  diesen  Zweck  erforder- 
lichen Eigenschaften  haben.  Vor  allen  Dingen  ist  es  evident, .  daß  die 
Zahlen  der  unteren  Klasse  kleiner  sind  als  die  der  oberen  Klasse,  da  von 
zwei  positiven  rationalen  Zahlen  diejenige  die  kleinere  ist,  welche  das 
kleinere  Quadrat  hat.  Wenn  ferner  a  eine  positive  Zahl  der  unteren 
Klasse  ist,  so  gibt  es  immer  eine  rationale  Zahl,  die  größer  als  a  ist 
und  derselben  Klasse  angehört.  Um  sich  davon  zu  überzeugen,  hat  man 
nur  nachzuweisen,  daß  sich  immer  eine  positive  rationale  Zahl  h  be- 
stimmen läßt  derart,  daß  a  +  h  zu  der  unteren  Klasse  gehört,  daß  mit 
andern    Worten    nicht    nur    a2<2,    sondern    auch    (a  +  Ä)2<2    oder 

(2a  -f  A)ä  <  2  —  a2  ist.    Nehmen  wir  h  <  1  an,  so  wird  die  vorstehende 

2 a* 

Ungleichung  befriedigt  sein  für  Ä<- — r~7'      ^s  y^1^  daher  genugen>  * 

2 n* 

rational,  positiv  und  kleiner  als  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  1,         . 

zu  wählen.  In  analoger  Weise  ließe  sich  zeigen,  daß  es,  wenn  a  der 
oberen  Klasse  angehört,  immer  eine  rationale  Zahl  gibt,  die  kleiner  als  a 
ist  und  derselben  Klasse  angehört. 

105.  Gleichheit  und  Ungleichheit.  Man  sagt,  die  Zahlen  a 
und  ß  seien  gleich,  und  schreibt  a  =  ß,  wenn  die  Klassen  von  a 
mit  den  entsprechenden  Klassen  von  ß  identisch  sind.  Es  ist  ferner 
evident,  daß  die  Identität  der  unteren  Klassen  die  der  oberen  Klassen 
nach  sich  zieht  und  umgekehrt.  Man  sagt,  a  sei  kleiner  als  ßy  und 
schreibt  a  <  /J,  wenn  es  eine  rationale  Zahl  gibt,  die  gleichzeitig  der 
oberen  Klasse  von  a  und  der  unteren  von  ß  angehört.  Ist  im  be- 
sondern ß  rational,  so  drückt  die  Ungleichung  a  <  ß  nur  aus,  daß 
ß  der  oberen  Klasse  von  a  angehört.     Ebenso  drückt,  wenn  a  rational 


1)  Man  muß  sich  hier  daran  erinnern,  daß  bei  Additionen,  Subtrak- 
tionen, Multiplikationen  und  Divisionen,  ausgeführt  mit  rationalen  Zahlen,  sich 
immer  rationale  Zahlen  ergeben. 

Cetfcro,  Axuüjtlt,  G 
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ist,  die  genannt«  Ungleichung  aus,  daß  «  der  unteren  Klasse  von  ß 
angehört.  Man  sagt  ferner,  «  sei  positiv,  wenn  es  größer  als  0  ist, 
wenn  also  seine  untere  Klasse  die  Null  einschließt.  Man  sagt,  u  sei 
negativ,  wenn  die  Null  der  oberen  Klasse  von  a  angehört. 

106.  Zahlen,  die  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  sind. 
Man  kehre  das  Vorzeichen  aller  Zahlen  der  unteren  BliiMfl  KM  n 
um  und  betrachte  dieselben  als  die  Elemente  der  oberen  Klasse  einer 
andern  Zahl  ß,  deren  untere  Klasse  offenbar  aus  den  mit  amgi 
Vorzeichen  genommenen  Zahlen  der  obereu  Klasse  von  «  bestehen 
wird.  Es  ist  klar,  daß  u  und  ß  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  dl 
die  Null  gleichzeitig  der  unteren  Klasse  von  a  und  der  oberen  von  ß 
angehört  oder  umgekehrt.  Unter  diesen  Umständen  kommt  DU 
überein  zu  sagen,  u  und  ß  seien  dem  absoluten  Betrage  nach 
gleich,  und  zu  schreiben  /3  =  ~«.  Man  bemerke,  daß  durch  Wieder 
holung  dessen,  was  mit  den  Klassen  von  a  geschehen  ist.  bei  den- 
jenigen von  ß  sich  a  ergeben  würde.  Mit  andern  Worten,  wenn 
ß  =  —  et,  so  ist  «  =  —  ß. 

107.  Inverse  Zahlen.  Es  sei  k>0,  und  wir  wollen  unter 
ausschließlicher  Beschränkung  auf  die  positiven  rationalen  Zahlen  die 
in  verseil  Zahlen  zu  denen  der  beiden  Klassen  von  n  bildeu,  indem 
wir  gleichzeitig  diese  Klassen  vertauschen.  Auf  diese  Weise  wird 
eine  andere  Zahl  ß  deliniert,  welche  man  die  inverse  von  a  MSUkl 
und  mit     -  bezeichnet.     Es  ist  leicht  zu  sehen,  daß  sich   u 

ergibt  «  =  ß  ■  Wenn  ferner  «  negativ  ist,  so  stellt  das  Symbol  - 
eine  negative  Zahl  dar,  deren  absoluter  Betrug  der  inverse  des  abso- 
luten Betrages  von  k  ist.  Mit  andern  Worten,  wenn  «  <  0  afc,  -,, 
kommt  man  Oberein 


zu    setzen     als     Definition     der     linken    Seite.       Endlich     wollen     wir 
immer  festhalten,    daß    für   «  — 0  das   Symbol   —   nicht   definiert 

wurden   ist  und   t  nfo  Ige  des  he  n  gar  keinen   Sinn   hat, 

108.  Wenn  u  <  ß  ist,  so  gibt  es  nneiidlieii  viele  rationale 
Zahlen  «,  die  zwischen  a  und  ß  liegeu.  In  der  Tat  existiert 
immer  eine  rationale  Zahl  d  derart,  daß  «<o</3  ist.  Da  a  nicht  die  größte 
Zahl  in  der  unteren  KTtlllin  TOB  ß  sein  kann,  so  gibt  es  in  dieftis 
Klasse  wenigstens  eine  rationale  Zahl  n  >  n,  die  ebenfalls  der  oberen 
Klasse  von  a  angehört,  so  daß  k<«<«'</S  ist.  Zwischen  «  und 
ii  kennen  wir  aber  unendlich  viele  rationale  Zahlen  enunhelteo, 
deren  jede  gleichzeitig  der  oberen  Klasse  von  «  und  der  unteren   roa  ß 
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angehören  wird.     Es  ist  ferner  klar,  daß  der  Satz  bestehen  bleibt, 
wenn  wenigstens  eine  der  beiden  Zahlen  rational  ist. 

109.  Das  Paar  von  Ungleichungen  a</3,  ß<y  zieht 
die  Ungleichung  «<y  nach  sich.  Man  bemerke,  daß  die  Defi- 
nition der  Ungleichungen  a  <  ß,  ß  <  y  die  Existenz  von  zwei  ratio- 
nalen a  und  6  impliziert,  für  welche  a<a</J,  ß<b<y  ist. 
Man  sieht,  daß  a  und  b  bezüglich  der  unteren  Klasse  und  der  oberen 
Klasse  von  ß  angehören.  Daraus  folgt,  daß  a  <  b  ist.  Da  ferner  b 
in  der  unteren  Klasse  von  y  enthalten  ist,  so  gilt  dies  auch  von  a, 
d.  h.  es  gibt  eine  Zahl,  die  gleichzeitig  der  oberen  Klasse  von  a  und 
der  unteren  von  y  angehört.     Also  ist  a  <  y. 

HO.  Zwischen  zwei  rationalen  Zahlen,  deren  Differenz 
beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  kann  es  nur  eine 
einzige  Zahl  geben.  Es  sei  in  der  Tat  a  <  a  <  6,  a  <  ß  <b. 
Wenn  a  <  ß  wäre,  so  könnte  man  sich  zwei  feste  Zahlen  a  und  V 
denken  derart,  daß  a  <  a  <  b'  <  ß  ist,  und  dann  würde  auch 
a  <  a'  <  V  <  b  sein,  mithin  b  —  a  >  V  —  a',  so  daß  man  gegen  die 
Voraussetzung  b  —  a  nicht  kleiner  als  V  —  a  machen  könnte.  Analog 
schließt  man  für  a  >  ß.  Es  ist  also  absurd  anzunehmen,  ß  könne 
von  a  verschieden  sein,  wenn  b  —  a  kleiner  gemacht  werden  kann  als 
jede  noch  so  kleine  positive  Zahl. 

111.  Es  ist  immer  möglich  eine  beliebige  Zahl  zwischen 
zwei  rationale  Zahlen  einzuschließen,  die  sich  voneinander 
um  weniger  als  eine  beliebig  klein  gewählte  positive  Größe 
unterscheiden.  Wenn  a  zwischen  den  rationalen  Zahlen  a  und  b 
enthalten  ist,  so  gehört  die  Zahl  -£■  (a  +  b)  der  unteren  Klasse  oder 
der  oberen  Klasse  von  a  an.  Im  ersten  Falle  setze  man  ax  =  ^(a  +  b), 
6j  *=  b  und  im  zweiten  ax=^  a}  bx  =  %(a  +  b).  Die  Zahl  a  ist  auch 
zwischen  den  Zahlen  ax  und  bx  enthalten,  deren  Differenz  die  Hälfte 
von  b  —  a  ist.  Verfahrt  man  analog  mit  ax  und  bl}  so  ergeben  sich 
die  Zahlen  Og  und  ft2,  dann  aus  diesen  as  und  bs  u.  s.  w.,   so  daß 

bn  —  an  —  -sjj  (b  —  a)  ist     a  ist  also  zwischen  zwei  Zahlen  an  und  bn 

eingeschlossen,  deren  Differenz   so   klein   gemacht   werden  kann   als 
man  will,  indem  man  n  hinreichend  groß  wählt. 

112.  Aus  der  unteren  Klasse  einer  Irrationalzahl  kann 
man  immer  eine  Folge  nicht  abnehmender  rationaler  Zahlen 
aussondern,  welche  schließlich  jede  Zahl  der  unteren  Klasse 
übertreffen.  Die  vorhin  gebildete  Folge  a,  a1}  a2,  Oj,  . . .  ist  so 
beschaffen,  daß  jedes  ihrer  Glieder  gleich  dem  vorhergehenden  oder 
größer  als  dasselbe  ist.  Es  ist  nur  noch  zu  zeigen,  daß  man,  wenn 
eine  beliebige  Zahl  a    aus  der  unteren  Klasse  von  a  gewählt  wird, 

6* 


S4 


g  ii-.-    in 


einen  hinreichend  großen  Wert  von  n  finden  kann,  für  welchen  </„>«' 
ist.  Du  a'  nicht  die  größte  Zahl  Aar  unteren  Klasse  ist,  so  k  ■ 
immer  eine  andere  Zahl  d">  «'  finden,  die  derselben  Klasse  angehört 
Inzwischen  haben  wir  gesehen,  daß  die  Differenz  bH  —  nn  kleiner  ge- 
milcht werden  kann  als  jede  positive  UrÖße,  also  im  beaondern 
kleiner  als  a"  -  a .  Daraus  folgt,  daß  man  für  eiin'ii  paBM&d  gl 
wählten  Wert  von  M  hat  hH  —  a„  <  a"  —  a,  d.  b. 


a„  >  6, 


«"  +  a>  a'. 


113.  Hiernach  ist  klar,  daß  die  Folge  u ,  «,,  a,,  .  .  .  (oder  auch 
b,  V  '',...'  als  Definition  der  Irrationalzahl  a  dieuen  kann 
man  nämlich  diese  Folge  als  gegeben  betrachtet,  so  führt  nie  zu 
einer  Zerlegung  des  rationalen  Gebietes  in  zwei  Klassen  mit  diu  be- 
bauten Eigenschaften.  Es  genügt  jede  rationale  Zahl  ii'  de 
Klasse  oder  der  oberen  Klasse  zuzuweisen,  je  nachdem  es  neb  all 
möglich  oder  unmöglich  herausstellt,  in  der  gegebenen  Folge  eine 
Zahl  zn  finden,  die  nicht  kleiner  als  •:'  ist.  Diese  Bemerkung  ist  in- 
sofern von  Wichtigkeit,  als  sie  einen  innen  Weg  für  dns  Stadium 
der  Irrationalzahlen  eröffnet,  wobei  man  dieselben  als  deliniert  durch 
Folgen  von  rationalen  Zahlen  betrachtet.  Die  Theorie  der  Zahlen- 
folgen wurde  in  strenger  Weise  begründet  von  Heine1!,  und  die 
Theorie  der  Irrationalzahlen  steht  mit  ihr  in  engster  Beziehung  in 
den  Arbeiten  ran  I*.  Cautor,  Lipschitz  und  andern.  Aber  dreißig 
Jahre  früher  halte  schon  Oatalan  im  Unterricht  und  in  mahn  ren 
bescheidenen  Publikationen  den  Grund  zu  der  neuen  Theorie  der 
Irrationalzahlen  gelegt1).     Anf  feinere  Hegriffe  gründet  V\  i 

Idie  Theorie  dieser  Zahlen,  die  er  als  Summe  von  unendlich  rides 
rationalen  Zahlen  betrachtet.  Wir  ziehen  es  hier  \'<v,  bei  dem 
weiteren  Studium  der  Irrationalzahlen  die  Zerlegung  in  Klassen  zu 
benutzen,  welche  von  Dedekind  herrührt  und  von  Umi,  Tanner J 
und  andern  adoptiert  wurden  ist""1 1. 


Operationen  mit  Irrationalzahlen. 

114.  Addition,  ai  Summe  ilee  Zahlen  u  und  ji  nennt  man  und 
bezeichnet  mit  a  -f-  ß  diejenige  Zahl,  sie  sei  rational  "der  u  L: 
welche  die  Summe  von  zwei   beliebigen   rationalen.  Zahlen, 

1)  „Die  Elemente  der  Fonktionenlehre"  (Crelle*  Journal,  P'l    H 

2)  Vgl.  Mathesig,   !88fi,  S    161. 

3)  Dedekind,  Stetigkeit  und   irrationale    Zahlen    fftraunttflmreig,    t87S)| 
,   l'oadiinienli   per   la  teorica  delle  fnntioni  di  variahile  reale     t'i 

auch   deutsch  von  Ldroth   und  Scbepp;   Taanerv.   Inlroduüliön   a  la  Iheurit! 
den  fonetions  d'nne  variable  (Paria,  lSMöi. 
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die  bezüglich  kleiner  sind  als  a  und  ß,  übertrifft  und  von 
der  Summe  von  zwei  beliebigen  rationalen  Zahlen,  die  be- 
züglich größer  sind  als  a  und  ß,  übertroffen  wird.  Nach 
Aufstellung  dieser  Definition  wollen  wir  beweisen,  daß  es  immer 
eine  Zahl  a  +  ß  gibt  und  nicht  mehr  als  eine  geben   kann. 

b)  Es  sei 

(1)  a<a<a,    b<ß<b'. 

Jede  rationale  Zahl  r,  welche  nicht  die  Form  a  +  b  hat,  d.  h.  sich 
nicht  in  die  Summe  von  zwei  rationalen  Zahlen  zerlegen  läßt,  die 
bezüglich  kleiner  sind  als  a  und  ß,  übertrifft;  notwendig  alle  Zahlen, 
die  die  genannte  Form  haben.  In  der  Tat,  wenn  r  <  a  +  b  wäre, 
so  würde  sich  daraus  ergeben  r  —  a  <  b  <  ß ,  mithin  ließe  sich  gegen 
die  Voraussetzung  r  in  die  Summe  von  zwei  rationalen  Zahlen, 
a  und  r  —  a,  zerlegen,  die  bezüglich  kleiner  sind  als  a  und  ß.  Eben- 
so beweist  man,  daß  eine  rationale  Zahl,  die  nicht  die  Form  a  +  V 
hat,  kleiner  ist  als  jede  Zahl  von  dieser  Form.  Wenn  es  folglich 
eine  rationale  Zahl  r  gibt,  welche  weder  die  eine  noch  die  andere 
der  Formen  a  +  b  und  a  +  V  hat,  so  ist  diese  Zahl  so  beschaffen,  daß 
man  immer 

a  +  b<r<a'  +  V 

hat,  welches  auch  die  rationalen  Zahlen  a,  b}  a,  V  sein  mögen,  die 
den  Bedingungen  (1)  genügen.  In  diesem  Falle  existiert  die  Summe 
a  +  ß  und  ist  gerade  r. 

c)  Wenn  eine  solche  Zahl  nicht  existiert,  so  bedeutet  dies,  daß 
jede  rationale  Zahl  die  eine  oder  die  andere  der  Formen  a  +  b, 
a  +  V  haben  muß.  Man  bilde  mit  den  Zahlen  von  beiden  Formen 
zwei  Klassen.  Dadurch  wird  eine  Irrationalzahl  y  definiert,  da  immer 
a  -f-  b  <  a  -f  V  ist  und  es  außerdem  in  der  unteren  Klasse  keine  größte 
Zahl  und  in  der  oberen  Klasse  keine  kleinste  Zahl  gibt.  Wir  können 
nämlich  zwei  neue  rationale  Zahlen  ax  und  bx  finden  derart,  daß 
a^c^KUy  6<6t</S  ist,  und  es  wird  dann  a  +  b  <  at  +  bl9  u.  s.  w. 
Da  nun  aber  immer 

a  +  b  <  y  <  a  +  V , 

so  ist  die  gesuchte  Summe  gerade  y. 

d)  Es  existiert  also  immer  eine  Zahl,  rational  oder  nicht, 
welche  der  Definition  der  Summe  a  +  ß  entspricht.  Es  bleibt  noch 
übrig  zu  zeigen,  daß  eine  solche  Zahl  einzig  ist.  Man  kann  nun 
aber  (§  111)  a  zwischen  zwei  rationale  Zahlen  a  und  a  einschließen, 
welche  sich  voneinander  um  weniger  als  eine  beliebig  kleine  Größe 
unterscheiden.    Dasselbe  gilt  von  ß.    Inzwischen  leitet  man  aus 


durch  Addition  ab  (u  +  b')  —  (a  +  b)  <  £,  mithin  ist  (§  110)  die 
Zahl  a  -f  ß,  die  zwischen  zwei  rationalen  Zahlen  liegt,  deren  Differenz 
kleiner  ist  als  die  beliebig  kleine  positive  Zahl  t,  eine  vollkommen 
bestimmte  Zahl. 

115.  Eigenschaften  der  Addition,  a)  Du  die  Summe  a  +  ß 
mit  Hilfe  der  Summen  rationaler  Zahlen  a  +  b  und  a  +  b'  definiert 
ist,  welche  sich  nicht  andern,  wenn  man  in  ihnen  die  Glieder  ver- 
tauscht, so  ist  offenbar  et  +  ß  =  ß  +  a. 

b)  Analog  beweist  man,  daß  «  +  ß  +  y  =  «  -f-  (ß  +  y)  ist,  u.  s.  w. 

c)  Wenn  ß  =  0  ist,  so  sind  die  Zahlen  ';  die  negativen  rationalan 
Zahlen  und  die  Zahlen  V  die  positiven  rationalen  Zahlen.  Daraus 
folgt  a  +  b  <  «  <  c ,  a  +  6'  >  a  >  a.  Die  Klassen  (fl  +  b)  und 
(fl' +  f)  definieren  also  die  Zahl  a.  Es  ist  mit  andern  Worten 
a  +  O-a. 

d)  Wenn  ß  —  —  a  ist,  so  sind  die  Zahlen  t  die  Zahlen  a  mit 
umgekehrtem  Vorzeichen  (tj  106)j  und  da  fl'>H  ist,  so  hat  mau 
zugleich  a  -f- 1>  <  0.  Ebenso  sind  die  Zahlen  b'  die  Zahlen  a  mit 
umgekehrtem  Vorzeichen,  und  es  ist  daher  a  •+  b'  >  0.  Die  Zahl, 
welche  immer  zwischen  n  +  U  und  •>'  +  U  enthalten  ist,  ist  also  die 
Null.     Es  ist  mit  andern  Worten  «  +  (—  «)  =  Ü  oder  kurz  a  —  a  =  0. 

b)  Addiert  man  zu  einer  Zahl  verschiedene  Zahlen,  so 
ergeben  sich  verschiedene  Summen.  In  der  Tat.  wenn  a<, 
ist,  so  kann  man  sich  zwei  Zahlen  a  und  b  denken  derart,  daß 
a  <o  <6  <  ß  ist.  Außerdem  läßt  sich  (§  111)  y  zwischen 
Zahlen  c  und  c  einschließen  in  der  Weise,  daß  i'  —  c  <  d  —  a  oder 
« ■  +  C  <  b  +  C  ist.  Auf  der  andern  Seite  ist  a  +  y  <  a  +  c', 
b  +  C  <  ß  -\-  y  nach  der  Deliuition  der  Summen  B  +  Yi  (*  +  ?■ 
Wenn  also  n  <  d  ist,  so  ist  a  -+-  j>  <  ß  +  y. 

116.  Subtraktion.  Es  existiert  immer  eine  Zahl,  welche,  zu  ß 
addiert,  als  Summe  «  gibt.  Diese  Zahl  ist  a  +  (-  ß).  In  der  Tat. 
ist  nach  den   Eigenschaften  der  Addition 

tt  +  (-{f)  +  ß-a  +  (-ß  +  fi)-s+i>->*. 
Es  kann  keine  andere  Zahl  geben,  welche  dieselbe  Eigansdufl  ge- 
nießt; denn  wir  haben  gesehen,  daß  zwei  MnCoiedoM  Zinfan,  U 
der  Zahl  ß  addiert,  nicht  dieselbe  BanUBfl  geben  können.  Also  ist 
die  Zahl  a  +  (—  ß)  oder  kurz  u  -  ß,  welche,  /,u  ,i  addiert,  a  giht, 
einzig.     Sie   ist  per  dehnitionem   die   Differenz  zwischen   a   und  fi 

117.  Multiplikation.  «  und  /J  seien  positiv.  Sind  <i ,  fr,  i/,  k' 
positive  rationale  Zahlen,  die  den  Bedingungen  1  >  genflgan,  sn  kium 
jede  positive  rationale  Zahl  r  eine  der  Formen  oft,  «'/»'  haben  oder 
keine   von   beiden.      Wenn   r  nicht  die  Form   tili  hat,   so    muß    i 
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r  >  ab  sein.    Sonst  würde  sich  aus  r  <ab  ergeben  —  <  b  <  ß,  und  r 

et 

wäre  gegen  die  Voraussetzung  zerlegbar  in  das    Produkt   von   zwei 

rationalen  Zahlen  a  und  — ,  die  bezüglich  kleiner  sind  als  a  und  ß. 

Ebenso  muß,  wenn  r  nicht  die  Form  ab'  hat;  immer  r  <  a'V  sein. 
Folglich  ist,  wenn  r  weder  die  Form  ab  noch  die  Form  ab'  hat, 
ab  <  r  <  a'V  für  alle  Werte  von  a,  b,  a',  V,  die  den  Bedingungen  (1) 
genügen.  Wenn  es  keine  rationale  Zahl  mit  dieser  Eigenschaft  gibt, 
so  bedeutet  dies,  daß  jede  rationale  Zahl  die  eine  oder  die  andere  der 
Formen  ab,  a'V  hat.  Alsdann  betrachte  man  die  Irrationalzahl, 
welche  durch  die  Klassen  (ab)  und  (a'V)  definiert  wird.  Man  erkennt 
auf  diese  Weise,  daß  sicher  eine  Zahl  y  existiert,  rational  oder  irra- 
tional, welche  die  Eigenschaft  besitzt,  das  Produkt  von  zwei  po- 
sitiven rationalen  Zahlen,  die  bezüglich  kleiner  sind  als  a 
und  ß,  immer  zu  übertreffen  und  von  dem  Produkt  von 
zwei  beliebigen  rationalen  Zahlen,  die  bezüglich  größer 
sind  als  a  und  ß,  übertroffen  zu  werden.  Diese  Zahl  ist  einzig. 
In  der  Tat,  man  wähle  nach  beliebiger  Fixierung  der  positiven 
Zahl  *  unter  den  Zahlen,  welche  den  oberen  Klassen  von  a  und  ß  ge- 
meinsam angehören,  eine  Zahl  c,  deren  Quadrat  größer  ist  als  ^e. 
Darauf  bestimme  man    die  üblichen  Zahlen   a,  b,  a'}  V   derart,  daß 

a'  —  a   und   V  —  b   kleiner   als  —   werden.     Alsdann    hat   man,    da 

a  +  b  +  h  <  3c  ist» 

oder  a'V  —  ab  <  a.  Also  ist  (§  110)  die  Zahl  y  vollkommen  be- 
stimmt. Sie  ist  per  definitionem  das  Produkt  der  Zahlen  a  und  ß 
und  wird  mit  aß  bezeichnet. 

118.  Das  Produkt  von  zwei  Zahlen  ist  auf  diese  Weise  nur  für 
den  Fall  definiert,  daß  diese  Zahlen  beide  positiv  sind.  Man  nennt 
allgemein  Produkt  von  a  und  ß  und  bezeichnet  mit  aß  das 
Produkt  der  absoluten  Betrage  von  a  und  ß,  und  zwar  positiv  oder 
negativ  genommen,  je  nachdem  a  und  ß  dasselbe  Vorzeichen  oder 
entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.     Es  ist  mit  andern  Worten 

«£  =  -(-«)/?,     «0--«(-0),     aß  =  (-a)(-ß). 

Was  das  Produkt  von  a  mit  0  anbelangt,  so  ist  es  per  defini- 
tionem null.  Im  folgenden  werden  wir  der  Kürze  wegen  annehmen, 
a  und  ß  seien  positiv.  Es  wird  dann  leicht  sein,  die  gefundenen 
Eigenschaften  auf  die  andern  Fälle  auszudehnen. 

119.  Eigenschaften  der  Multiplikation,  a)  aß=ßu;  h)aßy  =  a(ßy) 
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u.  b.  w. ;  c)  «  •  1  —  a ;  d)  a  •  —  =»  1 ;    e)   wenn  man  eine  Zahl  mit 

verschiedenen  Zahlen  multipliziert,  so  erhält  man  ver- 
schiedene Produkte.  Alle  diese  Eigenschaften  lassen  sich  durch 
analoge  Überlegungen  beweisen,  wie  sie  in  §  115  angewandt  worden 
sind. 

120.  Division.  Es  existiert  immer  eine  Zahl,  welche,  mit  0+0 
multipliziert,  a  ergibt.  Sie  ist  das  Produkt  « • -tt,  welches  man  der 
Kürze  wegen  schreibt  -«-•  In  der  Tat  ist  nach  den  Eigenschaften 
der  Multiplikation 


(«•-f)0-«(}-*)-«-i-«. 


Es  gibt  keine  andern  Zahlen  mit   derselben  Eigenschaft;   denn   wir 
haben   gesehen,   daß   zwei  verschiedene  Zahlen,   mit  ß  multipliziert, 

nicht   dasselbe   Produkt   a   liefern    können.      Also    ist   die   Zahl    oy 

p 

welche,  mit  ß  multipliziert,  a  ergibt,  einzig.    Sie  ist  per  definitionem 
der  Quotient  von  a  durch  ß.     Auch  hier  bemerke  man,  daß  f&r 

ß-  0  das  Symbol  «  überhaupt  keine  Bedeuhmg  hat 

121.  In  analoger  Weise  ließen  sich  die  übrigen  Regeln  des 
algebraischen  Kalküls  auf  die  Irrationalzahlen  ausdehnen.  Um  z.  B. 
zu  beweisen,  daß  a(ß  +  y)  -*  aß  +  ay  ist  u.  s.  w.,  braucht  man  nur 
die  entsprechenden  Zerlegungen  in  Klassen  zu  betrachten  und  die 
Identität  der  gleichnamigen  Klassen  in  Evidenz  zu  setzen.  Für  uns 
genügt  es  gezeigt  zu  haben,  welchen  Weg  man  bei  derartigen  Be- 
weisen einzuschlagen  hat,  um  so  mehr,  als  die  vollständige  Ausdehnung 
des  algebraischen  Kalküls  auf  die  Irrationalzahlen  sich  von  selbst  und 
ganz  natürlich  aus  der  wichtigen  Theorie  ergeben  wird,  welche  wir 
jetzt  entwickeln  wollen. 


Theorie  der  Grenzwerte. 

Das  Konvergieren  naoh  einem  Grenzwert. 

122.  Definition,  a)  Man  sagt,  die  Zahl  an}  welche  mit  n  ver- 
änderlich ist,  sei  für  unendliches  n  unendlich  groß,  wenn  sie  mit 
unendlich  zunehmendem  n  schließlich  größer  wird  und  bleibt  als 
jede  beliebig  große   gegebene  Zahl.     Ausführlich  ausgedrückt:  Wenn 


§S  12* — 123  Eonvergieren  nach  einem  Grenzwert.  89 

jeder  Zahl  l  eine  Zahl  v  entspricht  derart,  daß  für  n  >  v  immer 
aA>2  ist,  so  sagt  man,  an  sei  unendlich  groß  oder  es  wachse  über 
alle  Grenzen  oder  es  konvergiere  nach  Unendlich. 

b)  Man  sagt,  a%  sei  für  unendliches  n  unendlich  klein  oder 
infinitesimal,  wenn  es  schließlich  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner  wird  und  bleibt  als  jede  beliebig  kleine  positive  Zahl. 
Anders  ausgedrückt:  Wenn  jeder  positiven  Zahl  e  eine  Zahl  v  ent- 
spricht derart,  daß  für  n  >  v  immer  |  an  |  <  e  ist1),  so  sagt  man,  die 
Zahl  aH  sei  infinitesimal  oder  sie  konvergiere  nach  Null. 

c)  Wenn  man  allgemeiner  sagt,  an  konvergiere  für  unendliches  n 
nach  a  oder  die  Folge  alf  a9,  Oj,  . . .  lasse  den  Grenzwert  (Limes) 
a  zu,  und  wenn  man  lim  aÄ  =  a  schreibt,  so  will  man  damit  ausdrücken, 
daß  die  Differenz  an  —  a  infinitesimal  ist.  Im  besondern  ist  der  Grenz- 
wert einer  infinitesimalen  Größe  null. 

d)  Man  pflegt  auch  zu  schreiben  liman  =  <x>,  um  auszudrücken, 
daß  aH  unendlich  groß  ist,  und  man  pflegt  zu  sagen,  an  habe  als 
Grenzwert  das  positiv  Unendliche  oder  einfach  das  Unendliche, 
eine  Ausdrucksweise,  die  ganz  und  gar  auf  Übereinkunft  beruht.  Man 
sagt  ferner,  an  habe  als  Grenzwert  das  negativ  Unendliche,  und 
schreibt  ]iman  =  —  <x>,  um  auszudrücken,  daß  —  an  nach  Unendlich 
konvergiert 

123.  Bemerkungen,  a)  Wenn  an  nach  a  konvergiert,  so 
konvergiert  —  an  nach  —  a.     In  der  Tat  sind  die  beiden  Differenzen 

an  —  a,    -an-(-a)  =  a  —  an 

dem  absoluten  Betrage  nach  gleich,  und  es  kann  daher  nicht  eine 
von  ihnen  infinitesimal  sein,  ohne  daß  es  auch  die  andere  ist. 

b)  Wenn  die  Zahl  an  zwischen  zwei  infinitesimalen 
Großen  enthalten  ist,  so  ist  sie  infinitesimal.  In  der  Tat 
kann  ihr  absoluter  Betrag  nicht  größer  sein  als  die  beiden,  abso- 
luten Betrage  der  gegebenen  Größen,  mithin  muß  sie  kleiner  werden 
und  bleiben  können  als  jede  positive  Zahl. 

c)  Wenn  für  unendliches  n  die  Zahl  an  nach  a  konver- 
giert, so  konvergiert  der  absolute  Betrag  von  an  nach  dem 
absoluten  Betrage  von  a.  In  der  Tat,  da  der  absolute  Betrag  der 
Differenz  zweier  Zahlen  niemals  von  der  Differenz  der  absoluten  Be- 
trage dieser  Zahlen  übertroffen  wird,  so  ist  klar,  daß  der  absolute 
Betrag  von  a%  —  a  nicht  kleiner  ist  als  der  von  |  an  \  —  |  a  \ .  Die 
letzte  Differenz  ist  also  auf  Grund  der  vorigen  Bemerkung  gleich- 
zeitig mit  der  ersten  unendlich  klein. 

d)  Wenn  eine  Zahl  unendlich  groß  ist,  so  ist  die  in- 
verse  Zahl  unendlich  klein.     In  der  Tat,   wenn  s  positiv  und  so 


1)  Mit  \x\  pflegt  man  den  absoluten  Betrag  von  x  zu  bezeichnen. 
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klein  als  man  will  gegeben  ist,  so  kann  man  immer  einen  Wert  von 

n  linden,  von  welche b 

an  >  — ,  itiitliin   —  <  t 

ist.      Ist  also  lim  «„  —  tv,  so  ist  lim  —  —  0. 

e)  Die  Uinkehrung  ist  nicht  richtig.  Man  kann  nur  sagen,  daß 
die  inversen  Zahlen  einer  positiven  nnd  einer  negativen  Unendlich 
kleinen  Größe  den  Grenzwert  OB  bezw.  —  oc  haben  Wenn  eher 
O.  nicht  beim  Konvergieren  nach  Null  schließlich  ein  be 
Vorzeichen  annimmt,  so  oszilliert  die  inversc  Zahl  onaufhörlicB  wob 
positiven  Werten  zu  negativen  Werten,  die  absolut  genommen  be- 
liebig groß  werden.  So  hat  die  Folge  1,  —  J,  J,  —  \,  J,  .,.  zw»r 
den  Grenzwert  Null.  Die  aus  den  inversen  Zahlen  bestehende,  also 
1,-2,     Ü,  —  4.     ö,  .  .  .  hat  aber  keinen  Brencwerf. 

124.  Methode  der  Grenzwerte.  Diese  weittragende  Re  i1 
methode  besteht  in  dem  Übergange  von  Relationen,  die  zwischen  ver- 
änderlichen Zahlen  bestehen,  zu  analogen  Relationen  zwischen  ihren 
Grenzwerten.  Sie  beruht  auf  einer  Anzahl  tob  Bfeen,  deren  Beweil 
sehr  einfach  wird,  wenn  man  beachtet,  daß  auf  Grund  der  Definition 
(§  122,  b,  c)  die  Existenz  des  Grenzwertes  a  von  <f„  die  Möglichkeit 
involviert,  immer  einen  Wert  von  «  zu  finden,  von  welchem  ab  b, 
eine  beliebige  Zahl,  die  kleiner  als  n  ist,  übertrifft  um! 
kleiner  ist  als  irgend  eine  Zahl,  die  größer  als  a  ist.  Es  ge- 
nügt f.  gleich  dem  absoluteu  Betrage  der  Differenz  zwischen  a  und 
der  betrachteten  Zahl  zu  nehmen.  So  können  wir.  indem  wir  uns 
auf  früher  Gesagtes  beziehen  (4?  112),  behaupten,  daß  eine  iniilm- 
nale  Zahl  sich  immer  als  Grenzwert  einer  Folge  von  ratio- 
nalen Zahlen  betrachten  läßt. 

135,   Em«.-  Veränderliche   kann   iioh   aicht  gleichseitig 

mehreren  Grenzwerten  nähern.  In  der  Tat,  wenn  nn  zwei 
Grenzwerte  zuließe,  die  nicht  einander  gleich  sind,  und  iwild 
selben  in  beliebiger  Weise  eine  Zahl  c  gewühlt  wird,  so  würden  wir 
■■int-n  Wert  des  Index  finden  können,  von  ffdohcni  t!b  wir  gleich- 
zeitig  "„  <  C,  an  >  c  haben  würden.  Dies  ist  absurd.  Man  bemerke 
Jedoch,  daß  «„  sehr  wohl  nach  renehiedenen  Grenzwerten  butver 
gieren  kann  für  verseh  ieden«1  Formen  des  Index.  So  liai 
z.  B.  die  Folge  ,[,  J,  \t  J,  ',  |,  J,  ...  keinen  bestimmten  QrenEWCrt, 
während  die  Öfa'ed«  an  ungerader  Stelle  nach  Null  nnd  diejenigen  an 
gerailer  Stellt  Dach  dil  Einheit  konvergieren.  Es  ist  ferner  »vjehtig 
tD    bemerken,    «laß    auf  Qrond    da    Definition    des   {'iivir/ wertes    jede 

Folge  ron  unendlich  vielen  Zahlen,  die  aus  einer  Po  Ige  aus- 
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gesondert  ist,  welche  nach  einem  Grenzwert  konvergiert, 
denselben  Grenzwert  zuläßt 

126.  Wenn  zwei  Veränderliche  nach  verschiedenen 
Grenzwerten  konvergieren,  so  übertrifft  schließlich  die- 
jenige, welche  den  größeren  Grenzwert  hat,  die  andere.  Mit 
andern  Worten, 

wenn  lim  an  >  lim  bn,  so  ist  an  >  bn 

von  einem  gewissen  Werte  des  Index  ab.  In  der  Tat,  wenn  zwischen 
den  beiden  Grenzwerten  in  beliebiger  Weise  eine  Zahl  c  gewählt 
wird,  so  hat  man  für  einen  genügend  großen  Wert  von  n  und  für 
alle  größeren  Werte  an  >  c,  bn  <  c,  mithin  an  >  bn. 

127.  Wenn  eine  Veränderliche  schließlich  kleiner  als 
eine  andere  bleibt,  so  kann  der  Grenzwert  der  ersten  nicht 
größer  sein  als  derjenige  der  zweiten.     Mit  andern  Worten, 

wenn  an  <  bn}  so  ist  lim  an  <  lim  bn, 

falls  die  beiden  Grenzwerte  existieren.  In  der  Tat,  wenn  lim  an  >  lim  bn 
wäre,  so  würde  schließlich  gegen  die  Voraussetzung  an  >  bn  sein. 

128.  Aus  den  beiden  letzten  Sätzen  lassen  sich  gewisse  Folge- 
rangen ableiten,  die  bemerkenswert  sind.  Vor  allem  ist  die  Be- 
merkung von  Wichtigkeit,  daß  eine  Veränderliche  schließlich 
das  Vorzeichen  ihres  Grenzwertes  annimmt  und  behält. 
Wenn  nämlich  lim  an  >  0  ist,  so  wird  schließlich  an  >  0  sein.  Eine 
Folge  von  Zahlen,  die  nach  einem  positiven  Grenzwert  konvergieren, 
kann  also  nur  eine  begrenzte  Anzahl  von  negativen  oder  verschwindenden 
Gliedern  enthalten.  Umgekehrt  ist,  wenn  an  >  0,  liman^0,  d.  h. 
eine  positive  Veränderliche  kann  nur  nach  einem  positiven 
oder  verschwindenden  Grenzwert  konvergieren.  Ebenso  kann 
eine  negative  Veränderliche  nicht  nach  einem  positiven  Grenzwert 
konvergieren.  Daraus  geht  hervor,  daß  eine  aus  unendlich  vielen 
positiven  und  unendlich  vielen  negativen  Zahlen  bestehende 
Folge  keinen  von  Null  verschiedenen  Grenzwert  zulassen 
kann. 

129.  Die  Summe  und  das  Produkt  von  mehreren  un- 
endlich kleinen  Größen  in  endlicher  Anzahl  sind  unendlich 
klein.  Wenn  v  die  Anzahl  der  gegebenen  unendlich  kleinen  Größen 
ist  und  die  positive  Zahl  t  beliebig  gewählt  wird,  so  braucht  man 
nur  den  absoluten  Betrag  einer  jeden  von  ihnen  definitiv  kleiner  als 

-     bezw.  yt  zu  machen,  um   zu  erreichen,   daß  der  absolute  Betrag 

ihrer  Summe  bezw.  derjenige  ihres  Produktes  kleiner  wird  und  bleibt 
als  £.     In   der  Tat  ist  bekanntlich   der   absolute  Betrag  eines  Pro- 
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duktes  gleich  dem  Produkt  der  absoluten  Betrage  der  Faktoren  und 
der  absolute  Betrag  einer  Summe  nicht  großer  als  die  Summe  der 
absoluten  Beträge  der  Summanden. 

130.  Wenn  zwei  Veränderliche  nach  einem  gemeinsamen 
Grenzwert  konvergieren,  so  konvergiert  jede  dazwischen 
liegende  Veränderliche  nach  demselben  Grenzwert.  Es  sei 
«*<&«<  <L  und  lim  a.  =  lim cm  =  a.  Die  Differenz  6.  —  a  ist  un- 
endlich  klein  (§  123, b),  da  sie  immer  zwischen  den  Differenzen  an—  a 
und  rn  —  a  liegt,  deren  jede  nach  der  Annahme  unendlich  klein  ist. 
Also  ist  lim6B  =  a. 

131.  Wenn  eine  Veränderliche  nach  einem  Grenzwert 
konvergiert,  so  konvergieren  zwei  Veränderliche,  deren 
Differenz  nach  Null  konvergiert,  und  die  immer  die  erste 
Veränderliche  zwischen  sich  einschließen,  mit  dieser  nach 
demselben  Grenzwert  Es  sei  an<bn<cu1  lim&^a,  lim(a„— cj«0. 
Wir  schreiben  an  —  a  =  (a„  —  bn)  +  (bu  —  a).  Die  Differenz  an  —  bny 
welche  zwischen  0  und  der  unendlich  kleinen  Größe  an  —  cn  liegt, 
konvergiert  nach  Null.  Auch  die  Differenz  bn  —  o  ist  nach  der  Vor- 
aussetzung unendlich  klein,  d.  h.  man  hat  (§  129)  limaÄ  =  a,  und 
dann  ist  wegen  cn  —  a  ■=  (cn  —  aj  -f  («„  —  <*)  auch  lim  cn  =  a. 

132.  Die  Summe  von  mehreren  Veränderlichen  in  end- 
licher Anzahl,  welche  nach  bestimmten  Grenzwerten  kon- 
vergieren, hat  als  Grenzwert  die  Summe  dieser  Grenzwerte. 
In  der  Tat,  wenn  die  Veränderlichen  an9  bn}  cnf  . . .  bezüglich  nach 
«,  b,  c,  .  . .  konvergieren,  so  bedeutet  dies  (§  122,  c),  daß  die  Diffe- 
renzen an  —  a,  bn  —  6,  cn  —  c,  ...  unendlich  klein  sind,  und  es  ist 
deshalb  (§  129)  unendlich  klein  ihre  Summe 

("»  +  K  +  cn  +  •  •  0  —  (a  +  6  +  c  •  •  •)• 
Also  haben  wir 

lim  (an  +  bn  +  cn  +  -  .  .)  —  a  +  b  +  c  +  •  •  • 
=  lim  an  +  lim  bn  +  lim  cn  +  •  •  •. 

Unter  den  Folgerungen  dieses  Satzes  wollen  wir  die  folgende  er- 
wähnen: Wenn  die  Differenz  von  zwei  Veränderlichen  nach 
Null  konvergiert  und  eine  derselben  nach  einem  Grenzwert 
konvergiert,  so  konvergiert  auch  die  andere  nach  demselben 
Grenzwert.  In  der  Tat,  wenn  an  nach  a  konvergiert  und  an  —  bn 
nach  Null,  so  hat  man 

lim  bn  =  lim  an  +  lim  (bn  —  am)  =  a . 

133.  Das  Produkt  von  mehreren  Veränderlichen  in  end- 
licher Anzahl,   welche  nach    bestimmten  Grenzwerten    kon- 
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▼ergieren,  hat  als  Grenzwert  das  Produkt  dieser  Grenzwerte. 
In  der  Tat,  wenn  man  die  Zahlen 

miteinander  multipliziert,  so  wird  das  Produkt  gleich  abc...,  ver- 
mehrt um  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern,  deren  jedes  unendlich 
klein  ist.     Mithin  ist 

limöL&.c.  •  •  •  =»  abc  •  •  •  =  lim a.  •  lim bn  •  lim c  •  •  •. 

134.      Wenn    an  nach    einem    Grenzwert    a   konvergiert, 

der  von  Null  verschieden  ist,  so  konvergiert  —  nach  —  •     In 

der  Tat,  wählt  man  n  so  groß,  daß  an  das  Vorzeichen  seines  Grenz- 
wertes hat  und  mit  wachsendem  n  bewahrt,  so  hat  man 


a»       a 


n  *"  w  w/i 


aa. 


Ist  nun  in  beliebiger  Weise  eine  positive  Zahl  e  gegeben,  die  kleiner 
als  1  ist  und  beachtet  man,  daß  — ,  das  Produkt  von  a„  und  — , 
nach  der  Einheit  konvergiert,  so  kann  man  einen  Wert  von  n  finden, 
von  welchem  ab  —  beständig  größer  ist  als  s  und  außerdem  der  ab- 
solute Betrag  von  an  —  a  kleiner  ist  als  esa8.     Es  wird  dann  sein 

<  —  <  e ,     lim  —  =  — 


oM        a 

v*n  VW 


an  an  * 


135.  Der  Grenzwert  eines  Quotienten  ist  gleich  dem 
Quotienten  der  Grenzwerte  des  Zählers  und  des  Nenners, 
vorausgesetzt,  daß  der  zweite  Grenzwert  von  Null  verschieden  ist. 
In  der  Tat  ist  nach  den  beiden  letzten  Paragraphen 

!•     «-       i*  ,.      1        ..  1  lim  a„ 

lim  jt  =  um  a„  •  hm  -=-  =  lim  öl  •  r. — r-  =  T.- ~  • 

K  K  »    lim6n        \imbn 

Es    ist    von    Wichtigkeit    niemals    die    wesentliche    Einschränkung 
lim  bn  =4=  0  aus  den  Augen  zu  lassen. 
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136.  Theorem  I.  Jede  wachsende  Veränderliche  hat  einen 
endlichen  oder  unendlichen  Grenzwert. 

Wenn  an  nicht  unbegrenzt  wächst,  so  gibt  es  wenigstens  eine 
Zahl,  welche  nicht  von  an  überschritten  wird,  und  es  ist  klar,  daß 
jede    Zahl,    die    größer   ist   als    die    erwähnte,    dieselbe   Eigenschaft 


haben  wird.  Wir  teilen  nun  alle  rationale»  Zahlen  in  zwei  Ki.is.-it-ii, 
indem  wir  jede  Zahl  r  der  unteren  Dder  der  oberen  Klasse  zu- 
weisen, je  nachdem  es  sich  als  möglich  oder  als  unmöglich  erweist 
in  der  Folge  alt  a^,  ns,  ..  .  t&nt  Zahl  ro  linden,  die  größer  ist  als  i 
Die  Zahlen  der  unteren  Klasse  sind  offenbar  kleiner  als  die  dir 
oberen  Klasse,  und  es  ist  außerdem  ersichtlich,  daß  ex  in  der  unteren 
Klasse  keine  Zahl  geben  kann,  welche  alle  andern  derselben  KksM 
übertrifft.  In  der  Tat,  wenn  die  Zahl  r  in  der  unteren  Klasse  i 
beliebiger  Weise  gewählt  und  eine  Zahl  «„  gefunden  ist,  die  sie 
übertrifft,  so  wird  jede  zwischen  r  und  an  liegende  rationale  Zahl 
derselben  Klasse  angeboren.  Die  gedachte  Zerlegung  des  rationalen 
Gebietes  definiert  also  (§  1UM  i  eine  Zahl  a,  die  rational  oder  irrational 
sein  kann1}.  Es  geht  aus  der  Theorie  der  Irrationalzahlen  (§  112 
hervor,  daß  man  immer,  wenn  t  positiv  und  beliebig  klein  gegeben 
ist,  in  der  unteren  Klasse  von  <i  eine  Zahl  >■  finden  kann,  welche 
a  —  £  Übertrifft.  Wenn  daher  eine  Zahl  a,  gefunden  ist,  die  größer 
als  r  ist,  so  wird  a  fortiori  «„><*  —  *  sein,  d.  h.  die  positive  Diffe- 
renz o  —  «„  wird  kleiner  sein  als  *  und  wird  es  auch  immer  bleiben, 
wenn  n  wächst,  da  a  fest  bleibt  und  a,  mit  n  annimmt  F.s  ist  also 
limfl>  =  «.  In  analoger  Weise  laßt  sich  zeigen,  daß  eine  Folge, 
deren  Glieder  abnehmen  [oder,  besser  gesagt,  nicht  zunehmen),  nach 
dem  negativen  Unendlich  oder  nach  einem  endlichen  Grenzwerte  kon- 
vergiert. 

137.   Hilfssatn.     Aus  jeder  Zahlenfolge  kann    man  immer 
eine    andere    Folge    aussondern,    die   nach    einem    endlichen 

oilcr  unendlichen  Grenzwert  konvergiert, 

Wenn  die  vorgelegte  Folge  u,,  h,,  «s,  - . .   nicht   unendlich  viele 
Zahlen  enthalt,    die    kleiner   oder   gleich  «,  sind,    so    kommen    in    ihr 
sicher  unendlich   viele  Zahlen  vor,   die  o,   übertreffen,      Ifohi 
hu    einen  bestimmten  PsD  n  betrachten,  an.  ■  nies  dlrin  unendlich 
viele  Zahlen  größer  alH  (i{l  und  bezeichnen  wir  mit  ar   eine  derselben. 
Zu  dieser  kann   es    wieder   eine  Zahl  ur    gehen,    «eiche    auf  sie  folgt 
und  sie  übertrifft,  und  unter  den  Zahlen,  welche  auf  ar    folgen,  kann 
es  unter  Umstanden    eine   geben,   «,_,   die   größer  ist  als  ar  ,   n.  s.  w. 
Läßt  sich  die  Wahl  dieser  Zahlen  ins  Unendliche  fortsetzen, 
dadurch  aus  der  gegebenen  Folge  eine  Folge  wachsender  Zahlen  aus- 
gesondert,   welche    auf  Grund    des    im    vorigen    Paragraphen    ' 
nach  einem  endlichen   oder  unendlichen   Grenzwert   konvergieren.      Im 
entgegengesetzten    Falle   muß  mau    Bohiiefilieh   eine   Zahl    ar     finden, 
welche    von    den    auf   sie     folgenden    Zahlen    nicht    Übertroffen    wird 


i  Z;ii:l  gibt,   <) 
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Unter  diesen  wird  es  immer  noch  unendlich  viele  Zahlen  geben, 
welche  großer  als  ax  sind.  Mit  einer  derselben,  at ,  beginne  man 
eine  neue  Folge  wachsender  Zahlen,  die  möglicherweise  mit  einem 
Gliede  a§     endigt,  welches  nicht   kleiner  ist  als  irgend  ein  folgendes 

Glied,  aber  kleiner  oder  gleich  ar  .  Fährt  man  in  dieser  Weise  fort, 
so  entsteht  das  Schema 

«!<**<«*  <••'<%> 

<h  <  ah  <  ak  <  •  •  •  <  at 


und  wenn  man  nicht  zu  einer  unbegrenzten  Folge  von  wachsenden 
Zahlen  gelangt,  so  entsteht  schließlich  die  unbegrenzte  Reihe  nicht 
wachsender  Zahlen 

welche  einen  endlichen  Grenzwert  zuläßt. 

138.  Bemerkungen,  a)  Wenn  die  Veränderlichen  an  und  bn 
derart  sind,  daß,  falls  an  nach  einem  Grenzwert  a  konvergiert,  auch 
bu  nach  einem  Grenzwert  b  konvergiert,  und  wenn  verschiedenen  Werten 
von  a  verschiedene  Werte  von  b  entsprechen,  so  kann  man  auch  be- 
haupten, daß  der  Grenzwert  von  an  existiert,  wenn  derjenige 
von  bu  existiert.  In  der  Tat,  wenn  die  Folge  alf  aif  ...  keinen  be- 
stimmten Grenzwert  hätte,  so  würden  sich  aus  ihr  Folgen  aussondern 
lassen,  die  ungleiche  Grenzwerte  zuließen,  denen  daher  ungleiche  Grenz- 
werte von  bH  entsprechen  würden.  Es  würde  also  bn  gegen  die  Vor- 
aussetzung keinen  bestimmten  Grenzwert  haben. 

b)  Schon  in  §  125  haben  wir  ein  Beispiel  gegeben  für  eine 
Folge,  die  sich  in  zwei  andere  zerlegen  läßt,  deren  jede  einen  Grenz- 
wert hat.  Im  Falle  unendlich  vieler  Teilfolgen  ist  zu  bemerken,  daß 
sich  die  unendlich  vielen  Grenzwerte  auch  in  stetiger  Weise  aneinander- 
reihen können.     Ist  z.  B.   v  die   Anzahl   der   Ziffern   von   n,   so 

10r 

kann   die  Zahl  an=  —   nach  jeder  Zahl   konvergieren,   die   größer 

als  1,  aber  nicht  größer  als  10  ist.  In  der  Tat,  wenn  a  eine  solche  Zahl 
ist,  so  genügt  es,  w  die  Reihe  der  größten  Ganzen  durchlaufen  zu 
lassen,  die  in 

10       100       1000       10  000 

a  }      a  }       a    '        a      y 

enthalten  sind,  um  zu  bewirken,  daß  an  nach  a  konvergiert. 

139.  Theorem  n.  Soll  a-  einen  endlichen  Grenzwert  be- 
sitzen,  so  ist  dazu  notwendig  und  hinreichend,  daß  jeder 
noch   so   kleinen    positiven   Zahl   e   eine   Zahl  v   entspricht 
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derart,  daß  |  an>  —  an » |  <  e  ist  für  alle  Paare  von  Werten  ri,  n"; 
die  größer  als  v  sind. 

Wenn  au  nach  a  konvergiert,  so  bedeutet  dies,  daß  bei  ge- 
gebenem £,  welches  positiv  ist  und  beliebig  klein  sein  darf,  sich  v 
derart  bestimmen  läßt,  daß  man  hat 

\an>-a\  <-£-£,     |<v  —  «|<i« 
für  alle  Werte  von  ri  und  n",  die  größer  als  v  sind.    Es  ist  also 

I  an  ~~  an"  I  ^  I  an   ~~  a  I  +  |  a  "~  a«"  I  <  *• 

Umgekehrt  wollen  wir  bei  gegebenem  e  annehmen,  es  lasse  sich  v  in 
der  Weise  bestimmen,  daß  für  alle  Werte  von  ri  und  n",  die  größer 
als  v  sind,  \an>  —  ««"!<i^  ist.  Dann  werden  insbesondere,  wenn 
wir  ri  festhalten,  alle  Zahlen  an  mit  einem  Index  n  >  ri  zwischen 
aH>  —~s  und  an>  +  -Ja  fallen.  Daraus  folgt,  daß,  wenn  man  durch  das 
in  §  137  angegebene  Verfahren  aus  der  Folge  aly  a,,  Og,  . . .  eine 
andere  ar7  atJ  an  ...  aussondert,  die  nach  einem  Grenzwert  kon- 
vergiert, dieser  Grenzwert  notwendig  endlich  sein  wird.  Nennen  wir 
ihn  a.  Ist  nun  in  der  Folge  r,  s,  t,  . . .  ein  Index  fi  >  v  gefunden, 
der  genügend  groß  ist,  um  \a  —  a\  <y£  zu  machen,  so  wird  über- 
haupt für  alle  Werte  von  n,  die  größer  als  v  sind, 


I  an  -  «  I  ik  I  an  -  «/u  1  +  I  %  -  *  I  <  « 

sein,  mithin  lim  an  =  a. 

140«  Theorem  m.  Wenn  a„  und  &„  für  unendlich  zu- 
nehmendes n  nach  Null  konvergieren  und  außerdem  bn  be- 
ständig abnimmt,  so  hat  man 

n  *  *  + 1 

vorausgesetzt,  daß  der  zweite  Grenzwert  existiert 

Wenn  l  der  Wert  der  rechten  Seite  von  (1)  ist,  so  gibt  es  zu 
jeder  positiven  Zahl  s  einen  Wert  von  n  derart,  daß  die  Brüche 

gn~~  g»  +  l         a«  +  l  ~~  an  +  t  a»+r-l  ~~  an  +  v 

K-K+l'      K  +  l-K+i'    '"'      K  +  v-l-h  +  * 

alle  zwischen  l  —  \e  und  l  +{a  enthalten  sind,  wie  groß  auch  v  sein 
mag.  Daraus  folgt,  da  die  Nenner  alle  positiv  sind,  daß  zwischen 
denselben  Zahlen  der  Bruch  enthalten  ist,  der  als  Zähler  die  Summe 
der  Zähler  der  betrachteten  Brüche  und  als  Nenner  die  Summe  der 
Nenner  hat.    Es  ist  also 


a  —  a 

n  n  +  *         j 

b    -b    x      -' 


<i«, 


wo  n  beliebig  groß  ist.     Da  der  hier  auftretende  Bruch,  wenn  »  fest 
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a. 


bleibt  und  v  anendlich  zunimmt,  nach  —  konvergiert,  so  kann  man 
v  derart  wählen,  daß 


a. 


an  —  an  +  v 

K-K  +  v 


<i* 


ist,  and  dann  folgt 


K     l 


<  s ,     lim  r~  =  l . 

n 


141.  Theorem  IV.  Wenn  für  unendlich  zunehmendes  n  die 
Veränderliche  bnf  welche  immer  wächst,  jede  Grenze  über- 
schreitet, so  hat  man 


(2) 


a  —  a      - 

n  n  —  1 


lim6-"  =  lim6-6      / 

n  n  n  —  1 


vorausgesetzt,  daß  der  zweite  Grenzwert  existiert. 

Wenn  l  der  Wert  der  rechten  Seite  von  (2)  ist,    so   gibt  es  zu 
jeder  positiven  Zahl  €  eine  Zahl  v  derart,  daß  für  n  >  v  immer 


an~  g»-l 

b  —6      t 

n  w  —  1 


-l 


<U 


8 


ist.     Mit  andern  Worten,  die  Brüche 


gr  +  2  ~  ay  +  1 

h  h  } 

Uv+S        vv+l 


a«  —  a»      i 

n  n  —  1 


sind  sämtlich  zwischen  Z  —  jS  und  Z  +  |s  enthalten,   mithin  ist,   da 
die  Nenner  positiv  sind,  gleichzeitig 


a  —  a 
n        * 

b  —  b 

n  v 


l 


<\e 


Wir  wollen  v  so  groß  wählen,  daß  nicht  nur  diese  Ungleichung  er- 
füllt, sondern  auch  6y  >  0  ist.  Das  ist  immer  möglich,  da  nach 
der  Voraussetzung  bn  mit  n  unbegrenzt  zunimmt.  Aus  eben  diesem 
Grande  wird  sich,  wenn  v  fixiert  ist,  n  derart  bestimmen  lassen, 
daß  \ebu  den  absoluten  Betrag  von  av  —  lbv  übertrifft  und  dann  mit 
wachsendem  n  beständig  größer  bleibt  als  dieser  Wert.  Wenn  man 
nunmehr  beachtet,  daß 

+ 0  -  i)  (^  -  0 

N  n '     N    n  v  ' 


a  a  —  Ib 

n  i  v  v 

F"* b 

»  n 


ist,  so  findet  man  sofort 


K     l 


a. 


<  a,    lim  7-  =  l. 


142.   Folgerangen,    a)  Wenn  eine  Folge   einen   endlichen 
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U,  -J     Theorie  der  Grenzwerte. 


H  HS      in 


Grenzwert  zuläßt,  so  konvergieren  das  arithmetische  Mittel 
und  das  geometrische  Mittel  der  n  ersten  Glieder  fUr  un- 
endliches n  nach  demselben  Grenzwert. 

Auf  Grund  des  letzteu  Theorems  ist  in  der  Tat 


(3) 


llJll 


,+a,-r       +  « 


■    lun  il 


wenn  der  rechts  stehende  Grenzwert  existiert.  Im  folgenden  werden 
wir  sehen,  daß  der  Grenzwert  des  Logarithmus  einer  Veränder- 
lichen sich  nicht  unterscheidet  von  dem  Logarithmus  des  Grenz- 
wertes dieser  Veränderlichen.  Dies  zugegeben  erhält  man,  wenn  in 
der  vorigen  Gleichung  an  durch  loga,  ersetzt  wird, 


mithin 


lim  log  V'«,«, . 


limlogn,,, 


Um  i/o,«,  . . .  an  =  lim  an , 
vorausgesetzt,  daß  der  Grenzwert  auf  der  rechten  Seite  existiert. 

b)  Wenn  in  einer  beliebigen  Folge  das  Verhältnis  eines 
Gliedes  zu  dem  vorhergehenden  nach  einem  endlichen  Grenz- 
wert konvergiert,  so  konvergiert  auch  die  »-te  Wurzel  des 
«  ten  Gliedes  nach  demselben  Grenzwert. 

Es  genügt  in  der  Tat  in  der  Formel  (4)  a,  durch  "  zu  er- 
setzen, um  zu  erhalten 


limVo,"...-^. 


d.  h. 
(6) 


i  |  ä .      1 1 1 1  l 


143.  Bemerkungen,  u)  In  den  obigen  Sätzen  wird  die  Existenz 
der  Grenzwerte  auf  den  rechten  Seiten  der  Formeln  (1),  (2),  (3), 
(4),  (5)  vorausgesetzt  und  daraus  die  Existenz  der  Grenzwerte  nuf 
den  linken  Seiten  abgeleitet.  Diese  können  aber  auch  existieren, 
wenn  jene  nicht  existieren.  Wir  haben  z.  B.  gesehen,  daß,  wenn 
der  Grenzwert  a  der  Folge  «,,  «„  a,, ,. .  existiert,  auch  derjenige 
der  Folge 

«,,    il«,   +0,),   7  («,  +  «»  +  «*),    {K  +  «l  +  «!  +  "■>• 

existiert  und  gleich  a  ist.     Es  kann   aber  bei  der  zweiten   1 
Grenzwert  vorhanden   sein,  ohne  duß   die  erste  einen  solche] 
So  ergibt  nah  mu  der  Folge 
(6)  1,  0,  1,  0,  1,  0,  1,  0,     .. 
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die  andere 

1    i    1    1    1    l    1    i. 

x;     2>    3;     4>     5;    6'     17    &>'''> 

welche  nach  y  konvergiert,  während  die  erste  Folge  nach  keinem 
Grenzwert  konvergiert. 

b)  Es  lassen  sich  unendlich  viele  Folgen  konstruieren,  bei 
welchen  dieses  Verhalten  zu  konstatieren  ist.  Nehmen  wir  z.  B. 
an,  das  System  der  ganzen  und  positiven  Zahlen  lasse  sich  in  r 
Systeme  A^,  A$}  ...  zerlegen  derart,  daß  an  den  Grenzwert  l.  zu- 
laßt, wenn  n  das  System  Ai  durchläuft.  Es  sei  ni  die  Anzahl  der 
Elemente  von  Aiy  welche  nicht  größer  sind  als  n,  und  ain  die  Summe 
der  entsprechenden  Glieder  der  betrachteten  Folge.  Für  die  Teil- 
folge, deren  Glieder  nach  lt  konvergieren,  hat  man  lim  —  =  lif  da  n4 

gleichzeitig  mit  n  unbegrenzt  zunimmt,  weil  sonst  das'  System  A{ 
nicht  unendlich  viele  Zahlen  enthalten  würde.   Nun  kann  man  schreiben 

—  (#i  +  ^  +  *-H-0J  =  —  •  —  +  —  •  —  +•+  —  •— • 

Es  ist   leicht  einzusehen,   daß   der  Grenzwert  des  Verhältnisses  — , 

wenn  er  existiert,  die  Wahrscheinlichkeit1)  darstellt  dafür,  daß 
eine  beliebig  gewählte  ganze  Zahl  dem  System  A{  angehört.  Es  sei 
p{  diese  Wahrscheinlichkeit.     Für  unendliches  n  erhält  man 

Km  \  (Ol  +  <h  +  '  '  '   +  an)  =  hPl  +  1%P%  +  '  '  '  +  lrPr- 

Z.  B.  hat  man  bei  der  Folge  (6)  zwei  Systeme:  Ax  bestehend  aus  den 
ungeraden  Zahlen,  A$  aus  den  geraden  Zahlen.  Offenbar  ist  px  =  p2 
=  y  und  lx  =  1,  l2  =  0.     Der  Grenzwert  der  zweiten  Folge  ist  also 

i..ii.0.i  =  i 

c)  Analoge  Betrachtungen  lassen  sich  für  eine  Folge  von  positiven 
Zahlen  al7  o^,  Oj,  . . .  anstellen,  aus  der  man  die  andere 

ableitet.  Wenn  die  Systeme  A,  die  Grenzwerte  l,  die  Wahrscheinlich- 
keiten p  existieren,  so  hat  man 


lim  y axa% . . .  an  =  Iplf* . . .  Ifr, 

144.    Theorem   V.     Wenn    a«,    und    6_    für    unendlich    zu- 
nehmendes  n  bezüglich  nach  a  und  b  konvergieren,  so  hat  man 

^ ^  («A  +  a%K-i  +  •  •  •  +  aJ>i)  Ä  ab- 


1)  Baltzer,  Elemente  der  Mathematik,  2.  Teil,  §  29. 


7* 
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Ist  v  das  größte  Ganze,  welches  in  \n  enthalten  ist,  so  hat  man 


n  n  * 


Da  a„  nach  a  konvergiert,  so  konvergiert  sein  absoluter  Betrag  nach 
\a\,  mithin  ist  (§  142,  a) 

um  -^T  (!  «i  I  +  |  «2 1  +  •  •  •  +  |  »v  |) 

-lim~Kmy(|fl1|  +  |a1|+---  +  |aJ)---i|a|. 

Ist  eine  Zahl  a  >  \ ;  |  a  |  gewählt,  so  können  wir  also  behaupten,  daß 
von  einem  bestimmten  Werte  von  n  ab  bestandig 

i(KI  +  KI  +  ---  +  l«,l)<« 

sein  wird.     Dies  vorausgeschickt  betrachte  man  den  Ausdruck 

«.  =  i-  {«.  (K  -  *)  +  <h(K-i-*)  +  ■•■  +  <>AK-,'+i  -  *>))  ■ 

Man    kann    annehmen,    n    sei    bereits    so    groß    gewählt,    daß    der 

absolute  Betrag  von  br  —  b  kleiner  als  —  ist  für  alle  Werte  von  r, 

welche  n  —  v  übertreffen.     Auf  diese  Weise  hat  man   für  einen  ge- 
wissen Wert  von  n  und  für  alle  größeren  Werte 

mithin  lim  ön  ■=  0,  d.  h. 

]imi  (aA  +  <hh-i  +  -"  +  «A-,+i)  - 61im  v  («1  +  «»  +  •••+«,)• 

Die  rechte  Seite  ist  gleich 

v  a,  -j-  a,  -|-  •  •  •  -f-  ay 

b  lim—  lim -=-|a&. 

Also  ist 

lim  -i  (a^,  +  a26„_1  +  •  •  •  +  a,&.-,+i)  -  \ab. 
Analog  würde  man  beweisen,  daß 

Um  *~  («A  +  «— A  +  •  •  •  +  «„+ A-,)  =?a6 
ist     Durch  Addition  ergibt  sich 

]im  \  OA  +  «A-i  +  -•  +  «A)  -  «&• 

145«  Theorem  VI.  Wenn  bn  mit  unendlich  zunehmendem  n 
abnehmend  nach  Null  konvergiert,  während  bx  +  Ijj  +  •  •  •  +  bn 
jede  Grenze  überschreitet,  so  hat  man 


§  145  Fundamentaltheoreme.  X01 

11111  ti+6f  +  ...  +  6w  -  ^  TT  W  +  a8  +  *  *  '  +  an), 

vorausgesetzt,  daß  der  zweite  Grenzwert  existiert. 

Man  bemerke,  daß  der  Satz  evident  sein  und  ohne  alle  Be- 
schrankungen gelten  würde,  die  wir  bn  auferlegt  haben,  wenn  der 
Grenzwert  von  an  existierte.  In  diesem  Falle  hätte  man  in  der  Tat 
auf  Grund  des  Theorems  IV  • 

Aber  der  vorliegende  Satz  ist  gerade  dann   von  Nutzen,   wenn  der 
Grenzwert  von  aH  nicht  existiert.     Wird 

Q>i  +  a*  +  •  •  •  +  %  =  w«, 

gesetzt  und  angenommen,  daß  ccn  für  unendliches  n  nach  dem  Grenz- 
wert a  konvergiert,  so  können  wir  schreiben 

Ä  «A  +  (2«2  -  «l)ft2  +  *  "  •  +  (W«n  -  (*  -  1)  «n-l)&* 

-«ift-  *i)  +  2asfo  -  *b)  +  •  •  •  +  w«n(6n  -  6.+1)  +  w«A+1. 

Daraus  ergibt  sich,  wenn  wir  cn  =  n(6Ä  —  bn+i)  setzen  und  bemerken, 
daß 

Cx  +  c*  +  •  •  •  +  cH  -  ^  +  6,  +  -  •  -  +  bn  -  n&„+1 
ist, 


ferner 
(7) 


+  «Uft +  »*  +  •■•  + O -(<!+*  +  •■•  +.OI, 

«l&l+«»&lH h<»A 

&!+&,  +  •••  +  *«" 

__  „    .   Ci  +  c,  H h  cn  /g^t  +  <*,<?,-< h«*^  __  „  \ 


Da  fcÄ  abnimmt,  so  ist  c„  positiv.   Außerdem  überschreitet  Cx  +  c^^ \-cH 

jede  Grenze.  In  der  Tat,  ist  l  so  groß  gegeben,  als  man  will,  so 
kann  man  immer  erreichen,  daß  cx  +  c2  +  •  •  •  +  cn  größer  als  l  wird. 
Es  genügt  v  so  groß  zu  wählen,  daß  bx  +  b2  +  •  •  •  +  bv  die  Zahl  l 
übertrifft  und  dann  n  derart  zu  bestimmen,  daß 


».+i  <  t  &  +  *>  +  ■  ■  ■  +  K  -  9 


ist.  Diese  beiden  aufeinander  folgenden  Bestimmungen  sind  möglich, 
da  fej  +  &t  +  •  •  •  +  bn  jede  Grenze  überschreitet,  während  bn  mit 
wachsendem  n  nach  Null  konvergiert.  Beachtet  man,  daß  bn  be- 
standig abnimmt,  so  ist 

cl  +  ci  +  ---  +  cu>bl  +  bt  +  --  +  bv  +  (n-v)  fcw+1  -  nbn+1, 


102  U  i  2.    Theorie  der  Grenzwerte.  §§  146—147 

d.  h.s 

cx  +  %  + \-cn>bl  +  bi-\ h  K  —  vK+i  >  '• 

Dies  vorausgeschickt  hat  man  (§  141) 

lim  **+**  +  '''+!!&.  =  1^  SÄ  _  iim  a 

Der  zweite  Teil  der  rechten  Seite  von  (7)  besteht   also   aus   einem 
Faktor,  der  nach  Null  konvergiert,  multipliziert  mit 


Ci  +  c*  H h  cn        1  w&, 


'»  +  1. 


einer  Größe,  die  zwischen  0  und  1  enthalten  ist.  Also  konvergiert 
der  betrachtete  Ausdruck  nach  Null,  während  der  erste  Teil  der  rechten 
Seite  von  (7)  nach  a  konvergiert.     Folglich  ist 

,.      axbx  +at\-\ banbn  _ 

lim        bt+b^  +  .-.+X       -"' 


Übungen  Aber  die  Berechnung  von  Grenzwerten. 

146«  Es  sei  eine  positive  Zahl  a  gegeben,  und  es  werde  für  un- 
endliches n  der  Grenzwert  von  an  gesucht.  Wenn  a  =»  1  ist,  so  ist  immer 
an  =  1.  Wenn  a  <  1  ist,  so  hat  man  an  =  an~l  •  a  <  an~\  d.  h.  an 
nimmt  beständig  ab,  wenn  n  wächst,  und  konvergiert  daher  auf  Grund  des 
Theorems  I  nach  einem  endlichen  Grenzwert  l^>0.  Läßt  man  nun  aber 
in  der  obigen  Identität  n  unendlich  zunehmen,  so  erhält  man  /  =  lay 
d.  h.  (1  —  a)l  =  0,  folglich  l  =  0.  Für  a  >  1  hat  man  dagegen 
an  =  aw_1  •  a  >  a*""1,  mithin  konvergiert  an,  indem  es  gleichzeitig  mit  n 
wächst,  nach  einem  endlichen  oder  unendlichen  Grenzwert.  Aber  der 
Grenzwert  kann  nicht  endlich  sein,  da  er  einen  positiven  Wert  l  haben 
müßte,  während  aus  der  obigen  Identität  für  unendliches  n  folgen  würde 
l  =  la,  (a  -  l)J  =  0,  l  «*  0.     Also  ist 

liman  =  0  für  a<  1,    lima*  =  oo  für  a>  1. 

Übrigens  ist  jedes    dieser    beiden    Resultate   eine   unmittelbare  Folge  des 
anderen  (§  123,  d,  e). 

147.  Noch  leichter  erledigt  sich  die  Berechnung  des  Grenzwertes  von 
—  •     Die  Identität 

an  an-l  a 


n!        (n— 1)!     n 

zeigt,  welches  auch  der  Wert  von  a  >  0  sein  mag,  daß  die  betrachtete 
Zahl  schließlich  immer  abnimmt,  sobald  nämlich  n  größer  als  a  ist.  Also 
konvergiert  dieselbe  nach   einem  Grenzwert  l  ]>  0 .     Nun   liefert  aber  die 
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obige  Identität,    wenn  man  darin  n  ins  Unendliche  wachsen   läßt,    sofort 
1-1.0  =  0.     Also  ist 

lim^  =  0. 
n! 

Es  ist  ferner  evident,  daß  dieses  Resultat  auch  für  a  <  0  gilt. 

148«  Es  werde  angenommen,  daß  der  Grenzwert  a  von  an  existiert. 
Welches  ist  dann  der  Grenzwert  von  aÄm?  Wenn  m  eine  positive 
ganze  Zahl  ist,  so  konvergiert  anm  als  Produkt  von  m  Veränderlichen, 
deren  jede  nach  a  konvergiert,  nach  am  (§  133).  Wenn  ferner  m  die  in- 
verse  einer  positiven  ganzen  Zahl  m  ist  und  man  setzt  anm  =  &„,  so  ist 
au  =  bnm\  Da  nun  an  nach  bm'  konvergiert,  wenn  bn  nach  b  konvergiert, 
so  kann  man  (§  138,  a)  umgekehrt  behaupten,  daß,  wenn  der  Grenzwert 
a  von  an  existiert,  auch  derjenige  von  bn  existiert,  und  man  hat  a  —  bm\ 
d.  h.  b  =  am.  Wenn  m  gleich  p/q  ist,  wo  p  und  q  ganze  positive  Zahlen 
sind,  so  kann  man  schreiben 

lim  anm  =  Um  Y*f  —  V<*  =  aW  • 
Ist  endlich   m   gleich    einer    negativen  Rationalzahl    —  m',   so   hat    man 
(§  134) 

an  a 

Es  ist  also  für  jeden  rationalen  Wert  des  Exponenten  lim  anm  =  (lim  nn)m. 

149.  Wenn  man  annimmt,  daß  der  Grenzwert  a  von  an  existiert, 
welches  ist  dann  der  Grenzwert  von  ba»?  Wir  wollen  zunächst 
voraussetzen,  die  Zahl  fr,  die  immer  positiv  sein  soll,  sei  kleiner  als  1, 
und  mit  an  den  absoluten  Betrag  von  an  —  a  bezeichnen.  Wird  eine  be- 
liebig kleine  positive  Zahl  e  vorgelegt,  so  kann  man  (§  146)  einen  Wert  v 
finden,  von  welchem  ab  (1  —  e)v  kleiner  bleibt  als  b.  Nach  Fixierung 
von  v  wähle  man  n  derart,  daß  ccn  kleiner  wird  als  1/v  und  bei  zu- 
nehmendem n  auch  so  bleibt.     Es  wird  dann  sein 

1  -  ba»  <  1  -  (1  -  s)van  <  1  —  (1  -  c)  =  c. 

Mithin  ergibt  sich  nacheinander 

Um  b°*  =  1 ,   lim ba*  =  ba,   d.  h.  lim  ba»  =*  bliman. 

Ist  b  >  1 ,  so  kann  man  schreiben 

lim  &«n  =  lim  T—r  =  =-—  =  b". 

6"an        b~a 

150.  Wenn  man  annimmt,  daß  an  nach  a  konvergiert,  welches 
ist  dann  der  Grenzwert  von  loga„?  Aus  an  =  logaw  folgt  (*„=  ba*y 
wenn  b  die  Basis  des  Logarithmensystems  ist,  welches  man  betrachtet. 
Wenn  an  nach  einem  Grenzwert  a  konvergiert,  so  konvergiert  an  nach 
ba.  Es  existiert  also  (§  138,  a)  umgekehrt  der  Grenzwert  von  an,  wenn 
derjenige  von  an  existiert,  und  man  hat 

a  =  ba,     a  =  loga. 
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Es  ist  also 

lim  log  an  =  log  lim  an. 

151.  Wenn  a  und  b  für  unendliches  n  die  Grenzwerte  von  an  and 
fc    sind,  welches  ist  dann  der  Grenzwert  von  a.6»?     Wird  cm  =  amb* 

n  '  nun 

gesetzt,  so  folgt  daraus  logcn  =  &nlogan,  mithin  logc  =  Moga  und  end- 
lich c  =  ab.     Es  ist  also 

(8)  lima>  =  (HmaÄ)I,mV 

152«  Wenn  man  annimmt,  daß  an  nach  a  konvergiert,  welches 
ist  dann  der  Grenzwert  von  n(aH  —  an_i)?  Läßt  man  die  Existenz 
dieses  Grenzwertes  l  zu,  so  kann  man  schreiben  (§  141) 

a  =  Km  1?  =  ^  {nan~  (n  ~  O^-il  -  Mm  11(0.  -  an_t)  +  Hma,,.! 

oder  a  =  l  +  a,  mithin  /  =  0.  Entweder  hat  also  w(aÄ  —  an__t)  keinen 
Grenzwert,  oder  es  konvergiert  nach  Null.  Es  ist  ferner  leicht  zu  zeigen, 
daß  das  arithmetische  Mittel  seiner  n  ersten  Werte  immer  nach  Null 
konvergiert.     In  der  Tat  ist  dieses  Mittel 

(1  +  ■£■)«.-  i-  («1 +«»  +  ••• + o 

und  hat  (§  142,  a)  als  Grenzwert  a  —  a,  d.  h.  Null. 

153.  Sind  die  positiven  Zahlen  a  und  b  >  a  gegeben,  so  werde  mit 
ax  ihr  geometrisches  Mittel,  mit  \  ihr  arithmetisches  Mittel  bezeichnet, 
d.  h.  es  werde 

gesetzt.  In  analoger  Weise  wollen  wir  aus  at  und  bt  die  Zahlen  c/8  und 
b2  ableiten,  aus  diesen  a3  und  63  u.  s.  f.     Allgemein  sei 

(9)  «.  +  i=>/«A>     ».  +  x-i(«.  +  0- 
Offenbar  ist  an  <  «w  +  1  <  fcn+1  <  &Ä  für  jeden  Wert  von  n,  d.  h. 

a  <  ax  <  a2  <  <%  <  •  •  •  <  b9  <  62  <  bx  <  b. 

an  wächst  also  mit  zunehmendem  n,  bleibt  aber  beständig  kleiner  als  6, 
während  bn  abnimmt,  aber  immer  größer  als  a  bleibt.  Daraus  folgt 
(§  136),  daß  an  und  bn  endliche  Grenzwerte  a  und  ß  haben.  Es  er- 
gibt sich  nun  z.  B.  aus  der  zweiten  der  Relationen  (9),  wenn  man  n  un- 
begrenzt zunehmen  läßt,  ß  =  -J (a  +  ß)  und  daher  «  =  0.  Dieser  ge- 
meinsame Grenzwert  von  an  und  bn  heißt  das  arithmetisch-geome- 
trische Mittel  der  Zahlen  a  und  b.  Durch  ein  analoges  Verfahren  be- 
weist man,  daß  die  nach  dem  Gesetz 

konstruierten  Folgen  als  gemeinsamen  Grenzwert  das  geometrische  Mittel 
von  a  und  b  haben,  welches  man  also  auch  das  arithmetisch-harmonische 
Mittel  dieser  Zahlen  nennen  kann. 
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154.  Es  sei  gegeben  eine  Folge  von  Zahlen  derart,  daß  jedes  Glied 
das  arithmetische  Mittel  der  beiden  vorhergehenden  ist.  Dann  ist  klar, 
daß  die  Zahlen  aly  Og,  a5,  ...  in  einem  Sinne  variieren,  während  «2,  a4, 
Og,  .  .  .  in  entgegengesetztem  Sinne  aufeinander  folgen.  Da  nun  sowohl 
die  einen  wie  die  andern  zwischen  a  und  b  bleiben,  den  Werten  der 
beiden  ersten  Glieder  der  Folge,  so  müssen  sie  nach  endlichen  Grenz- 
werten konvergieren.  Diese  sind  gleich.  Das  erkennt  man  sofort,  wenn 
man  in  der  Relation  an  +  1  —{-(o,,  +  ö»_i)  den  Index  n  unendlich  zu- 
nehmen läßt.  Übrigens  kann  man  direkt  die  Existenz  des  Grenzwertes 
konstatieren  und  gleichzeitig  seinen  Wert  berechnen,  indem  man  den  Aus- 
druck des  allgemeinen  Gliedes  sucht: 


q  +  26        (        ,w   6-q 


3  ■    v       ^    3.2»' 

Man  sieht  dann  sofort,  daß  liman  =y(a  +  26)  ist. 

155.  Es  ist  hier  eine  kurze  Digression  notwendig,  um  gewisse  Un- 
gleichheiten zu  beweisen,  die  bei  verschiedenen  Fragen  von  Nutzen  sind. 
<*i>  °si  a3)  •••  seien  positive  Zahlen  kleiner  als  1,  und  es  werde  mit 
6  die  Summe  aller  Produkte  von  je  r  der  n  ersten  bezeichnet.  Be- 
kanntlich ist  dann 

(io)  (i  -  «0(i  -  «,)  •  •  •  (i  -  «„)  =  i  -  «%1  +  «M ±  «„,„. 

Wir  wollen  zeigen,  daß  man  immer  schreiben  kann 

(ii)  (i  -  «0(i  -«,)•••  (i  -  «,)  =  i  -  «B)1  +  «„,, ±  0«n,r> 

wo  6  zwischen  0  und  1  liegt.  Mit  andern  Worten:  Wenn  man  auf  der 
rechten  Seite  von  (10)  die  Glieder  fortläßt,  die  hinter  an  r  kommen,  so 
erhält  man  etwas  Kleineres  oder  etwas  Größeres  als  links  steht,  je 
nachdem  r  ungerade  oder  gerade  ist.  Um  dies  zu  beweisen,  genügt  es 
offenbar  zu  zeigen,  daß  die  für  n  =  r  augenscheinlich  richtige  Glei- 
chung (11),  falls  sie  für  einen  gewissen  Wert  von  n  gilt,  auch  bestehen 
bleibt,  wenn  man  n  in  n  +  1  verwandelt  Multipliziert  man  aber  die 
beiden  Seiten  von  (11)  mit  1  —  an+1,  so  kommt 

(1  —  «x)(l  —  o^).--(l  —  a,+1)  =  1  -  antl  +  <yW|2 +  6aHir 

Inzwischen  bemerke  man,  daß  tfn+1  r  =  an  r  ~\~  fxn+1an  r_x  ist.    Dann  folgt 

(1  —  «l)  C1  —«»)•••  C1  —  «»  +  l)  ~   *   -  *«  +  l,l   +*»  +  l,2 T  <*«  +  !, r-1 

Die  Größe  in  Klammern,  welche  offenbar  positiv  ist,   ist  nicht  größer  als 

Man  kann  ihr  also  die  Form  O'on  +  l  r  geben,  wo  0'  zwischen  0  und 
1  liegt. 


*-l 
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156«    Wir  wollen   die  Formel   (11)    benutzen,    um    zu  untersuchen, 

wie    (1  H j      mit    unendlich    zunehmendem   n    variiert.      Wenn 

a  eine  positive  Zahl  kleiner  als  1  ist,  so  hat  man  (1  —  «)"  >  1  —  na 
und  im  besondern  für  a  =  1/n2 

(l_-r>1-A,d.H.(1  +  i)->  (.-!)-■ 

Beachtet  man  ferner,  daß 
ist,  so  ergibt  sich 

(• + #  >  (■ + 40" 

Die  betrachtete  Zahl  wächst  also  beständig.  Es  ist  jedoch  nach  der- 
selben  Formel  (11) 

V  /    ^  1'         1-2  1-2-3 

und  im  besondern  für  cc  =  — 

Daraus  ergibt  sich  unter  Berücksichtigung  der  Identität  (12) 

(>-:-r>T.('+s^r"<»- 

Wir  sehen   auf  diese  Weise,    daß  die  Zahl  (1  H j    gleichzeitig  mit  n 

wächst,  daß  sie  aber  die  3  nicht  überschreiten  kann.  Mithin  muß  sie 
nach  einem  endlichen  Grenzwert  konvergieren.  Man  bezeichnet  ihn  mit 
c,  und  er  hat  in  der  Mathematik  eine  außerordentliche  Wichtigkeit.  Es 
ist  also 

lim  (l +!)''=  e 

für  unendlich  zunehmendes  n.  Aber  es  ist  zu  bemerken,  daß  dieselbe 
Gleichung  besteht,  wenn  n  nach  —  <x>  konvergiert.  Setzt  man  nämlich 
n  =  —  m,  wo  m  ganz  und  positiv  ist  und  unendlich  zunimmt,  so  hat 
man  nach  der  Identität  (12) 

lim(l  +  ;|)-=lim(l  +  i)"+,=  lün(l-il)1-m=lim(l+wi-1)^,- 

157«    Wenn   man   annimmt,   daß  an  für  unendliches  n  nach  Unend- 
lich konvergiert,    welches  ist  dann   der  Grenzwert  von  (1  +~   )    ? 

Wenn  m  das  größte  in  an  enthaltene  Ganze  ist,  so  hat  man  immer 
m  <an<m  +  1 ,  mithin  wächst  m  +  1  (folglich  auch  m)  mit  n  ins  Un- 
endliche.    Inzwischen  ist 
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(>+=±ir<(»+£r<(i+=r 

oder 

StJ(>+=rJr"<('-+^<5f1(,  +  ä" 

Wenn  man  sich  daher  an  die  Schlußbemerkung  des  §  125  erinnert,    so 

sieht  man,    daß  ( 1  H )  *  zwischen  zwei  Zahlen  eingeschlossen  ist,    die 

nach  e  konvergieren.     Es  ist  also  (§  130) 


ü»(i+ir-.. 


Offenbar  gelangt  man  zu  demselben  Resultat  unter  der  Voraussetzung,  daß 
au  nach  -  oo  konvergiert. 

158.  Wenn  man  annimmt,    daß   der    Grenzwert  a  von  an  existiert, 

welches   ist   dann    der    Grenzwert   von    (l  H — -)    ?       Setzen    wir 

n=*auan.  Wenn  a  +  0  ist,  so  ist  klar  (§  123,  e),  daß  an  nach  ±_  oo 
konvergiert     Inzwischen  hat  man 

(» + *M> + iT"  -  ((' + *)T- 

mithin  auf  Grund  von  (8) 

fim(l+5)"-«-. 

Dieses  Resultat  bleibt  bestehen  für  a  =  0.  Betrachten  wir  in  der  Tat 
nur  die  positiven  Glieder  oder  nur  die  negativen  Glieder  der  Folge 
Oj,  o,,  as,  .  . .,  so  gilt  die  angestellte  Schluß  weise  auch  noch,  und  man 
erhalt  e°  =  1  als  Grenzwert.  Für  die  verschwindenden  Glieder,  wenn  es 
solche  gibt,  ist  die  betrachtete  Zahl  genau  gleich  1. 

159.  Wenn  man  annimmt,  daß  der  Grenzwert  a  von  an  existiert, 
welches  ist  dann  der  Grenzwert  von  n(Yan—  l)?     Aus 

6„-»(fS--l) 
entnimmt  man 

Läßt  man  jetzt  n  nach  ±  oo  konvergieren,  so  ergibt  sich  a  =  c6,  d.  h. 
6  =  loga,  wobei  das  Symbol  log  hier  wie  auch  sonst  in  diesem  Lehr- 
buch einen  natürlichen  oder  Neperschen  Logarithmus  bezeichnet, 
<L  h.  einen  Logarithmus  in  dem  System,  welches  als  Basis  die  Zahl  e  hat. 
Man  beachte,  daß  der  Grenzwert  von  bn  existiert  (§  138,  a),  wenn  der- 
jenige von  au  existiert.     Es  ist  also 

lim  n(Yän  —  l)  =  loga. 
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160.  Man  betrachte  die  Zahl 


l 


n 


-(W. 


welche  ein  Mittel  zwischen  a  und  b  darstellt,  das  für  n  =  1  mit  dem 
arithmetischen  Mittel,  für  w  =  2  mit  dem  arithmetischen  Mittel  des  arith- 
metischen und  des  geometrischen  Mittels  von  a  und  b  zusammen- 
fallt u.  s.  f.     Es  ist  leicht  zu  zeigen,  daß  für  unendlich  zunehmendes  n 

der  Grenzwert  von  ln  das  geometrische  Mittel  yab  wird.  Man  schreibe 
in  der  Tat 


«.  -  (£=i±fc=i + 1)-. 


Setzt  man 


so  hat  man  ln  =  (l  +   nj  .     Jetzt  beachte  man,  daß  (§  159) 

c  =  lim  cH  =  £  (loga  +  log  b)  —  logyab 

ist.     Dann  erhält  man  (§  158)  Z  =  ec  =  )/a6.     Es  ist  also  für  unend- 
liches n 


u„(vs±v5)"_^. 


161.  Der  Grenzwert  von  Yn  für  unendliches  n  läßt  sich  sofort  be- 
rechnen (§  142,  b),  indem  man  schreibt 

lim  J/£  =  lim -+-  -  lim  (l  +  -£)  -  1 . 

Dasselbe  Resultat  ergibt  sich,  wenn  man  zeigt,  daß  der  Logarithmus  von 

|/n  nach  Null  konvergiert.  Hierzu  gelangt  man  unter  Anwendung  des 
Theorems  IV: 

lim1-5|i  =  lim{log(n+  l)-logn}  =  limlog(l  +  ^\  —  0. 

Ist  allgemeiner  eine  noch  so  große  Zahl  p  fixiert,  so  hat  das  Verhältnis 
von  (logn)*  zu  n  den  Grenzwert  Null,  woraus,  wenn  man  dieses  Ver- 
hältnis zur  Potenz  q=l/p  erhebt,  sich  folgern  läßt,  daß  das  Verhältnis 
von  logw  zu  «',  wie  klein  auch  die  positive  Zahl  q  sein  mag, 
immer  nach  dem  Grenzwert  Null  konvergiert.  Diese  Sätze  werden 
wir  in  allgemeinerer  Form  in  einem  der  nächsten  Paragraphen  aufstellen. 

162.  Man  betrachte  eine  Folge  von  Zahlen  a^,  o,,  o,,  .  . .,  welche 
beständig  wachsend  jede  Grenze  überschreiten,  und  es  sei 

(13)  limn(aw-an_1)-^. 

Nach  dem,  was  wir  in  §  152  gesehen  haben,  bedeutet  die  Voraussetzung 
1^0    das  Ausschließen   der  Möglichkeit,  daß  an   nach    einem    endlichen 
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Grenzwert  konvergiert.  Man  kann  aber  noch  etwas  mehr  behaupten,  daß 
nämlich  die  Gleichung  (13)  mit  1=^0  schon  die  Bedingung  dafür  enthält, 
daß  an  nach  ±  oo  konvergiert.  In  der  Tat  erhält  man  unter  Anwendung 
des  Theorems  IV 

lim  r^-- lim.       gwTV    n  -  Hm  ^-^-^  -  '• 
logn  logn— log(n  — 1)  \ogd_A\~ 

Wenn  also  l  >  0  ist,  und  man  wählt  eine  positive  Zahl  et  <  Z,  so  wird 
man  schließlich  haben  aM>alogn,  folglich  ist  limaM  =  oo.  Ebenso 
sieht  man  sofort,  daß  für  l  <  0  lim  an  =  —  oo  ist.  Dies  erkennt  man 
auch,  wenn  man  ausdrückt,  daß  nach  l  das  arithmetische  Mittel  (vgl. 
§  152)  der  n  ersten  Werte  von  n(an  —  an^t)  konvergieren  muß: 

lim(o.-a'+a»  +  "-+a»)-l. 

Würde  a%  nach  einem  endlichen  Grenzwerte  konvergieren,  so  hätte  man 
l  =  0.  Wenn  also  nicht  l  =  0  ist,  so  muß  aw,  welches  schließlich  mit 
n  beständig  wächst  oder  beständig  abnimmt,  je  nachdem  l  >  0  oder 
J<0  ist,  im  ersten  Falle  nach  +  oo,  im  zweiten  nach  —  oo  kon- 
vergieren. 

163.  Dies  vorausgeschickt  wollen  wir  zeigen,  daß,  wie  groß  auch 
p  sein  mag,  das  Verhältnis  von  awp  zu  n  immer  die  Null  als  Grenzwert 
hat.     Zunächst  bemerke  man,  daß 

lim^  =  lim(l-g«~a«-°Ul 

an  \  an  ) 

ist,  mithin 


«2  — «S-i 

lim -—  ==  lim 

Nun  liefert  aber  das  Theorem  IV 


•+^+fef-+c-n-, 


p  p  —  i 

lim^  =  lim(o;  —  o;_l)=i)lim(a1l-all_l)aS-l==^.lim-^r-. 
Wendet  man  mehrere  Male  nacheinander  dieses  Resultat  an,  so  ergibt  sich 

lim^  =  f>Jlim^ p(p-l)?lim-"— =  jpU'lim— =  0. 

Es  ist  ferner  klar,  daß  dieser  Schluß  auch  gilt,  wenn  p  keine  ganze  Zahl 
ist,  da  es  genügt  p  durch  eine  ganze  Zahl  p'  >  p  zu  ersetzen  und  zu 
bemerken,  daß  man  hat  o£<o£,  sobald  n  genügend  groß  ist,  damit  an>  1 
ist  und  bleibt     Endlich  genügt  es,  wie  klein  auch  die  positive  Zahl  q 

sein  mag,  p  =  —  zu  nehmen,  um  zu  erhalten   (§  148) 

lim  -*-  =  lim  fäj  =  (lim  ^Y  =  0 . 
Man  bemerke,  daß  für  q  =  0  die  linke  Seite  oo  ist. 
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164.  Den  Grenzwert  von  — Vi  •  2  •  3  •  •  •  n  für  unendliches  n 

n 

zu  finden.     Setzt  man 

Vo~-— yi-2-8--.*", 

so  ergibt  sich 

<Vm  _    (n+l)lnw    =  /     n      \w 

««         n!(n  +  l)n  +  1       \*  +  1/   ' 
mithin 

lim   **    =  lim r-r-  =  — 

'■      (■+!)    ' 

Also  ist  (§  142,  b) 

1   n/ 1 

lim—  y  1  •  2  •  3  •  •  •  n  ■=  —  • 
n  r  e 

165.  Den    Grenzwert  von  —  V (n  +  l)(n+  2)  .  . .  2n  für  un- 
endliches n  zu  finden.     Setzt  man 

V^H  =  i-V(«+l)(«+2)...2«, 

f 

so  laßt  sich  daraus  folgern 

«»+1       2(2n-|-l)w"       4w+8  1 

Mithin  ist 

limiV(»+l)(n+2)...2n-~ 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  unter  Berücksichtigung  der  Identität 

i-^(„+l)(„  +  2)...2n-.-^14—  i- 

166.  Wenn  man  den  Grenzwert  von 

l'  +  ^  +  ^  +  '-'  +  ttP 

für  unendliches  n  sucht,  so  erkennt  man  sofort,  daß  man  ein  bekanntes 
Theorem  anwenden  kann,  wenn  p  größer  als  —  1  ist,  da  in  diesem 
Falle  np+1  mit  n  beständig  wachsend  jede  Grenze  überschreitet.    Folglich  ist 

r     lp  +  2?  +  >--+«?      .. 
hm ----, =  lim 


=  lim 


n" 

=  lim 

1 

1 

■(- 

» 

n"+1- 

-(n- 

-1)*+1 
1 

l\p+l 

n) 

\   11 

P        . 
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167.    Es  werde  verlangt,  den  Grenzwert  von 

l'  +  ^H hn*  n 


n*  JP+1 

fQr  unendliches  n  zu  finden.  Wendet  man  wieder  das  Theorem  IV  auf 
den  gegebenen  Ausdruck  an,  nachdem  man  ihn  auf  einen  einzigen  Nenner 
gebracht  hat,  so  erhält  man 

(p+l)n*  (p+1)  {w*-(n-l)M 

und  die  rechte  Seite  ist  gleichwertig  mit 


.  *-(*—;-,*-»+■■•)      t-V+ 


lim = =  lim 


1 


^•1-yp(p-i)np-,+-         1"*sr  +  '"      2 


Es  ist  also 

lim 


.     (lp  +  &-\ \-ff  n    \        1 


168.    Es  sei  die  Aufgabe  gestellt,  für  unendliches  n  den  Grenzwert 
zu  finden  von 

P=\  ~~  1  W+l)  +  U+l)  +  \n  +  i)   "•  J 

Der  Ausdruck  in  Klammern  besteht  aus  unendlich  vielen  Gliedern,  und 
wir  wissen  noch  nicht,  welches  seine  Bedeutung  sein  kann.  Wir  werden 
aber  sehr  bald  sehen,  daß  er  für  p  >  1  eine  bestimmte  Zahl  darstellt, 
die  mit  n  veränderlich  ist,  und  wir  werden  außerdem  erkennen,  daß  diese 
Zahl,  von  dem  Faktor  nP  befreit,  nach  Null  konvergiert,  wenn  n  ins  Un- 
endliche wächst.  Wenn  wir  nun  mit  ln  den  vorgelegten  Ausdruck  be- 
zeichnen, so  können  wir  sagen,  daß  die  Zahl 

für  unendlich  zunehmendes  n  den  Grenzwert  Null  hat.  Um  jetzt  den 
Grenzwert  l  zu  finden,  wenden  wir  das  Theorem  IQ  an: 

n-P  n-*_(w+1)-P  (1  +  i)P-1 

P    ■  P(P~  2)  ■ 

=  hmT  ,p(p-i)T V 

In  den  letzten  drei  Nummern  wird  p  als  ganze  Zahl  vorausgesetzt.  Wir 
werden  jedoch  sehen,  wenn  wir  uns  andere  Kenntnisse  angeeignet  haben, 
daß  diese  Beschränkung  sich  aufheben  läßt 


Grenzwerte    einer    Zahlen  menge. 

lß!t.  Zu  einer  weiteren  Fassung  des  Begriffes  „Grenzwert"'  werden 
wir  gelangen,  indem  wir  eine  beliebige  Menge  vidi  Zahlen  betrachten, 
die  alle  auf  einmal  gegeben  sind,  anstatt,  wie  wir  M  bilhex  iki- 
genommen  haben,  nach  einem  bestimmten  Gesetze  aufeinander  zu  folgen. 
Die  Zahlen  einer  Folge  bilden,  wenn  man  von  dev  Ordnung,  in 
welcher  sie  aufeinander  folgen,  absieht,  eine  Menge;   umgekehrt  lanen 

sich  aber  keineswegs  die  Zahlen  einer  Menge    immer  so  nrdi daß 

man  sagen  kann,  welches  die  Zahl  ist,  die  hinter  einer  andern 
kommt.  Das  einfachste  Beispiel  liefert  uns  dir  Menge  aller  Zahlen, 
die  zwischen  zwei  gegebenen  Zahlen  a  und  !•  enthalten  sind.  Eine 
solche  Menge  heißt  ein  Intervall  und  wird  mit  (a,  o)  bezeichnet. 
Die  Zahlen  a  und  b  nennt  man  die  Grenzen  des  Intervalls,  und  sie 
sind,  wenn  nicht  dos  Gegenteil  ausdrücklich  gesagt  wird,  als  mit  zu 
dem  Intervall  gehörig  zu  betrachten.  DU  kleinem  beißt  die  untere 
Grenze,  die  andre  die  obere  Grenze  des  Intervalls,  und  der 
absolute  Betrag  ihrer  Differenz  ist  das  Maß  für  die  (iriiüe  &tt 
Intervalls.  Es  können  auch  unendlich  große  Inlervalle  vorkommen, 
d.  h.  Intervalle,  die  bo  groß  sind,  als  man  will.  Ho  hat  man 
/..  B.  unter  («,  oo)  ein  Intervall  (a,  b)  zu  verstehen,  in  (relehea 
es  erlaubt  sein  soll ,  b  beliebig  große  Wert«  zu  erteilen,  und  jeoM 
Intervall    besteht    also  aus  allen  Zahleu,   die  nicht  kleiner  als  n  sind, 

wie  (—  oo,  6)  aus  allen  denjenigen,  die  nicht  größer  ala  &  und.    ESi 

kann  auch  der  Fall  eintreten,  daß  man  ein  Intervall  zu  betniclil.cn 
hat,  welcheB  so  klein  ist,  als  man  will.  Uni  auszudrücken, 
daß  irgend  eine  Eigenschaft  in  einem  derartigen  Intervall  stattfindet, 
von  welchem  a  die  untere  oder  die  obere  lirenze  ist,  tagt  mau,  Ott 
dieselbe  rechte  bezw.  links  von  a  bestehe,  wobei  mim  immer  d 
ausgeschlossen  denkt;  und  man  sagt,  sie  sei  in  der  Umgebung  von 
ii  vorhanden,  wenn  sie  sowohl  rechts  als  auch  links  von  a  stattfindet, 
■  dine  jedoch  auszuschließen,  daß  sie  manchmal  nur  mit'  um  Seite 
von  a  bestehen  kann.  Es  ist  also  mit  andern  Worten  die  rechte 
(linke)  Seite  von  a  der  Inbegriff  aller  Zahlen,  die  größer  (kleiner) 
sind  ah)  a  und  so  nahe  an  a  liegen,  als  man  will;  und  die  Um- 
gebung von  a  ist  der  Iuhegriff  aller  Zahlen,  die  so  nahe  an  "  liege! 
als  man  will,  mit  Ausnahme  von  a.  Wenn  Mao  diese  Ausschließung 
nicht  machen  will,  so  muß  man  ausdrucklich  sagen,  daß  man  die 
rechte  nder  die  linke  Seite  oder  die  Umgebung  einer  gegeben,  n  '/.M 
und  diese  Zahl  selbst  betrachtet. 

1(0.    Eine   Menge    heißt   endlich,   wenn  die  Zahlen,   iret 
bilden,  eine ndliel [nterraU   angehdrM      Offenbar  kann  um  MB 
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solches  Intervall  (a,  b)  beliebig  groß  machen,  indem  man  a  abnehmen 
und  b  zunehmen  läßt,  ohne  daß  es  aufhört  alle  Zahlen  der  Menge 
zu  enthalten.  Es  ist  aber  nicht  möglich,  dasselbe  beliebig  klein  zu 
machen,  wenn  die  Menge  nicht  bloß  eine  einzige  Zahl  enthält.  Wenn 
a  wächst  und  b  abnimmt,  so  kann  es  sein  (und  wir  werden  weiter 
unten  sehen,  daß  dies  immer  der  Fall  ist),  daß  man  schließlich  zwei 
Zahlen  X  und  p  trifft  von  folgender  Beschaffenheit:  In  dem  Intervall 
(k,  ft)  liegt  wie  in  (a,  b)  jede  Zahl  der  Menge;  läßt  man  aber,  wenn 
auch  noch  so  wenig,  k  wachsen  oder  p  abnehmen,  so  enthält  das 
neue  Intervall  nicht  mehr  alle  jene  Zahlen.  Die  Grenzen  dieses 
kleinsten  Intervalles  (A,  (i)  nennt  man  die  untere  Grenze  und 
die  obere  Grenze  der  betrachteten  Menge,  und  man  kann  folgende 
Definition  aufstellen:  Die  untere  (obere)  Grenze  einer  Zahlen- 
menge ist  die  größte  (kleinste)  unter  allen  Zahlen,  welche  nicht 
größer  (nicht  kleiner)  sind  als  irgend  eine  Zahl  der  Menge. 
Jede  dieser  Grenzen  gehört  nicht  immer  der  gegebenen  Menge  an. 
Aber  es  ist  klar,  daß  sie,  wenn  es  der  Fall  ist,  die  kleinste  oder  die 
größte  Zahl  der  Menge  darstellt.  Gibt  es  umgekehrt  eine  solche 
kleinste  (oder  größte)  Zahl,  so  ist  sie  netwendig  die  untere  (oder  die 
obere)  Grenze  der  betrachteten  Menge.  So  hat  z.  B.  eine  Folge 
a17  a, ,  Oj,  ...  von  wachsenden  Zahlen,  die  nach  a  konvergieren,  die 
Grenzen  c^  und  a.  Während  aber  at  die  kleinste  Zahl  der  Menge 
ist,  kann  man  a  nicht  als  die  größte  bezeichnen,  da  sie  nicht  zu  den 
gegebenen  Zahlen  gehört,  weil  beständig  aH  <  a  ist.  Also  ist  a  nur 
die  obere  Grenze,  und  in  der  Tat  wird  man,  wenn  a  irgend  eine 
Zahl  kleiner  als  a  ist,  schließlich  immer  an  >  a  haben,  falls  man  n 
genügend  groß  wählt.  Daraus  folgt,  daß  unter  den  Zahlen,  die  von 
keiner  Zahl  der  Folge  übertroffen  werden,  a  die  kleinste  ist.  Da- 
gegen existiert  eine  kleinste  und  eine  größte  Zahl  bei  jeder  Folge 
von  Zahlen,  die  nach  einem  endlichen  Grenzwert  konvergieren,  in- 
dem sie  um  denselben  oszillieren.  Ebenso  ist  die  untere  (obere) 
Klasse  einer  Irrationalzahl  a  eine  Menge  von  Rationalzahlen,  unter 
denen  es  nach  der  Definition  von  a  (§  103)  keine  größte  (kleinste) 
gibt;  und  eben  aus  diesem  Grunde  (§  112)  hat  die  genannte  Klasse  a 
als  obere  (untere)  Grenze. 

171.  Hilfssatz.  Jedes  Kriterium,  welches  eine  Zerlegung 
des  Inbegriffs  aller  Zahlen  in  zwei  Klassen  gestattet  der- 
art, daß  die  Zahlen  der  einen  Klasse  kleiner  sind  als  die 
der  andern,  bestimmt  eine  Zahl,  welche  entweder  in  der 
unteren  Klasse  die  größte  oder  in  der  oberen  Klasse  die 
kleinste  ist. 

Nehmen  wir  in  der  Tat  eine  Zahl  a  in  der  unteren  Klasse,  eine 
Zahl  b  in  der  oberen  Klasse,  und  teilen  wir  durch  die  Zahl  c  =  £  (a  +  b) 
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das  Intervall  (a,  b)  in  zwei  Teile.  Je  nachdem  c  der  unteren  oder 
der  oberen  Klasse  angehört,  wollen  wir  das  Intervall  (c,  b)  oder 
(a,  c)  betrachten  und  es  immer  mit  (alt  b, )  bezeichnen,  so  daß,  im 
Braten  Fidle  o,  -  C>  a,  />,  —  '<  und  im  zweiten  «,  ■-  «,  bt  —  e<0 
ist.     In  beiden  Fällen  ist 


<i,>a,    b^b, 


,        .1.'.- 


■;l 


Wie  ausi  («,  b)  das  Intervall  («,,  /i,)  abgeleitet  worden  ist,  kann  man 
aus  diesem  in  derselben  Weise  ein  Intervall  (u.,  >>t)  ableiten,  aus  dem 
letzteren  ein  neues  (ns,  &s)  u.  s.  f.  Man  gelangt  so  zu  einem  Intervall 
(".i  ''»)•  welches  sich,  wie  groß  auch  «  sein  mag,  immer  noch  genau 
so  verhält  wie  {ti,b},  insofern  nämlich  die  unten-  (rreaie  de*  Intervalls 
der  unteren  und  die  obere  Grenze  der  oberen  Klasse  angehört.  In 
zwischen  hat  man 


«  <j  o,  ^  flj  <  . 


b^b^b,^...,     b„ 


and  erkennt,  daß  die  Zahlen  aH,  die  immer  kleiner  bleiben  als  h, 
mit  h  wachsen  oder  wenigstens  nicht  abnehmen.  Siu  konvergieren 
also  (§  13li)  nach  einem  endlichen  Grenzwert.  £,  naGD    Reichen h 

die  &„  konvergieren,  da  mit  anendlich  zunehmendem    H 


lim  (6,  —  oj  =  lim 


a" 


Um6„  =  lirnn,  +  lim(bll  —  «J  =  6 


ist.  Dieses  |  ist  nun  aber  die  durch  die  beiden  Klassen  bestimmte 
Zahl.  Wird  x  <  |  beliebig  fixiert,  so  muß  es,  da  lim  a„  ^  g  ist, 
möglich  sein,  n  so  groß  zu  wählen,  daß  an>x  ist,  and  j-  gehurt 
daher  wie  nn  znr  unteren  Klasse.  In  derselben  Weise  zeigt  man, 
daß  jede  Zahl,  die  größer  ist  als  |,  der  oberen  Klasse  angehört. 
Nun  ist  aber  £  selbst  notwendig  in  einer  der  beiden  Klassen  ent- 
halten, da  wir  angenommen  hoben,  daß  sich  die  KlngirifUrnfirrn  raf 
alle  Zahlen  erstreckte.  Ferner  ist  klar,  daß  $  in  der  Klasse,  zu 
welcher  es  gehört,  die  größte  oder  die  kleinste  Zahl  ist;  denn  wenn 
man  seinen  Wert  auch  noch  so  wenig  vergrößert  banr.  verkleinert, 
fallt  es  in  die  andre  Klasse. 

172.  Theorem  I.  Jede  endliche  Menge  hat  eiue  obere 
und  eine  untere  Greuzc. 

Wir  wollen  in  eine  Klasse,  die  wir  die  unten  nennen)  alle 
Zahlen  werfen,  die  nicht  größer  sind  als  irgend  eine  Zahl  der  Menge, 
und  in  die  andre  diejenigen,  miese  irgend  eins  Zahl  der  Menge 
übertreffen.  Jede  Zahl  <i  dm  unteren  fflamn  ist  kleiner  als  jede 
Zahl  b  dar  oberen  Klasse.  Wenn  irü"  niimlieh  engen,  b  gehöre  diestt 
Klasse  an,  so  maß  es  in  der  Hange  irenigetens  eine  Zahl  u  geben, 
die  kleiner  als  b  ist,   und  da  andrerMit-;  a  die  Zahl  a  nicht  Übertreffen 
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kann,  so  ist  a  <^  a  <  6.  Die  in  dieser  Weise  gemachte  Klassifikation 
aller  Zahlen  definiert  auf  Grund  des  vorigen  Hilfssatzes  eine  Zahl  L 
Nun  kann  es  in  der  oberen  Klasse  keine  Zahl  b  geben,  die  kleiner 
ist  als  alle  andern,  da  jede  Zahl  &',  für  welche  a  <  V  <  6  ist,  der- 
selben Klasse  angehört.  Also  ist  k  die  größte  Zahl  in  der  unteren 
Klasse,  d.  h.  die  größte  unter  den  Zahlen,  die  nicht  größer 
sind  als  irgend  eine  Zahl  der  Menge.  Sie  ist  also  die  untere 
Grenze.  In  derselben  Weise  beweist  man  die  Existenz  der  oberen 
Grenze. 

173.  Ausdehnung  des  Begriffes  Grenzwert  Wenn  eine  Menge 
aus  unendlich  vielen  verschiedenen  Zahlen  besteht,  die  nach  einem 
endlichen  Grenzwert  konvergieren,  so  ist  dieser  Grenzwert  offenbar 
durch  den  Umstand  charakterisiert,  daß  es  in  seiner  Umgebung 
unendlich  viele  Zahlen  der  Menge  gibt.  Hieraus  ergibt  sich 
von  selbst  der  Gedanke,  in  dem  allgemeinen  Falle  als  Grenzwert 
jede  Zahl  zu  bezeichnen,  welche  die  angegebene  Eigenschaft  hat 
Die  Folgen  von  Zahlen,  die  nach  einem  Grenzwert  konvergieren,  sind 
dann  insofern  von  ganz  besonderer  Art,  als  jede  von  ihnen  nur  einen 
Grenzwert  zulaßt.  Eine  Menge  kann  also  mehrere  Grenzwerte  haben 
und  auch  unendlich  viele  Grenzwerte.  Es  kann  sogar  vorkommen, 
daß  alle  ihre  Zahlen  und  außerdem  noch  andere  Zahlen  Grenzwerte 
sind,  wofür  ein  ganz  einfaches  Beispiel  der  Inbegriff  aller  rationalen 
Zahlen  liefert,  da  immer  unendlich  viele  solche  Zahlen  in  die  Um- 
gebung einer  beliebigen  rationalen  oder  irrationalen  Zahl  fallen. 
Man  bemerke,  daß,  wenn  auf  der  rechten  (linken)  Seite  eines  Grenz- 
wertes |  unendlich  viele  Zahlen  einer  Menge  liegen,  £  die  untere 
(obere)  Grenze  derjenigen  Zahlen  der  Menge  ist,  die  größer  (kleiner) 
als  £  sind.  Umgekehrt  sind  die  untere  Grenze  und  die  obere  Grenze, 
wenn  sie  nicht  zu  der  Menge  gehören,  Grenzwerte  für  dieselbe. 

174.  Theorem  II.  Jede  endliche  Menge,  die  aus  unend- 
lich vielen  Zahlen  besteht,  hat  mindestens  einen  Grenz- 
wert 

In  der  Tat,  wenn  wir  das  Intervall  (a,  b),  welches  alle  Zahlen 
der  Menge  enthalt,  wie  in  §  171  halbieren,  so  muß  es  offenbar 
wenigstens  in  einem  der  beiden  Teilintervalle  noch  unendlich  viele 
Zahlen  der  Menge  geben.  Ein  solches  Intervall,  welches  halb  so 
groß  wie  das  vorige  ist,  werde  mit  (al9  bt)  bezeichnet,  und  aus  ihm 
leite  man  in  analoger  Weise  eine  Folge  von  Intervallen  (an,  6n)  ab, 
deren  Grenzen  dann,  wie  wir  gesehen  haben,  nach  einem  gemein- 
samen Grenzwert  £  konvergieren.  Ist  nun  eine  positive  Zahl  h 
fixiert,  so  muß  es  möglich  sein,  eine  Zahl  n  zu  finden,  so  groß, 
daß  au  >  £  —  h  ist  und  gleichzeitig  bn  <  £  +  h.  Alsdann  ist  das 
Intervall  (anf  6J  in  (£  —  A,  £  +  h)  enthalten,  und  es  fallen  in  dieses 
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wie  in  (o«,  ft.)  unendlich  viele  Zahlen  der  Menge,  und 
liebig  kleine  Werte  von  A.     Also  ist  £.  ein  Grenzwert 

17."),  Theorem  ETI.  Jede  endliche  Menge,  die  uns  unend- 
lich vielen  Zahlen  besteht,  hat  immer  einen  kleinsten 
Grenzwert  and  einen  größten  Grenzwert. 

Die  Grenzwerte  einer  Menge,  die  in  dem  Intervall  (A,  jt)  nnd  in 
keinem  kleineren  enthalten  ist,  bilden  eine  endliche  Menge  und  haben 
folglich  eine  untere  Grenze  l-u^?.  und  eine  obere  u„  <  u.  Cm  das 
Theorem  zn  beweisen,  genügt  es,  /.u  zeigen,  daß  diese  Zahlen  A0  und 
u-„  ebenfalls  Grenzwerte  der  gegebenen  Menge  sind.  Für  Xg  liegt  dies 
auf  der  Hand,  wenn  eB  gelingt  i(>  1„)  so  nahe  an  A,,  zu  wählen,  daß 
■las  Intervall  (Au,  x)  unter  Ausschluß  der  unteren  Grenze  keine-1 
wert  enthält.  Ist  das  nicht  möglich.  M  bedeutet  es,  daß  in  das 
Innere  von  (An,  ar),  wie  sehr  sich  auch  x  der  Zahl  A„  nähern  mag, 
immer  Grenzwerte  und  mit  diesen  unendlich  viele  Zahlen  der  ge- 
gebenen Menge  fallen.  Daraus  folgt,  daß  -t„  ein  Grenzwert  dieser 
Menge  ist.     Dasselbe  läßt?  sich  von  u0  zeigen. 

176.  Um  zu  zeigen,  wie  die  größere  Allgemeinheit  der  DoglÜSe 
ftBO  klarere  und  leichtere  Erfassung  der  Wahrheiten  ern 
wollen  wir  bemerken,  in  welcher  Weise  sich  ans  dem  Tlu-nn-m  11 
unmittelbar  der  in  §  137  aufgestellte  Satz,  ergibt.  Wenn  die  Zahlen 
menge  «, ,  a,,  *;„  ...  nicht  nach  dir  pontiTCB  nnd  DftSa  äst  nega- 
tiven Seite  hin  endlich  ist,  so  kann  man  offenbar  uns  ihr  eine  Folge 
von  Zahlen  herausgreifen,  die  nach  +  00  oder  nach  -  OB  kOBTBr 
gieren.  Ist  dagegen  die  Menge  endlich,  so  gibt  es  wenigstens  eine 
Zahl  5,  hi  deren  Umgebung  unendlich  viele  Zahlen  der  Folge  liegen. 
Ist  dies  z.  B.  auf  der  rechten  Seite  von  |  der  Fall,  so  kann  mau 
immer  von  einer  Zahl  ar  ausgehend,  die  großer  als  \  ist,  ab»  /weile 
«,  <  a,  finden,  dann  eine  neue  a,  <  aM  u.  8.  f.  Man  erhält  dadurch 
aus  der  gegebenen  Folge  eine  andre  a„  «,,  a„  .  . . ,  die  mich  einem 
Grenzwert  konvergiert.  Übrigens  ist  dieser  Hüfssatz  ran 
des  Theorems  in  §  139  nicht  mehr  nötig,  da  sich  aus  der  selbst- 
verständlichen Bemerkung,  daß  die  Gleichheit,  zwischen  dem  kleinsten 
lunl  dem  größten  Grenzwert  notwendig  und  hinreichend  für  dir' 
eines  einzigen  Grenzwertes  ist,  leicht  die  bekannte  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  dafür  ableiten  läßt,  daß  die 
Zahlen  (j,,  (i,,  o,,  ...  nach  einem  endlichen  Grenzwert  konvergieren. 
In  der  Tat,  wenn  es  für  einen  positiven  und  beliebig  klein 
HM  i  gelingt,  eine  Zahl  v  zu  finden  derart,  daß  für  »',  n"  >  v 
immer  »w  -  <?,.  <  t  ist,  so  fallen  die  Zahlen  <',,,,  ", , 
sämtlich  in  das  Intervall  ('«,  +  1  —  t,  «,  +,  -f  •).  Mithin  kann  ea  nur 
in   diesem  Intervall   einen  Grenzwert  £  geben,  und   nach   §  174   gibt 
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es  tatsächlich  einen.     Es  kann  kein  andrer   Grenzwert  §'  existieren, 
sonst  konnte  man  s  nicht  kleiner  als  -$■  |  S  —  £'  |  wählen. 

177.  Bei  gewissen  Fragen  sind  die  Zahlen  X0  und  [i0  von 
größerer  Wichtigkeit  als  X  und  /t.  Sie  ändern  sich  nicht,  wie  es  bei 
X  und  p  geschehen  kann,  wenn  in  der  gegebenen  Menge  eine  oder 
mehrere  Zahlen  unterdrückt  werden,  weil  diese  Unterdrückungen 
keinen  Grenzwert  aufheben.  Wenn  nicht  X0  =  X  ist,  so  können  in 
das  Intervall  (X7  x)  für  x  <  X0  offenbar  nicht  unendlich  viele  Zahlen 
der  Menge  fallen,  während  dies  sicher  für  x>  X0  der  Fall  ist.  Eine 
analoge  Bemerkung  läßt  sich  für  /t0  machen.  Also  sind  X0  und  [i0 
bezüglich  die  obere  und  die  untere  Grenze  derjenigen  Zahlen  x, 
für  welche  in  (A,  x)  oder  in  (x ,  (u)  nicht  unendlich  viele 
Zahlen  der  betrachteten  Menge  fallen.  Dadurch  ist  nicht  aus- 
geschlossen, daß  außerhalb  des  Intervalles  (>l0,  /t0),  d.  h.  auf  der 
linken  Seite  von  Xq  und  auf  der  rechten  Seite  von  (i0  auch  un- 
endlich viele  Zahlen  dieser  Menge  liegen  können.  Es  ist  ja  z.  B. 
möglich,  daß  Xq  nicht  zu  der  Menge  der  Zahlen  x  gehört,  deren 
obere  Grenze  es  ist 

178.  Um  die  vorhergehenden  Betrachtungen  noch  klarer  zu 
machen,  wollen  wir  uns  denken,  daß  in  der  unbegrenzten  Folge 
a, ,  o, ,  Oj ,  . . . ,  die  wir  nach  der  positiven  und  nach  der  negativen 
Seite  hin  als  endlich  voraussetzen,  die  ersten  n  Glieder  unterdrückt 
werden.  Die  Restfolge  aM+1,  an+i,  an+s,  ...  gestattet  immer  eine 
untere  Grenze  Xn^Xn_1  und  eine  obere  Grenze  pn^  ft,_i-  Die 
Zahlen  Xf  X1,  Xt9  . . .,  welche  nie  abnehmen  und  kleiner  sind  als  p, 
konvergieren  für  unendliches  n  nach  einem  Grenzwert  A0<^,  und 
die  Zahlen  ft,  ^,  p,,  . ..,  welche  nie  zunehmen,  aber  größer  sind 
als  X,  konvergieren  nach  einem  Grenzwert  p0  ^>  X.  Es  ist  dann 
leicht  zu  konstatieren,  daß  diese  beiden  Grenzwerte  gerade  die  Zahlen 
Xq  und  ^  sind,  welche  wir  oben  definiert  haben.  Sie  sind  durch  die 
folgenden  Eigenschaften  charakterisiert: 

a)  Die  Zahlen  der  Folge  sind  schließlich  alle  größer  als 
eine  beliebige  Zahl,  die  kleiner  ist  als  A0,  und  kleiner  als 
eine  beliebige  Zahl,  die  größer  als  p0  ist. 

b)  Man  findet,  wie  weit  man  auch  in  der  Folge  gehen 
mag,  immer  noch  Glieder,  die  kleiner  sind,  und  Glieder,  die 
größer  sind  als  eine  beliebige  Zahl  zwischen  X0  und  p0. 

Auf  Grund  der  ersten  Eigenschaft  verhalten  sich  die  linke  Seite 
des  kleinsten  Grenzwertes  und  die  rechte  Seite  des  größten  Grenz- 
wertes wie  die  linke  und  die  rechte  Seite  des  einzigen  Grenzwertes, 
wenn  dieser  existiert,  und  man  kann  wohl  sagen,  daß  die  Zahlen  der 
Folge  schließlich  um  ein  Intervall  oszillieren,  welches  sich  ausnahms- 
weise auf  eine  einzige  Zahl  reduzieren  kann.     Wenn  aber  eine  solche 


Zahl,   <i.  h.    ein    einziger    Grenzwert,    nicht   existiert,   so   ist   es 
möglich,  zu  jeder  positiven  Zahl  *  eine  Zahl  v  zu  linden  derart, 
für  ri,  n"  >  v  immer  |  «„.  —  «...  |  <  e  ist;  denn  auf  Grund  der  zweiten 
Eigenschaft  gibt  aa,  trenn  *  <  (i0  —  i.„  ist,  beliebig  große  Werte  von 

»'  und   u"  derart,  daß     a%.  -  "„..  |  >  t   ist:  es  genügt 

0..<T  (■*.»  +  &>-*).     «.">f(^  +  f<.  +  f) 
zu   wählen. 


Theorie  der  Reihen. 

Brate  Definitionen  und  Beispiele. 

17it.  Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  der  Theorie  der 
Grenzwerte  besteht  darin,  zu  untersuchen,  welche  Bedeutung  einem 
Aggregat  TOB  unendlich  vielen  Ziihteu  «,  -*-  ".,  +  ns  -f  •  ■  -  beigelegt 
werden  muß,  und  ob  auf  ein  solches  Aggregat,  welches  man  als 
eine  Reihe  bezeichnet,  immer  die  Eigenschaften  der  aus  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Teilen  zusammengesetzten  Summen  anwendbar  sind. 
Wir  wollen  mit  fi„  die  Summe  der  ti  ersten  Glieder  bezeichnen.  Wenn 
n  mündlich  zunimmt,  so  kann  8m  nach  einem  Grenzwerte  konvergieren 
oder  oicht.  Im  ersten  Falle  ist  die  Reihe  konvergent  oder  diver- 
gent, je  nachdem  der  Grenzwert  endlich  oder  unendlich  ist.  Im 
zweiten  Falle  heißt  sie  unbestimmt.  Man  bemerke,  daß  eine  un- 
bestimmte Reihe  sich  immer  durch  eine  geeignete  Gruppierung  der 
Glieder  derart  reduzieren  läßt,  dwD  rie  konvergent  oder  divergent 
wird.  Wir  wissen  in  der  Tat  t§  137),  daß  man  eine  Folge  von 
ganzen  Zahlen  r,  s,  t,  .  . .  bilden  kann,  die  beständig  zunehmen  und 
so  beschaffen  sind,  daß  Sn  sich  einem  endlichen  oder  axu 
Grenzwert  nähert,  wenn  «  die  Folge  durchläuft.  Mit  andern  Worten: 
Die   Reihe 


h  +  S4  ■■■  +  »,)  4  (vh 


-+«,)  +  (m.+i  +••■+«,)  +  • 


in  wi-lelier  alle  in  einer  Klammer  stehenden  Glieder  immer  als  ein 
Slied  bildend  betrachtet  werden,  ist  konvergent  oder  divergent 
1  instand  zeigt,  daß  Ruf  die  Additiou  von  unendlich  rieb» 
Zahlen  nicht  das  sogenannte  assoziative  Gesetz  gilt,  und  später 
Werden  "ir  sehen,  daß  auch  nicht  immer  dits  komiuutiitive  Gesetz 
besteht  Umgekehrt  ist  ee  (richtig  so  bemerken,  daß  es  nicht  er- 
laubt  ist,   die  Glieder  einer  konvergenten  oder  divergenten  Reihe   in 
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Teile  zu  zerlegen.  Dies  könnte  in  der  Tat  Unbestimmtheit  hervor- 
bringen. 

180.  Wenn  die  Reihe  konvergent  ist,  so  heißt  der  Grenzwert  S 
von  Sn  für  unendliches  n  die  Summe  der  Reihe,  und  man  kommt 
überein  zu  schreiben 

S  =  ux  +  ut  +  uz  H . 

Die  Differenz  Rn  =  S  —  Sn,  welche  nach  Null  konvergiert-,  wenn  n 
unendlich  zunimmt,  führt  den  Namen  Rest.  Offenbar  ist  Rn  das, 
was  aus  der  Summe  der  Reihe  wird,  wenn  man  darin  die  n  ersten 
Glieder  unterdrückt.     Läßt  man  nämlich  in  der  Gleichung 

Sn+p  -  S*  =  W»  +  l  +  W«+2  +  '  '  '  +  K+p 

p  ins  Unendliche  wachsen,  während  n  konstant  bleibt,  so  konvergiert 
die  linke  nach  S  —  Sn,  d.  h.  nach  Rn7  und  man  kann  daher  schreiben 

181.  Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  daß  eine  Reihe  mit  positiven 
Gliedern  nicht  unbestimmt  sein  kann.     Da  in  der  Tat 

ist,  so  sieht  man,  daß  Sn  mit  zunehmendem  n  wächst  und  sich  daher 
einem  endlichen  oder  unendlichen  Grenzwert  nähert,  d.  h.  die  Reihe 
ist  konvergent  oder  divergent.  Dasselbe  gilt  von  den  Reihen  mit 
negativen  Gliedern.  Jede  unbestimmte  Reihe  besteht  also  notwendig 
aus  unendlich  vielen  positiven  und  unendlich  vielen  negativen  Gliedern. 

182.  Beispiele.  Die  geometrische  Progression  1  -f-  x  +  x*  +  a?s  +  •  •  • 
liefert  Beispiele  für  konvergente,  divergente  und  unbestimmte  Reihen. 
Wenn  x  absolut  genommen  kleiner  als  1  ist,  so  konvergiert  x"  (§  146) 
mit  unendlich  zunehmendem  n  nach  Null.  Wenn  x  >  1  ist,  so  wächst 
z"  ins  Unendliche.  Wenn  x  <  —  1  ist,  so  überschreitet  x"  dem  absoluten 
Betrage  nach  jede  Grenze,  ist  aber  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  n 
gerade  oder  ungerade  ist.     Bemerkt  man  außerdem,  daß 

*  1  —  X 

ist,  so  sieht  man  sofort,  daß  die  betrachtete  Reihe  divergent  ist  für 
x  >  1,  konvergent  für  1  >  x  >  —  1  und  unbestimmt  für  —  1  >  x. 
Im  besondern  erhält  man  für  x  =  1  und  x  =  —  1  die  Reihen 

1  +  1  +  1  +  1  +  ...,     1-1  +  1-1  +  ..., 

von  denen  die  erste  offenbar  divergent  ist  (8n  =  n).  Die  zweite  ist  un- 
bestimmt, da  Sn  abwechselnd  die  Werte  1  und  0  annimmt,  je  nachdem 
n  ungerade  oder  gerade  ist.  Zusammenfassend  können  wir  sagen  (vgl.  §  169), 
daß  die  vorgelegte  Reihe  nur  konvergiert,  wenn  x  dem  Intervall  (—  1,  1) 
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mit  Ausschluß  der  Grenzen  angehört.  Aus  diesem  Grunde  pflegt  man 
das  genannte  Intervall  das  Konvergenzintervall  der  betrachteten  Reihe 
zu  nennen.  Wir  wollen  jetzt  andere  bemerkenswerte  Beispiele  für  kon- 
vergente und  für  divergente  Reihen  geben,  welche  uns  im  folgenden  von 
Nutzen  sein  werden. 

183.  Harmonische  Beine.     Unter  den  divergenten  Reihen  ist  von 
Wichtigkeit  die  harmonische  Reihe 

i  + {  +  !  +  *  +  •••• 

Die  Summe  der  ersten  n  Glieder  pflegt  man  mit  Hn  zu  bezeichnen. 
Man  braucht  nur  die  Identität  n(JBn  —  Hn_^)  =  1  zu  beachten,  um 
sagen  zu  können  (§  162),  daß  Hn  mit  n  unbegrenzt  zunimmt;  und  man 
kann  hinzufügen,  daß  die  harmonische  Reihe  schwach  divergent  ist, 
da  Hn  ins  Unendliche  wächst  wie  der  natürliche  Logarithmus  von  w,  d.  h. 
sehr  langsam  im  Vergleich  zu  n.  Die  Divergenz  kann  man  auch  kon- 
statieren, indem  man  sich  daran  erinnert  (§  156),  daß  (1  -\ )  be- 
ständig  wachsend  nach   e  konvergiert,  so  daß  man  der  Reihe  nach  hat 

6>(J  +  -«)"'     i>l°e(1+}n)'     #,.  >  log  (»  +  1) ,     limfl^-oo. 

Um  etwas  Genaueres  zu  erkennen,  wollen  wir  die  Zahlen  an=*  Hn  —  logn 
betrachten,  die  offenbar  positiv  sind.  In  kurzem  (§  186)  werden  wir 
sehen,  daß 

i<-log(l-i)  =  logw-^ 

ist.     Daraus  folgt 

a_  —  an   ,  — log -  <  0 , 

so  daß  also  die  positiven  Zahlen  an  beständig  abnehmen,  wenn  n 
wächst,  und  daher  nach  einem  endlichen  Grenzwert  konvergieren.  Diesen 
Grenzwert  pflegt  man  mit  G  zu  bezeichnen  und  nennt  ihn  die  Eulers  che 
Konstante.      Auf   anderm   Wege    gelingt  es   ihren  Wert   zu    berechnen: 

C  —  0,5772156649015328  .  . . 

Wir  wollen  inzwischen  bemerken,  daß  man  schreiben  kann 

(1)  Hu-]ogn  +  C  +  9n, 

wo  Qn  nach  Null  konvergiert,  wenn  n  unbegrenzt  zunimmt. 

184.  Exponentialreihe.     Mit  diesem  Namen  belegt  man  die  Reihe 

x    1    ^12^1-2-3^  12- 3-4^  ' 

weil  ihre  Summe  e*  ist,  welches  auch  der  Wert  von  x  sein  mag.  Man 
hat  in  der  Tat  nach  der  Newtonschen  Formel 

(X  +  nf  =  *  +  V*  +  **  +  V*  +  *  "  +  *■ » 
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wenn  zur  Abkürzung 

»(n-l)...(n-r+l)    ^       /    _  £W    _  *\  /    _  r_Jl\  *r 

r  1-2-r  nr        \  nj  \  n)  \  n    /  r! 

gesetzt  wird.     Man  bemerke,  daß,  wenn  r  konstant  bleibt, 


limt^-r 

»  =  OD 


ist     Wir  haben  nun  zwei  Fälle  zu  betrachten.     Ist  x  positiv,  so  hat  man 

(-^)(-r41)-(-,-±^J)      ,_. , 

V'+*~vr  "(r+l)(r  +  2)..(r+v)  *   ^Mr+1/' 

Daraus  folgt,  wenn  man  annimmt,  daß  r  nicht  kleiner  ist  als  das  größte 
in  x  enthaltene  Ganze, 

i  .  i  ^       l     x         i  **  i  \  xvr 

Also  ist 

(*+a"-rnfci<i+^+^+--+'r<(i+¥)". 

mithin  für  unendlich  zunehmendes  n 


<!*- 


r!(r+l  — x) 


i— j<i  +  r  +  5f  +  ...+  -r«. 


und  endlich,  wenn  man  r  unbegrenzt  wachsen  läßt  und  sich  daran  er- 
innert (§  147),  daß  das  allgemeine  Glied  der  vorgelegten  Reihe  nach 
Null  konvergiert, 


x    .     x%  xs  x* 


(2)  6»=l+i    +!. 2  +  1. 2- 8+1.2.8-4"' 

Ist  ferner  x  negativ,  so  kann  man  (§  155)  schreiben 

(l  +  f )"-  1  +  *1  +  *2  +  •  •  '  +  IV-l  +  ö*r, 

wo  0  zwischen  0  und  1  liegt,  vorausgesetzt  daß  n  größer  ist  als  der 
absolute  Betrag  von  x.  Wenn  n  unendlich  zunimmt,  so  hat  die  rechte 
Seite  die  Tendenz,  zwischen 

t  +  iL  _l  ?_!  j l  JL und    i  _i_  iL  _i_  ü!  j l  ^ 

zu  liegen,  während  die  linke  Seite  (§  158)  nach  e*  konvergiert  Lasson 
wir  nun  r  unbegrenzt  wachsen,  so  konvergieren  die  beiden  letzten 
Summen,  die  immer  e*  zwischen  sich  enthalten  und  eine  nach  Null  kon- 
vergierende Differenz  haben,  notwendig  (§  131)  nach  e*.  Die  Formel  (2) 
gilt  also  für  alle  Werte  von  x. 

185.    Aus  dem  vorigen  Paragraphen  geht  im  besondern  hervor,  daß 
die  Zahl  e  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 
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i  +  _L  _i_  _L_  j — 1 — I — _.  j 

~    1   ^12~123~1234~ 
ist.     Man  kann  auch  schreiben 

C  tl!t2!t3!i  h  r!  "^  r\r' 

wo  6  zwischen  0  und  1  liegt  und  r  so  groß  ist  als  man  will.  Z.  B.  ist 
e  =  2  +  0,  d.  h.  2<e<3.  Wählt  man  r  genügend  groß,  so  erhalt 
man1) 

e  =  2,718281828459045  .  .. 

Diese  Zahl  ist  irrational.  Wäre  sie  nämlich  gleich  dem  Bruch  p/q 
und  wählt  man  r  =  q ,  so  würde  man  in  der  letzten  Formel  nach 
Multiplikation  mit  q\  eine  ganze  Zahl  gleich  der  Zahl  0/q  finden,  welche 
positiv  und  kleiner  als  1  ist.     Das  ist  absurd. 

186.  Logarithmisohe  Reihe.  Analoge  Betrachtungen  wie  die  in 
§  184  liefern  ein  anderes  interessantes  Beispiel  für  eine  konvergente 
Reihe.     Bekanntlich  ist  (§  159)  für  unendliches  n 

lim»  (l  -  (1  -  x)  n)  —  -  log (1  -  x). 

Wir  wollen  annehmen,  x  sei  positiv  und  kleiner  als  die  Einheit.  Im 
folgenden  werden  wir  sehen,  daß  die  Newtonsche  Formel,  welche  die  Ent- 
wickelung  von  (l  —  x)m  nach  Potenzen  von  x  liefert,  auch  dann  gilt, 
wenn  m  nicht  eine  positive  ganze  Zahl  ist.     Schreiben  wir  also 

(i-*)-  =i-  - -*  +  — r7r-x> m-s «•  +  •••• 

Daraus  folgt 

.(,-(i-.):)_i+(,-±)?+(.-i)(,_^+.... 

Der  rechten  Seite  kann  man  die  Form  v1  +  v%  +  v*  +  •  •  *  geben,  indem  man 

^-('-i)(«-ö-(*-^iH)T 

setzt.     Man  bemerke,  daß,  wenn  r  konstant  bleibt,  während  n  unendlich 

xr 
zunimmt,  vr  nach    —  konvergiert.     Inzwischen  hat  man 

«V  +  v  -  'V  (l  -  ,.',)  (l  -  ^iyw)  •••(!-  (f+ /-!)„)  r"+  v  <  *r*  . 
und  daraus  folgt 

»r  +  1  +  <V  +  2  +  «V  +  3  +  '  *  '  <  Vr  (*  +  X*  +  **  +  '  '  ')  -  ^^  , 


1)   Im  Intermediaire  des  Mathe  111a ticiens   (t.  VII,   p.  53)   findet  man   den 
von  W.  Shanks  bis  auf  205  Dezimalstellen  berechneten  Wert  von  t. 
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mitbin 

j_  1 

»  ( 1  -  ( 1  -  *)  "  )  -  —^  <  vx  +  v%  +  •  •  •  +  vr  <  n  ( 1  -  ( 1  -  x)  "  )  • 

Läßt  man  jetzt  n  unendlich  zunehmen,  während  r  ungeändert  bleibt,  so 
kommt 

-l«g(l-*)-^^<Y  +  Y  +  ---  +  7<-log(l-*). 

Endlich  ergibt  sich  für  unendliches  r 

(3).  _iog(i -*)_-*  +£+£+*!+.... 

Hiermit  soll  nur  gesagt  sein,  daß 

-J*(i-«)-J»(t  +  t  +  t  +  -'-  +  ?) 

ist  Wenn  man  in  dieser  Gleichung  x  in  x*  und  n  in  das  größte  in  \n 
enthaltene  Ganze  verwandelt,  und  wenn  man  beachtet,  daß 

log(l  +  *)  -  -  log(l  -  *)  +  log(l  -  x*) 
ist,  so  erhält  man 

log  (1  +  *)  -Jim  (f  -  £  +  £ ±£), 

d.  h. 

(4)  iog(i+*)-|_^+^-^  +  .... 

Übrigens  schließt  jede  der  Formeln  (3)  und  (4)  die  andere  ein  (wie  man 
sofort  durch  Verwandlung  von  x  in  —  x  erkennt) ,  so  daß  wir  nur  eine 
von  ihnen  zu  betrachten  brauchen  und  sagen  können,  daß  sie  für  alle 
Werte  von  x  besteht,  die  zwischen  —  1  und  +  1  enthalten  sind,  indem 
wir  vorläufig  diese  extremen  Werte  ausschließen.  Aber  es  ist  leicht  zu 
sehen,  daß  die  Formel  (3)  auch  für  x  =  —  1,  folglich  (4)  für  x  =  1  be- 
steht In  der  Tat  läßt  sich  die  Summe  der  2n  ersten  Glieder  der  Reihe 
1— -j+j  —  "!  +  •••  auch  in  folgender  Weise  schreiben 

Man  hat  also  unter  Anwendung  der  Formel  (l) 

mithin  für  unendliches  »:  lim£2ll  =  log  2  ,  limS2ll_1  =  lim(£2«  +  o~) 
—  log  2  und  endlich 

log2-l-{  +  i-i  +  ---. 

Dagegen  erkennt  man  sofort,  daß  weder  die  Formel  (3)  für  x  =  1  besteht 
noch  (4)  für  x  =  —  1.  Wir  können  also  behaupten,  daß  das  Konvergenz- 
intervall (§  182)  der  beiden  Reihen  (—  1,  l)  ist  mit  Ausschluß  der 
oberen  Grenze  bei  der  ersten  Reihe  und  der  unteren  bei  der  zweiten. 
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187.  Allgemeines  Konvergenzkriterium.  Für  die  EoQTfi 
einer  Reihe  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  (Summe  Sm  der 
«  ersten  Glieder  für  unendliches  h  einen  endliehen  Grenzwert  hat. 
Das  ist  aber  der  Fall  (§  139),  wenn  jeder  positiven  Zahl  t  ein  Wert 
von  n  entspricht  derart,  daß  für  diesen  Wert  und  für  alle  größeren 
Werte  Sm+  —  Sn  absolut  genommen  kleiner  ist  als  i.  Mit  andern 
Worten:  Für  die  Konvergenz  der  Reihe  «,+«,  +  «,  +  •••  ist 
es  notwendig  und  hinreichend,  daß  man,  wenn  eine  poeitJTe 
Zu  hl  t  beliebig  gegeben  ist,  immer  einen  Wert  von  H  Fladen 
kann,  von  welchem  ab  für  beliebiges  p 

'»„+.  +  ».+,  +■•-+*.+»!<« 

int.      Dies    ist   das    allgemeine    Konvergenzkriterium.      Mau    bemerke, 
daß,  wenn  man  n  ins  Unendliche  wachsen   läßt,   während  man  p  be- 
liebige Werte  erteilt,  die  konstant  oder  mit  u  veränderlich  sind, 
lim  («.  +  I  +  «H  +  I  +  ■  ■  -  +  uH+p)  =  0 

ist.  In  dieser  Gleichung  sind  unendlich  viele  Bedingungen  enthalten, 
deren  jede  notwendig,  aber  für  sich  allein  nicht  hinreichend  für 
die  Konvergenz  ist. 

188.  Bemerkungen,  a)  Setzt  man  p—  1.  so  sieht  man,  daß  in 
jeder  konvergenten  Reihe  das  allgemeine  Glied  die  Null  al» 
Grenzwert  hat,  Aber  eine  Reihe  kann  auch  nicht  konvergieren, 
obwohl  ihr  allgemeines  Glied  den  Grenzwert,  Null  hat.  Hierfür  bat 
man  ein  Beispiel  in  der  harmonischen  Reihe  (§  183),  da  lim  —  <» 
ist.     Ebenso  ist  für  jeden  konstanten  Wert  von  p 

Umf-4-i +  -k +  ■■  +  -!-) -0. 


Ja,  noch  mehr!  Wenn  man  beachtet,  daß  die  Summe  in  Klammern 
KU  p  Krachen  besteht,  die  kleiner  als  1'h  sind,  und  daß  sie  daher 
kleiner  als  p/n  ist,  so  erkennt  man,  daß  der  Grenzwert  Null  auch  denn 
erhalten  bleibt,  wenn  man  p  ins  Unendliche  Ktchien  laßt,  voran* 
gesetzt,  daß  dies  in  der  Weise  geschieht,  daß  das  Verhältnis  von  p 
zu  »  nach  Null  konvergiert.  X.  B.  kann  man  p  gleich  der  Anzahl 
der  Ziffern  von  M  wählen  oder  gleich  dem  ganzen  Teile  der  Quadrat 
wurzel  von  w  u.  s.  f. 

i>.   Mitn  darf  keineswegs  glauben,  daß  die  Bedingung  lim  h,  =  0 
hei  den  unbestimmten  Reihen   nicht  erfüllt  sein  kann.     Z.  B  ' 


D  Genoechi-Peano, 
Schepp,  p.  16. 
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bestimmt  die  Reihe,  in  welcher  die  Summe  der  n  ersten  Glieder 
durch  sin  (*)/»)  ausgedrückt  wird.     Aber  das  allgemeine  Glied 

un  =  sin  (jr  j/n)  —  sin  (n  Yn  —  l) 

■%+^i  **  (f  (^  +  *^)) 

hat  offenbar  Null  als  Grenzwert.     Ebenso  ist  unbestimmt  die  Reihe, 

bei  welcher  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  gleich  sin (x j/lögn) 
ist     Inzwischen  konvergiert  nicht  bloß  unf  sondern  auch  die  Summe 

«■+i+««+i +  •••  +  «■■ 
_  2 sin    _A*l0*l cos  (£  (l/to£i  +  ]/i^g2^)) 

nach  Null  u.  s.  f. 

c)  Alles  in  allem  sieht  man  also,   daß  sich,   wenn  die  Summe 

M«+i+  tt«+iH 1"  M«+»  flfr  unendliches  n  nach  Null  konvergiert,  nichts 

über  die  Konvergenz  der  Reihe  sagen  läßt,  da  es  nötig  sein  würde, 
alle  möglichen  konstanten  oder  veränderlichen  Werte  von  p  zu  er- 
schöpfen. Findet  man  jedoch,  daß  die  genannte  Summe,  sei  es,  wenn 
man  p  einen  bestimmten  Wert  erteilt,  sei  es,  wenn  man  p  in  einer 
bestimmten  Weise  gleichzeitig  mit  n  wachsen  läßt,  nicht  nach  Null 
konvergiert,  so  kann  man  behaupten,  daß  die  Reihe  nicht  kon- 
vergent ist     Als  Beispiel  wollen  wir  noch  einmal  die  harmonische 

Reihe  wählen.    Die  Summe  — r-r  H r-s  +  •  •  •  +  s  -  kann  nicht  nach 

tl-|-l  tt-f-a  itt 

Null  konvergieren,  da  sie  aus  n  in  abnehmender  Größe  geord- 
neten Brüchen  besteht  und  daher  größer  ist  als  das  n-  fache  des 
letzten  von  ihnen,  d.  h.  größer  als  y.  Also  ist  die  harmonische  Reihe 
nicht  konvergent.  Sie  ist  ferner  divergent  (§  181),  da  ihre  Glieder 
positiv  sind.  Wegen  der  Unmöglichkeit,  mit  Hilfe  des  bewiesenen 
allgemeinen  Kriteriums  die  Konvergenz  einer  Reihe  sicher  zu 
stellen,  ist  man  gezwungen  zu  speziellen  Kriterien  seine  Zuflucht  zu 
nehmen,  die  bei  geeigneter  Anwendung  in  einer  großen  Zahl  spezieller 
Fälle  zu  erkennen  gestatten,  ob  eine  Reihe  konvergent  ist  oder  nicht. 

189.  Theorem  I.  Jede  konvergente  Reihe  mit  positiven 
Gliedern  bleibt  konvergent,  wenn  man  ihre  Glieder  mit 
Zahlen  multipliziert,  die  absolut  genommen  eine  gegebene 
Zahl  nicht  übertreffen. 

Die  absoluten  Beträge  der  Zahlen  a19  aif  a5,  ...  seien  sämtlich 
kleiner  als  l.  Ist  die  Reihe  t^  +  Wj  +  u^  +  •  •  •  konvergent,  so  heißt 
dies,  daß  man,  wenn  e  positiv  und  beliebig  klein  gegeben  ist,  immer 
einen  Wert  von  n  finden  kann,  von  welchem  ab  für  beliebiges  p 

*•  +  !  +««+!  +  •■•  +  *.+,<-/- 
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(ist.     Es  wird  demnach  für  dieselben   Werte  toii  n  und  von  p 

<("„  +  .+  "**t  +  '■•  +  '<.,,)'<* 
B6UL    Mithin  ist  nach  dem  allgemeinen  Konvergenzkriteriuiu  die  Reihe 


i  +  o 


,+■■ 


konvergent. 


190.  Folgerungen,  n)  Eine  Reihe  ist  konvergent,  wenn  es 
die  Reihe  der  absoluten  Reträge  ihrer  Glieder  ist.  Man 
braucht  nur  in  dem  obigen  Theorem  anzunehmen,  daß  gewisse  Zahlen 
ii:  gleich  1,"  andere  gleich  —  1  sind.  Die  Umkehrung  des  Satzes  gilt 
nicht. 

b)  Eine  Reihe  ist  konvergent,  wenn  die  absoluten  Re- 
träge ihrer  Glieder  die  entsprechenden  Glieder  einer  kon- 
vergenten Reihe  nicht  übertreffen.  Um  dies  zu  beweisen, 
braucht  man  nur  anzunehmen,  daß  die  a  dem  absoluten  Betrage  nach 
die  Einheit  nicht  übertreffen. 

c)  Jede  divergente  Reihe  mit  positiven  Gliedern  bleibt 
divergent,  wenn  man  ihre  Glieder  mit  Zahlen  multipliziert, 
die  nicht  kleiner  sind  als  eine  gegebene  positive  Zahl.  U'iir.' 
nümlich  die  su  erhaltene  Reihe  konvergent,  so  wäre  es  nach  Theorem  I 
auch  die  vorgelegte  Reihe.  Übrigens  ist  der  Satz  evident;  denn  wenn 
keine  Zahl  <i  kleiner  ist  als  a,  so  ist  offenbar  die  Summe  der  n  HfttO 
Glieder  der  Reihe  »j«!  4-  <V<j  +  *■  ■  nicht  kleiner  als  aSH  und  mnfi 
also  wie  5B  mit  «  Über  alle  Grenzen  wachsen. 

191.  Theorem  n.  Eine  Reihe  mit  positiven  Gliedern  ist 
konvergent,  wenn  das  Verhältnis  eines  Gliedes  zn  dem  ror- 
hergehenden  Gliede  schließlich  kleiner  ist  als  das  analoge 
Verhältnis  in  einer  andern,  konvergenten  Reihe,  und  sie  ist 
divergent,  wenn  das  genannte  Verhältnis  das  analoge  Ver 
hältnis  in  einer  divergenten  Reihe  mit  positiven  Gliedern 
schließlich  übertrifft. 

In  der  Tat  folgt  aus  n,»i/«,<',„ii/b,>  wenn,  wie  wir  annehmen,  u„ 
und  rn  positiv  sind,  »„  +  1/t'B).,  <«,/",•  Es  nimmt  also  ",/r,  schließlich 
beständig  ab  und  ist  deshalb  immer  kleiner  als  eine  feste  Zahl  WeBS 
daher  (g  189)  P,  4-  V ,  -f-  r3  +  ■  ■  ■  konvergiert,  so  konvergiert  auch 
«i  +  «,  +  «a  +  ■  •  ■•  Dagegen  folgt  aus  «„  tX  ><„>  >\ti  B„  daß  h.  va 
schließlich  immer  wächst  und  deshalb  immer  größer  ist  als  t 
positive  Zahl.  Daraus  folgt,  (g  L90,o),  'laß,  wenn  i\  +  t,  +  V,  +  •  ■  • 
divergiert,  auch  t*j  +  «.  +  u,  -f-  ■  •  •  divergiert. 

IM.    HilfseatB    von    Abel').      Wenn    die    positiven    Zahlen 


1)  Abel,  Oeuvres,  8"  id.,  p.  SM. 
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al7  ötj,  «b,  •  •  -  eine  zunehmende  oder  eine  abnehmende  Folge 
bilden,  und  wenn  die  absoluten  Beträge  der  Summen 

kleiner  sind  als  die  feste  Zahl  l,  so  ist  der  absolute  Betrag 
von  an+1un+1  +  an+%un+2  +  •••  +  an+pun+p  kleiner  als  lan+1, 
wenn  die  Zahlen  aly  a,,  a8,  . .  .  eine  abnehmende  Folge  bilden 
und  kleiner  als  2lau+p9  wenn  jene  Zahlen  eine  zunehmende 
Folge  bilden. 

Die  Summe  an+lun^+a  2un+2  +  -  •  +  aH^puH+p  Itiüt  sich 
nämlich  so  schreiben: 

«■+i*i  +  *«+s(*i-  *i)  +  <*a+s(*s-  <**)  +  • '  •  +  ««+,(**-  Vi) 

=  (««  +  1  -  V*)  <*1  +  (<*n  +  *  -  ««  +  »)  <*2  +  *  *  '  +  an+p6p  • 

Wenn  aff  mit  wachsendem  n  bestandig  abnimmt ,  so  sind  die  Diffe- 
renzen aÄ+l— •  öw+8,  an+2— an+57  ••■  sämtlich  positiv,  und  es  ist 
daher  der  absolute  Betrag  der  betrachteten  Summe  kleiner  als 

{(««+1—  ««  +  *)  +  (an+2-a*  +  z)  +  "•  +  K+p-1-  a«+p)  +  fl»+p}  '==^«  +  l- 

Wenn  dagegen  an  mit  n  beständig  zunimmt,  so  sind  die  genannten 
Differenzen  alle  negativ,  und  der  absolute  Betrag  der  betrachteten 
Summe  ist  kleiner  als 

193.  Theorem  m.  Jede  konvergente  Reihe  bleibt  kon- 
vergent, wenn  man  ihre  Glieder  mit  Zahlen  multipliziert, 
die  in  ihrer  Aufeinanderfolge  immer  in  demselben  Sinne 
variieren  und  dabei  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner 
bleiben  als  eine  feste  Zahl1). 

Zunächst  bemerke  man,  daß  die  Zahlen  a,  welche  notwendig 
nach  einem  Grenzwert  konvergieren,  schließlich  dessen  Vorzeichen 
annehmen.  Wenn  ferner  der  Grenzwert  null  ist,  so  sind  die  Zahlen 
alle  positiv  oder  alle  negativ.  Jedenfalls  kann  man  immer  einen 
Wert  des  Index  angeben,  von  welchem  ab  die  Zahlen  ein  bestimmtes 
Vorzeichen  bewahren.  Man  kann  überdies  annehmen,  daß  dieses  Vor- 
zeichen +  ist,  da  man  im  entgegengesetzten  Falle  nur  die  Vorzeichen 
der  Zahlen  a  und  aller  Glieder  der  gegebenen  Reihe  umzukehren 
brauchte,  um  unser  Theorem  zu  beweisen.  Dies  vorausgeschickt 
können  wegen  der  Konvergenz  der  Reihe  ux  +  u^  +  uz  +  •  •  •   die  ab- 

1)  In  den  „Comptes-rendus  de  TAcade'mie  des  Sciences  de  Paris11  (24.  Nov. 
1890)  hat  A.  La  Maestra  bewiesen,  daß  dieses  Theorem  bestehen  bleibt,  wenn 
die  Zahlen  a  oszillieren  nnd  endlich  bleiben,  vorausgesetzt,  daß  das  arith- 
metische Mittel  der  n  ersten  mit  wachsendem  n  beständig  abnimmt  oder 
immer  zunimmt. 


solnten  Beträge  von  o,,  «,,  o"s,  ...   kleiner  gemacht  werden  ab  jede 

vorgelegte   positive    und   beliebig  kleine   Zahl  (§  187),    urnl   das  gilt 

auch   von    /,    welches    man    als    den    größten   der    genannten  absoluten 

Beträge  ansehen  kann.     Bilden  die  Zahlen  0  ein*.1  abnehmende 

so  kann   man  l  <  s/dt,   machen,  und  dann  ist  nach  dem  Hilfssatz  l 

Abel 


»,i  +  r 


i J-  ■ 


'  +  «WO  <K+l<  * 


Wenn    dagegen    «„    mit    zunehmendem    h    wächst,    indem    M    kleiner 
bleibt  als  eine  bestimmte  Zahl  a,  so  fuache  man  (  <  e/2a.     I D 
Falle  ist 


i +  «.«"-+!+ •••  +  fl*i+F«.f,    <2 


**<«. 


Also     ist    nach     dem     allgemeinen     Konvergenzkriterium     tue    Reibe 
«,«,  -f  <Vt  +  <V':i  +  •  ■  ■  konvergent. 

194.  Theorem  IV.  Wenn  eine  unbestimmte  Reihe  10  be- 
schaffen ist,  daß  die  Summe  einer  beliebigen  Anzahl  auf- 
einanderfolgender Glieder  immer  endlich  bleibt,  so  wird  sie 
konvergent,  wenn  man  ihre  Glieder  mit  Zahlen  multipliziert, 
die  eine  abnehmende  Folge  bilden  und  nach  Null  kunver 
gieren. 

Auf  Grund  des  Hilfssatzes  von  Abel  ist  der  absolute  Betrag  der 
Summe  aB  +  lHti  +  l  +  «,  tJ«, ,_,  +  ■  -  ■  +  «„  +  .i'„  +  p  kleiner  eis  Ifl 
er  kleiner  werden    und    auch   kleiner  bleiben   als  t,   so  braucht  i 
nur   a,  +  l<f/7  zu   machen.     Das  ist  aber  immer  möglich,   da  t 
der  Voraussetzung  «Btl  nach  Null  konvergiert. 

195.  Folgerung.      Wenn    die    Glieder    einer    Reihe 
wechselnd  positiv  und  negativ  sind,  dem  absoluten  Betrage 
nach  eine  abnehmende   Folge  bilden   und  nach  Null  konver- 
gieren, so  ist  die  Reihe  konvergent. 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  vorigen.    Man  braucht 
nur  anzunehmen,   die   unbestimmte   Reihe   sei    l  —  1  +  1  —  1  - 
Jedoch   wollen  wir    in   Anbetracht   der   Wichtigkeit   des   Sttns    hw 
einen  direkten  Beweis  auseinandersetzen.    Es  sei  (^  >  K,  >  W,  >  ■ 
und  man  betrachte  die  Reihe  w,  —  «,+  «,  —  •- .,    Gruppiert  man  i 
(Wieder  in  folgender  Weise 

(«i  -  «i)  +  («i  -  «*>  +  (%  -  M|)  +  '  " ' , 
so   sieht    man,    daß    die   Summen    Stl  Sit  Sit  ...    eine 
Folge  bilden.     Gruppiert  man  dagegen  folgendermaßen 
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so  sieht  man,  daß  die  Summen  Sl9  S9}  S5,  ...  bestandig  abnehmen. 
Inzwischen  bemerke  man,  daß  Sn<  Sn-1<  St  ist  für  gerades  n  und 
Su >  Su_t>  S%  für  ungerades  n.  Also  wächst  S%n  bestandig,  indem 
es  kleiner  als  Sl  bleibt,  und  besitzt  daher  einen  endlichen  Grenzwert. 
Dies  gut  auch  von  £,„_„  welches  abnimmt,  indem  es  größer  bleibt 
als  Sj.  Überdies  sind  die  beiden  Grenzwerte  gleich,  da  die  Differenz 
/S^m — S%n-i  der  Voraussetzung  gemäß  nach  Null  konvergiert. 

196«  Bemerkungen,  a)  Wenn  nicht  lim  un  =  0  wäre,  so  wäre 
die  Reihe  unbestimmt,  da  Sn  für  gerades  n  nach  einem  Grenzwert 
konvergieren  würde  und  für  ungerades  n  nach  einem  andern:  die 
Differenz  der  beiden  Grenzwerte  ist  der  Grenzwert  von  un. 

b)  Wenn  die  Glieder  zwar  nach  Null  konvergieren,  aber  nicht 
beständig  abnehmen,  so  braucht  die  Reihe  nicht  konvergent  zu 
sein.    Z.  B.  hat  die  Reihe 


+  ."TT—  ~  T7F—  + 


•     •     • 


y§_i    ys+i    yi  —  i    ys+i    yi— i 

abwechselnd  positive  und  negative  Glieder,  die  nach  Null  konver- 
gieren. Sie  ist  aber  doch  divergent,  da  sich  durch  paarweise  Gruppie- 
rung der  Glieder  ergibt,  daß  die  Summe  der  2n  ersten  gleich  2Hn  ist. 
c)  Wenn  man  in  einer  der  Reihen,  mit  denen  wir  uns  hier  be- 
schäftigen, nur  die  n  ersten  Glieder  beibehält,  um  einen  angenäherten 
Wert  der  Summe  S  zu  haben,  so  ist  der  Fehler,  den  man  macht,  dem 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  das  erste  vernachlässigte 
Glied.  In  der  Tat  haben  wir  gesehen,  daß  Sn  kleiner  oder  größer 
ist  als  S,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.  Daraus  folgt,  daß 
f&r  beliebiges  n  der  gemeinsame  Grenzwert  S  immer  zwischen  Sn  und 
£*«+i  liegt,  so  daß  man  also  hat 

\S-8n\<\Sn+1-8n\  =  un+1. 

Man  kann  mit  andern  Worten  schreiben 

wo  0  zwischen  0  und  1  liegt,  welches  auch  der  Wert  von  n  sein  mag. 

Yergleiohung  der  Reihen  mit  positiven  Gliedern. 

197«  Es  ist  natürlich,  die  mehr  oder  weniger  starke  Divergenz 
einer  Reihe  mit  positiven  Gliedern  zu  beurteilen  nach  der  mehr  oder 
weniger  großen  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Summe  der  n  ersten 
Glieder  für  unendlich  zunehmendes  n  jede  Grenze  zu  überschreiten 
strebt  Wenn  daher  Un  und  Vn  die  Summen  der  n  ersten  Glieder  in 
den  divergenten  Reihen 

t*i  +  «*i  +  Wb  H ,    vx  +  t?2  +  t;8  H 

C«tiro,  AjudytU  9 
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H  l« 


die  erste   Reihe    Bei   schwächer   dive 


wird   man   sagen, 

gent  als  die  zweite,  wenn  das  Verhältni 
endlich  wachsendem  »i  nach  Null  konvergiert.  Wenn  umgekehrt 
ilii'M--  \'crliiiltiH9  über  jede  Sntra  wichst,  m  baifit  die  ante  EMhe 
stärker  divergent  als  die  zweite.  Man  bemerke,  daß  zu  den  Reihen, 
die  schwächer  divergieren  als  eine  gegebene,  auf  3 rund  der  TDrsteben 
den   Definition  alle  konvergenten    Ifeihen   gerechnet  werden    kSanui 

198,  Die  Konvergenz  einer  Reihe  ist  um  so  stärker,  je  schneller 
der  Rest  (§  180)  der  Reihe  nach  Null  konvergiert  Wenn  «.  uud  0, 
die  Reste  der  konvergenten  Reihen 

«,  +  «,+  «,+  '■  ',     0,  +  ',+  Vi  +  ■-- 
sind,  so  sagt   man,    die  erste  Reihe   sei  stärker   konvergent  oder 
schwächer  konvergent  als  die  zweite,  wenn  da*   Wrlöltnifl  von  «„ 
zu  ßH  nach  Null   konvergiert  oder  mit  n  unbegrenzt   wtohflt 

19W.  Theorem  I.  Wenn  das  Verhältnis  der  allgemeinen 
Glieder  von  zwei  Reihen  mit  positiven  Gliedern  nacli  Null 
konvergiert,  so  ist  die  erste  Reihe  schwächer  divergent 
oder  stärker  konvergent  als  die  zweite. 

Der  Grenzwert  des  Verhältnisses  von  nn  zu   p;n  für  unendliches  H 
sei  gleich  Null,  und  es  werde  ronungQHOM)  die  Keihe  0,  -f-  p,  -j-  rs  -\   ■-■ 
sei    divergent.      Wenn    man    beachtet,    daß    V,    beständig    wachsend 
oaofa    l'nendlich  konvergiert,    bo  hat    man   auf  Grund  eines   b 
Theorems  (§  141)  sofort 


lim 


U. 


Um 


I 


I         i 


=  lim 


-  0. 


Die  erste  Reihe  ist  daher  schwächer  divergent  nls  dl*  iwej 
durch  nicht  ausgeschlossen  ist,  daß  sie  möglicherweise  koi 
Wenn  ferner  die  Reihe  «,  +  »,+  »,+  •••  konvergent  ist,  so  kann 
man  das  Gleiche  sagen  von  der  Reihe  «,  +  «,+  «,+  -■•  (|  I 
das  Verhältnis  »,/i'B,  welches  nach  der  Vonrassetzung  ts  ■ 
konvergiert,  endlich  bleibt.  Überdies  hat  man  (J  140 1,  wenn  man 
bemerkt,  daß  «„  und  /*„  abnehmend  nach  NuU  konv- 


.,  +  «,+  «,+  . 


=  lim  =■  =  0. 

sogar  stärker  konvergent  als 


Mithin  ist  die  Reihe 

»,  +  «*+«,+  ■  ■-. 

200.    Bemerkungen,     a)  Wir  haben  geaeben     S   I88tt^  daß  das 

allgemeine  liliwl  euMT  konvergenten    Reihe  notwendig  den  Grenzwer! 
Null  haben  muß,  daß  es  aber  nicht  erlaubt  ist,  den  umgekehrten  Satz 
auszusprechen.      Jetzt    sind    wir    in    der    Lage    behaupten    RH 
daß  jede   Iteihe    mit  positiven    Qliedern,    die    den   Qtt 
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Null  haben,  konvergiert  oder  schwächer  divergiert  als  die 

Reihe  1  +  1  +  1  H 

b)  Es  ist  begreiflich,  daß  eine  Reihe  sehr  stark  konvergiert, 
wenn  man  dadurch,  daß  man  sie  um  ein  Glied  verschiebt,  eine  stärker 
konvergierende  Reihe  erhalt.  Aus  dem  soeben  bewiesenen  Theorem 
geht  hervor,  daß  dies  der  Fall  ist,  wenn  das  Verhältnis  eines  Gliedes 
zu  dem  vorhergehenden  Gliede  den  Grenzwert  Null  hat.  Aus  diesem 
Grunde  sucht  man  in  den  Anwendungen  der  Reihentheorie  die  kon- 
vergenten Reihen  immer  so  umzuformen,  daß  diese  Bedingung  er- 
füllt ist. 

201.  Theorem  n.  Ist  eine  Reihe  mit  positiven  Gliedern 
gegeben,  so  kann  man  immer  eine  andere  konstruieren, 
welche  schwächer  konvergent  oder  schwächer  divergent  ist. 

a)  «i  +  t«i  +  «s  +  •  •  •  sei  die  gegebene  Reihe,  die  wir  als  kon- 
vergent voraussetzen,  und  man  nehme 

v^Vu-Vih,  v%-V<h-V«*,  v*=V«*-V<**,  •••• 

Die  Reihe  der  v  ist  konvergent,  da  die  Summe  ihrer  n  ersten  Glieder 

Vn^YU '  —  Yan  ist,  für  unendliches  n  also  V*=YÜ.     Überdies  hat 
man,  da  der  Rest 

ß.-r-rn-Vü-r„--fc 

ist,  lim  (an/ft,)  =»  lim  Y**n  "*  0.    Mithin  ist  die  betrachtete  Reihe  nach  der 
Definition  schwächer  konvergent  als  die  Reihe  ux  +  u,  +  u^+  •  • 

b)  Wenn  die  Reihe  ut  +  ut+ 1^+  -  -  -  divergent  ist,  so 
nehme  man 

•k-V^,  *»-Vü,-Vüt,  *,-Vüt-Vut, .... 

Die   Reihe    der  v    ist  divergent,    weil  Vn,   welches   offenbar   gleich 
yTTn  ist,  gleichzeitig  mit  n  unbegrenzt  wächst.    Da  aber  \im{Vn/Un) 

=-  lim  —p= «—  0   ist,   so   ist   sie   schwächer    divergent   als   die   Reihe 

202.  Anmerkung.  Es  ist  unmöglich  die  Grenze  zwischen 
den  konvergenten  und  den  divergenten  Reihen  anzugeben. 
Mit  andern  Worten:  Sind  zwei  Reihen  gegeben,  die  eine  konvergent 
und  die  andere  divergent,  so  kann  man  sich  unendlich  viele  konver- 
gente Reihen  und  unendlich  viele  divergente  Reihen  vorstellen,  die 
ersten  schwächer  konvergent  als  die  gegebene  konvergente  Reihe  und 
die  zweiten  schwächer  divergent  als  die  gegebene  divergente  Reihe. 
Dies  ist  zum  ersten  Male  von  Abel  bemerkt  worden,  dem  wir  die 
interessanten  Betrachtungen  verdanken,  welche  hier  folgen. 

9* 


1  82  II ,  3.    Theorie  der  Reiben. 

203.   Theorem  m.    Wenn  die  Reihe  mit  positiven  Gliedern 

£+i  +  i+i  +  ... 

divergent  ist,  30  divergiert  auch,  aher  schwächer  als  die  vor- 
stehende, die  Reihe 

wo  ffB  die  Summe  der  w  ersten  Glieder  der  ersten  Reihe  dar- 
stellt. 

r,  sei  die  Summe  der  fi  ersten  Glieder  der  zweiten  Reihe.    Offen- 
bar ist  dann 


-^fc^  +  i 


-  +  • 


•  +  i 


Ist  w  fixiert,  so  kann  man  auf  Grund  der  Divergenz  der  ersten  Reihe 
immer  einen  Wert  pm  von  p  finden,  so  groß,  daß  tfn  +  Jt  größer  ist  als 
2«,.  Alsdann  wird  T„+p— t„>£  sein.  Läßt  man  daher  h  uminl 
lieh  zunehmen,  während  p  die  Reihe  plt  /*,,  pt,  ...  durchläuft,  so 
wird  tb+  —  r„  nicht  den  Grenzwert  Null  haben  können,  wie  es  für 
die  Konvergenz  nötig  wäre  (§  187).  Also  ist  die  zweite  Reihe  diver- 
gent. Sie  ist  ferner  schwächer  divergent  als  die  erste,  weil  (j§  198) 
das  Verhältnis   der  allgemeinen   Glieder    l,'ö„   nach  Null   konvergiert. 

204.    Konstruktion    einer    Skala    divergenter    Reihen.      Wenn 

die  Glieder  der  ersten  Reihe  endlich  bleiben,  so  kann  mau  für  diw 
obige  Theorem  einen  andern  Beweis  gehen,  der  überdies  zeigt,  daß  die 
Summe  r„  wie  der  Logarithmus  von  ff„  wächst,  In  der  Tat, 
da  a,  nicht  beliebig  klein  werden  kann,  so  ist  klar,  daß  «,»„  mit  u 
unendlich  groß  wird,  nnd  man  hat  folglich  (g  167)  unter  Anwendung 
eines  bekannten  Theorems  (§  141) 


1og^-=- 


lim  log  II  - 


Dies  vorausgeschickt    können   wir   aus   der   zweiten  Reihe  eine  neue 
divergente   Reihe  in   derselben   Weise  ableiten,  wie  die  »reife 

ersten  abgeleitet  worden  ist.     Es  ist  die  Reihe 

welche  wir  (§  190,  cj  durch  die   folgende  ersetzen  können: 

ii, «.  log«,  +  a,o,  log  »,  +  n,oBlogo,  +  '  "> 
da  das   Verhältnis  der  allgemeinen  Glieder  beider  Reihen    dii 
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als  Grenzwert  hat.  Die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  letzten 
Reihe  wird  unendlich  groß  wie  der  Logarithmus  von  rw,  d.  h.  wie 
loglogtfm,  und  man  kann  daher  aus  der  genannten  Reihe  die  folgende 
ableiten 


+  zr^r^^T  +  v-.-,      ',„_,,.■.  + 


•      •      • 


O,  6X  lOg  6t  lOg  lOg  6X  O,  6t  10g  ff,  log  log  ff,  O,  <F8  log  tf,  log  log  ff8 

welche  schwächer  divergent  ist  als  die  vorigen,  aber  immer  noch 
divergent,  u.  s.  f.  Nimmt  man  z.  B.  an=  1,  so  erhält  man  die  diver- 
genten Reihen 

1  +  1  +  1  +  1  +  ..., 

1+T  +  T  +  T  +  '"' 
1      +-J-  +  -J-  +  --- 

I        Q  1Ä«  O       I       vi      a»  A        I  > 


2  log  2    '    3  log  3    '    4  log  4 

1        +  _, *  ,     +-T— '  ,     + 


2  log  2  log  log  2        3  log  3  log  log  3    '    4  log  4  log  log  4 


deren  jede  schwächer  divergent  ist  als  alle  vorhergehenden. 


Spezielle  Konvergenzkriterien. 

205«  Theorem  I.  In  einer  konvergenten  Reihe  m1+m1+u8H — 
kann  das  Produkt  anun  für  unendliches  n  nicht  einen  von 
Null  verschiedenen  Grenzwert  haben,  wenn 


(5)  1  +  1  +  1  +  . . . 

eine  divergente  Reihe  mit  positiven  Gliedern  ist. 

In"  der  Tat,  wenn  der  Grenzwert  von  anun  z.  B.  eine  positive 
Zahl  wäre,  so  konnte  man  die  Reihe  ut  +  ti^  +  us  +  •  •  • ,  deren 
Glieder  schließlich  alle  positiv  sein  würden,  als  abgeleitet  aus  der 
Reihe  (5)  betrachten,  und  zwar  in  der  Weise,  daß  die  Glieder  dieser 
Reihe  mit  den  Zahlen  <*\ul}  o*^,  atut>  •  •  •  multipliziert  werden. 
Diese  Zahlen  wären  aber,  wenigstens  von  einer  bestimmten  Stelle  ab, 
größer  als  eine  feste  positive  Zahl  Mithin  wäre  (§  190,  c)  die  be- 
trachtete Reihe  divergent. 

206«  Folgerung.  In  jeder  konvergenten  Reihe  kann  das 
Produkt  nun  für  unendliches  n  nicht  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Grenzwert  besitzen.  Dies  leitet  man  sofort  aus  dem 
vorstehenden  Theorem  ab,  indem  man  annimmt,  die  Reihe  (5)  sei 
die  harmonische  Reihe.    Es  ist  aber  leicht,  einen  andern  Beweis  hier- 


für  ku  geben,  der  nicht  die  Divergenz  der  harmoni  sehen  Reihe  als 
bekannt  voraussetzt  und  deshalb  dazu  dienen  kann,  diese  Divergenz 
zu  bestätigen.  Man  braucht  eich  zu  diesem  Zweck  nur  daran  zu 
erinnern,  daß  wir  früher  (§  152)  folgendes  bewiesen  haben i  Wenn  8, 
nach  einem  endlichen  Grenzwert  konvergiert,  so  hat  n  \SH  —  \.  J,  d.  h. 
nun,  entweder  keinen  Grenzwert  oder  es  konvergiert  uiich  Null. 

207.  Bemerkungen,  a)  Aus  dem  obigen  Theorem  leitet  man 
sofort  ab,  daß,  wenn  «.ff,  einen  von  Null-  verschiedenen  Grenzwert 
hat,  die  Reihe  «,  +  «,  +  «,+  ■■•  divergent  ist.  Man  siebt  aber 
außerdem,  daß  die  Bedingung  liniu.«,,^-  0  für  du  Konvergenz  nicht 
notwendig  ist,  du  der  Grenzwert  von  an«.  nicht  vorhanden  zu  sein 
braucht;  ebensowenig  ist  sie  hinreichend,  da  sie  von  unendlich 
vielen  divergenten  Reihen  erfüllt  wird,  die  schwächer  divergieren" 
als  (5). 

b)  Insbesondere  ist  die  Bedingung  limn«M  =  0  für  die  Kon 
vergenz  weder  notwendig  noch  hinreichend.  Sie  ist  nicht  hinreichend: 
Es  gibt  in  der  Tat  divergente  Reihen,  bei  welchen  sie  erfüllt  ist. 
z.  B.  (§  204) 


a  log  »  "*"  3 1< 


[  +  "■ 


tlÖgt     '     4  log  4 

Sie  ist  nicht  notwendig:    In  der  Tat   kann  eine  Reihe  kann 
ohne  daß  Atf.  einen  Grenzwert  hat.     So  z.  B,  ist  die   Reihe 


konvergent  (§  186  oder  §  195),  und  doch  oszilliert  mm,  unaufhörlich 
Ton  —  1  nach  -f-  1.  Ebenso  werden  wir  uns  später  leicht  überzeugen 
können,  daß  die  folgende  Reihe  konvergent  ist: 


1  +  F.  +  1 


,  +  ■-■  +  ; 


-  +  1„<  + 


Sie  ist  in  der  Weise  konstruiert,  daß  man  um  =  \/n  nimmt,  wenn  i 
eine  Quadratzahl  ist  und  w„=  1/n'  im  entgegengesetzt,!!  )  ;ilt->.  Ofta 
bar  hat  aber  auch  hier  nttn  nicht  den  Grenzwert  Null,  da  es  immer 
wieder  gleich   1    wird,  so  oft  n  ein   vollständiges  Quadrat  ist. 

c)  Man  kann  jedoch  beweisen,  daß  die  Bedingung  lim  ntin  —  ü 
notwendig  erfüllt  ist1),  wenn  die  Glieder  der  konvergenten 
Reihe  u,  4-  N,  -f-  U,  +  *  •  -  beständig  abnehmend  «ufei  minder 
folgen,  wenigstens  von  einem  bestimmten  Werte  von  n  ab.  In 
diesem  Falle  ist  in  der  Tat  anch  die  Reihe 

(«,-U,)  + 2  («,-«,) +  ?,(»,  -„,,+      ... 
deren  Glieder  positiv  sind,  konvergent,  weil  die  Summe  ihrer  w  - 1  ersten 
Glieder  fl,— nun<SM<8  ist     Ist  S'(<iS)  ihre  Summe,  so  hat  man 

1)  Boro],  Theorie  des  fonetions  entiere«,  p.  17. 
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\imnun=  S  —  S'.  Es  kann  aber  nicht  S' <  S  sein,  sonst  würde 
wegen  lim nun>  0  die  Reihe  ux  +  wg  +  us  +  •  •  •  divergent  sein.  Also 
ist  S'=  S  und  lim  nun  ==  0.    Zu  demselben  Schlüsse  gelangt  man  auch 

mit  Hilfe  des  in  §  141  bewiesenen  Theorems,  indem  man  a-=-—n, 
ft.  = —  nimmt  und  bemerkt,  daß 

ist 

d)  Es  genügt  aber  wie  gesagt  das  Konvergieren  von  nun  nach 
einem  von  Null  verschiedenen  Grenzwert,  um  die  Divergenz  von 
t^  +  u,  -f  u8  +  •  •  •  behaupten  zu  können.     Ist  z.  B.  die  Reihe 

1  +  (1  -  ilog2)»+  (1  -  ilog3)»+  (1  -  J  log4)*  +  •  •  • 

gegeben  und  wird  zur  Abkürzung  v  =  n/logn  gesetzt,  so  bemerke 
man,  daß 

logwu„  =  {l  +  vlog(l  -  --)}  logw 
ist     Mithin  hat  man,  da  (vgl.  §  183) 

i<_log(1_i)=log(1+7iT)<_±_ 

o<-iog„„.<i£i. 

Nun  wissen  wir  aber  (§  161),  daß  für  unendliches  n  auch  v  unend- 
lich groß  wird,  und  es  ist  daher 

lim  2°£"       lim  _L_  .  »SS!»  _.  0, 

v  —  1  v —  1        n  7 

mithin  limlognw^^O  und  endlich  limwwn=  1.  Wir  können  also 
behaupten,  daß  die  vorgelegte  Reihe  divergent  ist. 

e)  Nimmt  man  für  an  Ausdrücke,  die  immer  rascher  mit  n 
wachsen,  so  kann  man  die  Reihe  (5)  immer  schwächer  divergent 
machen,  und  man  beschränkt  dabei  unaufhörlich  das  Gebiet  der 
Reihen,  bei  welchen  die  Bedingung  ]imanun=0  erfüllt  ist,  indem 
jedesmal  unendlich  viele  divergente  Reihen  ausgeschlossen  werden. 
Aber  es  ist  unmöglich,  sie  alle  auszuschließen,  weil  man  dazu  die 
Reihe  (5)  schwächer  divergent  machen  müßte  als  jede  beliebige 
andere  divergente  Reihe,  und  weil  wir  bereits  wissen,  daß  eine  Reihe, 
die  schwächer  divergiert  als  alle  andern,  nicht  existiert 
Man  darf  also  nicht  hoffen  es  durch  passende  Wahl  von  an  dahin  zu 
bringen,  daß  man  in  der  Untersuchung  des  Grenzwertes  von  anun  für 

.unendliches  n  ein  entscheidendes  Kriterium  hätte,   um  die  Kon- 
vergenz jeder  beliebigen  Reihe  zu  beurteilen.     Diese  Bemerkung  ver- 


§g  807-30» 

danken  wir  Abel1),  der  bewiesen  hat,  daß  es  auch  bei  Beschränkung 
nul'  Reihen  mit  positiven  Gliedern  niebt  möglich  ist,  eine  posi- 
tiv.- Veränderliche  «„  zu  finden  derart,  daß  eine  beliebige 
Reihe  «,  +  U)  + Mg  H konvergent  oder  divergent  ist,  je  nach- 
dem lim  «„it.  =  0  oder  hmanwu  >  0  ist.  Man  bemerke  vor  allem, 
daß  die  Reihe 

divergent  sein  muß,  da  für  sie  a„  =  l.'ii,.  «„».  =  1  ist.  Es  ist  aber  be- 
kannt (§  203),  daß  in  solchem   Falle  auch  die  Reihe 


divergiert,  wobei  ö,  die  Summe  der  ti  ersten  Glieder  der  entflD  Reitu 
ist.     Inzwischen  bat  man 


-OS.  Theorem  Et.  (Theorem  von  Kummer.)  ff,,  a,,  a,,  ■•• 
sei  eine  Folge  von  positiven  Zahlen.  Wenn  für  unendlich 
zunehmendes  u  der  Ausdruck 

schließlich  größer  bleibt  als  eine  positive  Zahl,  so  ist  die 
Reihe  mit  positiven  Gliedern  u,  +  u,  +  w, +*•  -  •  konvergent, 
Wenn  dagegen  der  bet  nii'li  tete  Ausdruck  schließlich   negativ 

bleibt,  und   wenn   die  Reihe 1 H -■+■***    divergent    ist, 

'  «,T«,       «iT  B 

so  ist  auch  die  Reihe  «,  +  «,+  «,+  -■•  dlTBrgent1). 

In  der  Tat  kann  man  aus  an — —  —  o,+1>(,  da  wtt,  positiv 
ist,  folgern 

(7)  ".".  -  n.  +  iw-  +  i>  *M.+i 

und  sieht  sofort,  daß  die  positive  Größe  natia  abnimmt,  wenn  n 
wachst,  um]  daß  sie  daher  mteh  einem  endlichen  Grenzwert  kon- 
rergwt      Daraus  folgt,  daß  die   Reihe 

(Ol«,  -  <>,u,)  +  (fl,«,  -  «,«,)  +  (fr,«,  -  «,«J  -f  ■  -  ■ 
gant  ist,  da  die  Summe  des   >•  anfan  Glieder  alit1  —  <"..,«.,, 
ist   und   für  unendliches  "   einen  tffldBehea  Grenzwert  hat.     Die  vor- 
stehende   Reihe    bleibt,   konvergent,    wenn    man    ihre    Glieder    mit    1   / 
multipliziert.      Also   ist  die   Reibe  ",  -r-  m,  -f-  «,  +  •  -  -  konvergent,   da 

l]  OtDM,  2*  ti  ,  p,  S»8, 

S)  Allgemeinere  SaUe  linilet  man  in  der  Arbeit  von  [Hai  „Sullo  »erie  ooo- 
vergenü  a  Urmiiii  poiitivi"  (Annaü  Hl 
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aus  (7)  hervorgeht,  daß  ihre  Glieder,  die  wir  als  positiv  voraussetzen, 
schließlich  kleiner  sind  als  die  entsprechenden  Glieder  einer  kon- 
vergenten Reihe.     Dagegen  leitet  man  aus  an — a„+1<0ab,  daß 

amuu  mit  n  wächst,  und  daraus  (§  205),  daß  die  Reihe  ux  +  w2  +  f^  H 

divergent  ist. 

209.  Bemerkung.  Gewöhnlich  besteht  die  Anwendung  des 
obigen  Theorems  darin,  daß  man  den  Grenzwert  des  Ausdrucks  (6) 
sucht  Die  Reihe  ist  konvergent  oder  divergent,  je  nachdem 
dieser  Grenzwert  positiv  oder  negativ  ist.  Wenn  er  null  ist,  so 
kann  man  garnichts  über  die  Konvergenz  oder  die  Divergenz  der 
Reihe  sagen,  außer  wenn  der  Ausdruck  (6)  bei  der  Annäherung  an 
die  Null  immer  negativ  bleibt,  in  welchem  Falle  man  behaupten 
kann,  daß  die  Reihe  divergent  ist. 

210«  Polgerungen,  a)  Eine  Reihe  mit  positiven  Gliedern 
ist  konvergent  oder  divergent,  je  nachdem  das  Verhältnis 
eines  Gliedes  zu  dem  vorhergehenden  Gliede  für  unend- 
liches n  einen  Grenzwert  hat,  der  kleiner  oder  großer  ist 
als  die  Einheit.  Diesen  Satz,  der  ein  Spezialfall  des  Theorems 
von  Kummer  ist  (an  =  1),  kann  man  auch  aus  einem  früheren 
Satze  (§  191)  ableiten,  indem  man  die  gegebene  Reihe  mit  der  geo- 
metrischen Progression  1  -f-  x  +  x*  +  •  •  •  vergleicht,  welche  konvergent 
ist  für  x  <  1,  divergent  für  x  ^>  1. 

b)  Eine   Reihe   mit  positiven   Gliedern   ist   konvergent 

oder   divergent,  je  nachdem  der  Ausdruck  n(  — 1)    für 

unendliches  n  einen  Grenzwert  hat,  der  größer  oder  kleiner 
ist  als  die  Einheit.  Dies  ist  das  Kriterium  von  Raabe.  Es  er- 
gibt sich  sofort  aus  dem  Theorem  von  Kummer,  wenn  man  an  =  n 
nimmt 

c)  Eine  Reihe  mit  positiven  Gliedern  ist  konvergent 
oder  divergent,  je  nachdem  der  Ausdruck 


K^-1)-1)10*" 


für  unendliches  n  einen  Grenzwert  hat,  der  großer  oder 
kleiner  ist  als  die  Einheit.  In  der  Tat,  es  sei  l  dieser  Grenz- 
wert    Für  an=*n  log  n  wird  der  Ausdruck  (6)  gleich   dem  obigen, 

vermindert  um  (n  +  1)  log  (l  H j,  und  konvergiert  daher  nach  1—1, 

d.  h.  nach  einem  positiven  oder  negativen  Grenzwert,  je  nachdem 
l  >  1  oder  l  <  1  ist 

211.    Bemerkungen,    a)  Man  kann  die  Reihe  der  Folgerungen 


«Ins  Kummer  sehen  Theorem»  unbegrenzt   fortsetzen,  indem  umn  noch 
moeeraiv  folgende  Annahmen  macht 

<*„  =  n  log  w ,     n  log  u  ■  log  log  » ,     h  log  w  ■  log  log  n  ■  log  log  log  u , 
Man  erbiilt  auf  diese  Weise  die  Ausdrücke 


Dieselben  können  zusammen  mit  den  drei  in  den  vorigen  Folgeningen 
betrachteten  Grenzwerte  l,  /',  I",  .  .  .  Wsitiwii.  Von  diesen  kann 
aber  nur  einer  einen  endlichen  Wert  haben,  der  von  der  Kinln-tt. 
verschieden  ist;  denn  es  ist  klar,  daß  alle  ihm  vorangehenden  gleich  I 
sind  und  alle  ihm  folgenden  unendlich.  Es  genügt  das  Vonuuden 
sein  eines  solchen  Grenzwertes,  der  nicht  gleich  der  Einheit  ist,  ÜB 
entscheiden  zu  können,  oh  die  Reihe  konvergent  oder  divergent 
ist.  Es  kommt  darauf  an,  ob  dieser  Grenzwert  größer  oder  kleiner 
als  1  ist. 

b)  Offenbar  gibt  es  Reiben,  für  welche  die  unendlich  vielen  so- 
eben betrachteten  Grenzwerte  alle  gleich  1  sind.  Aber  es  gibt  un- 
endlich viele  andere  mögliche  Formen  von  an  in  dem  Kam 
Theorem,  und  wenn  man  findet,  daß  der  Ausdruck  (6)  für  unend- 
liches n  nach  Null  konvergiert,  so  kann  man  statt  seiner  das 
Produkt  des  Ausdrucks  mit  ffH  betrachten.  Je  nachdem 
dieses  Produkt  schließlich  kleiner  bleibt  als  1  oder  größer 
als  eine  Zahl,  die  selbst  größer  als  1  ist,  kann  DMI  •>  - 
haupten,  daß  die  Reihe  divergent  oder  konvergent  ist.  Dieser 
Satz  ist  nicht  wesentlich  verschieden  von  dem  KnmmcrBchen  Theorem, 
aus  welchem  man  ihn  erhält,  wenn  man  a„  in  «,«„  rerwmdeU  ud 
bemerkt,  daß 

".ff-  —  "„.i"-  [  i  ■  {"-  ~ ' ' "       "« .  i ) tf»  ~~~  ' 

ist. 

G  i  Intens  und  dieH  Kriterien,  wir  groß  auch  ihr  Nutzen  bei 
den  Reihen  sein  mag,  die  anzutreffen  man  am  häutigsten  SelegfiTuWi 
hat,  doch  weit  entfernt   wahre    und    eigentliche   Symptome    der    Kon 

ragest  oder  Dirergenf  m  bieten     Ea  ist  z.  B.,  wenn  wir  uns  auch 

nnr  auf  den  einfachsten  Fall  (an  <=  1)  beschränken,  nützlich  ku  ba 
merken,  daß  eine  Reihe  konvergieren  kann,  trotzdem  das  Ver- 
hältnis eines  Gliedes  zu  dem  vorhergehenden  nicht  aufhört 
Werte  anzunehmen,    die  größer  als    1,  ja   sogar    beliebig   groß 


■na 


I 
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sind.  Dies  tritt  beispielsweise  ein  bei  der  ganz  einfachen  Reihe 
a  +  /J*  +  o3  +  /S4  +  a5  +  •  •  • ;  die  konvergiert  und  positive  Glieder 
hat,  wenn  a  und  ß  in  dem  Intervall  (0,  1)  mit  Ausschluß  der 
Grenzen  gewählt  werden.  Wenn  außerdem  a  <  ß  ist,  so  hat  das 
Verhältnis  des  n-ten  Gliedes  zu  dem  vorhergehenden  den  Grenzwert 
Null  für  ungerades  n,  wächst  dagegen  über  alle  Grenzen  für 
gerades  n.  Nichtsdestoweniger  sei  bemerkt,  daß  eine  solche  Unregel- 
mäßigkeit sich  immer  dadurch  beseitigen  läßt1),  daß  man  die  Glieder 
geeignet  gruppiert,  ohne  dabei  die  Reihenfolge,  in  der  sie  dastehen, 
zu  ändern.  Ist  nämlich  eine  noch  so  kleine  Zahl  k  gegeben,  und 
beachtet  man,  daß  Sn  sich  einem  Grenzwert  S  >  0  nähert,  während 
der  Rest  Rn  den  Grenzwert  Null  hat,  so  kann  man  immer  einen 
Wert  von  n  finden,  von  welchem  ab  kSn>  Rn  ist.  Dies  bleibt 
richtig,  wenn  man  die  Reihe  von  irgend  einem  ihrer  Glieder  ab  be- 
trachtet. Daraus  geht  hervor,  daß  sich  die  Glieder  der  Reihe 
«*i  +  «<i  +  **»  +  •  •  * ,  wenn  man  sie  in  der  Reihenfolge  beläßt,  die  sie 

haben,  so  gruppieren  lassen,  daß  sie  eine  neue  Reihe  vl  +  vi+v3-\ 

bilden,  deren  Glieder  der  Ungleichung 

genfigen  und  a  fortiori  der  Ungleichung  vn+t/vn  <  Je,  welches  auch 
der  Wert  von  n  sein  mag.  Auf  diese  Weise  verschwindet  das  fälsch- 
liche Divergenzsymptom,  welches  die  ursprüngliche  Reihe  darbot. 

212.    Beispiele,     a)  Es  sei  der  Charakter  der  Reihe 

1  +  —  +  —  +  —  H 

2^         3?         4^ 
zu  ermitteln.     Man  bemerke,  daß 


*«  +  i 


$ff-(n.i)r.  -te-.)-* 


ist.  Nach  der  Raabeschen  Regel  konvergiert  oder  divergiert  also  die 
Reihe,  je  nachdem  p  >  1  oder  p  <  1  ist.  Für  p  =  1  wissen  wir  be- 
reits, daß  die  Reihe  divergent  ist.  Mithin  konvergiert  die  vorgelegte 
Reihe  nur,  wenn  p  größer  als  1  ist. 

b)  Man  betrachte  allgemeiner  die  Reihe,  die  für  n  >  1  durch  das 
allgemeine  Glied  un  =  l/ti?(\ogn)q  definiert  ist.  Zunächst  bemerke  man, 
daß  man  wegen 

_±_<_log(1__i_)  =  log(1  +  i)<i 

schreiben  kann 


logn  '    tilogn' 


1)    Diese  Bemerkungen    verdanken    wir    Lerch   und   Weyr   (Jornal    de 
,  1886—87,  pp.  79,  97). 


mM    9   /wischen   0  und   1    liegt,    und    für   uneudliches  n  die  Einheit  al* 
Grenzwert  hat.      Es  ist  hiernach 

ar(»+tf('+i^-(,+*+-)(,+sfc+-)' 

mithin,     wenn     man    das    Produkt    ausrechnet    und    die    Glieder    beiseite 
läßt,    welche    nauh    Multiplikation    mit  »logn   den    Grenzwert    Null    haben, 

"(."."IT  -1)-'  +  ii'.  +  -'    """(Ä-1)-'- 

Also   ist   die  Reihe   konvergent    für  p  >  1 ,    divergent   für  p  <  1-     1 
l>  =  1    ist,  so  hat  man 

lim  (B(~;-  -  l)  -  l)log»-«Iim#- j, 

und   die  Reihe    divergiert    daher   für  q  <T  1 ,    wahrend    sie  für  tf  >  1   kon- 
vergiert (§210,  c).      Endlich   «rissen   wir   berat«  (j  -(,4),  daß  die  Reihe 
divergiert,  wenn  p  und  q   beide  gleich  der  Einheit  sind.      Die    i 
Reihe  ist  also,  um  zusammenzufassen, 

I  p  >  1 ,    g  beliebig 
konvergent  für 

p  -  % ,  a  >  i 
I  P-U  ?<i 

divergent  für  TV 

|  p  <  1 ,    5  beliebig. 

In  dem  letsten  der  vier  Falle  folgt,  die  Divergenz  auch  (§  206)  aus  der 
rjmsUnd,  dafl  (§  161) 


213.  Theorem  III.    Wenn  in  einer  Reihe  u,  +  u,  -f-  »,  +  ■ 
mit   positiven   Gliedern    >«„    schließlich    kleiner    bleibt   als 
eine    gegebene    Ziibl,    die    Selbst   kleiner   als    1    ist,    10    int  die 
Reihe    konvergent.       Dagegen     ist    sie    divergent,    Wfl] 
schließlich  niemals  kleiner  als  die  Einheit  wird. 

In  der  Tat  ergibt  sich  aus  V«.  <  ;r  <  1,  daß  •»„<*■  «1 
die  KimviTgenz  der  Reibe,  welche  aLs  allgemeines  Gli'-d  ■ 
bekannt  (§  182).  Es  konvergiert  ftUo  (§  19Q  b)  B  fortiori  die  Er- 
gebene Reihe.  Dagegen  ist,  wenn  j/ii,  ^>  1  ist,  h,  ^  1  n.  s.  w,  Eine 
Anwendung  dieses  Satzes  besteht  darin,  daß  man  den  Grenzwert  von 
Vm^  für  unendliches  n  sucht.  Die  Reihe  ist  konvergent  oder  divergent, 
je  nachdem  der  besagte  Grenzwert  kiemer  oder  grSBez  ist  tla  dir 
Einheit.      Wenn    limy/wll  =  1     ist,    so    kann    man    nichts   aussagen. 
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Wenn  aber  Yun  zwar  die  Einheit  als  Grenzwert  hat,  aber  schließlich 
nie  kleiner  ist  als  1;  so  divergiert  die  Reihe. 

214.  Bemerkungen.  Das  vorstehende  Kriterium  ist  so  zu  sagen 
äquivalent  mit  demjenigen,  welches  auf  der  Untersuchung  des  Ver- 
hältnisses un+t/un  beruht;  denn  wir  wissen  (§  142,  b),  daß,  wenn  der 

Grenzwert  l  des  Verhältnisses  existiert,  auch  derjenige  von  Yun 
existiert  und  gleich  l  ist.  Dies  hindert  nicht,  daß  eine  Reihe  kon- 
vergieren kann,  während  doch  weder  der  eine  noch  der  andere  der 
genannten  Grenzwerte  existiert,  wie  es  z.  B.  bei  der  oben  betrachteten 
Reihe  a  +  ß*  +  «8  +  ßA  +  •  •  •  der  Fall  ist.  Das  auf  dem  Grenzwert  von 
Yun  beruhende  Kriterium  kann  man  selten  anwenden,  obgleich  es  theo- 
retisch für  besser  erklärt  werden  muß  als  das  andere,  welches  auf 
dem  Grenzwert  von  un+1jun  beruht;  denn  dieser  zweite  Grenzwert 
braucht  nicht  zu  existieren,  wenn  der  erste  existiert.  Betrachten  wir 
z.  B.  mit  Lerch1)  die  durch  das  allgemeine  Glied 

«„  =  2""'**'('+1)      (0<8<1,  *>1) 

definierte  Reihe,  in  welcher  v  die  Anzahl  der  Ziffern  von  n  dar- 
stellt Da  v  —  1  nicht  größer  ist  als  der  gemeine  Logarithmus 
von  w,  so  konvergiert  mit  unendlich  zunehmendem  n  das  Ver- 
hältnis v*/n  nach  Null  (§  163),  welches  auch  der  Wert  von  p 
sein  mag.     Daraus  folgt 

limy^w"  —  lim}1""*a?s(1+>")  =  q  <  1. 

Also  konvergiert  die  Reihe,  wie  groß  auch  x  sein  mag.     Hätten 

wir  dagegen  anstatt  yun  das  Verhältnis  von  zwei  benachbarten 
Gliedern  betrachtet,  so  würden  wir  nichts  haben  schließen  können. 
In  der  Tat,  wenn  v  die  Anzahl  der  Ziffern  von  n  —  1  ist,  so  ist  klar, 
daß  die  Differenz  v  —  v9  die  im  allgemeinen  null  ist,  nur  dann  den 
Wert  1  annimmt,  wenn  n  eine  Potenz  von  10  ist.  Daraus  folgt,  daß 
das  Verhältnis 

im  allgemeinen  gleich  q  ist,  daß  es  aber  den  Wert  xv  annimmt,  so 
oft  n  gleich  einer  Potenz  von  10  wird.  Es  existiert  also  eine  Folge 
von  Werten  1,  10,  100,  1000,  . . .  derart,  daß,  wenn  n  sie  bis  ins 
Unendliche  durchläuft,  das  Verhältnis  eines  Gliedes  zu  dem  vorher- 
gehenden jede  Grenze  überschreitet,  obwohl  die  Reihe  konvergent  ist. 
Dies  liefert  eine  Bestätigung  für  das,  was  wir  in  der  dritten  Be- 
merkung zu  §  211  gesagt  haben. 

1)  Abhandl.  der  böhm.  Akademie  d.  Wiss.  1885. 
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215.  Theorem  IV.  (Theorem  von  Jamet.)  Eine  Reihe  mit 
positiven  Gliedern  ux  -f-  wa  +  tig  +  •  •  •  ist  konvergent,  wenn 
mit  unendlich  zunehmendem  n  der  Ausdruck 

schließlich  größer  bleibt  als  eine  Zahl,  die  großer  als  1 
ist,  und  sie  ist  divergent,  wenn  derselbe  Ausdruck  schließ- 
lich niemals  mehr  die  Einheit  übertrifft1). 

Setzen  wir  in  der  Tat  un  =  tTp*}  und  beachten  wir,  daß  wegen 

*/ —         -—         — 2log«        .       pn. 

yun=n    n  =*e    *        >1 — -logn 
die  folgende  Ungleichheit  besteht: 

p.>(i-K)i^- 

Wenn  also  der  Ausdruck  (8)  schließlich  großer  bleibt  als  p>  1,  so 
muß  dasselbe  von  pn  gelten,  und  die  Reihe  ist  daher  konvergent 
(§  190,  b),  weil  ihre  Glieder,  die  als  positiv  vorausgesetzt  werden, 
schließlich  kleiner  sind  als  die  entsprechenden  Glieder  der  konver- 
genten (§212,a)  Reihe 

1  +  -  +  -  +  -  +  ---. 

&        &        4? 

Wenn  dagegen  der  Ausdruck  (8)  schließlich  kleiner  oder  gleich  1 
bleibt,  so  bedeutet  dies,  daß  von  einem  gewissen  Werte  von  n  ab 

ist.  Mithin  ist  die  Reihe  divergent  (§  190,  c),  da  ihre  Glieder  nicht 
kleiner  sind  als  die  entsprechenden  Glieder  der  divergenten  (§  207,  d) 
Reihe 

1  +  (1  -  jlog2)»  +  (1  -  \  log 3)'  +  (1  -  |log4)*  +  •  •  • . 

216.  Bemerkung.  Man  wendet  das  Theorem  von  Jamet  an, 
indem  man  den  Grenzwert  des  Ausdrucks  (8)  für  unendliches  n 
sucht.  Die  Reihe  ist  konvergent  oder  divergent,  je  nachdem  der 
genannte  Grenzwert  größer  oder  kleiner  als  1  ist  Wenn  der 
Grenzwert  1  ist,  so  kann  man  ohne  weitere  Prüfung  nichts  aus- 
sagen, außer  wenn  der  betrachtete  Ausdruck  schließlich  niemals 
größer  ist  als  sein  Grenzwert,  in  welchem  Falle  die  Reihe  divergent 
ist.     Andernfalls   muß   man   sich  ein  anderes  Kriterium   verschaffen, 

1)  Mathesis,  1892,  p.  80. 
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welches  das  obige  ergänzt.    Man  kann  z.  B.  anstatt  (8)  den  Ausdruck 

V  *    ™  logn  /log log n 

betrachten.     Zum  Beweise  genügt  es  un  = zu  setzen,  daraus 

n  (log  rifn 

zu  folgern,  daß  qn  den  vorstehenden  Ausdruck  übertrifft,  und  sich  zu 

erinnern  (§  212,  b),  daß  die  Reihe 

_} ,       i       .  _L_  .... 

2  (log  2)«        3  (log  3)?        4  (log  4)9 

konvergent  ist  für  q  >  1,  divergent  dagegen  für  g  <^  1. 
217.    Beispiele.     Wenn  die  Reihe 

[»  ~>    /in»  uns  "<"  /T^rivi    i 


(log  2)»  T    (log  Z)9  ^  (log  ty 

gegeben  ist,  so  kann  man,  wenn  man  ut  =  0  als  ihr  Anfangsglied  an- 
nimmt, die  Konvergenz  konstatieren,  indem  man  schreibt 

limyti.  =  lim? =  0. 

r    *  logn 

Bei  den  Reihen  mit  folgenden  allgemeinen  Gliedern 

c         1  1  1 

Un~  (logn)logn'    (loglogn)logn'    (logn)logl°*" 

findet  man  dagegen  limy^  =  1  und  wird  dazu  geführt,  das  Kriterium 
von  Jamet  anzuwenden.  Für  die  Praxis  ist  es  allerdings  bequemer, 
sich  direkt  des  Prinzipes  zu  bedienen,  welches  dem  Beweis  des  genannten 
Kriteriums  zu  Grunde  liegt  und  darin  besteht,  daß  man  die  vorgelegte 
Reihe  mit  derjenigen  vergleicht,  deren  allgemeines  Glied  n~p  ist.  Dies 
kommt  darauf  hinaus,  anstatt  des  Ausdrucks  (8)  das  Verhältnis  pn  von 

log—  zu  logn  zu  betrachten,  und  zwar  kann  man  behaupten,  daß  die 

n 

Reihe  konvergent  ist,  wenn  dieses  Verhältnis  schließlich 
größer  bleibt  als  eine  Zahl,  die  selbst  größer  ist  als  1,  und 
daß  sie  divergent  ist,  wenn  dasselbe  Verhältnis  schließlich 
niemals  mehr  größer  ist  als  die  Einheit  Z.  B.  ergibt  sieh  für  die 
drei  oben  definierten  Reihen  bezüglich 

ft,  =  log  logn,    logloglogn,    -  °gl0ggn      ' 

Da  die  beiden  ersten  Werte  von  pu  mit  n  unbegrenzt  zunehmen,  während 
der  dritte  den  Grenzwert  Null  hat,  so  sieht  man,  daß  die  beiden  ersten 
Reihen  konvergent  sind,  die  dritte  aber  divergent.  Findet  man  ferner  1 
als  Grenzwert  von  pn,  so  kann  man  dazu  übergehen,   das  Verhältnis  von 

log zu  log  logn  zu  betrachten,  u.  s.  f.     Immerhin  kann  es  bei  andern 

Reihen  vorkommen,  daß  das  Kriterium  von  Jamet  in  seiner  ursprünglichen 


Form    vorzuziehen  ist.     So  findet  man  i.  B.  Iitr  hb  =  1 1  —  -    log  n  I 

<  Jcen/wi  tI    des   Ausdruck  es   (8)   die   Größe    X    und    sieht    daher   sofort,    daß 
die  Reihe  (vjjl.  §  i>i>7,<ll  " 


(l-  flog  »)*+(l 
für  x  >  1  konvergiei 


S)    +  (l  -  Jlogi)*  +  --- 


Übungen   und  Anwendungen. 

818.  Übungen,  a)  Die  wenigen  bisher  bewiesenen  Konvergenz- 
kriterieii  setzen  uns  in  den  Stand,  in  sehr  rascher  Weise  den  Charakter 
dor  in  SS  1HJ<  '*">  betrachteten  Reihen  zu  erkennen.  Bei  der  Expo- 
uentialreihe  genügt  es  z.  B.  zu  bemerken,  daß 


für  i 


(« 


1)1 


0 


ist.  Die  Reihe  ist  also  (§  210)  konvergent  für  jeden  ]>osit.iven  Wert 
von  x.  Sie  konvergiert  auch  für  jeden  negativen  Wart  von  x,  weil 
(§  190,  a)  in  diesem  Falle  die  aus  den  absoluten  T!< iti 
gebildete  Reihe  konvergiert  oder  auch,  weil  ('§  195)  die  Glieder,  die  ab- 
wechselnd positiv  und  negativ  sind,  schließlich  dem  absoluten  Betrage 
naeb  beständig  abnehmen,  sobald  nämlich  n  grfSttr  als  |»|  ist,  ond  überdies 
nach    Null   konvergieren.      Ähnlieh    verfährt   man   bei  der   logarith mischen 


Reihe. 


i  Glied  i 


wuchst    mit    H    Dabej 

die  Einheit  übertrifft 


Ihr  allgemein' 
konvergiert  nach  dem  Grenzwert  Null,  je  nachdem  \x 
im  Irr  nirlii .  und  man  ersieht  daraus,  daß  |  x  <T  1  eine  notwendige  Be- 
dingung für  die  Konvergenz  ist  (§  188,  a).  Das  Verhältnis  eines  Gliedes 
zu  dem  vorhergehenden  in  der  Reihe,  die  aus  deu  absoluten  Beträgen  der 
Wieder  gebildet  ist,  hat  als  Grenzwert 


lim 


.,: 


+  ■ 


l«l- 


Also  ist  die  Reihe  konvergent  (i}§  210;  190,  a),  wenn  \x\  <  1  ist  Wenn 
'lf|  =  1  ist,  so  ist  die  Reihe  divergent  für  x  =  —  I,  da  sie  in  diesem 
Falle  mit  der  harmonischen  Reihe  zusammenfallt ,  und  sie  ist  konvergent 
för  x  =  1 ,  da  alsdann  die  Glieder  abwechselnd  positive  und  negative 
Werte  haben,  die  dem  absoluten  Betrage  nach  abnehmen  und  nach 
Null  konvergieren.  Übrigens  gilt  fiel  lüi  alle  pOritÜTen  Werte  von  g, 
die   nicht  größer  als   1  sind,  da  die  Ungleichung 


,   > 


fttr  x  <  1  +  -     gilt,   mithin    für 
sein  mag. 


+  » 

<;i,  i 


■elches    auch    der   Wort  von  < 


§  218  Übungen  und  Anwendungen.  145 

b)  Im  besondern  haben  wir  gefunden  (§  186) 
(9)  1  -  -J-  +  |  -  i  H —  log  2  —  0,6931471  . .  . , 

und  zwar  mit  Hilfe  der  Formel  (l),  die  sehr  nützlich  ist,  insofern  sie  die 
Summen  verschiedener  Reihen  vom  Typus  (9)  zu  berechnen  erlaubt.  In 
der  Tat  haben  wir  gesehen,  daß  die  Summe  on  der  2n  ersten  Glieder  der 
Reihe  (9),  eine  Summe,  die  offenbar  gleich 

ist,  für  unendliches  n  den  Grenzwert  log  2  hat.     Wenn  nun  die  Reihe 

(io)  i  +  i-i  +  i  +  *-i  +  *  +  --- 

gegeben  ist,  so  erkennt  man  sofort,  daß 

*--1  +  T  +  T  +  -  +  45=I-(t  +  T  +  T  +  -  +  Ä) 

ä  HAn  —  y  Htn  —  y  Hn  —  ctn  +  y  an 

ist,  mithin  S  =  flog  2  =  1,0397207  . .  .,  da  sich  S9n__1  und  ^„_,  von 
S9m  um  Größen  unterscheiden,  die  den  Grenzwert  Null  haben.  Man  be- 
merke hierbei,  daß  es  nicht  immer  erlaubt  ist,  die  Anordnung 
der  Glieder  in  einer  konvergenten  Reihe  zu  ändern.  In  der  Tat 
haben  die  Reihen  (9)  und  (10),  welche  sich  nur  durch  die  Anordnung 
ihrer  Glieder  unterscheiden,  verschiedene  Summen.     Bei  der  Reihe 

hat  man  in  analoger  Weise 

1.1.  .        1  1 


^*       2n  +  l    '    2n+8    '  '    4n— 1  **        2     "' 

mithin  8  —  £log2  —  0,3465735  . .  .     Endlich  ergibt  sich  bei  der  Reihe 

$„  —  H9m  —  Hn,  S  —  log  3  =  1,0986122  .  .  .     Allgemeiner  findet   man 
log  m  als  Summe  der  Reihe 


14-J-4-...4--i i-| 1 1 l  _! L  j 1 1 

^2~         ~m  ^m+l~m  +  2^       T2«       2~2m+lx 

c)  Es  ist,  wie  man  bereits  aus  den  vorstehenden  Beispielen  ersieht, 
xwecklos  auf  die  Konvergenzkriterien  zurückzugreifen,  so  oft  man  die 
Summe  der  Reihe  berechnen  kann.     Ist  z.  B.  gegeben  die  Reihe 

1  +  —+—+—  +  ••• 


12    '    2    3    »    3    4    '    4    6 
so  kann  man  ihre  Konvergenz  konstatieren,  indem  man  bemerkt,  daß 

»*     _  (n+l)(n  +  2) 


un+l 


n(n+l)  ^n>        ^u,,+  1         ) 


C«iaro,  AiiAljiit.  10 
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ist,   oder  auch  (§  190,  b),   indem  man  beachtet,  daß  un  <  -|    ist,    und 

sich  erinnert  (§  212,  a),  daß  — j  das  allgemeine  Glied  einer  konvergenten 

n  .11 

Reihe  ist    Alles  dies  ist  aber  überflüssig,  da  man  un  nur  die  Form -r-r 

zu  geben  braucht,  um  sofort  zu  finden 

S  _i_-L  +  JL_JL  +  ...  +  J- L-  =  -5_      s  =  1 

°»       x        2^2         3^         ^n        n  +  1       w+1'    ö       x' 

Ebenso  setze  man,  wenn  es  sich  um  die  Reihe 

1   +-J-+    1    +     1     +■•• 

i     s.     a     i     i     o     in     n     i     10     u     u     1 


12    3    '    5    6    7    '    9    10    11    '    18    14    16 

handelt, 

«  ,  ß 


«       (4n  — 8)(4tt  — 2)    ■    (4n  — 2)(4n  — 1) 

und  suche  a  und  ß  derart  zu  bestimmen,  daß  identisch 

(4n-  l)«  +  (4n-3)|3  =  1 

wird,  d.  h.  a  +  0  =  0,  a  +  3  0  =  —  1,  woraus  folgt  a  =  —  ß  =  ^.    Da  nun 

i.  /      1.       ,   _J 1      \ 

U*        2   \4n  — 8  "t"4n  — 1        2n— 1/ 

ist,   so   wird  Sn  =  \*%n  —  |tf„,    mithin    S  =-  |log2  =»  0,1732867  .  .  . 
Ebenso  zeigt  sich,  wenn  die  Reihe 

1      I     4      I      8      I      18      I      19      I 


2    3    ■    6    6    '    9    10    '    14    16    '    20    21 

gegeben  ist,  leicht,  daß  der  Zahler  des  n-ten  Bruches 

1  +  3  +  4  +  5+--+(n  +  l)  =  i(«  +  l)(n  +  2)~2  =  i«(n  +  3)-l 

ist,  folglich  der  Nenner 

\n(n  +  3)(**(n  +  3)  +  l)  -  \n(n  +  1)(*  +  2)(*  +  3). 

Nun  setze  man 

et  ß  y 

*«  "  n(n+l)  +  (n  +  l)(n  +  2)  +  (n  +  2)(»  +  8) ' 

so  daß  identisch  sein  muß 

(n  +  2) (n  +  3) a  +  n(n  +  3)0  +  n(n  +  l)y  -  2 (n*  +  3n  -  2). 

Nimmt  man  successiv  n  =  0,  n  =  —  3,  so  erhält  man  sofort  a— »y  —  —  f. 
Vergleicht  man  ferner  die  Koeffizienten  von  n*  miteinander,  so  erhalt 
man  a  +  0  +  y  «=  2  und  folgert  daraus  0  =•  y.     Es  ist  also 

°  8"^81  SS  »* 

d)  Um  die  Konvergenz  der  Reihe 
zu  beweisen,  kann  man  die  Glieder  paarweise  gruppieren  und  bemerken,  daß 
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u«       n       n  +  x      n(n  +  x)J     lun    un    ~~  lun(n  +  1)  (n  +  x  +  1)  "  l 
ist.     Wendet  man  nunmehr  die  Raabesche  Regel  (§  210,  b)  an,  so  kommt 


Einfacher  ist  folgendes  Verfahren«     Man  beachte,  daß  un  <  — j-    ist,  und 

daß  die  Reihe  1  +  \  +  j  +  •  •  •  konvergiert.  In  Wirklichkeit  ist  hiermit 
nur  gezeigt,  daß  die  Summe  Sn  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe  (11)  nach 
einem  Grenzwert  8  konvergiert,  wenn  n  durch  gerade  Werte  ins  Un- 
endliche wachst.     Aber  wenn  n  ungerade  ist,  so  hat  man 

Sm  =  Sm   i+--?-T,     limS.  —  limS.   t—  8. 

Erteilt  man  x  einen  positiven  ganzzahligen  Wert  in,  so  reduziert  sich 
die  Summe  der  Reihe  (11)  auf  die  Summe  der  m  ersten  Glieder  der 
harmonischen  Reihe.     In  der  Tat  ist  die  Summe   der  2n  ersten  Glieder 

^*       \»  +  lTw  +  2T       T^tn-fn/      ym      Vw+l^n+2^       xw+ro/ 

und  hat  offenbar  den  Grenzwert  Hm,  wenn  bei  unverändertem  m  die  Zahl  n 
unbegrenzt  zunimmt. 

e)  Bei  der  Reihe 

1  1-2  1-2-3 


x+1    '    (s+l)(*  +  2)    »    (s  +  l)(s  +  2)(*  +  3) 
hat  man 


u  «■ 


1-2-8-n  r       un         r     /  a?    \ 


Man  maß  daher  das  Raabesche  Kriterium  anwenden: 


««(^-O—™- 


n+"l 


Also  ist  die  Reihe  konvergent  für  x  >  1 ,  divergent  für  «  <  1 .  Sie 
divergiert  auch  für  x  =  1 ,  wie  man  direkt  erkennt.  Es  ist  übrigens, 
wenn  die  Reihe  konvergiert,  leicht  ihre  Summe  zu  erhalten.  Man  braucht 
nur  zu.  beachten,  daß  man  der  evidenten  Identität  (x  +  n)un  =»  wuÄ-1 
die  Form  geben  kann 

(x  -  l)un  -  nuÄ-1  -  (n  +  1)1»., 

so  daß  sich,  wenn  man  n  in  n  —  1,  n  —  2,  . .  .,  3,  2,  1  verwandelt 
und  dann  summiert,  ergibt 

(*-i)s.-i-(»+iK. 

Da  nun  die  Glieder  abnehmend  aufeinander  folgen,  so  ist  bekanntlich 
(§  207,  c)  limnu,  —  0.     Also  ist  8  =  — ^  • 

10* 
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f)   Für  positives  z,   welches   kleiner  als  die  Zahl  e  ist,  konvergiert 
die  Reihe 

(M)  i  +  2,(f)'+ 3,(f)' +  <)'  +  .... 

In  der  Tat  ist 

Un+1  x  ..     tt«+i        x 

lim —  —  <  1 . 


"'    (•+!)• 


"n  * 


Für  rr  >  e  ist  die  Reihe  divergent.  Sie  ist  auch  divergent  für  x  —  e,  da 
unter  dieser  Voraussetzung  das  betrachtete  Verhältnis  beständig  größer 
bleibt  als  die  Einheit  (§  156).     Der  Leser  wird  beweisen  können,   daß 

allgemeiner  die  Reihe,   welche  als  allgemeines  Glied  un  =  —  ( — j     hat, 

nur  für  p  >  {•  konvergiert  Die  Reihe  (12)  gehört  dem  Typus  der 
Reihen 

■£.  +  -*L+    *'     +       **      +  ... 

a,     '    c^  a^    '    0,0,0,    '    0,0,0,0* 

an,  bei  welchen  angenommen  wird,  daß  an  für  unendliches  n  einen 
Grenzwert  a  besitzt.     Da 

lim  — —  =  lun  —  —  — 

Un-l  «n  « 

ist,  so  sieht  man  sofort,  daß  die  Reihe  konvergiert  für  x  <  o,  divergiert 
für  x  >  a.  Sie  ist  auch  für  x  =  a  divergent,  wenn  die  Zahlen 
#1)  0g,  a3,  ...  wachsend  aufeinander  folgen,  da  man  alsdann  beständig 

>  1   hat.     In  den   andern  Fällen  hängt  die  Konvergenz  von 


*n 


Un-1         an 


der  speziellen  Folge  ab,  die  man  betrachtet,  und  in  erster  Linie  von  dem 
Verhalten  von  n  (an  —  a)  für  unendliches  n. 

g)  Es  soll  unter  der  Voraussetzung,  daß  der  Grenzwert  a  von  an 
für  unendliches  n  existiert,  die  Reihe 

IIa;  2!*1  ,  Z\x*  , 


x  +  ax       (x  +  ajpx  +  aj       (ä  + o,)(2a;  +  a,)(3a:  +  a,) 
untersucht  werden.     Man  hat 

Ferner  führt  die  Raabesche  Regel  zur  Berechnung  des  folgenden  Grenz- 
wertes: 

..        fnx  +  an         \  n         a 

limnl i — *  —  1)  «  Um—  =  —  • 

\      n#  /  x        x 

Also  ist  die  Reihe  konvergent  für  x<a,  divergent  für  «>a,  und  ihr 
Charakter  für  ar  =  a  hängt  in  erster  Linie  davon  ab,  wie  sich  («„  —  o)logn 
für  unendliches  n  verhält. 
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h)  Die  Divergenz  der  Reihe 

a  cc     ,  cc    ,  a     . 

sin—  +  sin—  +  sin-^-  +  sin— +••• 

für  jeden  positiven  oder  negativen  Wert  von  a  folgt  unmittelbar  aus  der 

Bemerkung,  daß 

a 
sin  — 

lim  n  u_  =  a  lim =  a 

n  a 

n 
ist.     Dagegen  konvergiert  die  Reihe 

cr.l.a.l.a.l.a. 
sinT+  ysinY  +  ysin-3-  +  vsin v  +  .  •  ., 

da   der    absolute    Betrag   ihres    allgemeinen    Gliedes    kleiner   ist.  als    das 
Produkt  von  — y  mit  der  Konstanten  |  a  | . 


n1 
i)  Die  Reihe 

(13)  sin«  +  sin  2a  +  sin  3a  +  sin  4a  +  •  •  • 

konvergiert  nicht,  da  das  allgemeine  Glied  sin  na  nicht  den  Grenzwert 
Null  hat  (wenn  man  voraussetzt,  daß  cc  kein  Vielfaches  von  it  ist).  Die 
Reihe  ist  unbestimmt.     In  der   Tat,  wenn  man  die  Glieder  von  Sn  mit 

sin—  multipliziert  und  sich  an  die  Relation 

2  sin  va  sin  y  —  cos  (2  v  —  1)  y  —  cos  (2  v  +  1)  — 

erinnert,  so  erhält  man 

2  Sn  sin  -5-  ■»  cos  -f  —  cos  (2  n  +  1)  y  =  2  sin  —  sin  - — y-* — 


«-»n  »*■ 

2 

w    2               v 

Die  Summe 

.    na 
sm-rr- 

n               a 

«m-rr- 

2 

8in(n+  ^IT 


2 


oszilliert    also    ohne    Ende.      Wenn    man    ferner   beachtet,   daß    bei    fest- 
gehaltenem cc  der  absolute  Betrag  von 

.    pec 

sin  — — 

sin  — 
2 

nicht  beliebig  groß  werden  kann,  so  erkennt  man,  daß  die  Reihe  (13)  zu 

den  in  einem  bekannten  Theorem  (§  194)  betrachteten  gehört.     Daraus 

folgt,  daß  man  die  Konvergenz  der  Reihe 

Oj  sma  +  ß»  sin 2  a  +  o*  sin  3 a  +  <*4  sia  4  a  +  •  *  • 

behaupten   kann,    wie   beschaffen    auch    die    Folge    der    Zahlen 
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^u  ß*»  ösi  •  •  •  se*n  ma8»  wenn  sie  nur  abnehmen  und  nach  dem 
Grenzwert  Null  konvergieren.     Z.  B.  ist  die  Reihe 

sina-f-isin2a  +  y8in3a  +  i8in4a  +  ''* 

konvergent  für  jeden  Wert  von  a. 

j)  Für  ein  zwischen  0  und  1  enthaltenes  x  die  Konvergenz  der  Reihe 

xßin*a  x%  su^aBin*  2  a 


1  +  a;coB,a    '    (l  +  a:co8,a)(l  +  ajcoB,2a) 
nachzuweisen.     Man  hat 


un  xtaxk*na 


U       -  1  +  flBCOB1*« 


Wenn  n  unbegrenzt  wächst,  so  hören  sin9 na  und  cos8 na  niemals  auf 
zwischen  0  und  1  zu  oszillieren,  mithin  hat  das  vorstehende  Verhältnis 
keinen  bestimmten  Grenzwert.  Nichtsdestoweniger  beachte  man,  daß  be- 
ständig 


^-<x<l 


Un-1 


ist,  und  daß  dies  genügt,  um   die  Konvergenz  der  Reihe  zu  behaupten. 

k)  Zu  beweisen ,  daß  man1)  die  Konvergenz  der  Reihe  f«!  +  u,  +  «,  +  •  •  • 
behaupten  kann,  sobald  es  gelingt  eine  positive  Veränderliche  an  zu 
finden  von  der  Beschaffenheit,  daß  von  einem  gewissen  Wert  von  n  ab 

J^->a J1  +  -L-) 

»n+l-     "\  ««+1/ 

ist.     Man  gewinnt  in  der  Tat  aus  dieser  Relation 

a         a    .  „  —    "+1 

—  nimmt  also  ab   und  hat  daher  einen  endlichen  Grenzwert.     Damit  ist 
die  Konvergenz  der  Reihe 

£-5)+£-*)+£-*)+- 

bewiesen  und  a  fortiori  die  der  vorgelegten  Reihe. 

1)  Gegeben  ist  eine  beliebige  Folge  von  positiven  Zahlen  <*!,  0|,  Ogi .  •  • 
Man  soll  die  Konvergenz  der  folgenden  Reihe  beweisen: 


+  vr-r^?7rn- ^  +  7rTTwr?7wrr^  + 


l  +  o,    '    (l  +  OiXl  +  oJ    '    (l  +  ai)(l  +  a»)(l  +  a») 
Es  genügt  zu  bemerken,  daß 

1)  Diese  spezielle  Konvergensregel  ist  von  F.  Gindice  in  den  Rendiconti 
del  Circolo  matematico  di  Palermo  (1890)  angegeben  worden. 
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ist,  um  zu  erkennen,  daß  die  Konvergenz  eine  unmittelbare  Folge  des  im 
vorigen  Übungsbeispiel  bewiesenen  Satzes  ist.     Übrigens  hat  man 


"•Ä 


(l  +  a1)(l  +  at)...(l  +  aw_1)       (1  +  a>)(l  +  «,)•..  (1  +««)' 

mithin 

o  _  t 1 

(l  +  a1)(l  +  a1)...(l  +  aw), 

Die  Zahl  Sn  wftchst  gleichzeitig  mit  n,  bleibt  aber  kleiner  als  die  Einheit. 
Sie  konvergiert  also  nach  einem  Grenzwert  8  ^  1. 

m)  Wenn  die  Reihe 


«iV        «i*tP        «**»P        «4*/ 


gegeben  ist,  in  welcher  cn  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  aus  posi- 
tiven Gliedern  bestehenden  divergenten  Reihe 


1+1+1+1+ 


bedeutet,  so  hat  man 


1  u„  1      «J+i  —  *£ 

tt«  "■  — :r »     °«  — a«-n  =  — ="  • 


ferner 


(..^-..t.)«.-+^+(^)'+-+(^r'>,- 

Also  ist  (§  211,  b),  wenn  p  die  Einheit  übertrifft,  die  betrachtete  Reihe 
konvergent  Wir  wissen  bereits  (§  203),  daß  für  p  =  1  und  a  fortiori 
für  p  <  1  die  Reihe  divergent  ist  Hiernach  wird  der  Leser  leicht 
das  Theorem  von  Jamet  (§  215)  ausdehnen  können,  indem  er  zeigt,  daß 
die  Reihe  Wj  +  Uj  +  «s  +  * ' '  konvergiert,  wenn  der  Ausdruck 


(•-■fcsjiS 


*» 


schließlich  größer  bleibt  als  eine  Zahl,  die  größer  ist  als  1, 
und  divergiert,  wenn  dieser  Ausdruck  schließlich  kleiner  oder 
gleich  1  bleibt     Übrigens  kann  man  statt  des  vorstehenden  Ausdrucks 

auch  das  Verhältnis  von  lost zu  \os0m  betrachten. 

219.    Berechnung    der    natürlichen    Logarithmen.      Von    der 

logarithmischen  Reihe  lassen  sich  sehr  nützliche  Anwendungen  machen. 
Unter  Bezugnahme  auf  das  am  Ende  von  §  186  Gesagte  bemerken  wir, 
daß  sich  durch  Summierung  von  (3)  und  (4)  die  Formel  ergibt 
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welche  nur  in  dem  Intervall  (—1,  1)  mit  Ausschluß  der  Grenzen  gilt 
Im  besondern  hat  man  für  x  «=  0     .  ^ 

(14)     log(n+ 1)  =  logn  +  2^^  +  z{2n\  1)t  +  6(8)/+  1)t  +  ■  •  ) 

und  kann  folglich  den  natürlichen  Logarithmus  einer  beliebigen 
ganzen  Zahl  berechnen,  wenn  man  den  natürlichen  Logarithmus  der 
ihr    vorangehenden   ganzen  Zahl  kennt.     So  findet  man  z.  B.   für  »  =  1 

(15)         iog2  =  !(1+^+_i^+7-^  +  ...), 

ferner  unter  Beschränkung  auf  die  acht  ersten  Glieder, 

log 2  =  0,69314718  ..., 

und  man  kann  sicher  sein,  daß  alle  hingeschriebenen  Dezimalstellen 
richtig  sind,  da  der  begangene  Fehler 

1  /_L_  +  _J_  +  _J_  +  . .  \  <  _?_  / ±  +  ±  +  ±  + . .  \ 

1  <    ' 


4    3    17    97        976726676  ^  108 

ist.  Um  dieselbe  Annäherung  mit  Hilfe  der  Formel  (9)  zu  erreichen, 
hätten  wir  (§  196,  c)  mehr  als  hundert  Millionen  Glieder  anwenden 
müssen.  Übrigens  kennt  man  verschiedene  andere  Formeln1),  die  noch 
viel  vorteilhafter   sind    als    die  Formel  (14).      Nimmt  man  in   der  Fun- 

2 

damentalformel    x  =*  — . — =--    und  beachtet,  daß 

n8 — 3n  ' 

n8  -  3«  ±  2  -  (n  ±  2)  (*  q:  1)* 
ist,  so  erhält  man 


}      (n  +  2)(n-l)*  4  4'  4» 

iög(n-2)(n+l),=3n8-  3n  ^  3(n8  — 3n)8_r  6(n,  —  3n)»"r 


•    • 


» 


woraus  man  unter  Beschränkung  auf  das  erste  Glied  der  Reihenentwickelung 
folgende  Formel  ableitet: 

log(n  +  2)  =  21og(n  +  1)  -  21og(»  -  1)  +  log(»  -  2)  +  jp^- 

Sie  liefert  den  Logarithmus  von  n  +  2  mit  vierundzwanzig  Dezimal- 
stellen ,  wenn  die  Logarithmen  von  n+1,  n  —  1,  n  —  2  bekannt  sind, 
vorausgesetzt,  daß  n  mehr  als  drei  Ziffern  hat.  In  der  Tat  ist  der  Fehler, 
den  man  durch  Vernachlässigung  der  Glieder  der  Reihe  vom  zweiten  an 
begeht,  kleiner  als 


1)  Man  verdankt  sie  Lavernede  (Nouvelles  Annale«  de  Mathematiques, 
t.  X,  p.  72)  und  Secretan  (Comptes  rendus  de  l'Academie  des  Sciences  de 
Pari 8,  t.  XLIV,  p.  1276).  Siehe  die  hierüber  von  Brocard  gemachten  Angaben 
im  Interme'diaire  des  Mathematiciens  (t.  VII,  p.  262). 
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*'  /t    .  *  ,  *'  \       16 

S(n«_ an)8\X  r  (nf  —  8n)f  ^(n8  —  8n)«  "1         /      3n(n*— 4)(nf— 3)(n»— 1)*' 

folglich  (wenn  n  größer  als  1000  ist)  kleiner  als  Tqü' 

220.  Berechnung  der  gemeinen  Logarithmen«  Bekanntlich 
lassen  sich  die  auf  eine  gegebene  Basis  a  bezüglichen  Logarithmen  aus 
den  natürlichen  Logarithmen  ableiten,  indem  man  diese  mit  einer  gewissen 
Zahl  M  multipliziert,  welche  der  Modul  des  betrachteten  Logarithmen- 
systems  heißt.  Auf  Grund  der  Definition  der  Logarithmen  ist  jede  Zahl  n 
gleich  aJj°gn  und  im  besondern  gleich  elog*.  Daraus  folgt,  wenn  man  die 
Logarithmen  der  beiden  Zahlen  einander  gleich  setzt  (Logarithmen,  die 
dem   einen    oder   dem   andern   System  angehören),   Logn  =  M logn,    wo 

M  =  Loge  oder  M  =  j ist.     Um  die  gemeinen  Logarithmen  (a  =  10) 

zu  berechnen,  muß  man  also  vor  allem  den  Wert  ihres  Moduls  ermitteln: 

M *»  i — tu'     Nun  hat  man  aber  nach  der  Formel  (14) 
log  10  v     ' 

log5  =  log4  +  2(4-  +  ^.  +  ^  +  ^  +  ..-), 
mithin  unter  Erinnerung  an  (15) 

fc,io-i(i+ij+jiI+...)+{(i+^  +  j4iI+...). 

Beschränkt  man  sich  in  den  beiden  Reihen  auf  wenige  Anfangsglieder,  so 
findet  man 

log  10  —  2,302585092  .  .  . ,  M  —  0,434294481  .  . . 

Dies  vorausgeschickt  multipliziere  man  mit  diesem  M  die  beiden  Seiten 
Ton  (14).     Dann  erhält  man  die  Formel 

Log («  +  1 )  -  Log »  +  2  M  (^i-j  +  i^rjj-.  +  6(t</+  t).  +  •••), 

welche  zur  Konstruktion  der  Tafeln  für  gemeine  Logarithmen  bequem 
genng  ist.  Will  man  z.  B.  die  Logarithmen  der  Zahlen  unterhalb  100000 
haben,  so  genügt  es  die  Logarithmen  der  zwischen  104  und  105  ent- 
haltenen Zahlen  zu  berechnen,  und  man  kann  daher  in  der  obigen  Formel 
*  >  104  voraussetzen.  Selbst  wenn  man  die  Reihe  auf  das  erste  Glied 
allein  beschränkt,  so  ist  der  Fehler,  den  man  macht, 

2M  \3(2n+l)»  +  6(2n+l)5  "*         /  <  3  \(2n  +  l)8  +  (2n  +T)»  +  '  '  / 

1  .1.1 


^  <M*,S  ^ 


12w(n+l)(2n+l)  ^  24n»  ^  10" ' 
und  man  kann  daher,  wenn  man  die  Formel 

Log(n  +  1)  -  Logn  +  ^-^ 

nur  Berechnung   der   gemeinen    Logarithmen  anwendet,   sicher  sein,   daß 
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die  Resultate,  die  man  erhält,  bis  auf  weniger  als  eine  Einheit  der  drei- 
zehnten Dezimale  angenähert  sind.  Eine  größere  Annäherung  kann  man 
erreichen,  wenn  man  von  den  andern  Formeln  Gebrauch  macht,  deren 
wir  im  vorigen  Paragraphen  Erwähnung  taten. 

221.  Formel  von  Stirling.  Um  eine  der  interessantesten  An- 
wendungen von  der  Reihe  (14)  zu  machen,  wollen  wir  damit  beginnen, 
dieselbe  auf  folgende  Form  zu  bringen: 

(n  +  y)  log(l  +  |)  -  1  +  ,(,,+  !).  +  65iW«  +  *  *  - 
Die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  hat  offenbar  eine  Summe,  die  kleiner  als 

1  +  Y  \(2n+lj»  +  (2n+lp  ^         /       *  "*~  12n(n  +  l) 
ist.     Daraus  folgt 

oder,  wenn  .man  von  den  Logarithmen  zu  den  Numeri  zurückgeht, 

(16)  e<(l  +  ^-Y,  +  T<el  +  M"<»+1>. 
Dies  vorausgeschickt  setzen  wir 

(17)  o„  -  — j 

n     * 
und  bemerken,  daß 

(■+r{ 


ist.     Die  Ungleichungen  (16)  werden 


a. 


1  <-^L-<eW»<«  +  «f 

d.  h. 


a»  +  i 


«n*    12w  <«*  +  !*   12("  +  1)<...<a-  +  1<an. 

i 
Wir  sehen  auf  diese  Weise,  daß  die  Zahlen  ane   18tt  gleichzeitig  mit  n 
wachsen,  indem  sie   kleiner  bleiben  als   die  Zahlen  a„,  welche  ihrerseits 
eine  abnehmende  Folge  bilden.     Die  einen  wie  die  andern  Zahlen  haben 
also  endliche  Grenzwerte,   die  notwendig  einander  gleich  sind,   und  wenn 

man  setzt 

i 

lima,,  =  lima^e    18"  =  a, 
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so  hat  man  für  jeden  Wert  von  n 


0^ 
U*  ^  /■  ^  n  A     Vi     ^  _  ^   /,     18n 


anc   1**<a<aJI,     d.h.  a  =  aHe 

für   einen   passenden  Wert  von  0  zwischen  0  und    1.     Ersetzt  man  an 

l  e 

n  +  —    — ■  n  + 

durch  den  Ausdruck  (17),  so  erhält  man  n!  =  an  2  e  12n.  Im  fol- 
genden werden  wir  sehen ,  daß  a  =  y2it  ist.     Schreiben  wir  also  schon 

jetzt 

_        e 

1-2-3-4---M  —  Y2itn  •  w%    *  +  1**. 

Dies  ist  die  Formel  von  Stirling,  welche  den  Wert  von  n\  mit  großer 
Annäherung  zu  berechnen  gestattet,  wenn  n  sehr  groß  ist. 

222.    Binomialreihe.     So  nennt  man  die  Reihe 

1-t-jS-f       1>2      ar-f  1.2.3  x^ 

Es  wird  nämlich  im  folgenden  bewiesen  werden,  daß,  so  oft  sie  kon- 
vergiert (außer  für  m  =  0  und  x  =  —  1),  ihre  Summe  (1  +  x)m  ist,  so 
daß  man  im  besondern,  wenn  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  die  be- 
kannte1) Entwickelung  von  (l  +  x)m  in  ein  Polynom  von  m  +  1  Gliedern 
wiederfindet  Für  welche  Werte  von  x  und  von  m  konvergiert 
die  Binomialreihe?  Um  auf  diese  Frage  zu  antworten,  ist  es  vorteil- 
haft, der  Reihe  die  Form  zu  geben 

a0  —  alx  +  w*  —  a^x?  +  •  •  • , 

indem  man  setzt 

wo  ß  «-*  m  +  1  ist.  Es  sind  also,  wenn  n  wächst,  die  Koeffizienten 
schließlich  alle  von  demselben  Vorzeichen,  da 


lim  -J^  =  l 


ist  Daraus  folgt,  daß  der  absolute  Betrag  des  Verhältnisses  eines  Gliedes 
zu  dem  vorhergehenden  Gliede  als  Grenzwert  den  absoluten  Betrag  von  x 
hat  Es  gilt  also  (wenn  wir  für  x  <  0  den  §  210,  ferner  für  x  >  0 
den  §  190  heranziehen)  folgendes:  Die  Reihe  konvergiert  für  |#|<1 
und  konvergiert  nicht  für  |  x  |  >  1 ,  welches  auch  der  Wert  von  m  sein 
mag.  Mit  andern  Worten,  die  Binomialreihe  läßt  (—1,  1)  als  Kon- 
vergenzintervall zu.  Es  bleibt  uns  aber  noch  übrig,  ihren  Charakter  an 
den  Grenzen  dieses  Intervalls  zu  untersuchen.  Nun  lautet  aber  für  x—  —  \ 
unsere  Reihe  a^  +  Oj  +  <h  +  •  •  •  i  und  da 


limn( 1)  =  lim — —  =  u 

«=•    V*-P         /      *=oon-P      r 
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ist,  so  konvergiert  sie  für  m  >  0  (und  auch  fär  m  —  0),  divergiert  da- 
gegen für  m  <  0.  Für  x  —  1  lautet  unsere  Reihe  a^  —  Oj  +  «i  —  •  •  •»  und 
ihre  Glieder  haben  daher '  schließlich  abwechselnde  Vorzeichen.  Daraus 
folgt,  daß  die  Reihe  nicht  konvergiert,  wenn  man  schließlich  an  ^  a„_j 
hat.  Dies  ist  der  Fall  für  m  ^  —  1 .  Sie  konvergiert  dagegen  für 
m  >  —  1,  da  unter  dieser  Voraussetzung  nicht  nur  an  <  a„_1  ist  für 
genügend  großes  n,  sondern  auch  lim  an  =  0.  In  der  Tat  hat  man, 
wenn  v>m  fixiert  ist,  *=a0 

ferner,  wenn  man  sich  an  die  Divergenz  der  harmonischen  Reihe  er- 
innert,  lim  (av/an)  =  <x>   und  endlich  limaJI  =  0.     Es  ist  also,   um    zu- 


«=s  00  «  =  QO 


sammenzufassen,  das  Konvergenzintervall  der  Binomialreihe  ( — 1,1); 
man  muß  jedoch  beide  Grenzen  ausschließen,  wenn  m  nicht 
größer  als  —  1  ist,  und  nur  die  untere  Grenze,  wenn  m  zwar 
—  1  übertrifft,  aber  negativ  ist. 

223.  Berechnung  der  numerisohen  Wurseln.  Man  kann  die 
Binomialreihe  anwenden  zur  Aufsuchung  von  mehr  oder  weniger  ein- 
fachen arithmetischen  Regeln  zur  Ausziehung  der  Wurzeln  aus  Zahlen. 
Wir  wollen  uns  z.  B.  auf  die  Quadratwurzeln  beschranken.  Wenn  die 
ganze  Zahl  N  gegeben  ist  und  mit  a%  die  größte  Quadratzahl  bezeichnet 
wird,  welche  sie  nicht  übertrifft,  so  hat  man,  nachdem  N  =  a*  +  x  ge- 
setzt worden  ist, 

V*        aV^  a*)  a^2a       8a8  ^  16a* 

Die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  konvergiert  sehr  rasch,  wenn  das  Vor- 
hältnis  -y  genügend  klein  ist     Übrigens  ist  klar,  daß  man,  weil 

ist,  0  <^  #  <  2  a  +  1  hat  oder 

=  a1  ^      a«      ^  1 ' 

vorausgesetzt,  daß  N  größer  ist  als  9.  Diese  letzte  Annahme  ist  immer 
erlaubt,  da  es,  wenn  die  Zahl  N  zu  klein  wäre,  genügen  würde  sie  mit 
einem  vollkommenen  Quadrat  k*  zu  multiplizieren,  die  Wurzel  aus  Jc*N 
auszuziehen  und  das  Resultat  durch  k  zu  dividieren.  Da  nun  die  Glieder 
der  Reihe  abgesehen  vom  ersten  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  so 
können  wir  mit  einem  beliebigen  Gliede  schließen  und  sicher  sein,  daß 
der  begangene  Fehler  den  absoluten  Betrag  des  folgenden  Gliedes  nicht 
übertrifft.  Man  kann  auch  durch  successive  Annäherungen  vor- 
gehen, indem  man  als  erste  Annäherung  von  yN  den  Wert  o,  wählt, 
den  man  erhält,  wenn  man  sich  in  der  Reihe  auf  wenige  Glieder  be- 
schränkt, z.  B.  auf  die  drei  ersten: 

,     x         x* 

at  —  a  -f-  -=r 5—4  • 

1  '    2a        8as 
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Beschränkte  man  sich  auf  die  beiden  ersten  Glieder,  so  würde  man  das 
bekannte  Verfahren1)  zur  Ausziehung  der  Quadratwurzeln  wiederfinden. 
Es  sei  ferner  N=*  a^  +  o^,  und  man  berechne' 

+    xt         x^ 
-  -        2^~8V* 

Ebenso  setze  man  N «=  af  -f-  a;8,  und  es  sei  (%  =  <%  +  «p —  «p-?  u-  s-  w- 

Die  Zahlen  o^  o,,  o,,  ...  konvergieren  rasch  nach  dem  Werte  j/jV!    In 

der  Tat  ist   der  relative  Fehler,   den   man    macht,   wenn   man  Oj   als 

y —  x*         08  x 

Wert  von  yN  annimmt,  kleiner  als  t^-^  <  — ,  wenn  -j  <  0  ist.  An- 
dererseits ist 

f     s  2\  x*  x*  xl  Xs  6S  • 

x1  =  x-(a1  -«J-gSi-eSS*1    ^i<8^<T' 
mithin   der   bei   der   zweiten   Annäherung   begangene   Fehler   kleiner   als 
Z1'  «  <C  -zu ,  und  ebenso  findet  man  die  bei  den  weiteren  Annäherungen 
begangenen  Fehler  kleiner  als  ^,  J^,  |^,  .  .  . 


Wnflqß  der  Anordnung  der  Glieder  auf  den  Charakter 

der  Beihon. 

224.  Definitionen.  Wir  werden  von  zwei  Reihen  sagen,  daß 
sie  sich  nur  durch  die  Anordnung  der  Glieder  unterscheiden, 
wenn  jedes  Glied,  welches  eine  gewisse  Anzahl  von  Malen  in  der 
einen  vorkommt,  ebenso  viele  Male  in  der  andern  vorkommt  und 
umgekehrt  Dabei  sehen  wir  von  den  verschwindenden  Gliedern  ab. 
Die  Anordnung  der  Glieder  einer  Reihe  abändern  heißt  eine 
andre  Reihe  konstruieren,  die  sich  von  der  ersten  nur  durch  die  An- 
ordnung der  Glieder  unterscheidet.  In  diesen  Definitionen  ist  die 
Voraussetzung  enthalten,  daß  ein  und  dasselbe  Glied  in  jeder  Reihe 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Malen  auftritt.  Damit  ferner  eine 
Umordnung  der  Glieder  wohl  definiert  sei,  ist  es  nötig  in  eindeutiger 
Weise  die  Stelle  n  angeben  zu  können,  an  welche  das  Glied  von  der 
Stelle  n  hinkommen  soll.  Auf  diese  Weise  entspricht  jedem  end- 
lichen Werte  von  n  ein  endlicher  Wert  von  n';  denn  sagt  man,  daß 
uu  ins  Unendliche  rücken  soll,  so  ist  das  keine  Bestimmung  der 
Stelle,  welche  uH  nach  der  Umordnung  einnehmen  soll. 

225.  Es  entsteht  nun  von  selbst  die  Frage:  Ist  es  erlaubt 
die  Anordnung  der  Glieder  einer  Reihe  zu  ändern?  Wir 
werden  sehen,  daß  dies  nicht  immer  erlaubt  ist,  weil  eine  Umordnung 


1)  Baltzer,  Elemente  der  Mathematik,  2.  Teil,  §  16. 


der  Glieder  nicht  nur  den  Wert  der  Summe  der  Reihe  beeinflussen 
kann,  falls  diese  konvergent  ist,  sondern  auch  den  Charakter  der 
Reihe  selbst.  Inzwischen  werden  wir  sagen,  daß  eine  Reihe  ab- 
solut konvergent  oder  absolut  divergent  Ist,  wenn  sie  ihreu 
Charakter  bewahrt,  welches  auch  die  Anordnung  der  Glieder  sein 
mag.  Wir  werden  beweisen,  daß  bei  solchen  Reihen  nicht  blos  der 
Charakter  unveränderlich  ist,  sondern  auch  der  Wert  der  Summe. 
Einfach  konvergent  oder  einfach  divergent  werden  wir  jede 
konvergente  oder  divergente  Reihe  nennen,  welche  es  nicht  absolut  ist. 
22fi.  Wir  wollen  uns  auf  das  Studium  derjenigen  Reihen  be- 
schränken, bei   welchen   man  lim  m,  =  0  hat,   da   auf  solche   Reihen 

immer  die  Abänderung  der  Anordnung  der  Glieder  anwendbar  ist, 
wie  wir  sie  in  §  224  definiert  haben.  Vor  allen  Dingen  kann  bei 
einer  jeden  von  diesen  Reihen  ein  Glied  a  §  0  nicht  unendlich  oft 
vorkommen;  denn  wenn  t  zwischen  Ü  und  |  n  |  gewählt  wird,  so  gibt 
es  eine  Zahl  v  derart,  daß  für  u  >  v  immer  w,  <  t  ist,  so  daß  die 
Glieder,  welche  gleich  a  sind,  notwendig  unter  den  v  ersten  enthalten 
sind  und  daher  ihre  Anzahl  v  nicht  übertrifft.  Überdies  bleibt  der 
Umstand,  daß  das  allgemeine  Glied  den  Grenzwert  Null 
hat,  bei  jeder  Umordnung  erhalten.  In  der  Tat  sei  v  die 
Stelle,  die  nach  der  Umordnung  dasjenige  von  den  Gliedern  w, , 
«s,  ...,  ut  einnimmt,  welches  in  der  neuen  Reihe  rechts  vod  allen 
andern  zu  stehen  kommt.  Unter  den  ersten  v  Gliedern  dieser  Reihe 
sind  also  alle  Glieder  au  suchen,  deren  absoluter  Betrag  nicht  kleiner 
ist  dB  t.  Wenn  t  gegeben  ist,  so  gibt  es  also  eine  Zahl  v  derart, 
daß  für  h>v'  immer  |«„|<f  ist  Also  ist  auch  nach  der  Um- 
ordnnng   lim  •<  m  —  0. 

227.  Theorem  I.  Eine  Reihe  mit  positiven  Gliedern 
kann   nur  absolut  konvergent  oder  absolut    divergent   seiu, 

Wenn  die  Reihe  divergent  ist,  so  werde  in  ihr  eine  Umordnung 
der  Glieder  vorgenommen,  und  es  sei  w,'  -+-  us'  +  «,'  +  •■■  die 
Reihe,  welche  man  erhält.  Wenn  man  in  dieser  ii  Glieder  nimmt, 
unter  denen  sich  alle  Glieder  von  $n  befinden,  so  hat  man  &%-  >  Sm 
und  da  nach  der  Voraussetzung  Sn  jede  Grenze  aberschreitet,  wenn  i 
ins  Unendliche  wächst,  so  gilt  dasselbe  vnn  &*,  da  n  (^>  n)  mit  » 
unbegrenzt  zunimmt.  Die  Reihe  bleibt  also  divergent  trotz  der 
eingetretenen  Umordnung.  Wenn  ferner  die  Reihe  konvergent  ist, 
su  nehme  man  in  ihr  die  n  ersten  Glieder,  und  es  sei  »  groß  genug, 
damit  unter  ihnen  die  «'  Glieder  TOD  ftt  enthalten  sind.  Dann  ist 
8g  <  &'„,  und  da  nach  der  Voraussetzung  lS,  nach  einem  Grenzwert  fc' 
konvergiert,  wenn   n    nnd   daher  n   ins  Unendliche   wächst,    so   kann 

man  das  Gleiche  von  &'„•  sagen,  welilns  mit   ■■'  msil I      Die  Reihe 

bleibt  also  konvergent. 
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228.  In  dem  letztbehandelten  Falle  hat  man  überdies  S"  <^  S. 
Wenn  dagegen  in  der  zweiten  Reihe  n  Glieder  genommen  werden,  die 
unter  sich  die  n  Glieder  von  Sn  enthalten,  so  ist  S'n>^>Sn.  Mithin 
ist,  da  wir  bereits  die  Existenz  von  S'  bewiesen  haben,  gleichzeitig 
£f  ^  &  Also  ist  &  =*  S.  Wir  sehen  auf  diese  Weise,  daß  eine 
Umordnnng  der  Glieder  in  einer  konvergenten  Reihe  mit  po- 
sitiven Gliedern  nicht  nur  die  Konvergenz  der  Reihe  nicht 
aufhebt,  sondern  auch  die  Summe  ungeändert  läßt. 

229.  Theorem  IL  Es  sei  eine  Reihe  gegeben,  deren 
Glieder  nach  dem  Grenzwert  Null  konvergieren,  und 

Oi+Oi  +  Oi-i ,    61+62  +  63H 

seien  bezüglich  die  Reihen,  welche  aus  den  positiven 
Gliedern  und  aus  den  absoluten  Beträgen  der  negativen 
Glieder  bestehen,  und  zwar  in  der  Anordnung,  in  der  man 
sie  vorfindet.  Wenn  die  Reihen  (a)  und  (6)  konvergent 
sind,  so  ist  die  gegebene  Reihe  absolut  konvergent  Wenn 
nur  eine  von  diesen  Reihen  konvergent  ist,  so  ist  die  ge- 
gebene Reihe  absolut  divergent.  Wenn  die  beiden  Reihen 
divergent  sind,  so  hängt  der  Charakter  der  gegebenen  Reihe 
von  der  Anordnung  ihrer  Glieder  ab,  weil  man  durch  ge- 
eignete Umordnungen  bewirken  kann,  daß  die  Reihe  kon- 
vergent, divergent  oder  unbestimmt  wird;  und  wenn  sie 
konvergent  ist,  so  kann  man  erreichen,  daß  ihre  Summe 
jeden  beliebigen  Wert  annimmt1). 

a)  Wenn  man  die  n  ersten  Glieder  der  Reihe  betrachtet  und 
annimmt,  daß  a  von  ihnen  positiv  und  ß  negativ  seien,  so  wird,  wenn 
man  mit  Ä^  und  Bn  die  Summen  der  n  ersten  Glieder  der  Reihen  (a) 
und  (6)  bezeichnet, 

(18)  8.-A.-  Bfl 

sein.  Man  bemerke,  daß  die  Zahlen  a  und  ß  gleichzeitig  mit  n  un- 
begrenzt wachsen.  Sonst  würden  nämlich  in  der  Reihe  schließlich  alle 
Glieder  dasselbe  Vorzeichen  haben.  Wenn  nun  die  beiden  Reihen 
konvergent  sind,  so  konvergiert  Sn  nach  dem  Grenzwert  S  =  A  —  B, 
mithin  ist  die  betrachtete  Reihe  konvergent.  Sie  konvergiert  ferner 
absolut,  da  wir  in  §  227  gesehen  haben,  daß  man  sowohl  in  (a)  als 
auch  in  (b)  die  Glieder  beliebig  umordnen  kann,  ohne  daß  diese 
Reihen  aufhören  zu  konvergieren,  ohne  daß  mithin  die  gegebene 
Reihe  zu  konvergieren  aufhört. 

b)  Wenn   die   eine   Reihe    konvergent    und.  die    andere    Reihe 

1)  Das  Theorem  wurde  von  Riemann  im  Jahre  1884  angegeben.  Siehe 
„B.  Kiemannn  ges.  math.  Werke11  (p.  221). 
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divergent  ist,  so  wächst  Sn  dem  absoluten  Betrage  nach  über  alle 
Grenzen.  Die  betrachtete  Reihe  ist  also  divergent,  und  zwar  absolut, 
nach  dem  in  §  227  Gesagten. 

c)  Es  seien  nunmehr  die  Reihen  (a)  und  (b)  divergent.  Die 
Gleichung  (18)  sagt  uns  nichts  mehr,  da  Aa  und  B*  über  alle 
Grenzen  wachsen,  ohne  daß  es  erlaubt  ist,  irgend  etwas  über  die  Art 
und  Weise,  wie  ihre  Differenz  variiert,  zu  behaupten.  Man  muß  also 
andere  Betrachtungen  zu  Hilfe  nehmen.  Zunächst  wollen  wir  zeigen, 
daß  man  die  Glieder  der  gegebenen  Reihe  in  der  Weise  anordnen 
kann,  daß  dieselbe  konvergent  ist  und  eine  a  priori  angegebene 
Summe  o  hat.  Man  nehme  so  viele  Glieder  der  Reihe  (a),  ab  ge- 
rade nötig  sind  um  eine  Summe  zu  bilden,  die  größer  als  6  ist,  so 
daß  C4  +  <%  +  •  •  •  +  dp  >  6}  dagegen  Ox  +  <%  -\ h  %-\  ^  6  oder 

ist.  Dies  ist  immer  möglich,  da  die  Reihe  (a)  als  divergent  voraus- 
gesetzt wird.  Ebenso  gestattet  es  die  Divergenz  der  Reihe  (ft),  von 
S^  so  viele  Glieder  der  genannten  Reihe  abzuziehen,  als  gerade 
nötig  sind,  um  eine  Summe  zu  erhalten,  die  nicht  größer  ist  ab  6, 
so  daß 

«i  +  o*  H h  %  -  6i  —  6t K^  6  > 

<h  +  <h"\ +  %  —  \  —  \ 6,-i  >  * 

oder 

ist.  In  analoger  Weise  addiere  man  (i  neue  Glieder  von  (a)  und 
subtrahiere  darauf  v  Glieder  von  (b)  und  setze  diese  Konstruktion 
von  Summen  fort,  welche  die  kleinstmöglichen  Oszillationen  um  0 
ausführen.     Die  bisherigen  Ungleichungen  und  die  weiteren 

*V« +  »+/*' +  »'  +  /*"  ^  **f  ^>+r  +  f4'  +  »'  +  A4"-l  ^  0 y 


kann  man  folgendermaßen  schreiben: 


Sie  zeigen,  daß,  wenn  man  n  die  Werte 

(19)   (i,  (i  +  v,  (i  +  v  +  n'y  (i  +  v  +  fi  +  v,  ti  +  v  +  p+v  +ti",  . 
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erteilt,  die  Differenzen  zwischen  Sn  und  6  dem  absoluten  Betrage 
nach  die  Glieder  der  Reihe 

nicht  übertreffen,  welche  nach  der  Voraussetzung  den  Grenzwert  Null 
haben.    Man  hat  also 

(20)  limS,,-*, 

wenn  n  die  Folge  (19)  durchlauft.  Wenn  nun  n  nicht  dieser  Folge 
angehört,  so  ist  es  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Gliedern  der- 
selben, i  und  j,  enthalten,  und  man  hat 

8i<Sn<8J    oder    $>£.>£„ 

je  nachdem  i  eine  gerade  Stelle  oder  eine  ungerade  Stelle  in  der 
Folge  (19)  einnimmt.  Sn  ist  also  immer  zwischen  zwei  Zahlen  ent- 
halten, die  den  Grenzwert  6  haben,  und  die  Gleichung  (20)  be- 
sieht also  ohne  Einschränkungen.  JJfn  ferner  zu  beweisen,  daß  die 
Reihe  divergent  oder  unbestimmt  werden  kann,  genügt  es  die 
obigen  Überlegungen  zu  wiederholen,  indem  man  ö  durch  eine  mit  n 
veränderliche  Größe  ersetzt,  die  mit  wachsendem  n  unendlich  zunimmt 
oder  keinen  bestimmten  Grenzwert  hat. 

230.  Theorem  HE.  Für  die  absolute  Konvergenz  einer 
Reihe  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  aus  den  ab- 
soluten Beträgen  der  Glieder  gebildete  Reihe  konvergiert1). 

Die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe  der  absoluten  Be- 
träge ist  Aa  +  B*.  Diese  Reihe  ist  also  divergent,  wenn  wenigstens 
eine  der  Reihen  (a)  und  (V)  divergent  ist,  und  sie  ist  konvergent  nur 
im  Falle  der  gleichzeitigen  Konvergenz  dieser  Reihen.  Auf  Grund 
des  vorigen  Theorems  wird  diese  gleichzeitige  Konvergenz  immer 
und  nur  im  Falle  der  absoluten  Konvergenz  der  vorgelegten  Reihe 
stattfinden. 

231.  Theorem  IV.  Die  Summe  einer  absolut  konver- 
genten Reihe  bleibt  bei  jeder  beliebigen  Umordnung  der 
Glieder  ungeändert. 

Wir  haben  gesehen,  daß  im  Falle  der  absoluten  Konvergenz  die 
Reihen  (a)  und  (b)  konvergent  sind.  Die  Summe  der  n  ersten  Glieder 
Aa  —  B*  wird  nach  einer  Umordnung  der  Glieder  Äa>  —  Bp.  Aber 
die  konvergente  Reihe  (a)  hat  positive  Glieder,  und  wir  haben 
bereits  bewiesen  (§  228),  daß  die  Summe  einer  solchen  Reihe  unab- 
hängig von  der  Anordnung  der  Glieder  ist,  so  daß  mit  dem  Zunehmen 
von  a  oder  von  a   sich  Aa  und  Ä^  einem  und  demselben  Grenzwerte 


1)  Dieses  wichtige  Theorem  verdankt  man  Lejeune-Dirichlet  (Crelles 
Journal,  1889). 

G«i*ro,  Amlyti«.  11 
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nähern.  Ahnliches  gilt  von  B*  und  BJr,  welche  sich  dem  Grenz- 
wert B  nähern.  Also  ist  die  Summe  der  vorgelegten  Reihe  immer 
8  -  A  -  B. 

232.  Theorem  V.  Wenn  die  Glieder  einer  einfach  kon- 
vergenten Reihe  dem  absoluten  Betrage  nach  abnehmend 
aufeinander  folgen,  so  kann  das  Verhältnis  zwischen  der 
Anzahl  der  positiven  Glieder  und  derjenigen  der  nega- 
tiven Glieder,  die  unter  den  n  ersten  enthalten  sind,  für 
unendliches  n  nicht  einen  von  der  Einheit  verschiedenen 
Grenzwert  haben1). 

Nimmt  man  an  =  1  oder  an  =  —  1,  je  nachdem  das  allgemeine 
Glied,  dessen  absoluten  Betrag  wir  mit  un  bezeichnen,  positiv  oder 
negativ  ist,  so  kann  man  der  vorgelegten  Reihe  die  Form 

geben.  Auf  Grund  des  Theorems  von  Dirichlet  ist  die  Reihe 
ui  +  *H  +  tts  +  ' '  *  divergent.  Überdies  konvergieren  ihre  Glieder 
abnehmend  nach  Null,  mithin  hat  man  (§  145) 

lim?L±^±_dL-an  _  lün ia+,^  +  -  +  ^  -  0, 

vorausgesetzt,  daß  der  erste  Grenzwert  existiert.  Beachtet  man  nun, 
daß  ax  +  <%  +  •  •  •  +  an  gleich  dem  Überschuß  der  Anzahl  der  posi- 
tiven Glieder  über  diejenige  der  negativen  Glieder  ist,  so  sieht  man, 
daß  der  Grenzwert  des  Verhältnisses  dieser  beiden  Zahlen 

Iimn  +  (q1+a1  +  -   -  +  «n)  _  ^    T*WT^T _  _  x 

n  _  (o^  4.  o  ^ 1_  fln)  i 

1  —  tt  («i  +  «i  H r-öft) 

ist,  d.  h.  die  positiven  Glieder  sind  ebenso  häufig  wie  die 
negativen. 

233.  Übungen,    a)  Die  Reihe  l  +  ±-I  +  ±  +  j-.L  +  jH 

kann  höchstens  einfach  konvergieren,  da  die  aus  den  absoluten  Beträgen 
der  Glieder  gebildete  Reihe  divergiert.  Bemerkt  man  indessen,  daß  diese 
absoluten  Beträge  abnehmend  aufeinander  folgen,  und  daß  die  positiven 
Glieder  häufiger  sind  als  die  negativen,  so  genügt  dies  auf  Grund  des 
letzten  Theorems  um  zu  behaupten,  daß  die  vorgelegte  Reihe  nicht  kon- 
vergent ist.  Und  in  der  Tat  erkennt  man  mit  Hilfe  der  Formel  (l),  daß 
die  Summe  der  n  ersten  Glieder  ins  Unendliche  wächst  wie  £logn. 

b)  Die  Reihe  1 - -4 — -  +  •  •  •  ist  offenbar  unbestimmt  für 

J  2*         &  4tp 


1)  Siehe  im  „Bulletin  des  Sciences  math.  et  astr."  (1888)  einen  geistreichen 
Beweis  dieses  Theorems,  den  wir  G.  Bagnera  verdanken. 


§  2SS     Einfloß  der  Anordnung  der  Glieder  auf  den  Charakter  der  Reihen.       163 

p  <^  0 ,  da  ihre  Glieder  abwechselnde  Vorzeichen  haben  und  nicht  nach 
Null  konvergieren.  Sie  ist  dagegen  konvergent  für  p  >  0,  da  in  diesem 
Falle  die  absoluten  Betrage  der  Glieder  beständig  abnehmend  nach  Null 
konvergieren.  Andrerseits  wissen  wir  (§  212,  a),  daß,  wenn  man  alle 
Glieder  positiv  nimmt,  die  so  erhaltene  Reihe  nur  für  p  >  1  konvergiert. 
Also  ist  die  betrachtete  Reihe 

absolut  konvergent  für  p  >  1 , 
einfach  konvergent     „    0<p^l, 
unbestimmt  „   p  <^  0. 

c)  Im  besondern  konvergiert  einfach  die  Reihe 

x  S     '     8  4     *  » 

mithin  muß  man  nach  dem  Theorem  von  Riemann  die  Anordnung  der 
Glieder  derart  ändern  können,  daß  die  Summe  der  Reihe  einen  beliebig 
gegebenen  Wert  tf  annimmt.  Wir  wollen  zeigen,  daß  man  hierzu  gelangt, 
indem  man  die  Glieder  derart  umordnet,  daß  die  Wahrscheinlichkeit,  in 
der  neuen  Reihe  ein  positives  Glied  zu  finden 

e*a 

ist,  vorausgesetzt,  daß  man  die  Reihenfolge  der  Glieder  gleichen  Zeichens 
ungeändert  läßt.  In  der  Tat,  wenn  unter  den  n  ersten  Gliedern  der 
neuen  Reihe  a  positive  und  ß  negative  sind,  und  wenn  man  für  un- 
endliches n 

lim  —  «=  13  und  folglich  lim  —  =  1  —  ^r 
hat,  so  kann  man  schreiben 

°n        \A  1-  3  T   6   T  ^  2a  —  1/        \2   ^   4   ^   6   ^  ^2(5/' 

ferner  unter  Zuhilfenahme  unserer  Formel  (1) 

und  endlich  für  unendliches  n 

S-ilimlog^-log^j/^. 

Setzt  man  den  letzten  Ausdruck  gleich  a  und  berechnet  daraus  ear,  so 
findet  man  gerade  die  Formel  (21).  Wenn  man  z.  B.  haben  will,  daß 
die  Summe  der  Reihe  ungeändert  bleibt,  so  muß  <J  =  log2  sein,  folglich 
üJ=--|.  Es  ist  also  notwendig,  daß  die  positiven  Glieder  ebenso 
häufig  bleiben  wie  die  negativen.     Z.  B.  ist 

i  +  i-i-i  +  i  +  +  -*-i  +  i  + log«- 

Ebenso  ist  es,  wenn  die  Summe  null  sein  soll,  erforderlich  in  (21)  <J  =  0 
zu  setzen,  woraus  sich  ergibt  oT  =  -J-.     Z.  B.  ist 

x  S  4  6  8     '     8  10  12  14  16     •     5  v  * 

11* 


d)  Es  werde  wieder  die  Binoniialreihe  betrachtet,  um  zu  ermitteln, 
in  welchen  Rillen  ihre  Konvergenz  absolut,  ist.  Wir  bkbfll  gesehen 
{§  322),  daß,  wenn  x  negativ  ist,  die  Glieder  schließlich  alle  dasselbe 
Vorzeichen  haben  und  daher  l§  227)  die  Reih»  in  dem  Intervalle 
(—1,  0),  die  obere  Grenze  nicht  ausgeschlossen,  absolut  konvergiert,  was 
auch  m  sein   mag.      Daraus    folgt  auf  Grund   Sei  Theorems  «in   ! 

daß  die  Konvergenz  auch  in  dem  Intervalle  (0,  l)  mit  Aussc  liluti  der 
oberen  Grenze  absolut  ist.  Die  einfache  Konvergenz  Wann  mu  also  nur 
für  x  —  1  haben,  und  man  hat  sie  für  diejenigen  Werte  von  m,  Für 
welche  die  Reihe  nicht  konvergiert,  wenn  x  =  —  1  ist.  Wenn  wir  uns 
also  erinnern,  daß  die  Reihe,  wenn  x  =  —  1  ist,  nur  für  m^O  kon- 
vergiert, wahrend  sie  im  Falle  x  =  1  für  m  >  —  1  konvergiert,  BO  ge- 
langen wir  zu  dem  Schluß,  daß  die  Binornialreihe  enii'.i  ■ 
vergiert  nur  für  x=l  und  für  Werte  von  m  zwischen  —  1 
und  0,  diese  selbst  ausgeschlossen. 

e)  Setzt  man  z.  B.  in  der  Binomialreihe  x  =  1,  so  erhält  man  diu 
Formel 


2"  -  1  +  - 


m{m  -  1) 


.,Un 


welche  nur  für  w  >  —  1  gilt.  Es  ist.  aber  wichtig  m  wissen ,  daß  es, 
Wim  in  negativ  ist,  nicht  erlaubt  ist,  die  Anordnung  der  Glieder 
■tu  andern.  Wenn  man  dagegen  in  -=  \  setzt,  wahrend  man  x  beliebig 
laßt,  so  erhält  man  die  Formel 


VT+l 


■*  +  -. 


:«■  +  ! 


ü**  +  - 


die  unabhängig  von  der  Anordnung  der  Glieder  gültig  ist  für  jeden 
Wert  von  i,  dessen  absoluter  Betrag  nicht  größer  ist  als  1.  Für  «  =  -  ' 
findet  man  eine  andre  wichtige  Formel 


Vl  +  x 

die  für  jeden  Wert  i 
als  1.  Sie  bestobt  t 
erlaubt  die  Anon 
ändern. 


-+W- 


x  gültig   ist,   dessen    absolut,  r    B 
.  für  a—  1,  ab«  in  .tn.-s.-i»  Falle  ist  es  nicht 
hl'    in    Glieder    auf  der    rechten   Seite   zu 


Operationen  mit  Reihen. 

-34.  Definitionen.  Sind  zwei  Reihen  durch  che  allgemeinen 
Glieder  H,  und  va  gegeben,  so  heißt  sie  addieren  die  Reihe  bilden, 
welche  als  allgemeines  Glied 

hat,  sie  multiplizieren  heißt  die  Reihe  bilden,  die  als  allgemeines 
Glied 

".  =  "i''„  +  V.-i  +  «,»„-1  +-  •■  +  *.''. 
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hat  Die  erste  Reihe  heißt  die  Summe  und  die  zweite  das  Produkt 
der  betrachteten  Reihen. 

235.  Theorem  L  Die  Addition  von  zwei  konvergenten 
Reihen  gibt  Anlaß  zu  einer  konvergenten  Reihe,  deren 
Summe  man  durch  Addition  der  Summen  der  gegebenen 
Reihen  findet. 

Wenn  ün  und  Vn  die  Summen  der  n  ersten  Glieder  der  ge- 
gebenen Reihen  sind,  so  ist  die  analoge  Summe  für  die  Summenreihe 

Wn  Ä  W\  +  Wt  +  W$  H 1-  Wn 

-  (*i  +  «,  +  •  •  •  +  tO  +  (?i  +  v*  +  •  •  •  +  O  -  Un  +  F.. 

Abo  konvergiert  Wn  für  unendliches  n  nach  dem  Grenzwert  TT=»  U+  F. 
Man  bemerke,  daß  das  Theorem  für  jede  beliebige  endliche  Anzahl 
von  Reihen  gilt.  Dagegen  werden  wir  weiter  unten  sehen,  daß 
es  durchaus  nicht  immer  besteht,  wenn  man  es  mit  unendlich  vielen 
Reihen  zu  tun  hat. 

236.  Theorem  IL  (Theorem  von  Abel.)  Wenn  die  Multi- 
plikation von  zwei  konvergenten  Reihen  eine  konvergente 
Reihe  hervorbringt,  so  hat  diese  als  Summe  das  Produkt 
der  Summen  der  gegebenen  Reihen. 

Durch  Addition  der  n  ersten  Glieder  der  Produktreihe 

erhält  man 

(22)  Wn-u1Vn  +  utVn_l+utrn_i  +  ...  +  uHVl, 
ferner  durch  erneute  Summation  und  Division  durch  n 

(23)  -L(Fi  +  W,  +  •  •  ■  +  *r)  -  |(DiF.+  UtVu.t  +  ■■■  +  U.VJ. 

Da  die  drei  Reihen  als  konvergent  vorausgesetzt  werden,  so  existieren 
die  Grenzwerte  U,  F,  W  von  Un,  Vn,  Wn  für  unendliches  n.  Folglich 
existieren  (§§  142,  a;  144)  die  Grenzwerte  der  beiden  Seiten  von  (23) 
und  sind   W  und  UV    Also  ist  W=  UV 

237.  Bemerkungen,  a)  Die  Multiplikation  von  zwei  konver- 
genten Reihen  kann  eine  unbestimmte  Reihe  hervorbringen.  Sie 
bringt  niemals  eine  divergente  Reihe  hervor,  da  sonst  die  linke  Seite 
Ton  (23)  wie  Wn  über  alle  Grenzen  wachsen  würde  anstatt  sich  dem 
Grenzwert  UV  zu  nähern.  Um  ferner  zu  zeigen,  daß  die  Produkt- 
reihe tatsächlich  unbestimmt  sein  kann,  multipliziere  man  miteinander 
die  Reihen 

(24)  1  —  2  +  -8-  —  4  H        ,    log2  —  log3  +  log4  ~  log6  +  •  •  • , 


166  n,  3.    Theorie  der  Reihen.  §§  287—288 

welche  beide  konvergent  sind  (§  195).  Das  allgemeine  Glied  des 
Produktes  konvergiert  nicht  nach  Null,  da  sein  absoluter  Betrag 

1  I       1        I  1  i  I       *      ^        H* 

log(n+l)  "*"  2logn  "*"  3log(n— 1)  ^         "■"  nlog2  ^log(n+l) 

schließlich  größer  ist  als  jede  Zahl,  die  kleiner  ist  ab  1.  Also  kon- 
vergiert die  Produktreihe  nicht.  Man  bemerke  jedoch,  daß  die 
Reihen  (24)  beide  einfach  konvergent  sind.  Das  Theorem  des 
folgenden  Paragraphen  wird  zeigen,  daß  es  nur  in  diesem  Falle  vor- 
kommen kann,  daß  die  Produktreihe  nicht  konvergent  ist 

b)  Im  besondern  kann  der  Fall  eintreten,  daß,  wenn  man  eine 
einfach  konvergente  Reihe  ins  Quadrat  erhebt,  die  dadurch  erhaltene 
Reihe  nicht  konvergent  ist.     Bildet  man  z.  B.  das  Quadrat  von 

l__L  +  J-__L  +  JL_... 

v^    V»    yi    yi       ' 

so  findet  man  eine  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  absolat  genommen 
gleich 


y^~n       j/2(n— 1)       l/8(n  — 2)  y^nl 

ist  und  nicht  den  Grenzwert  Null  haben  kann.     In  der  Tat  ist 

yv(n-v+l)  -  \V(n  +  l)t  -  (n  +  1  _  2v)*  <  \  (n  +  1) , 
und  die  obige  Summe  besteht  also  aus  n  Brüchen,  die  nicht  kleiner 

2 

sind  als      .     ;   mithin  ist  sie  schließlich  großer  als  jede  Zahl,   die 

kleiner  als  2  ist. 

c)  Es  kann  aber  auch  vorkommen,  daß  das  Quadrat  einer  ein- 
fach konvergenten  Reihe  konvergent  ist  Quadriert  man  z.  B. 
1  —  { +  |  —  •  •  • ,  so  erhält  man  eine  Reihe,  deren  Glieder  abwechselnd 
positiv  und  negativ  sind.  Der  absolute  Betrag  des  allgemeinen 
Gliedes  ist 


In   '    2(n— 1)    '    8(n  —  2)    '  '   n    1       n  +  1 

und  konvergiert  bestandig  abnehmend  nach  Null,  da 

±Hu  t_.  »n_  !(-§-- i)>o. 

Erinnert  man  sich  also,  daß  die  Summe  der  betrachteten  Reihe  log 2 
ist,  so  kann  man  auf  Grund  des  Abelschen  Theorems  schreiben 

\RX  -  ifl,  +  \H>  -  \H,  +  ■  •  •  =  |(log2)». 

238.   Theorem  HL     Die  Multiplikation  von  zwei  konver- 
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genten    Reihen,    von    denen    wenigstens   eine   absolut   kon- 
vergent ist,  bringt  eine  konvergente  Reihe  hervor1). 
Der  Relation  (22)  kann  man  die  Form  geben 

Wm  -  «x(F-  Qn)  +  «,(F-  (.,_,)  +  •  •  •  +  un(V-  9l)  =  UnV-  öH, 

wenn  man  mit  Qn  den  Rest  in  der  Reihe  der  v  bezeichnet  und 

«n  =  "iQn  +  Wn-1  +  U*Qn-l  +  '  "  +  *n9l 

setet.  Wenn  bewiesen  wäre,  daß  ön  mit  unendlich  zunehmendem  n 
nach  Null   konvergiert,  so   könnte   man   sofort   schreiben 

W=limWn  =  VhmUH  =  UV. 

Alles  reduziert  sich  also  darauf,  zu  beweisen,  daß  6n  den  Grenzwert 
Null  hat.     Man  zerlege  n  in  zwei  Teile  v  und  n  —  v,   deren  jeder 
mit  *  unbegrenzt  zunimmt.     Es  seien  q  und  q  bezüglich  die  größten    , 
unter  den  absoluten  Betragen  von 

9\9   Q%>   Q*>    '  •  -f    Qn-*    Xm^    Qn-*  +  l>   Qn-*  +  2>    •  •  •>    Qn' 

Da  die  Reihe  der  v  konvergiert,  so  bleibt  die  Zahl  q  endlich, 
wenn  n  ins  Unendliche  wächst.  Überdies  hat  q'  den  Grenzwert 
Null,  da  n  —  v  gleichzeitig  mit  n  unbegrenzt  zunimmt  und  dabei 
jeder  der  Reste  (>n_y+1,  (*„_„+*,  ...  nach  Null  konvergiert.  Dies 
vorausgeschickt  kann  man  schreiben 

und  erkennt  sofort,  daß  der  absolute  Betrag  von  ön  nicht  größer 
ist  als 

-W  +  qW-u,*), 

wenn  f«/,  u/,  ...  die  absoluten  Betrage  von  t^,  u%,  ...  sind.  Da 
die  Reihe  der  u  absolut  konvergent  ist,  so  ist  auch  die  Reihe 
der  u  konvergent.  Daraus  folgt,  daß  mit  unendlich  zunehmendem  n 
die  Größe  Ut'  nach  einem  endlichen  Grenzwert  konvergiert,  mithin 
QÜr'  nach  Null.  Ebenso  konvergiert  Un'  —  Z7„'  nach  Null,  mithin 
auch  das  Produkt  dieser  Größe  mit  q.    Folglich  ist  limtfn  =  0. 

239.  Theorem  IV.  Die  Reihen,  welche  man  durch  Addition 
oder  durch  Multiplikation  von  zwei  absolut  konvergenten 
Reihen  erhält,  sind  absolut  konvergent. 


1)  Dieses  Theorem  wurde  zuerst  von  Cauchy  in  seinem  „Cours  d' Analyse" 
(p.  147)  ausgesprochen  und  bewiesen,  und  zwar  für  zwei  absolut  konvergente 
Reihen.  Dann  hat  Mertens  in  Crelles  Journal  (Bd.  79,  p.  182)  gezeigt,  daß  der 
8*ts  bestehen  bleibt,  wenn  eine  der  Reihen  einfach  konvergiert.  Den  hier  ent- 
wickelten Beweis  verdankt  man  Jensen  (Nouv.  Corr.  math.,  1879,  p.  480). 
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Wenn  die  Reihen 

«!  +  Wg  +  Ws  H ,      vt  +  vt  +  v8  H 

absolut  konvergent  sind,  so  konvergieren  auch  auf  Grund  des  Dirichlet- 
schen  Theorems  die  Reihen 

«i'  +  <  +  u»'  +  — ,      vx'  +  v%'  +  vz'  H , 

welche  aus  den  absoluten  Beträgen  der  Glieder  gebildet  sind.  Mithin 
sind  auf  Grund  der  Theoreme  I  und  III  die  Reihen  konvergent, 
welche  durch  die  allgemeinen  Glieder 

Un    +  Vn        Und      U\Vn  +  U*Vn-l  H h  «.' V 

definiert  sind.  Bezeichnet  man  nun  mit  wn'  den  absoluten  Betrag 
von  wn,  dem  allgemeinen  Gliede  der  Summen-  oder  Produktreihe, 
so  ist  klar,  daß  man  im  Falle  der  Addition  wn'  <^  un'  +  vn'  und  im 
Falle  der  Multiplikation  wH'  <[  ux'vn'  +  u^v'n-i  +  •  •  •  +  un'vt'  hat 
Also  ist  in  beiden  Fällen  die  Reihe  der  w  konvergent,  da  ihre 
Glieder  positiv  und  nicht  größer  sind  als  die  entsprechenden  Glieder 
einer  konvergenten  Reihe.     Also  konvergiert  die  Reihe  der  w  absolut. 


Doppelreihen. 

240.   Definitionen.     Die  Addition  von  unendlich  vielen  Reihen 
führt  zur  Betrachtung  der  Doppelreihen: 

/25)  +  *n  +  *n  +  *n  +  <h*  +  •  • ' 


Smn  sei  die  Summe  aller  Glieder,  die  in  dem  Rechteck  enthalten  sind, 
welches  aus  den  m  ersten  Horizontal-  und  den  n  ersten  Vertikal- 
reihen gebildet  ist,  d.  h.  es  sei 

Smn  =         aU    +«||    +«13    +••■  +  «!• 

+  <hi   +  ^  +  «»3  H 1-  <hn 

+ 

Die  Reihe  heißt  konvergent,  wenn  Smn  bei  unendlich  zunehmendem 
m  und  n  nach  einem  Grenzwert  8  konvergiert,  der  von  der  Art  und 
Weise,  wie  m  und  n  variieren,  unabhängig  ist.  Wenn  dagegen  Smn 
über  alle  Grenzen  wächst,  so  ist  die  Reihe  divergent  Sie  ist  un- 
bestimmt in  jedem  andern  Falle. 
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241.  Eine  Doppelreihe  kann  man  horizontal  summieren,  d.  h. 
man  kann  die  Summen  t^,  u^,  m8,  ...  der  Horizontalreihen  in  (25) 
nehmen,  tun  damit  die  Reihe  ux  +  t^  +  ti3  +  •  •  •  zu  bilden.  Die 
Doppelreihe  vertikal  summieren  bedeutet  dagegen  die  Summen  vx, 
vt>  vz>  •  •  •  der  Vertikalreihen  nehmen,  welche  in  dem  Schema  (25) 
dastehen,  um  dann  die  Reihe  v±  +  v2  +  i>8  +  •  •  •  zu  bilden.  Wenn 
die  Doppelreihe  konvergent  oder  divergent  ist,  so  sind  die  beiden  so 
erhaltenen  Reihen  konvergent  bezw.  divergent,  und  im  ersten  Falle 
koinzidieren  die  Summen  U  und  V  der  beiden  einfachen  Reihen  mit  dem 
einen  Werte  S,  der  Summe  der  Doppelreihe.  Man  bemerke,  daß  die 
horizontale  Summierung  einer  Doppelreihe  darin  besteht,  in  Smn  zu- 
erst n  ins  Unendliche  wachsen  zu  lassen,  während  man  m  festhält, 
am  darauf  in  dem  erhaltenen  Grenzwerte  m  unbegrenzt  wachsen  zu 
lassen.  Die  vertikale  Summierung  dagegen  besteht  darin,  zuerst  m 
und  dann  n  unendlich  wachsen  zu  lassen.  Es  stellt  sich  mit  andern 
Worten  bei  den  beiden  Additionsweisen  die  Summe  S  folgender- 
maßen dar: 

S -lim  (lim O,     5 -lim (Um 5..). 

Damit  man  die  Reihe  als  konvergent  bezeichnen  könne,  ist  es  nötig, 
daß  jede  andere  Additionsweise  dieselbe  Summe  liefert.  Man  wird 
z.  B.  haben  müssen  S  =  lim  Snn . 

242.  Die  Regel  für  die  Addition  der  Reihen  würde  dazu  führen, 
die  Summen  U  und  V,  wenn  sie  existieren,  einander  gleich  zu 
setzen.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  daß  die  Addition  nach  Vertikal- 
reihen zu  einem  andern  Resultat  führen  kann,  als  man  es  bei  der 
horizontalen  Summation  findet.  Es  ist  außerdem  klar,  daß  die  Gleich- 
keit zwischen  den  beiden  Resultaten  nicht  genügen  würde,  um  die 
Konvergenz  der  Doppelreihe  zu  behaupten,  da  es  vorkommen  kann,  daß 
andere  Arten  m  und  n  unendlich  werden  zu  lassen  andere  Werte  der 
Summe  liefern  oder  sogar  zu  divergenten  oder  unbestimmten  Reihen 
führen.  Um  Beispiele  von  Doppelreihen  zu  haben,  welche  die  ver- 
schiedenen angegebenen  Besonderheiten  darbieten,  genügt  es,  passende 
Formen  von  Smn  zu  wählen,  da  einer  jeden  in  der  Tat  die  durch  das 
allgemeine  Glied 

am%  —  Smn  —  (Sm%n_t  +  Sm_ltn)  +  8m_lt%mml 

definierte  Doppelreihe  entspricht,  wobei  diejenigen  S>  bei  welchen  ein 
Index  gleich  Null  ist,  als  verschwindend  zu  betrachten  sind. 

243.  So  genügt  es,  um  Beispiele  von  unbestimmten  Reihen  zu 
haben,  8mn  die  Wert« 

(1    ,     1  \M  m  mn  mn(m  —  n) 
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zu  erteilen.  Die  erste  Reihe,  horizontal  summiert,  ist  ersichtlich  divergent, 
während  sie  sich  bei  der  Addition  nach  Vertikalreihen  als  konvergent 
darbietet  mit  einer  Summe  gleich  der  Einheit.  Dagegen  ist  für  m  —  n 
S  =  e  und  durch  andere  geeignete  Arten,  m  und  n  gleichzeitig  ins  Un- 
endliche wachsen  zu  lassen,  kann  man  für  8  alle  Werte  erhalten,  die 
größer  als  1  sind.  Unter  denselben  Umständen  stellt  sich  die  zweite 
Reihe  als  konvergent  heraus,  und  ihre  Summe  nimmt  die  Werte  0,  1,  j 
an  oder  jeden  beliebigen  andern  Wert,  der  zwischen  0  und  1  enthalten 
ist.  Die  dritte  Reihe  gibt,  horizontal  oder  vertikal  summiert,  8  — «  0 , 
während  man  für  m  =  «  findet  8  =  j.  Endlich  ist  die  vierte  Reihe, 
welche  bei  allen  drei  Additionsweisen  Null  gibt,  dennoch  unbestimmt,  da 
man  durch  andere  passende  Weisen  erreichen  kann,  daß  8mn  nach  jedem 
beliebigen  Grenzwert  konvergiert,  dessen  Quadrat  nicht  größer  ab  -^  ist 
Folgendes  ist  übrigens  ein  ganz  einfaches  Beispiel  einer  unbestimmten 
Doppelreihe: 

0+1  +  0  +  0  +  0  +  -.. 

-1  +  0  +  1+0  +  0+.. 

+  0-1  +  0+1  +  0  +  ..- 
+  0  +  0-1+0+1  +  «. . 


Bei  horizontaler  Summation  erhält  man  1,  bei  vertikaler  —  1.  Allgemein 
ist  Smn  gleich  1,  0,  —  1,  je  nachdem  m  kleiner  als  n,  gleich  n  oder 
größer  als  n  ist.  Um  dagegen  unendlich  viele  Beispiele  von  konvergenten 
Doppelreihen  zu  haben  oder  vielmehr  eine  Doppelreihe  zu  konstruieren, 
die  mit  einer  gegebenen  konvergenten  einfachen  Reihe  Oj  +  fl*  +  Oj  +  •  •  • 
äquivalent  ist,  betrachte  man 

(«4  -  a,)  +  (a,  -  Oj)  +  (o,  —  a4)  +  •  •  • 
+  («*  -  «a)  +  («1  -  <0  +  («4  -  %)  +  "  •  ' 

+  («8  —  aJ  +  (fl4  -  <h)  +  («5  —  «s)  +  •  •  • 


Wenn  An  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  einfachen  Reihe  ist,  so 
hat  man 

244.   Transformation  von  Olauaen1).     Es  sei  eine  konvergente 

Doppelreihe  gegeben.     Man  setze 

Wn  "  ann  +  On,*  +  l  +  »«  +  1,  n)  +  («.,»  +  1  +  an  +  *,n)  +   '" 

und  bemerke,  daß 

ist,  mithin  Un  +  Vn  =  Snn  +  Wn.    Da  nun  für  unendliches  n 

lim  U  =  lim  F  =  lim  &..  =  S 


HU 


1)  Crellee  Journal,  111,  p.  04. 
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ist,  so  hat  man  auch  liinTF^  =  S.  Die  Transformation  der  Doppel- 
reihe in  die  einfache  Reihe  w±  +  w%  +  w9  +  •  •  •  ist  oft  vorteilhafter 
als  die  Transformation  in  eine  der  Reihen  ux  +  u2  +  u8  +  •  •  •  oder 
vt  +  vf  +  v%  +  '  •  * .  Dies  ist  aber  nicht  immer  der  Fall.  Z.  B.  hat 
es  gar  keinen  Vorteil,  diese  Transformation  bei  der  letzten  Reihe  des 
vorigen  Paragraphen  auszuführen. 

246.  Theorem.  Eine  Doppelreihe  ist  konvergent,  wenn 
bei  Ersetzung  aller  Glieder  durch  ihre  absoluten  Beträge 
die  Addition  nach  Horizontalreihen  (oder  nach  Vertikalreihen) 
eine  konvergente  Reihe  liefert. 

Nach  der  Voraussetzung  sind  die  Horizontalreihen  des  Schemas  (25) 
alle  absolut  konvergent.    Es  seien 

*1  -  I  «1 1  I  +  I  «1 2  I  +  I  «13  I  +  I  <h  4  I  +  *  '  • 

*H%il  +  l«nl  +  l«J  +  lfliJ  +  --- 

*8  =  \<Hl  I  +  I«mI  +  l«»l  +  \*u\  +  •  •  • 


die  Summen  der  Reihen,  welche  von  den  absoluten  Beträgen  der 
Glieder  gebildet  werden.  umn  bezeichne  die  Summe  der  n  ersten 
Glieder  der  m-ten  Horizontalreihe  des  Schemas  (25),  so  daß 

ist     Offenbar  hat  man 

I  *m.  l'  ^  i  *«1  I  +  I  ami  I  +  I  »»•  i  +  *  *  '  +  I  amn  !  <  <*m  • 

Wird  nun  eine  positive  Zahl  e  beliebig  vorgelegt,  so  gestattet  die 
Konvergenz  von  6X  +  6%  +  tf8  H eine  Zahl  /&  zu  bestimmen  derart,  daß 

und  a  fortiori 

(26)  I  «„+!,.  +  %+%tn  +  %+*,n  +  •  •  •  +  "mn  l<  i  « 

ist  fQr  m  >  p  und  für  jeden  Wert  von  n.  Dasselbe  /i  kann  man 
ferner  so  groß  wählen,  daß 

(27)  \Ui+un  +  uB  +  ...+ufl-U\<\* 

wird.  In  der  Tat  konvergiert  die  Reihe  tij  +  u,  + 1^  +  •  • ,  da  ihre 
Glieder  absolut  genommen  nicht  größer  sind  als  die  entsprechenden 
Glieder  der  Reihe  6t  +  tf8  +  <f8  +  •  •  • ,  welche  nach  der  Voraussetzung 
konvergiert     Nach  Fixierung  von  ft  bemerken  wir,  daß  man  wegen 

limK»  +  «i«  +  •  ■  •  +  ufJ  -  «i  +  n*  +  '  '  '  +  % 

nsao 

eine  Zahl  v  finden  kann  von  der  Beschaffenheit,  daß  für  n  >  v  be- 
ständig 
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I  «i«  +  ««.  +  •••  +  «■,»-  («i  +«»  +  •••  +  *„)  l<  T* 

ist.  Summiert  man  nun  diese  Ungleichung  mit  (26)  and  (27),  so 
erhält  man 

\Smn-ü\<e 

für  jedes  Paar  von  Werten  m  und  n,  die  bezüglich  größer  sind  als 
(i  und  v.  Es  konvergiert  also  Smn  immer  nach  dem  Grenzwert  U} 
in  welcher  Weise  man  auch  m  und  n  ins  Unendliche  wachsen  laßt. 

246.  Bemerkungen,  a)  Wenn  irgend  eine  der  Bedingungen 
fehlt,  welche  das  obige  Theorem  erfordert;  so  kann  es  vorkommen, 
daß  dasselbe  nicht  mehr  gilt.  Es  seien  04,  <%,  Oj,  ...  positive 
Zahlen,  die  kleiner  als  1  sind  und  nach  Null  konvergieren.  Die 
Reihen 


(28) 


a,  —  o,  +  o,  —  Oj  +  Oj  —  at-\ 

0,(1-0  -o,(l-o,)  +0,(1-0,)  -0,(1-0,)  + 

0,(1-0,)*  -«,(1-0,)»  +  0,(1-0,)»-  0,(1-0,)»  + 


sind  konvergent.  In  der  Tat,  während  die  Summe  einer  ungeraden  Zahl 
von  aufeinander  folgenden  Anfangsgliedern  in  der  m-ten  Reihe 

gleich  (34(1  —  a1)m'"1  ist,  ist  die  der  2n  ersten  Glieder 

o,  (1  -  o,)— *  -  an+1  (1  -  o.+,)— » 

und  hat  als  Grenzwert  Oj  (1  —  Oi)"1"1,  wenn  n  ins  Unendliche  wächst. 
Also  ist 

mithin  konvergiert  wt  +  u^  +  w8  +  •  •  •  und  hat  als  Summe 

»1  +  «1  (1  -  «i)  +  «i  (1  -  «i)2  +  •  •  • Ä  rzrj  ~ jg  -  x  • 

Summieren  wir  nun  aber  die  Glieder  des  Schemas  (28)  nach  Vertikal- 
reihen, so  finden  wir 

vx  -  «!  +  «t  (1  -  aj  +  «4  (1  -  oj1  + 1 , 

-  v2  =  v8  =  <h  +  <h  (!  -  <"*)  +  a2  (!  -  «i)f  +  •  •  *  Ä  1  > 

-  v*  Ä  ^5  -  «3  +  <h  (1  -  «*)  +  <h  C1  -  «b)2  H —  1  > 

Die  Reihe  vx  +  t?a  +  t;3  +  •  •  •,  von  der  man  hätte  erwarten  können, 
daß  sie  konvergiert  und  als  Summe  die  Einheit  hat,  ist  hier  gerade 
unbestimmt,  da  sie  sich  auf  1  —  1  +  1  —  1-f----  reduziert. 

b)  Wenn  «j  +  a2  +  a8  +  •  •  •  divergent  wäre,  so  könnte  man  das 
Nichtbestehen  des  Theorems  der  nicht  absoluten  Konvergenz  der 
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Reihen  (28)  zuschreiben.  Es  ist  aber  gut  zu  bemerken,  daß  dieses 
Theorem  auch  im  Falle  der  absoluten  Konvergenz  der  Reihen  (25) 
und  der  Reihe  t^  +  w,  +  t*8  +  •  •  •  unzutreffend  sein  kann.  Es  genügt 
für  Oj  +  Oj  +  Oj  +  •  •  •  eine  konvergente  Reihe  zu  nehmen,  z.  B. 
x  +  x*  +  rr*  H (0  <  x  <  1).    Man  erhält  dann  das  Schema 

x  —  a£  +  a£  —  a?  +  a?  —  #*H 

ar(l-s)  -^(1-rr8)  +  *»(l-s»)  -s8(l-z8)  +... 
z(l  _  Ä)i  _  ^i(i  _  a^t  +  «t(i  _  «8)2  _  z8(l  -  *•)•  +  . . . 

welches  aus  absolut  konvergenten  Reihen  besteht,  deren  Summen  die 
Reihe 

x  +  x(l  —z)+z(l  -x)*-\ =  1 

bilden,  die  absolut  konvergent  ist.  Gruppiert  man  dagegen  die 
Glieder  vertikal,  so  erhalt  man  die  unbestimmte  Reihe 

1-1  +  1-1  +  .... 

Das  kommt  nur  von  der  Nichtkonvergenz  der  Reihe  61  +  6a  +  tf8  H 

c)  Man  beachte  noch,  daß  die  in  der  Formulierung  des  Theorems 
enthaltenen  Bedingungen  nur  hinreichend  für  die  Konvergenz  sind, 
aber  durchaus  nicht  notwendig.  Wenn  z.  B.  lim  an  =  0  ist,  so  ist  die 
Reihe 

«i  —  o*+  0  +  0  +  0  +•■ 

+  0  +<%-<%+  0+  o  +.. 

+  0  +  0+ a8-a4 +0+- 

+  0  +  0  +  0+ a4-a6  +  .- 


konvergent,  da  die  Summe  Smn  gleich  ax  ist,  wenn  n  größer  als  m, 
and  gleich  (h~ain+i  im  entgegengesetzten  Falle,  also  immer  nach  dem 
Grenzwert  a^  konvergiert,  obwohl  die  Reihe  6X  +  6%  +  tf8  +  •  •  •  diver- 
gieren kann,  wie  es  der  Fall  ist,  wenn  man  für  a^  +  (%  +  Oj  +  •  •  • 
eine  divergente  Reihe  mit  positiven  Gliedern  nimmt. 

d)  Endlich  bemerke  man,  daß  der  in  Rede  stehende  Satz  als 
Spezialfall  den  Satz  von  Gaucby  über  die  Multiplikation  von  zwei 
absolut  konvergenten  Reihen  (§  238)  enthalt.  In  der  Tat,  wenn  die 
Reihen  Uj  +  Uj  +  u^  +  •  •  •  und  vx  +  vt  +  i>8  +  •  •  •  absolut  konver- 
gieren, so  ist  klar,  daß  in  der  Doppelreihe 


f        —     —     —     *  x 

ulv1  +  um  +  W^j  +  U^  +  .  • . 

+  t^Vj  +  U}Vt  +  tijt;,  H 

+  «*Bt>i  +  t*,t;2  H 
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die  Addition  nach  Horizontalreihen,  wenn  man  alle  Glieder  positiv 
nimmt,  die  einfache  Reihe 

liefert,  welche  konvergent  ist.  Mithin  konvergiert  die  betrachtete 
Doppelreihe,  und  es  ist  daher  die  in  horizontaler  Weise  erhaltene 
Summe,  cL  h. 

tt1F+u2F+u8F+.-.-*7F, 

auch  die  Summe  der  einfachen  Reihe,  die  sich  bei  Addition  nach 
Vertikalreihen  ergibt: 

U1V1  +  (utV%  +  UtVx)  +  (W^j  +  ttj!?,  +  «8*1)  H 

247.  Übungen,  a)  Um  die  Summe  der  Reihe  x  +  2x*  +  3s8  +  •  •  • , 
welche  für  |  x  |  <  1  konvergiert,  zu  finden,  kann  man  diese  Reihe 
folgendermaßen  in  die  Form  einer  Doppelreihe  bringen: 

x  +  x*  +  x?  +  x1  +  •  • 

+  xl  +  x1  +  **  +  •  • 

+  x*  +  x*  +  -- 

+  *4  +  " 


Summiert    man    einmal    in    vertikaler,    das    andere    Mal    in   horizontaler 
Weise,  so  findet  man 

x  x*  x* 


x  +  2x*  +  3x*  +  •  •  •  -  ^—  +  j^—  +  ^—  + 

1  1 — X     '     1  —  X    '     1  —X     ' 

b)  Man  betrachte  die  Doppelreihe 

ax  +  a*x%  +  a*x*  +  ctx*  +  •  • 

+  ax*  +  a*x*  +  a*x*  +  ö4«8  +  •  • 

(29)  +  ax9  +  aV  +  aV  +  ö4*1*  +  •  • 


(l-*)' 


Wenn  die  absoluten  Beträge 'von  x  und  von  ax  kleiner  als  1  sind,  so 
findet  man  absolut  konvergente  Reihen  gleichviel,  ob  man  die  Glieder 
nach  Horizontalreihen  oder  ob  man  sie  nach  Vertikalreihen  summiert.  Im 
ersten  Falle  ergeben  sich  die  Summen 


ax  ax*  ax9 


^-"l-a*'     ^""1-a«1'     W»~l  —  ax9' 
und  im  zweiten 


ax  a*x*  a%x% 


t\  =■  -         ,     v9  =  - -r ,     v, 


1        1-*'      "»        l-Ä1»      "8       1-*»'    "" 
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Man  gelangt  also  zu  dem  folgenden  Resultat: 


a*x* 


a*x* 


c)  Als  Lambertsche  Reihe  bezeichnet  man  die  Reihe 


x 


x 


X' 


X' 


1—X~^"l  —  Xt~*'l—X*~*'l  —  X*   "*  ' 

wobei  man   natürlich  annimmt,  daß  x  von  1   und  von   —  1  verschieden 
ist.     Da  ferner 


".- 


x 


1-x' 


ist,  so  sieht  man  sofort,  daß  die  Reihe  nicht  außerhalb  des  Intervalles 
( —  1,  l)  konvergieren  kann,  da  limt^  =  —  1  sein  würde.  Dagegen  ist 
für  j  x  j  <  1  die  Bedingung  limu„  =  0  erfüllt,  und  man  erkennt  ferner, 
daß  die  Reihe  der  absoluten  Beträge  konvergiert,  da 


•»  +  i 


x  —  x* 


+  i 


l-s"+1' 


lim 


u 


»  +  i 


—  \x 


ist  Die  gegebene  Reihe  konvergiert  also  absolut  in  dem  Intervalle 
(—  1,  l)  mit  Ausschluß  der  Grenzen.  Dies  vorausgeschickt  entwickle 
man  jedes  Glied  in  eine  (absolut  konvergente)  Reihe,  wie  folgt: 

um  =  -^--  =  x*  +  x*'  +  %**  +  x**  +  •  •  • 

Man  schreibe  dann 

S  =  x  +  x*  +  x*  +  xA  +  x5  +  x'  +  x1  +  x*  + 

+  x*          +  x*          +x*  +x*  + 

+  x*                   +x*  + 

+  x*  +  x*  + 

+  x*  + 

+  x*  + 


je"  erscheint  in  ti  ,  wenn  n  durch  p  teilbar  ist,  und  man  erhält  daher 
bei  vertikaler  Summation 

(31)  S  =  xO(l)  +  x*0(2)  +  s80(3)  +  **ö(4)  +    •  • , 

wo  0(n)  die  Anzahl  der  Divisoren  von  n  ist.  Diese  Gleichung  macht 
ob  begreiflich,  weshalb  die  Lambertsche  Reihe  in  der  Arithmetik1)  von 
Wichtigkeit  ist 


1)  Der  erste,  der  solche  arithmetischen  Anwendungen  machte,  war  Scherk 
(Crelles  Journal,  IX,  p.  162;  X,  p.  207).  Viele  Mathematiker  haben  dann,  je- 
doch vergeblich,  versucht  das  Gesetz  der  Primzahlen  aus  der  Lambertschen 
Reihe  zu  gewinnen. 


d)  Wir  wollen  jetzt,  die  Clauseosclie  Transformation  auf  die 
Lambertsche  Reihe  anwenden.  Diese  Beute  ü).  gleichwertig  mit  der 
Reihe  (29).  wenn  man  dort  a  =  1  setzt.  Um  die  Clausonsche  Trans- 
formation (§  244)  anzuwenden,  bemerke  man  vor  allem,  daiJ 

«    =  x"  +  &«/•*+ "J  +  2 


I)   _|_    2j"'" 


11    +■ 


ist,    d.  h. 


«■„  =  x"'  (l  -(-  2  (*■  +  *■"  +  *»•  +    ■  ■))  -  |45* 
Also  kann  man  der  .Summe  der  Lambertschen   Reibe  die  Für 


gebe* 


Die  neue  Reihe  konvergiert  sehr  rasch  (§  200,  b),  da 

ist     Gerade  hierauf  beruht  der  Nutzen  der  Clausensohen  Transformation. 
So  erhalt  man  z.  B.  für  x  -  ± 


i  +  i  +  B5  +  '-— t 


,  +  , 


1WM_ i 


In  der  Reibe  rechts  braucht  man  nur  das  erste  Glied  zu  nehmen,  um 
den  Wert  der  Summe  bis  auf  die  dritte  Dezimal o  genau  zu  erhalten, 
wahrend  drei  Glieder  der  Reihe  links  erforderlich  sind,  um  die  i 
n.niiL'ki'it  zu  erreichen.  Man  kann  sogar  beweisen,  flau  in  dem 
trachteten  speziellen  Falle  v  Glieder  der  Lamberts  eben  Reihe  nur  y  D«| 
malen  richtig  liefern,  während  die  Clausensche  transformierte  Reibe  etwa 
(v  +  l)*  gibt.  Es  ist  ferner  in  dem  allgemeinen  Falle  leicht,  den  1 
der  Reibe  auszudrücken.  Man  braucht  nur  in  der  Gleichum.' 
setzen  a  =  x".     Dann  ergibt  sich 


K  —  J 


=P  +  f: 


■  <i"5, 


und  man  sieht,  daß  der  relative  Fehler,  den   man  macht,  wenn  man  t 
Glieder   nimmt,   kleiner   ist   als   t".      Die  Transformation    ist   also   u 
günstiger,  je   kleiner  x  ist.      Aber   ihre   Vorteile    verschwinden    mehr    und 

mehr  in  dem  Malle,  als  sieb  *  der  Einheit   nähert  '  I- 

e)    Die    Transformation    der    Lambertschen    Reibe    in    diejenige    von 
Clause n  kann  man  auch  aus  dem  Studium  der  Reihe 


s-r^  +  r=ii  +  r=?  +  r^-x.+ 

ableiten.  Dieselbe  konvergiert  stärker  (g  199)  als  die  LamberUcbe  Beine, 
da  das  Verhältnis  der  allgemeinen  Glieder  k"'"-1'  ist  und  für  unend- 
liches »  wegen  |x|<l   nach  NaR   konvergiert.     Hier  bat 


1     Für   diesen  Fall  hat  Sctalßmilch 
Lionrilles  Journal  ^186H,  p.  101)  angegeben. 


I  andere  transformiert«  Seih« 


leihe  in 
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u  —  — — — —  a?* -f  a^Cf^1) -f  a>P(p+*)  +  a>p(p+ 3) -f  ..  .. 
9      1  — x? 

Bei  vertikaler  Summation  der  Glieder  von  Wj  +  u,  +  u3  -f  •  •  •  sieht  man, 
daß  x*  in  up  eingeht,  wenn  sich  n  auf  die  Form  n  =  pq  bringen  laßt 
mit  q^>p.     Also  muß  jp  ein  Divisor  von  n  sein,  der  der  Bedingung 

1>  ^  <Z  =  — ,    mithin  jp  ^  )/w 

genügt      Daraus    folgt,    daß    der   Koeffizient   von    z"    die   Anzahl    der 

Divisoren  von  n  ist,  die  nicht  größer  sind  als  )/«.  Er  ist  also  im 
allgemeinen  jB(n)  und  nur  dann  jö(n)  +  j,  wenn  n  ein  vollständiges 
Quadrat  ist.     Folglich  ist,  wenn  wir  uns  an  (31)  erinnern, 

a^  =  \8  +  \(x  +  3*  +  *»  +  ...), 

woraus  sich  ergibt 


"       .«* 


^  1  — x"      -^  <^  1  — xn 

l  11 

f)  Ist  <p(n)  die  Anzahl  der  Zahlen,  die  zu  n  relativ  prim  und  nicht 
größer  als  n  sind,  so  ist  bekannt  (vgl.  §  33,  a),  daß  man  hat 

<p(a)  +  tp(b)  +  <p(c)  H =  n , 

wenn  a,  6,  c,  ...  alle  Divisoren  von  n  sind.  Dies  vorausgeschickt  ist  es 
leicht  die  Summe  der  Reihe 

q      gy(l)      o?,y(2)       s'y(3)      s4y(4) 

zu  finden,  indem  man  ebenso  verfahrt  wie  bei  der  Lambertschen  Reihe. 
Man  braucht  nur  jedes  Glied  nach  steigenden  Potenzen  von  x  zu  ent- 
wickeln und  sieht  dann,  daß  der  Koeffizient  von  xn  gerade  die  vorhin 
angegebene  Summe  n  ist.  Setzt  man  also,  wie  es  geschehen  muß, 
|x|  <  1  voraus  und  erinnert  sich  an  das  Resultat  der  ersten  Übung,  so 
findet  man 

S  —  x+  2x*  +  3x*+    •  •  X 


Z.  B.  ist 


(i-*)1 


9(1)    ,    »flD    ,   jPg)    ,   9W    .  _  io 

1*        OQ  I  QQA  I        QQQA       I 


•         •         • 


9       '      99      '     999     »    9999    '  81 


Untndlloh*  Produkte. 

248.  Mit  der  Theorie  der  unendlichen  Reihen  steht  in  engem 
Zusammenhange  die  Theorie  der  unendlichen  Produkte,  über  die 
wir  hier  einiges  sagen  wollen,  um  nachher  eine  interessante  An- 
wendung davon  zu  machen.     Wenn  für  unendlich  zunehmendes  n  das 
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Produkt  I'n  der  n  ersten  Glieder  einer  Folge  rt, ,  «, ,  w„ ,  .  .  .  nach 
einem  endlichen  Grenzwert  P  konvergiert,  so  pflegt  man  zu  schreiben 
jP  =  listig  . .  .  und  zu  sagen,  daß  '^«»«j ...  ein  konvergente)«  un- 
endliches Produkt  ist,  welches  den  Wert  P  hat.  Wenn  ring) 
ins  Unendliche  wachst  oder  keinen  Grenzwert  hat,  su  heißt  das 
Produkt  divergent  oder  unbestimmt.     Da  man  hat 

log-P.  —  log«,  +  log«,  +  Log«,  +  ■•■  +  log«., 

so  sieht  man,  daß  die  Konvergenz  der   Reihe 

(32)  log«,  +  logu,  +  log«,  +  log«,  -i 

uotwendig  und  hinreichend  dafür  ist,  daß  das  unendliche  Produkt 
»,«,,«,,...  konvergiert  und  nicht  verschwindet.  Das  Produkt  ist 
auch  konvergent,  wenn  die  Reihe  (32)  gegen  —  <x  divergiert;  aber 
in  diesem  Falle  ist  sein  Wert  P  =  0.  Jede  für  die  Konvergenz  rOD 
('d'J)  notwendige  Bedingung  ist  also  notwendig  dafür,  daß  da?  be- 
trachtete Produkt  konvergent  und  von  Null  verschieden  ist  Wir 
wollen  unter  anderen  auf  die  Bedingung  lim  log  «„  =  l)  oder  lim«„='l 
hinweisen. 

249.  Theorem  I.  Damit  ein  unendliches  Produkt  «,«,«,... , 
dessen  Faktoren  positiv  und  alle  kleiner  oder  alle  größer 
sind  als  die  Einheit,  konvergent  und  nicht  null  sei.  ist  es 
notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Reihe 

(33)  I»,-  1) +  <«,  -  1)  +  (Mj  -  1)  +  ... 
konvergiert. 

In  der  Tat,  wenn  das  Produkt  konvergent  und  von  Null  ver- 
schieden ist,  so  konvergiert  die  Reihe  (32),  und  es  hat  folglich 
das  allgemeine  Glied  von  (33)  den  Grenzwert  Null.  Dasselbe  kann 
also  auf  die  Form  —  gebracht  werden,  wo  an  nach  —  oo  konvergiert 
im  Falle  «„  <  1  und  nach  4-  ao  im  Falle  uH>l.  Inzwischen  hat 
man  (§  157) 


(34 1 


Uni^j  -  Um«,  wg{l  +r)-  loglim  ('+„') 


■  1 


Also  konvergiert  auch  (§  189)  die  Reihe  (33).  Umgekehrt  hat  man, 
wenn  diese  Reihe  konvergiert,  lim«„  =  1.  Man  sieht  also  (§  189),  da 
die  Formel  (34)  immer  noch  gilt,  daß  auch  die  Reihe  (82)  konvergiert, 
folglich  das  Produkt  «,  ut  w,  .  .  -  konvergent  und  von  Null  ver- 
schieden  ist. 

250.    Theorem  II.     Das  unendliche  Produkt   «,  n,m,  ...  ist 
konvergent  und  nicht  null,  wenn  die  Reihen 
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(35)  («,  -  1)»  +  (S  _  l)»  +  («,  -  i)i  +  . . . 

konvergieren. 

Da  auf  Grand  der  Konvergenz  der  ersten  Reihe  limwn  «  1  ist, 
so  werden  die  Faktoren  des  Produktes  mit  zunehmendem  n  schließlich 
alle  positiv  sein,  und  es  wird  daher  die  Reihe,  welche  als  allgemeines 
Glied  vn  -=  un  —  1  —  log  un  hat,  schließlich  immer  reelle  Glieder 
haben.     Da  überdies 

^(^  -  Um«,  {l  -  a.log(H- i)}  =  i 

ist,  so  leitet  man  daraus  ab,  daß  die  Reihe  vt  +  v%  +  vs  +  •  •  •  kon- 
vergent ist  wie  die  Reihe  (35).  Es  konvergiert  also  die  Reihe  (32), 
als  Differenz  von  zwei  konvergenten  Reihen,  mithin  ist  auch  das  be- 
trachtete Produkt  konvergent  und  von  Null  verschieden.  Wir  wollen 
bemerken,  daß,  wenn  nur  die  erste  Reihe  konvergent  wäre,  die  Reihe 
vi  +  vi  +  v$  +  *  * '  divergent  sein  und  positive  Glieder  haben  würde. 
Mithin  würde  die  Reihe  (32)  nach  —  cx>  divergieren,  und  das  Produkt 
wäre  konvergent,  aber  null. 

251.  Folgerung.  Das  unendliche  Produkt  u^u^ ...  ist 
konvergent  und  nicht  null,  wenn  die  Reihe 

fa  -  1)  +  (tlj  -  1)  +  (•%  -  1)  +  •  •  • 

absolut  konvergiert 

In  der  Tat,  da  der  absolute  Betrag  von  un—l  schließlich  kleiner 
als  1  wird  und  bleibt,  so  hat  man  schließlich  auch  (un—  l)2<|w1l  —  1 1. 
Da  nun  aber  nach  dem  Theorem  von  Dirichlet  die  Reihe  mit  dem 
allgemeinen  Gliede  \un  —  1|  konvergiert,  so  konvergiert  a  fortiori 
die  Reihe  (35),  mithin  ist  auf  Grund  des  vorigen  Theorems  das  be- 
trachtete Produkt  konvergent  und  nicht  null. 

252.  Anwendung  auf  die  Gammafunktion.  a)  Große  Wichtigkeit 
für  verschiedene  Zweige  der  mathematischen  Analysis  hat  das  unendliche 
Produkt 


(fr  er  ar  ©■ 


■  +  T    "  +  f    "  +  T    >  +  f 


welches  man  mit  r(x  +  1)  zu  bezeichnen  pflegt  und  F-funktion 
nennt.  Natürlich  muß  man  es  vermeiden,  x  die  Werte  —  1,  —  2,  —  3,  . . . 
zu  erteilen;  aber  für  jeden  andern  Wert  von  z  ist  es  leicht  zu  beweisen, 
daß  das  Produkt  konvergiert.  Man  bemerke  in  der  Tat,  daß  man  wegen 
(§  222) 


(» + n 


x         x(x  —  1) 
1    -1_  _  4.  !!>__-   V.  4. 


12 
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dem    allgemeinen  Faktor   des    betrachteten   Produktes    die  Form    1  -\ — f 

geben  kann,  indem  man  mit  an  eine  Größe  bezeichnet,  die  mit  un- 
endlich zunehmendem  n  den  Grenzwert  \%{%  —  l)  bat.  Also  konvergiert 
das  Produkt  auf  Grund  des  Theorems  I,  da  die  Reihe  konvergiert,  welche 
man  erhält,  wenn  man  mit  ax,  o,,  03,  ...  die  Glieder  der  bekannten 
konvergenten  Reihe  1  +  \  +  -J-  +  •  •  •  multipliziert  Hiernach  ist  man  be- 
rechtigt zu  schreiben 

(36)  r(a;+1)=JJV_^_. 

1        '+« 


«" 


b)  Das  unendliche  Produkt,  welches  als  allgemeines  Glied hat, 

ist  konvergent     Sein  Wert  ist  (§  183)  1  H — 


1 


e     %n        c 


=  lim -  =-  e  , 

T  1+  -      «=«i-f  _ 
n  '    n 

wo  C  die  Eulersche  Eonstante  darstellt     Da  nun  aber  das  Produkt  (36) 
nicht  null  ist,  so  kann  man  immer  schreiben 

x  /     \    \  *  ^   .   x 

n 


riT^'^-fi^fi'^ 


r(x+l)      LI  /,  ,    i\*        ±         JL.J.  1  «',    1  /    L±       * 

und  gelangt  so  zu  der  wichtigen  Formel  von  Weierstraß: 

X   \ 


1  G 


r  (*  + 1) 


<:-#i('+f)<  ■ 


c)  Es  ist  zweckmäßig  der  Definition  (36)  der  Funktion  r  eine  andre 
Form  zu  geben,  die  man  Gauß  verdankt.  Man  braucht  nur  zu  bemerken, 
daß  die  rechte  Seite  mit 

Ihn  (n+1)* 


n  =  oo 


('+;)(•+?)•••(•+:) 


gleichwertig  ist,  um  schreiben  zu  können 

(37)  r(x  +  1)  -  lim nz ,     ,  .},'*,*'   '*,     ■     >• 


Wenn  man  beachtet,  daß 


§  268  Unendliche  Produkte.  181 

ist,  so  erhalt  man  sofort  die  fundamentale  Eigenschaft  r(x  -f  l)  =  xT(x). 
Da  ferner  für  a?  =  0  die  Formel  (37)  T(l)  =  1  gibt,  so  hat  man 

r(2)  =  l!,     r(8)-2!f     T(4)  =  3!,     r(5)  =  4!,    ... 
d)  Aus  (37)  leitet  man  ab 

/  1\        r  4n  •  n        *  (1 -2  •  8- -n)* 

Andrerseits  erhalt  man,  wenn  man  in  derselben  Formel  (37)  x  und  n  in 
2x  und  2n  verwandelt, 

y,/q       ,    -\        Axy      n     .  l .  2  •  8  •  •  •  2n 

l"+     j"       ™(»*+1)(**  +  »)(«*+Ä)...(1*  +  «ii)" 

Es  ergibt  sich  also,  wenn  man  sich  an  die  Stirlingsche  Formel  (§  221) 
erinnert, 

V      >  r(2x+l)  4%..yS-1.2.8.--2n         4* 

Man  gelangt  auf  diese  Weise  zu  der  Formel  von  Legendre: 

Insbesondere  erhält  man  für  x  =  0  aus  (38)  -T(j)  =  )Ar,  ferner  gibt  uns 
die  letzte  Formel 


(!)-£•  *•(!)-••$•   r(i)-35. 


Drittes  Buch. 
Theorie  der  Funktionen. 


Funktionen  einer  Veränderlichen. 

Erste    Begriffe. 

353.  Man  sagt,  <1nß  die  Veränderliche  x  unabhängig  ist,  wenn 
es  erlaubt  ist  ihr  einen  beliebigen  Werl  zuzuschreiben.  Man  kann 
dabei  ihre  Variabilität  durch  die  Forderung  einschränken,  daß  si 
einem  gegebeneu  Intervall  (§  169)  oder  sogar  in  einer  gegebenen 
Wertmenge  bleiben  muß,  vorausgesetzt,  daß  man  keine  Rücksicht  zu 
nehmen  braucht  auf  die  Werte,  die  andere  Voränderli<']ie  annehmen 
können.  Dagegen  nennt  man  eine  Funktion  jede  Große  y,  die  an 
die  unabhängige  Veränderliche  x  derart  gebunden  ist.  daß  jedem 
Werte  der  letzteren  ein  Wert  von  y  und  nur  einer  entspricht.  Diese 
Abhängigkeit  pflegt  man  auszudrucken,  indem  man  schreibt  y=-f(x), 
wo  das  Sjmbol  /'  einen  Komplex  von  bekannten  Operationen  dar 
stellen  kann,  die  mau  mit  x  ausführen  muß,  um  y  zu  erhalten.  Im 
allgemeinen  aber  deutet  dieses  Symbol  nur  die  zwischen  den  beiden 
OrÖßen  aufgestellte  Beziehung  an,  ohne  überhaupt  die  Möglichkeit  von 
Operationen  vorauszusetzen,  die  es  gestatten  den  Wert  von  y  aus  dem- 
jenigen von  x  abzuleiten.  Wenn  das  Entsprechen  zwischen  x  und  jj 
ein-eindeutig  ist,  wenn  also  jedem  Werte  von  y  nur  ein  einziger  Wert 
von  x  entspricht,  so  kann  man  y  als  unabhängige  Veränderliche  an- 
nehmen, und  dann  ist  x  =g(y),  d.  Ii.  x  eine  Funktion  v<m  y,  und  die 
Funktionen  (oder  Abhängigkeiten!,  welche  durch  die  Symbole  f  und  g 
dargestellt  werden,  heißen  zueinander  invers.  Denken  wir  sie  uns, 
um  die  Sache  klarer  zu  machen,  als  bezüglich  auf  dieselbe  Ver 
»nderliche  /,  so  sind  auf  Grund  der  Definition  die  Funktioneu  f\t\ 
und  g(t)  so  beschaffen,  daß  f{g{t))  und  g(fV>)  sich  identisch  auf  t 
reduzieren. 
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254.  Beispiele,  a)  Die  einfachste  Funktion  von  x  ist  diejenige, 
welche  durch  Aufstellung  der  Forderung  definiert  ist,  einen  gegebenen 
Wert  zu  bewahren,  welches  auch  der  Wert  von  x  sein  mag,  z.  B.  y  =  l. 
Schreibt  man  y  =  rc,  y  =  a?*,  ...  oder  allgemeiner  y  gleich  einem  Polynom 
in  x,  so  werden  dadurch  ebensoviele  Funktionen  von  x  definiert,  mit 
denen  wir  uns  eingehender  im  fünften  Buche  beschäftigen  werden. 
Noch  allgemeiner  kann  das  Symbol  f  einen  Komplex  von  algebraischen 
Grundoperationen  in  endlicher  Anzahl  bedeuten,  d.  h.  Additionen,  Sub- 
traktionen, Multiplikationen  und  Divisionen,  Potenzierungen  und  Radi- 
nerungen  (mit  einem  ganzzahligen  Exponenten  oder  Index);  alsdann  heißt 
die  Funktion  f(x)  algebraisch.  Wenn  von  den  genannten  Operationen 
die  letzte  fehlt,  so  sagt  man  noch,  daß  die  Funktion  rational  sei,  und 
es  ist  dann  leicht  sich  zu  überzeugen1),  daß  eine  solche  Funktion,  wenn 
sie  nicht  ein  Polynom  ist,  immer  durch  den  Quotienten  von  zwei  Poly- 
nomen tp(x)  und  ty(x)  ausdrückbar  ist. 

b)  So  oft  eine  Funktion  sich  darbietet  als  Quotient  von  zwei  andern: 

y  »  -77-T,  kann  man  wünschen,  daß  sie  in  einem  ganzen  Intervall  definiert 

sein  soll,  in  welches  eine  Wurzel  von  tf/(#)  fallt,  d.  h.  irgend  ein  Wert 
von  £,  für  den  man  hat  ty(x)  =  0.  Man  muß  zu  diesem  Zweck  erklären, 
welches  der  Wert  ist,  den  man  der  Funktion  jeder  Wurzel  entsprechend 
beilegen  will.     So  kann  man  z.  B.  die  Funktionen 

-.  *  =  — 

^        x  '     ^        x 

nicht  als  definiert  betrachten  in  einem  Intervall,  welches  die  Null  enthält, 
außer  wenn  man  hinzufügt,  daß  jede  von  ihnen  für  x  =  0  einen  ge- 
gebenen Wert  annimmt,  den  man  übrigens  nach  Belieben  festsetzen  kann. 
Man  bemerke  in  der  Tat,  daß  die  Resultate  J-  und  ~,  welche  man  erhält, 
wenn  man  auf  den  rechten  Seiten  der  obigen  Gleichungen  x  — «  0  setzt, 
jeder  Bedeutung  entbehren,  da  man  niemals  in  der  Arithmetik  oder 
in  der  Algebra  den  Quotienten  von  zwei  Zahlen  definiert  hat  (vgl.  §§  107, 
120),  ohne  den  Divisor  als  von  Null  verschieden  vorauszusetzen.  Man 
könnte  jenen  Symbolen  eine  Bedeutung  geben;  das  ist  aber  nicht  notwendig 
und  würde  sogar  von  Nachteil  sein,  insofern  die  Allgemeinheit  der  ge- 
wöhnlichen Regeln  des  algebraischen  Kalküls  nicht  gewahrt  bliebe.  Jeden- 
falls muß  man  sich  wohl  hüten  zu  sagen,  wie  es  gewöhnlich  geschieht, 
daß  \  unendlich  und  <■  unbestimmt  ist.  Dies  würde  keinen  Sinn 
haben.  In  der  Tat  haben  die  Worte  unendliche  Zahl  keinen  Sinn,  da 
die  Zahl  an  und  für  sich  wesentlich  endlich  ist.  Der  Begriff  des  Unend- 
lichen besteht  einfach  darin8),  daß  es  uns  nach  Fixierung  einer  Zahl 
immer   möglich    ist    eine   Zahl    zu    denken,    die  größer  ist  als  sie.     Mit 


1)  In  Betreff  genauerer  Details  siehe  den  „Coreo  di  analisi  algebrica"  von 
Capelli  und  Garbieri,  p.  418. 

2)  Man  lese  in  Betreff  dieses  Punktes  die  dritte  der  „Sept  le^ons  de  physique 
generale"  von  Cauchy.  So  faßte  übrigens  Leibniz,  einer  der  Begründer  der 
Infinitesimalrechnung,  das  Unendliche  auf.  Vgl.  das  „R&ume'  du  Cours  d* Analyse 
infinitesimale"  von  P.  Mansion,  p.  220. 


'm'*4  _    :     Jxwcuvata, 


tt<v*rz   **"w?i.    'jvt   TmoiÜ^uk    iric    man   «qbsl  ^r^f 

;.-».«*    >•".£*    i-^r« ttaubPJi' .    ir*    ^    ütwl   ^fctflsam.   'ah 
"*"..".   ti*i   *.-.*?  «uu*  Zjfci-   otdi^R!:    >äsr  f:xi*r*x  unt 

v«awÄ         -irt    tvja    r^i    £j*i*    A-VtsmlsaL    ■£» 

«.     Ia*  F^arws  z  ?^VfY.tJH0sc  säen  nadb  tg« 


/  —  0   vad        ftr  z  ^0  i»d.  *o  daft  beide  F 

3f  - 


/■'/*-,  "-  *  g^^fes.  W*u  nuui  die  Usakesnag  dir  Fsakxäsn.  f-j1 
rervxfit,  V/  tu»*,  man  taflet,  daß  j  allerdings  ais  ■n'ihlijii  i  V«» 
if.d*r;j/t?.A  jr*rwihJt  werten  kann,  aber  unter  da*  TaiaMBDf.  dal  wir 
yw  <*\rxni  \ßWbr%nken.  m  in  d«n  Intervall  '0,  xi  a  beCncfc&ESL  Ei 
hvUsü    %it\i   jedoeb    zu   j*fer  Zahl  dieees  InterraDes   mit    ^Mrhhl  der 

interna   Grenze  zwei   Wert*   von  x,  nlmlich  Vf  und  —  "|'e.     Die  Anf- 

vjcbrjftg  Akt  invervm    Funktion    ron  f*  liefert  also  zwei  FnkäoBem  Yi 

fjn'J  --  tft  und  %r>?\T  unendlich  viele  andere,  wenn  man  vereinbart  ftr 
jed*n  Wert  tod  f  bald  d*n  einen,  bald  den  andern  Wert  seiner  Qaadras- 
wurzel  zu  nt\uti*itk.  Mm  größere  Klarheit  und  Präzision  bei  der  Anf- 
ttellung  d^r  fundamestalen  Eigenschaften  der  Funktionen  ru  etreirhw,  ist 
m  zw^kmifii^  «ich  niemals  Ton  der  in   §  253  gegebenen  Definition  sn 

*fttf«n»*n  und  folglich   die  Funktionen   yi   und   —  yT  als 

b«trs/^hUrnf  wi«?  n^br  es  sich  auch  im  weiteren  Verlauf  der 

Htudien  wiederum  empfehlen   mag  und  sogar  Infierst  lriHrfiA  fein 

nie  als  ein«  einzige  Punktion  bildend  anzusehen.    Man  dehnt  *i«*—«  den 

Fun ktionsbegrifT  derart  aus,  daB  jede  Funktion  von  r  auch  imstande  ist 

für  jedtn    Wert   von  x  zwei  oder  mehr  Werte,  ja  sogar  unendlich  Tide 

Wert*  anzunehmen,  die  einem  wobldefinierten  Gesetz  unterworfen  sind. 

d)  Rchon  aus  der  Algebra  ist  uns  die  Funktion  ä*  bekannt,  wenigstens 
fl&r  rationales  jr,  und  wir  werden  weiter  unten  (§  270,  b)  sehen,  wie  man 
ihre  Bedeutung  auf  den  Fall  eines  irrationalen  z  ausdehnen  kann.  Die 
inveme  Funktion  von  a*  ist  per  definitionem  Logo?  oder  der  Logarithmus 
von  x  zur  Basis*  a.  Dabei  bleibt  diese  Funktion  offenbar  nur  ftr  x  >  0 
definiert  Im  besondern  ist-  logz  die  inverse  Funktion  von  e*.  Ferner 
sind  bereits  in  der  Trigonometrie  studiert  worden  die  Funktionen  sin  ff, 
cos  ff,  tgff,  die  sogenannten  Kreisfunktionen.  Die  letzte  von  ihnen 
muß  man  alH  bedeutungslos  betrachten ,  so  oft  cos  ff  —  0  ist,  obgleich  man 

mm 

häufig  schreibt  tg      —  no.     Natürlich  hat  aber  diese  Gleichung  nur  einen 

konventionellen  Kinn,  über  den  wir  weiter  unten  sprechen  werden.  Von 
großer  Wichtigkeit  sind  die  Funktionen,  welche  durch  Umkehrung  der 
Kreisfunktionen  entstehen.  Für  y  —  cos  ff  existiert  keine  inverse  Funktion, 
so   lango   man    nicht  übereinkommt  unter  den  unendlich  vielen  Bogen  ff, 
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welche  den  Kosinus  y  haben,  den  kleinsten  nicht  negativen  Bogen  zu 
wählen,  welchen  man  mit  arc  cos  y  bezeichnet.  Ähnlich  pflegt  man 
arc  sin  y  und  arctgy  zu  definieren,  die  inversen  Funktionen  von  y  =  sinx 
und  von  y  —  tg  x ,  indem  man  Übereinkommt  jedem  Werte  des  Sinus  oder 
der  Tangente  y  denjenigen  Bogen  x  entsprechen  zu  lassen,  welcher  dem  absO- 
luten  Betrage  nach  -=-  nicht  übertrifft  Infolge  dieser  Definitionen  hat 
man  immer 

—  -5-  <  arc  sin  y  <  -^- ,     0  <  arc  cos  y  <  ä  , 
mithin  ist  man  wegen 

7t 

berechtigt  -^  —  arc  sin  y  mit  arc  cos  y  zu  bezeichnen,  d.  h.  es  ist 

arc  sin  y  +  arc  cos  y  =  —• 

Der  Leeer  wird  von  selbst  die  anderen  Relationen  finden,  welche  zwischen 
den  Symbolen  aresin,  arecos,  arctg  bestehen,  wenn  er  immer  auf 
die  Einschränkungen  achtet,  welche  die  Definition  dieser  Symbole  enthalt. 
Sonst  ist  es  sehr  leicht  in  einen  Irrtum  zu  verfallen.  Um  sich  hiervon 
zu  überzeugen  braucht  man  nur  zu  bemerken,  daß  die  Formel 

Ali.  x        U+V 

arc  tg  u  +  arc  tg  t?  =>  arc  tg  j-^ — » 

die  mit  einer  bekannten  Formel  der  Trigonometrie  äquivalent  ist,  nur  gilt 
rar  uv  <  1.  Wenn  uv  größer  ist  als  1,  so  muß  man  auf  der  rechten 
8eite  it  addieren  oder  subtrahieren,  je  nachdem  das  gemeinsame  Zeichen 
von  *  und  v   +  oder  —  ist. 

e)  Wenn  man  übereinkommt  y  den  Wert  0  oder  den  Wert  1  beizu- 
legen, je  nachdem  x  rational  oder  irrational  ist,  so  wird  dadurch  eine 
Funktion  von  x  definiert,  welche  in  keiner  Weise  zur  Umkehrung  ge- 
eignet ist  Dasselbe  läßt  sich  von  der  Funktion  sagen,  welche  durch  die 
Forderung  definiert  ist,  gleich  1  zu  bleiben  für  alle  positiven  Werte  von  x, 
gleich  —  1  für  alle  negativen  Werte  und  gleich  0  zu  sein  für  x  =  0. 
Diese  bemerkenswerte  Funktion  kommt  häufig  in  den  arithmetischen  Unter- 
suchungen von  Kronecker  vor,  der  sie  mit  sgn  x  bezeichnet,  was  man 
Heft  Signum  x.  Auf  den  ersten  Anblick  scheint  es  nicht  möglich  sie  mit 
Hilfe  der  bereits  bekannten  Funktionszeichen  auszudrücken.  Dagegen  ist 
es  leicht  verschiedene  Ausdrücke  für  sie  zu  finden,  vor  allem  wenn  man 
von  der  Operation  lim  Gebrauch  macht,  welche  wir  im  zweiten  Buche 
studiert  haben,  d.  h.  dem  Übergange  zur  Grenze  unter  der  Voraussetzung, 
daß  eine  ganze  Zahl  n  unbegrenzt  zunimmt     In  der  Tat  ist 

hx  cnx —  t~nx  2 

•gn*- lim -===;,    sgna!  =  lim— — — ,     sgn*  -      lim  aretgn*. 

»s«o  y  1  -f-  n'X*  *bcd£       "T  «  w»  =  oo 

Man   braucht   übrigens  garnicht   auf  die  Operation  lim   zurückzugreifen. 


Wenn  man  übereinkommt ,  daß  die  Funktion  arc  tg  —  ,   welche    für 

ohne  Bedeutung  ist,  für  diesen  Wert  von  x  gleich  0  gelten  soll,  so  ist  es 
leicht  zu  sehen,  daß  man  bat 


otg* 


Eine  andere  Funktion,  die  in  enger  Beziehung  zu  der  vorigen  steht,  ist 
durch  die  Bedingung  definiert,  gleich  dem  absoluten  Betragt-  dal  Vn 
Underlichen  zu  bleiben.  Man  pflegt  sie  mit  |  x  |  zu  bezeichnen,  Offenbar 
ist  \x\  =  xsgax.     Endlich  ist  die  Funktion  y  =  limsgnfsin'nlnr)  gerade 

diejenige,    welche    wir   am  Anfang  definiert  haben,    da,  wenn  j-  r 
ist,  nix  mit  zunehmendem  n  schließlich  eine  ganze  Zahl   wird  D 
so  daß  y  =  sgn  0  =  0  ist.     Dies  findet  niemals  statt,   wenn  r  irra 
ist,  sin*«!?i:r-  bleibt  positiv,  mitbin  wird  y=  1. 

f)  Die  Häufigkeit  y  der  Ziffer  0  unter  den  Deziinahuffern  n 
eine  interessante  Funktion  von  x,  welche  wir  immer  durch  is(x)  dar- 
stellen werden,  um  sie  im  folgenden  zu  kennzeichnen,  wenn  wir  Gelegen 
heit  haben  werden  sie  als  Beispiel  heranzuziehen,  Mit  andezo  Verton, 
wenn  sich  unter  den  n  ersten  Dezimalen  des  dem  x  erteilten  Wertes  >n 
Nullen  befinden  und  wenn  das  Verhältnis  von  m  zu  n  bei  unbegrenzt  wach- 
sendem »  nach  einem  Orenzwert  konvergiert,  so  wollen  wir  übe  reinkommen 
diesen  Grenzwert  als  #-Wert  anzunehmen,  der  dem  gegebenen  Wert  von  x 
entspricht.  Diese  Funktion  y  =  S  (x)  laßt  keine  inversc  Funktion  *u, 
und  zwar  nicht  deshalb,  weil  man  (wii-  bei  deu  zuletzt  definierten  Funk- 
tionen^ y  nicht  als  unabhängige  Veränderliche  annehmen  kann,  sondern 
weil  jedem  Werte  von  y  (der  aber  zwischen  O  und  1  enthalten  sein  muß  I 
unendlich  viele  Werte  von  x  entsprochen  und  es  nicht  gelingt  unter  ihnen 
einen  Wert  zu  isolieren,  wie  wir  es  bei  den  inversen  Kreis funktionen 
machen  konnten.  In  der  Tat,  wenn  die  Zahl  ti  beliebig  gegeben  ist  und 
die  positive  Zahl  /i,  so  klein  als  man  will,  filiert   wird,    so    wollen  wir 

v  genügend  groß  nehmen,  damit    10*  >  r  ist,  und  /—  <i  die  Zahl  nennen, 

welche  man  erhält,  wenn  man  in  .r  —  a  alle  Ziffern  unterdrückt,  welche 
rechts  von  der  v-ten  Dezimale  stehen.  Offenbar  ist  |»  —  x'|<A,  und 
andrerseits  ist  offenbar,  da  die  Addition  von  x  —  a  zu  a  nur  «ine  be- 
grenzte Anzahl  von  Ziffern  modifiziert,  n  (x')  =  3  (a).  Also  kehrt  der 
Wert.,  den  die  Funktion  für  einen  beliebigen  Wert  a,  den  man  .r  erteilt, 
annimmt .  in  der  Umgebung  jedes  andern  Wertes  von  x  unendlich  oft 
wieder.      Man   bemerke   überdies   folgendes:   Mnn  kann  w   gleichzeitig  mit   n 

derart,  variieren  lassen,  daß  sich   überhaupt  keinem  Orenzwert   nähert, 

und    auf   diese    Weise    eine  Zahl    a   konstruieren,   für   weicht»    I 
existiert.     Aus  den   vorstehenden  Betrachtungen  gebt  hervor,  daß    dies  i 
der  Umgebung  jedes  anderen  Wertes  von  x  vorkommt,  A.  h.  daß  in  jedem 
Intervall,  wie  klein  es  auch  sein  mag,   die  Funktion    <3{x)   für  unendlich 
viele  Werte  von  x  nicht  definiert    ist. 
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g)  Die  unendlichen  Reihen  und  Produkte  (vgl.  §  252)  liefern  uns 
andere  Beispiele  von  Funktionen.     So  wird,  wenn  man 

y  —  x  —  \x*  +  J-s8  —  ±xl  H 

setzt,  die  Funktion  y  in  dem  Intervall  (—1,  l)  definiert,  mit  Ausschluß 
der  unteren  Grenze.  In  diesem  Intervall  nimmt  bekanntlich  (§186)  y 
dieselben  Werte  an  wie  die  andre  Funktion  log(l+z),  die  in  dem 
ganzen  Intervall  (—  1 ,  <x>)  definiert  ist,  immer  mit  Ausschluß  der  unteren 
Grenze.     Die  Gleichung 

F(x)  —  sin  2%x  +  -J-  sin  4nx  +  \  sin  Gitx  +  •  •  • 

definiert  F(x)  für  alle  Werte  von  x  (§  218,  i),  und  es  ist  nützlich  zu 
wissen,  daß  diese  Funktion  sich  mit  Hilfe  von  zwei  andern  ganz  ein- 
fachen, nämlich  [#],  dem  größten  in  x  enthaltenen  Ganzen,  und 
sgnx.    Es  gelingt  in  der  Tat  mit  elementaren  Hilfsmitteln1)  zu  beweisen,  daß 

^F(x)  -  sgn(s  -  [*])  -  2  (*  -  [*]) 

ist  oder,  wenn  man  will, 

wobei  q(x)  den  Exzeß  von  x  über  das  größte  in  x  enthaltene  Ganze, 
d.  h.  x  —  [x] ,  darstellt.  Im  besondern  leitet  man  daraus  ab ,  daß  in  dem 
Intervall  (0,  2n)  mit  Ausschluß  der  Grenzen  die  folgende  Formel 
gilt,  welche  uns  von  Nutzen  sein  wird: 

sin  x  +  j  sin  2x  +  ^  sin  3a;  +  •  •  •  =  |  (ä  —  x). 

h)  Es  ist  aber,  wie  wir  gesagt  haben,  nicht  nötig,  daß  man  y 
durch  analytische  Symbole,  welche  bekannte  mit  x  vorzunehmende  Ope- 
rationen darstellen,  auszudrücken  weiß,  oder  daß  dies  überhaupt  möglich 
ist.  Es  genügt,  daß  in  irgend  einer  Weise  die  Kenntnis  jedes  Wertes 
von  x  einen  Wert  von  y  bestimmt,  um  behaupten  zu  können,  daß  y 
eine  Funktion  von  x  ist.  Z.  B.  sind  die  Löslichkeit  eines  Salzes,  die 
Spannung  und  die  latente  Wärme  des  Wasserdampfes  Funktionen  der 
Temperatur.  Die  wichtigste  Funktion  einer  unabhängigen  Veränderlichen, 
sagt  Thomson,  ist  vielleicht  in  Liverpool  der  Preis  der  Baumwolle, 
obgleich  es  nicht  gelingt  irgend  eine  analytische  Beziehung  ausfindig  zu 
machen  zwischen  diesem  Preise  und  der  Zeit,  die  von  einem  beliebigen 
Augenblick  an  gerechnet  wird.  Andere  Funktionen  der  Zeit  sind:  die  Zeit 
selbst,  wie  sie  aus  den  Angaben  einer  ganz  schlechten  Uhr  hervorgeht; 
die  Temperatur  in  einem  gegebenen  Punkte  des  Baumes  oder  die,  welche 
durch  ein  gegebenes  Thermometer  angezeigt  wird  und  welche  sich  im 
Mittel  und  n&herungsweise  mit  Hilfe  der  Kreisfunktionen  darstellen 
llßt9),  u.  8.  w.  Für  alle  diese  Funktionen  gibt  es  keine  inverse  Funktion. 
Wie  könnte  man  in  der  Tat  behaupten,  daß  die  Zeit  eine  Funktion  der 


1)  Pring8heim,  Mathematische  Annalen,  Bd.  26,  p.  193.  Siehe  auch  §  36S 

2)  Liagre,  Calcul  des  probabilite's,  p.  288. 


Temperatur  ist?  Aber  die  merkwürdigste  Funktion  der  Zeil  ist  i 
Zweifel  der  Druck  der  Luft  auf  das  Trommelfell.  Denkt  raun  tiefe  i 
selbe  ■■  B.  konstruiert  durch  Anhören  eines  Musikstückes,  das  von  einem 
Orchester  ausgeführt  wird,  so  würde,  wie  kompliziert  oder  rauh  oder  dis- 
harmonisch auch  die  Töne  desselben  sein  mögen  und  wie  sie  sieh  iiurh 
snperponieren  mögen,  die  Kenntnis  der  Funktion  genügen,  um  den  In- 
begriff der  gehörten  Töne  getreu  reproduzieren  zu  können  und  um  BOgll 
eine  Fülle  von  Angaben  zu  haben,  die  der  wirklichen  Perzeptirui  du 
Tones  fremd  sind  '). 

255.  Eine  Funktion  heißt  endlich  In  einem  gegebenen  Intel 
valle,  wenn  die  Menge  der  Wert«,  die  sie  in  diesem  Intervalle  an- 
nimmt, endlich  ist,  und  die  Grenzen  (§  170)  dieser  Wertmenge  heißen 
die  Grenzen  (die  untere  und  die  obere)  der  Funktion.  Mit  andern 
Worten:  die  untere  Grenze  einer  Funktion  in  einem  gegebenen  Inter 
valle  ist  eine  Zahl,  die  durch  die  doppelt*  Eigenschaft  charakterisiert 
ist,  nicht  großer  zu  sein  als  irgend  ein  Fiinktionswert  und  M  In- 
schaffen  zu  sein,  daß  jede  Zahl,  die  grüßer  ist  als  sie,  auch  größer 
ist  als  ein  Funktionswert.  Analog  ist  die  obere  Grenze,  welche  von 
keinem  Funktiouswert  übertroffen  wird,  so  beschaffen,  daß  jede  Zahl, 
die  kleiner  ist  als  sie,  von  einem  Funktionswert  übertroffen  wird. 
Diese  Grenzen  darf  man  nur  dann  als  das  Minimum  und  das  Mus  im  um 
bezeichnen,  wenn  es  Werte  sind,  welche  die  Funktion  in  dem  be- 
trachteten Intervall  wirklich  annimmt.  So  ist  z.  B.  die  Funktion  sinz 
endlich  in  jedem  Intervalle  und  hat  daselbst  immer  ein  Minimum 
und  ein  Maximum,  nämlich  —  1  und  -f  1,  wenn  das  Intervall  nicht 
kleiner  ist  als  2x.  Endlich  ist  auch  die  Funktion  x  —  [x],  die  in 
jedem  Intervall,  welches  nicht  kleiner  ist  als  1,  den  kleinsten  Wert  0 
annimmt,  aber  kein  Maximum  besitzt,  da  1,  die  obere  Grenze,  kein 
Wert  ist,  den  die  Funktion  annimmt.  Dagegen  ist  die  Funktion. 
welche  für  i  ^  0  durch  —  ausgedrückt  wird  nnd  für  x  =  0  gleich  0 
ist,  nicht  endlich  in  den  Intervallen,  welche  0  enthalten,  da  es,  wenn  l 
beliebig  groß  gegeben  ist,  immer  möglich  ist  Funktionswerte  zu 
finden,  die  größer  als  /  oder  kleiner  als  —  /  sind.  Man  braucht  m 
.r  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  zu  wählen  als  -.  Eü 
tion  kann  auch  in  dem  einen  Sinne  endlich  Bein  und  im  entgegen 
gesetzten  Sinne  nicht  endlich  Bein,  wie  z.  B.  die  durch  das  Quadrat  der 
vorigen  ausgedrückte   Funktion    nicht   endlich    ist  in  jedem   Intervalle. 

welches  die  Null  einschließt.  In  derselben  Weise  igt  e*  nicht  endlich, 
wenn  in  dem  betrachteten  Intervall  mit  Ausschluß  der  oberen  Grenze 
die  Null  enthalten  ist,  u.  s.  w.     Diese  Funktionen  sind  nicht  endlich 


; 


11  Thomion,  Conference«  icientifique«  et  alloeution»,  pp  178,  IRQ 
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insofern   sie  keine   obere   Grenze    haben,   besitzen  jedoch   in  jedem 
Intervalle  einen  kleinsten  Wert. 

256.  Theorem  I.  Wenn  eine  Funktion  in  einem  Intervall 
endlich  ist,  so  hat  sie  darin  immer  eine  untere  Grenze  und 
eine  obere  Grenze. 

Dies  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  Definition  der  endlichen 
Funktion  und  aus  einem  bekannten  Theorem  (§  172),  welches  die 
Existenz  der  unteren  Grenze  und  der  oberen  Grenze  einer  endlichen 
Wertmenge  sicher  stellt. 

257.  Theorem  IL  Wenn  eine  Funktion  in  der  Um- 
gebung aller  Zahlen  eines  endlichen  Intervalls  endlich  ist, 
so  ist  sie  in  dem  Intervall  endlich. 

Indem  wir  das  indirekte  Beweisveifahren  benutzen,  werden  wir 
zeigen,  daß,  wenn  die  Funktion  in  dem  gegebenen  Intervall  nicht 
endlich  ist,  in  demselben  wenigstens  eine  Zahl  existiert,  in  deren 
Umgebung  sie  nicht  endlich  ist.  Verneint  man,  daß  die  Funktion 
endlich  ist,  so  behauptet  man  die  Möglichkeit,  unter  den  Werten, 
welche  die  Funktion  in  dem  betrachteten  Intervalle  annimmt,  wenigstens 
einen  Wert  yx  zu  finden,  der  großer  ist  als  eine  beliebig  vorgegebene 
Zahl  Z|,  und  daher  auch  einen  Wert  y„  der  größer  ist  als  eine  be- 
liebige Zahl  2,,  die  größer  ist  als  yv  So  geht  nun  es  unbegrenzt 
fort  und  man  kann  sich  bei  Konstruktion  der  Zahlen  lX7  Z8,  J„ 
so  einrichten,  daß  sie  bestandig  und  über  alle  Grenzen  wachsen. 
Die  Werte  yu  y%}  y8,  ...  der  Funktion  entsprechen  solchen  Werten 
*!>  *%>  xzy  -  -  -  der  unabhängigen  Veränderlichen,  die  alle  ver- 
schieden voneinander  sind  und  folglich  eine  unendliche  Anzahl 
bilden.  Sie  gehören  einem  endlichen  Intervall  an,  und  es  gibt  daher 
auf  Grund  eines  bekannten  Theorems  (§  174)  deren  unendlich  viele 
in  der  Umgebung  eines  oder  mehrerer  Zahlen  des  Intervalles.  Es  sei 
£  eine  solche  Zahl.  Wir  fixieren  h  positiv  und  beliebig  klein  und 
wollen  beweisen,  daß  in  dem  Intervall  (£  —  ä,  £  +  h)  die  Funktion 
jede  Zahl  l  übertreffen  kann,  die  so  groß  sein  mag  als  man  will. 
In  der  Tat,  wählt  man  v  genügend  groß,  damit  ln  >  l  ist  für  jedes 
n  >  v,  und  bemerkt  man,  daß  man  in  der  Folge  #,+1,  zt+%,  #v+s>  •  •  • 
schließlich  immer  eine  Zahl  xn  antreffen  muß,  die  dem  Intervall 
(£  —  Ä,  £  +  Ä)  angehört,  so  sieht  man  sofort,  daß  in  diesem  Intervall 
die  Funktion  den  Wert  yH  >  ln  >  l  annimmt. 

258.  Für  das  obige  Theorem  läßt  sich  auch  ein  direkter  Beweis 
liefern,  wenn  man  es  vermeidet,  das  Theorem  des  §  174  heran- 
zuziehen. Die  Funktion  werde  als  endlich  vorausgesetzt  in  der  Um- 
gebung aller  Zahlen  des  Intervalles  (a,  b).  Im  besondern  bedeutet 
die  Voraussetzung,   sie   sei  rechts  von  a  endlich,   daß  man   sie  als 
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endlich  voraussetzt  in  einem  Intervall  (a,  x),  dessen  obere  Grenze  x 
genügend  nahe  an  a  zu  wählen  ist,  nnd  dies  bleibt  richtig  für  jede 
andre  Zahl  x'  <  x,  die  größer  als  a  ist.  Die  Menge  dieser  Zahlen 
x(^b)  hat  eine  obere  Grenze  g  <C  b.  Diese  Zahl  ist  die  größte  iu 
der  Menge.  In  der  Tat,  wählt  man  £'  <  |  in  genügender  Nähe  von  £, 
so  ist  die  Funktion,  welche  nach  der  Voraussetzung  links  von  | 
endlich  ist,  endlich  in  (J*,  £).  Andrerseits  ist  sie  endlich  in  (a,  5'), 
also  Ist  sie  endlich  in  {«,  g).  Es  genügt  nunmehr  zu  zeigen, 
daß  |  =  b  ist.  Wäre  £  <  bt  so  könnte  man  eine  Zahl  |"  >  g  ge- 
nügend nahe  an  £  wählen,  damit  die  Funktion  in  (|,  £")  lind  folglich 
in  (a,  £")  endlich  ist.  Dies  ist  absurd,  sobald  J  die  größte  unter 
denjenigen  Zahlen  x<ib  ist,  welche  so  beschaffen  sind,  daß 
die  Funktion  endlich  ist. 

259.  Theorem  m  (erstes  Theorem  von  Weierstraß).  Wenn 
eine  Funktion  in  einem  endlichen  Intervalle  endlich  ist,  so 
enthält  dieses  wenigstens  eine  Zahl,  in  deren  Umgebung  die 
Funktion  dieselbe  untere  Grenze  hat,  welche  sie  in  dem 
ganzen  Intervall  zuläßt.  Dasselbe  gilt  von  der  oberen  Grenze. 

Wir  können  uns  darauf  beschränken,  das  Theorem  nur  für  eine 
der  Grenzen  zu  beweisen.  Es  sei  z.  B.  die  untere  Grenze  X.  Wenn 
diese  ein  Minimum  ist,  so  gibt  es  in  dem  Intervall  (a,  b),  welches 
man  betrachtet,  wenigstens  eine  Zahl  £,  für  welche  man  hat  /"(£)  — A, 
und  es  ist  klar,  daß  in  der  Umgebung  von  £  die  Zahl  A  immer  der 
kleinste  Wert  der  Funktion  ist.  Wenn  X  nicht  ein  Minimum  ist, 
so  bedeutet  dies,  daß  f(x)  —  X  in  (a,  6)  immer  positiv  bleibt,  aber 
beliebig  kleine  Werte  annehmen  kann,  woraus  folgt,  daß  die  Funktion 


<p(x)- 


f<&- 


in  dem  ganzen  Intervalle  definiert  ist,  aber  nicht  endlich  ist. 
Es  gibt  also  in  (a,  b)  eine  Zahl  £,  in  deren  Umgebung  <p(x)  nicht 
endlich  ist,  d,  h.  wenn  eine  Zahl  !  so  groß  als  man  will  gegeben  ist, 
so  wird  es  immer  möglich  sein  in  dem  beliebig  kleinen  Intervalle 
(|  —  h,   %  +  h)  eine  Zahl  xa  zu  ßnden  derart,  daß 

tf<  (*„)  >  l     und  folglich     f  (a:0)  <X  +  \ 

ist.  f(x0)  ist  also  kleiner  als  eine  Zahl,  die  zwar  griißer  ist  als  X, 
aber  so  nahe  an  l  liegt  als  man  es  wünscht.  Also  ist  in  (|  —  h, 
£  +  A)  wie  in  [a,  b)  die  Zahl  X  die  größte  unter  denjenigen,  welche 
keinen   Wert  der   Funktion   übertreffen. 


{{  260 — 261  Das  Konvergieren  nach  einem  Grenzwert.  191 


Das  Konvergieren  nach  einem  Grenzwert. 

260.  Für  die  unabhängige  Veränderliche  x  bedeutet  das  Kon- 
vergieren nach  einem  Grenzwert  a,  daß  sie  alle  Werte  in  der  Um- 
gebung (§  169)  yon  a  annimmt.  Häufig  ist  es  nützlich  das  Konver- 
gieren nach  a  von  links  oder  von  rechts  zu  unterscheiden,  und 
man  kann  sich  denken,  daß  dies  geschieht,  indem  x  wachsend  ein 
ganzes  Intervall  (a  —  A,  a)  mit  Ausschluß  der  oberen  Grenze  durch- 
lauft, bezw.  abnehmend  ein  ganzes  Intervall  (a,  a  +  h)  mit  Ausschluß 
der  unteren  Grenze.  Man  sagt  ferner,  daß  x  nach  Unendlich  kon- 
vergiert, wenn  es  beim  Variieren  schließlich  jeden  Wert  annimmt, 
der  größer  ist  als  eine  gegebene  Zahl  Dies  kann  man  immer  er- 
reichen, indem  man  x  wachsend  ein  ganzes  Intervall  (£,  oo)  durch- 
laufen laßt.  Eine  analoge  Definition  gilt  für  ein  x,  welches  nach 
-  oo  konvergiert 

261.  Man  sagt,  daß  die  Werte  von  f(x)  rechts  von  a  nach 
dem  Grenzwerte  l  konvergieren,  wenn  für  ein  von  rechts  nach  a 
konvergierendes  x  die  Differenz  f(x)  —  l  schließlich  absolut  genommen 
kleiner  wird  und  bleibt  als  jede  positive  Zahl.  Ausführlicher  können 
wir  ee  so  ausdrücken:  Man  sagt,  daß  f(x)  rechts  von  a  den  Grenz- 
wert l  hat,  und  schreibt 

hmf(x)  =  l, 

*  =  a  +  0 

wenn  jeder  noch  so  kleinen  positiven  Zahl  £  eine  positive  Zahl  A 
entspricht  derart,  daß  für  jeden  Wert  von  x,  der  dem  Intervall 
(a,  a  +  h)  mit  Ausschluß  der  unteren  Grenze  angehört, 

(1)  \f(x)-l\<s 

ist.  Ebenso  sagt  man,  daß  f(x)  links  von  a  den  Grenzwert  l  hat 
und  schreibt 

hmf(x)  =  l, 

wenn  jeder  Zahl  €  >  0  eine  Zahl  A  >  0  entspricht  derart,  daß  die 
Formel  (1)  gilt  für  alle  Werte  von  x,  die  nicht  kleiner  als  a  —  A, 
aber  kleiner  als  a  sind.  Wenn  man  ferner,  wie  es  gewöhnlich  vor- 
kommt, schreibt 

limf(x)  =»  l, 

x  —  a 

so  will  man  behaupten,  daß  die  Grenzwerte  von  f(x)  rechts  und 
links  yon  a  beide  existieren  und  gleich  l  sind.  Nur  der  Kürze  wegen 
pflegt  man  zu  schreiben  und  zu  sagen,  f{x)  konvergiere  für  x  —  a 
nach  dem  Grenzwert  l.  Es  ist  aber  darunter  zu  verstehen,  daß  x 
alle  zu  a  unendlich  benachbarten  Werte  annehmen  soll  gerade  unter 
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Ausschluß  des  Wertes  a.  Überhaupt  darf  man  die  Werte  rechts 
und  links,  f(a  +  0)  und  f(a  —  0),  welche  die  Funktion  in  u  als 
Grenzwerte  hat,  nicht  verwechseln  mit  dem  Werte  f(a),  den  sie 
für  x  —  o  tatsächlich  annimmt. 

2tt2.  Man  sagt  ferner,  daß  /'(.<)  für  unendliches  X  nach  einem 
Grenzwerte  l  konvertiert,  wenn  jeder  positiven  Zahl  (  eine  Zahl  |  ent- 
spricht derart,  daß  für  x  >  £  immer  die  Formel  (1)  richtig  ist.  Man 
sagt,  daB  für  ein  nach  dem  Werte  a  von  rechts  oder  von  links 
konvergierendes  x  die  Funktion  /'(*)  nach  Unendlich  konvergiert, 
und  vereinbart  zu  schreiben 

Umf(x)  —  oo,     hmf(x)  —  oo, 

wenn  jeder  beliebig  großen  Zahl  l  eine  positive  Zahl  h  entspricht 
derart,  daß  in  dem  Intervall  (a,  a  +  h)  oder  in  (a  —  It,  a)  mit  Aus 
Schluß  der  Grenze  a  immer  f{$)  >  l  ist.  In  analoger  Weise  definiert 
man  die  Annäherung  au  den  Grenzwert  —  oo.  Man  sagt  endlich, 
daß  für  unendliches  x  die  Funktion  f(x)  nach  Unendlich  konvergiert 
und  vereinbart  zu  schreiben 

lim  f(x)  —  oo , 

wenn  jeder  beliebig  großen  Zahl  l  eine  Zahl  £  entspricht  derart,  daß 
für  ar>|  immer  f(x)>l  ist.  Bei  einiger  Überlegung  ist  ea  leicht 
sich  zu  überzeugen,  daß  alle  diese  Definitionen  nach  einem  einzigen 
Prinzip  gebildet  sind.  Es  ist  hier  gut  zu  bemerken,  daß  man  oft, 
anstatt  zu  behaupten,  daß  eine  Funktion  nach  Unendlich  konvergiert, 
wenn  x  nach  n  konvergiert,  oder  nach  dem  Grenzwert  /  kon- 
vergiert, wenn  x  unendlich  zunimmt,  auch  sagt,  daß  die  Funktion  für 
x  —  a  unendlich  ist,  oder  daß  sie  für  unendliches  z  den  Wert  / 
hat.  Dies  sind  rein  konventionelle  Ausdrucks  weisen,  die  ihre  Nütz- 
lichkeit haben  und  zu  keinen  Schwierigkeiten  Veranlassung  geben 
können,  wenn  man  sich  ein  für  alle  Mal  ihre  genaue  Bedeutung  klar 
gemacht  hat.     Entsprechend  dieser  Redeweise  pflegt  man  zu  schreiben 

f(a)  —  oo     oder    f  (°°)  ~  '  ■ 
Auf  diese  Weise  wird  es  statthaft  (vgl.  §  254,  d)  arctgx  in  derselben 
Weise  wie  arc  sin  x  zu  definieren  ohne  die  Werte  -±  -^    auszuschließen. 
Sonst    würden    die    Gleichungen    arc  tg  (±  oo)  —  j;  — ,    wie  auch  die 
andere  tg      =  oo,    ohne   Bedeutung    Bein.     In    der    letzteren    ist 
Wirklichkeit   noch    etwas    mehr   »tillschweigend    vorausgesetzt.      Ai 
der   hnkeu   Seite   ist  nämlich  --    —  0  statt        zu  setzen;  denn  man 
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263.  Durch  dieselben  Betrachtungen  wie  diejenigen,  welche  früher 
im  Falle  einer  ganzzahligen  Veränderlichen  angewandt  worden  sind, 
lassen  sich  die  folgenden  Eigenschaften  feststellen.  Eine  Funktion, 
die  beim  Wachsen  von  x  solche  Werte  annimmt,  daß  keiner  kleiner 
ist  als  ein  vorhergehender  Wert,  muß  für  unendliches  x  nach  einem 
endlichen  oder  unendlichen  Grenzwert  konvergieren,  da  es  bei  einer 
solchen  Funktion  genügt,  daß  sie  größer  wird  als  eine  feste  Zahl,  um 
es  auch  zu  bleiben,  wenn  x  wächst.  Wenn  eine  Funktion  zwischen 
zwei  andern  enthalten  ist,  die  für  ein  nach  dem  Werte  a  konver- 
gierendes x  einen  gemeinsamen  Grenzwert  l  haben,  wird  auch  nach 
dem  Grenzwert  l  konvergieren.  Wenn  für  ein  nach  dem  Werte  a 
konvergierendes  x  eine  Funktion  einen  von  Null  verschiedenen  Grenz- 
wert zuläßt,  so  nimmt  sie  schließlich  das  Vorzeichen  dieses  Grenz- 
wertes an  und  behalt  es.  Es  kann  daher  eine  Funktion,  die  in  der 
Umgebung  eines  gegebenen  Wertes  a  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen niemals  aufhört  positive  und  negative  Werte  anzunehmen,  nicht 
nach  einem  von  Null  verschiedenen  Grenzwerte  konvergieren,  wenn  x 
nach  a  konvergiert.  Sind  u,  v,  w,  . . .  Funktionen  von  x,  und  ist, 
wenn  x  nach  a  konvergiert, 

limu  =  a,     limv  =  /J,     limw?  =  y, 
so  ist 


Y'# 


lim  (u  +  v  +  w  +  -'')=*a  +  ß  +  y  +  ---,     lim  uvw  . . .  =»  aßy  . . . , 

vorausgesetzt,  daß  die  betrachteten  Funktionen  in  end- 
licher Anzahl  sind.  Der  Grenzwert  des  Quotienten  von  u  und  v 
ist  der  Quotient  von  a  und  ß,  vorausgesetzt,  daß  ß  nicht  null 
ist;  aber  einiges  läßt  sich  auch  in  den  Fällen  sagen,  wo  der  Nenner 
nach  keinem  endlichen,  von  Null  verschiedenen  Grenzwert  konvergiert. 
In  der  Tat,  wenn  v  unbegrenzt  wächst,  während  u  endlich  bleibt,  so 

konvergiert   der   Quotient  —   nach    Null,    und    wenn    v    nach    Null 

konvergiert,    indem    es    das    Zeichen    von   u    bewahrt,    während    — 

endlich  bleibt,  so  wächst  —    dem   absoluten  Betrage  nach  über  alle 

Grenzen.  Noch  haben  wir  nicht  die  Mittel,  um  den  Grenzwert  des 
Quotienten  zu  berechnen,  wenn  der  Zähler  und  Nenner  gleichzeitig 
nach  Null  oder  nach  Unendlich  konvergieren;  aber  die  Frage  wird 
weiter  unten  behandelt  werden. 

264.  Theorem  IV.  Für  die  Existenz  eines  endlichen 
Grenzwertes  von  f(x)  rechts  von  a  ist  es  notwendig  und 
hinreichend,  daß  man,  wenn  e  positiv  und  beliebig  klein  ge- 
geben ist,  immer  eine  positive  Zahl  h  finden  kann  derart, 
daß  für  jedes  Paar  von  Werten  x  und  x",  die  in  dem 
Intervall    (a,    a  +  h)    mit    Ausschluß    der    unteren    Grenze 

C«tfcro,  Aiudytii.  13 
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gewählt    sind,    f(x')  —  /"(^")    dem    absoluten     Betrage 
kleiner   als    *    wird. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Konvergiert  nämlich  f'(x)  nach 
dem  Grenzwert  l,  wenn  x  von  rechts  nach  «  konvergiert,  so  bedeutet 
dies,  daß  hei  beliebig  klein  gegebenem  s>0  eine  positiv«?  Zahl  A 
existiert  derart,  daß  für  jeden  Wert  von  x,  der  nicht  größer  als 
a  -f  h,  aber  größer  als  a  ist,  immer 

ist.     Wenn   also   x    und  x"  dem  genannten  Intervalle  angehören,  s« 

hat  man  gleichzeitig 

irtäO-i|<i«,  i««o-'i<i«, 

mithin 

irt<o-rt*")i2i/,<y)-ii+M-rt<oi<». 

Denken  wir  uns  umgekehrt  bei  beliebig  gegebenem  positivem  e  ein 
Intervall  (a,  a  +  A)  bestimmt,  in  welchem  man  mit  Ausschloß  der 
unteren  Grenze  hat 


(2) 


l  rt*')  -«*")!<*■• 


In  dem  genannten  Intervalle  wähle  man  nach  Beliehen  eine  Folge  von 
abnehmenden  Zahlen,  die  nach  dem  Grenzwert  a  konvergieren,  und  be- 
trachte die  Folge  der  entsprechenden  Funktionswerte  Es  ist  bekannt 
(§  137),  daß  sich  aus  dieser  zweiten  Folge  immer  unendlich  viele 
Glieder  /(«i),  /"(«,),  /"("») >  ■  ■  *  aussondern  lassen,  welche  nach  einem 
Grenzwerte  konvergieren.  Dieser  Grenzwert  kann  nicht  unendlich 
sein,  da  sich  aus  (2)  ableiten  läßt 

■««,)  -i<  </■(«.)<  /■(«,)  +  *< 


_lim/(aj  -  I, 
und  man  wähle  n  genügend  groß,  damit  man  hat 

IfW-'KK 

Für  jeden  Wert  von  x,  der  in  (a,  a  +  h)  gewählt  wird  immer  mit 
Ausschluß  der  unteren  Grenze,   hat  man  nach  der  Voraussetzung  (2) 

IfM-rWK*«. 

mithin,  wenn  man  die  beiden  letzten  Ungleichungen  summiert, 

Es  ist  also  J  der  Grenzwert  von  f(x)  rechts  von  0,  Mit  leichter 
Modifikation  gilt  das  Theorem  auch  für  die  Eiiatonz  des  Grenzwert«! 
linke.      Kb    ist    ferner   leicht   den  obigen  Beweis  dem  Falle  ein«!  an- 
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endlich  Zunehmenden  x  anzupassen.  Man  braucht  nur  die  Zahl  h  durch 
eine  Zahl  (  zu  ersetzen,  die  untere  Grenze  eines  unendlichen  Intervalls, 
in  welchem  x  und  x"  gewählt  werden. 

265.  Auch  bei  den  Funktionen  erweist  es  sich  als  sehr  nütz- 
lich analoge  Zahlen  einzufahren  wie  die,  welche  in  §  175  betrachtet 
worden  sind,  und  es  empfiehlt  sich  sie  wie  in  §  178  aufzufassen. 
Die  Menge  der  Werte,  welche  eine  endliche  Funktion  f(x)  in  (x,  x  +  h) 
mit  Ausschluß  von  x  annimmt,  besitzt  eine  untere  Grenze  A.  Sie  ist 
eine  Funktion  von  A,  welche  notwendig  nach  einem  Grenzwert  Xq  kon- 
vergiert, wenn  h  nach  Null  konvergiert;  denn  sie  kann  bei  abnehmendem 
h  nicht  variieren  ohne  zu  wachsen,  bleibt  aber  dabei  kleiner  als  die 
obere  Grenze  p.  In  analoger  Weise  definiert  man  den  größten  Grenz- 
wert fig.  Offenbar  hangen  die  Werte  dieser  Limites  (die  sogenannten 
Unbestimmtheitsgrenzen)  einzig  und  allein  von  x  ab,  können 
aber  auf  der  linken  Seite  andere  sein  als  auf  der  rechten.  Die  Funk- 
tionen X0(x)  und  ft0(#)>  z-  B-  die  an^  die  rechte  Seite  der  Werte  von 
x  bezüglichen,  sind  durch  die  folgenden  Eigenschaften  charakterisiert: 
Jeder  positiven  Zahl  €  entspricht  eine  Zahl  h  derart,  daß 
für  jeden  Wert  von  x,  der  zwischen  a  und  a  +  h  gewählt 
wird, 

*.(*)-  •  <  f(*)<  P*(f>)  +  * 

ist  und  in  jedem  noch  so  kleinen  Intervall  (a,  a  +  h)  gibt  es 
Zahlen  x  und  x",  für  welche 

h(*)+*>f(*)>  rto<*«o(«)--« 

ist  Hiernach  ist  es  leicht  das  Theorem  IV  zu  beweisen,  ohne  sich 
des  in  §  137  bewiesenen  Hilfssatzes  zu  bedienen.  Es  genügt  folgen- 
des zu  bemerken:  Wenn  nicht  ein  (einziger)  Grenzwert  für  die  Werte 
f(x)  rechts  von  a  existiert,  so  ist  l0  <  (i0)  und  man  kann  immer, 
wenn  die  positive  Zahl  €  <  ji0  —  A0  gegeben  ist,  x  und  x"  beliebig 
nahe  an  a  wählen  und  so  beschaffen,  daß 

f (*0<  K*o  +  Po  -  «),  ftO  >*(*•  + Po  +  0 
ist,  woraus  sich  also  ergibt  |  f(aT)  —  f(x")  j  >  e.  Wenn  daher  für 
jedes  s  die  Bedingung  |  f(x)  —  f{x")  |  <  *  in  einem  hinreichend  kleinen 
Intervall  (a,  a  +  h)  erf&llt  ist,  so  ist  es  unmöglich,  daß  A0  <  ft0  ist, 
und  es  existiert  daher  notwendig  die  Zahl  f(a  +  0),  die  gleich  dem 
gemeinsamen  Werte  von  A0(a)  und  (i0(a)  ist. 


Stetigkeit. 

266.  Stetige  Funktionen.  Eine  Funktion  heißt  stetig  für 
x  —  a,  wenn  rechts  und  links  von  a  die  Grenzwerte  ihrer  Werte  mit 
dem  speziellen  Werte  zusammenfallen,  welchen  die  Funktion  für  x  «=  a 
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r  Veränderlichen. 


H  IM-  MI 


annimmt.     Die  Stetigkeit   von  f(x)   für  x  =  a  wird  also  ausged  rückt 
durch  die  Gleichungen 

/■(a  + Ol  _/'„,).  Ao-O)  _/•(»). 
Die  Funktion  heißt  stetig  in  einem  Intervall,  wenn  sie  für  alle 
Werte  von  x  stetig  ist,  die  in  dem  Intervall  enthalten  Bind.  Es 
kann  vorkommen,  daß  die  Funktion  nur  rechts  oder  nur  link»  von 
a  stetig  ist.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  nur  eine  der  obenstehemb 
Gleichungen  besteht.  Man  bemerke,  daß,  wenn  man  z.  B.  sagt,  eine 
Funktion  sei  rechts  von  «  stetig,  man  gezwungen  ist  in  BegtOMts 
zu  einer  allgemeinen  Definition  zu  treten,  die  wir  oben  MlfgwtolM 
haben  (§  169).  Wenn  mau  daher  behaupten  will,  daß  in  einem 
Intervalle,  welches  die  untere  Grenze  in  «  hat,  die  Funktimi  itetig 
ist,  so  muß  man  wohl  darauf  achten,  es  explicite  zu  sagen.  Es  ist 
von  Wichtigkeit  zu  bemerken,  daß  die  Definition  der  Stetigkeit  ganz 
in  der  Gleichung  enthalten  ist 

lim  f(x)  =/"(lim  x), 
so  daß  man  sagen  kann,  daß  die  Möglichkeit  das  Symbol  lim  mit. 
dem  Symbol  f  zu  vertauschen,  für  die  stetigen  Funktionen  charakte- 
ristisch ist. 

267.  Es  ist  klar,  daß  analoge  Eigenschaften  wie  du  in  llu 
Theorie  der  Grenzwerte  bewiesenen  bei  den  stetigen  Funktionen  statt- 
finden. Insbesondere  sind  die  Summe  und  das  Produkt 
mehreren  stetigen  Funktionen  in  endlicher  Anzahl  B tätig« 
Funktionen.  Wenn  z.  B.  für  einen  bestimmten  Wert  von 
die  Funktionen  tp(x)  und  $(%)  stetig  sind,  so  sind  für  denselben 
Wert  von  x  stetig 

/"(*)-*(*)  +  *(*)»    *(*)-*<■' 
da  (§  263) 
lim  f{x)  =  lim  tf>{x)  +  ÜB  Hr(x)  =  9)  (lim  x)  +  ^(Üm  x)  =  /'(lim  *) 
lim  g(x)  =-  lim  tp(x)  ■  lim  v(.t  i  ■-  (jntlim  x)  ■  pQim  '  i  =  j/(lim  x) 
ist.     Eine  stetige  Funktion  ist  auch   der  Quotient  von  zwei  stetigen 
Funktionen,    vorausgesetzt,    daß    diejenigen    Wort«    der 
hängigen  Veränderlichen  ausgeschlossen  werden,  welilc-  d«D 
Nenner  zum  Verschwinden  bringen.    Endlich  bemerke  man,  daß 
jede   stetige   Funktion   einer   stetigen    Funktion   von  x   eine 
stetige    Funktion    von   *   ist      In    der  Tat,    bildet   man   mit   den 
stetigen  Funktionen   ip(x)   und   f(x)  die  Funktion  f(x)  =  tpi$ix)),  so 
hat  man 

lim  f(x)  —  lim  <p(ir(x))  =  9>(lim  i>(x))  —  tp(^(üta  x))  =  /"(lim.  x), 
vorausgesetzt,  daß  in  die  Intervalle,  in  welchen  <p{x)  sich  stetig 
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hält,  Werte  fallen,  die  die  Funktion  jp(x)  in  den  Intervallen  annimmt, 
in  welchen  sie  stetig  ist  Diese  Werte  bilden,  wie  wir  später  (§  276) 
sehen  werden,  ein  oder  mehrere  Intervalle,  in  denen  die  Funktion  f 
stetig  ist 

268.  Theorem  V.  Zur  Stetigkeit  von  f(x)  rechts  von  a 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  man,  wenn  b  positiv 
und  beliebig  klein  gegeben  wird,  immer  eine  positive  Zahl 
h  finden  kann  derart,  daß  für  jedes  Paar  von  Werten  x\  x", 
die  in  dem  Intervall  (a,  a  +  h)  gewählt  werden,  f(z)  —  f(z'r) 
dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  £  ausfällt 

Daß  die  Bedingung  mehr  als  hinreichend  ist,  sieht  man  sofort, 
wenn  man  z'=  a  nimmt  und  für  x"  einen  "beliebigen  zwischen  a  und 
a  +  h  enthaltenen  Wert  setzt.  Wegen  |  f(x)  —  f(a)  |  <  «  ist  dann 
f(a  +  0)  =»  f(a).  Wenn  umgekehrt  f(a  +  0)  existiert  und  gleich  f(a) 
ist,  so  ist  es  möglich,  zu  jeder  positiven  Zahl  £  zwei  positive  Zahlen 
h'  und  h"  zu  finden  derart,  daß  die  Ungleichungen 

if(aO-Aoi<«,  \a*)-f<fi)\<» 

stattfinden:  die  erste,  auf  Grund  des  Theorems  IV,  für  alle  Werte- 
paare x  und  x"9  die  in  (a,  a  +  h')  mit  Ausschluß  von  a  gewählt 
werden,  und  die  zweite,  auf  Grund  der  Definition  des  Limes,  für  alle 
in  (af  a  +  A")  gewählten  Werte  von  x.  Man  kann  also,  indem  man 
die  beiden  Ungleichungen  zu  einer  vereinigt  und  für  h  die  kleinste 
der  Zahlen  K  und  A"  wählt,  behaupten,  daß  für  alle  Paare  von 
Werten  x  und  x\  die  dem  Intervall  (a,  a  +  A)  angehören,  sein  muß 
f(x)  —  f(x") \<e.  Offenbar  läßt  sich  das  Theorem  auch  für  die 
linke  Seite  von  a  aussprechen  und  in  analoger  Art  beweisen.  Be- 
trachtet man  ferner  gleichzeitig  die  rechte  und  die  linke  Seite  von  a, 
so  erkennt  man  folgendes  als  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  daß  die  Funktion  f(x)  für  x  =  a  stetig  ist: 
Zu  jeder  positiven  Zahl  £  muß  man  eine  positive  Zahl  h  finden 
können  derart,  daß  man  für  alle  Paare  von  Werten  x\  x"9  die  in 
(a  -  h,  a  +  h)  gewählt  sind,  |/,(a;/)  -  f(x")  \  <  €  hat. 

269,  Der  Begriff  der  Stetigkeit  ist  sehr  nützlich,  wenn  es  sich 
um  die  Vervollständigung  der  Definition  gewisser  Funktionen 
handelt,  insbesondere  derjenigen,  welche  uns  für  die  rationalen  Werte 
der  unabhängigen  Veränderlichen  bereits  aus  der  Algebra  bekannt 
sind.  Wenn  die  Funktion  f(x)  so  beschaffen  ist,  daß  bei  beliebig 
klein  gegebenem  positiven  £  sich  um  jeden  Wert  von  x  ein  Intervall 
herstellen  läßt,  in  welchem  die  Differenz  zwischen  zwei  beliebigen 
Funktionswerten  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  ausfällt  als  e, 
so  ist  es  leicht  die  Bedeutung  von  f(x)  auf  den  Fall  eines  irrationalen 
x  auszudehnen,  und  zwar  so,  daß  man  eine  für  alle  Werte  der  un- 


abhängigen  Veränderlichen  stetige  Funktion  erhält.  Zu  dem 
Ende  konstruiere  man  in  beliebiger  Weise  eine  Folge  ait  aif  a,,  . . . 
von  rationalen  Zahlen,  die  nach  der  Irrationalzahl  u  konvergieren, 
und  wähle  in  der  Umgebung  v"n  a  °'M  Intervall  derart,  daß  in 
seinem  Innern  der  absolute  Betrag  der  Differenz  zwischen  zwei  be- 
liebigen Funktion s werten  immer  kleiner  ist  als  e.  In  dieses  Inter- 
vall fallen  schließlich  die  Glieder  der  Folge  u,,  a,,  «,,  . . .,  so  daß 
man,  wenn  n    und  n"  eine  gewisse  Zahl  übertreffen,  immer  hat 

lftv)-«v)l<* 

Also  (g  139)  esistiert  der  Grenzwert  von  f(aK)  für  ffftffnflifhtwi  >i, 
und  dieser  Grenzwert  ist^es,  den  wir  übereinkommen  als  Wert 
von  f(a)  anzunehmen.  Jetzt  wollen  wir  beweisen,  daß  die  so 
definierte  Funktion  stetig  ist  für  jeden,  rationalen  oder  irrationalen, 
Wert  a  der  uniibhängigen  Veränderlichen.  In  der  Tat,  wenn  «>  0 
gegeben  ist,  so  klein  als  man  will,  so  können  wir  nach  der  Voraus- 
setzung h  schon  so  bestimmen,  daß  für  zwei  beliebige  rationale 
Werte  x  und  x"  in  (o  —  h,  a-\-fi)  stets  |  f{x')  —  fix")  \  <  \  t  ist. 
Es  ist  klar,  daß  diese  Ungleichung  auch  noch  gilt,  wenn  eine 
der  beiden  Zahlen,  z.  B.  x',  irrational  ist,  vorausgesetzt,  daß  die 
andere  rationale  in  genügender  Nähe  der  ersten  gewählt  wird,  und 
zwar  beruht  dies  auf  der  Definition  von  f{x').  Daraus  folgt  daß, 
wenn  in  (a  —  h,  a  +  li)  die  Zahlen  x'  und  x",  irrational  oder  auch 
nicht,  gewählt  werden,  es  immer  möglich  ist,  zwei  andre  Zahlen  a 
and  a"  zu  finden,  die  rational  sind,  demselben  Intervall  angehören 
und  so  beschaffen  sind,  daß 

n/)-f(a)l<i*.   lrt*")-««"}|<*« 

ist.  Beachtet  man  jetzt,  daß  die  Differenz  fix')  —  fix")  in  die  Summe 
der  folgenden  zerlegbar  ist 

f¥)-fW,    A'0-/\«"l,    rt«")-ft*"). 

deren  jede  absolut  genommen  kleiner  als  \s  ist,  so  sieht  man,  daß 
I  /"(* ')  —  fGO  I  < f  'fl*  mr  ^  ^em  Intervall  («  —  h,  <t  +  h)  angehöngen 
Wertepaare  x',  x"  Mithin  ist  auf  Grund  des  Theorems  V  die  Funk- 
tion stetig  für  x  =  a. 


270.    Beispiele. 

x,  j?t  .  .  . ,  V '  r- ,  Bin  x. 


a)  Man  erkennt  sofort,  daß  die  Punktionen  y  =  1, 
cos  x  u.  s.  w.    stetig  and.     Z.  B.  folgert  man  aus 


ivs-yq- 


...    z  —  a        x  +  a 
sin  x  —  sin  «  —  2  sin     -—  cos  — |—  , 

i  x  nach  a  konvergiert,  lim  Yx  —  lim  Y"  i  hm  sin 
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der  ersten  Funktion  hat  man,  wenn  a  =  0  ist,  rechts  davon  lim  ]/x  =  0. 
Auch  die  Funktion,  welche  im  allgemeinen  durch  den  Quotienten  von  sin# 
und  x  ausgedrückt  wird,  dagegen  für  x  =  0  den  Wert  1  hat,  ist  für 
x^O  stetig  als  Quotient  von  zwei  stetigen  Funktionen,  und   für  x  =  0 

ist  sie  stetig,  weil  der  Bogen  x,  wenn  er  nach  Null  konvergiert,  zwischen 
seinem  Sinus  und  seiner  Tangente  enthalten  bleibt,  so  daß  man  hat 

.  sina:      .  .        ,.      sin  x 
cos  a?  < <1,      lim =  1. 

x  *=o    x 

b)  Die  Funktion  ax  ist  uns  aus  der  Algebra  nur  für  rationales  x 
bekannt.  Es  ist  aber  leicht  die  Definition  für  a  >  0  nach  den  Angaben 
von  §  269  zu  vervollständigen.  Zunächst  muß  man  sich  daran  erinnern, 
daß  für  rationale  x\  x"  die  Differenz  zwischen  den  zugehörigen  Werten 
von  o*  so  klein  gemacht  werden  kann  als  man  will,  indem  man  x  —x" 
dem  absoluten  Betrage  nach  hinreichend  klein  macht.  Dann  wird  sich 
nämlich  o*'-*"  von  1  so  wenig,  als  man  haben  will,  unterscheiden,  und 
es  wird  daher  auch  «*'  —  a*"  beliebig  klein  sein,  als  Produkt  von  a*"  und 
a*'~x"  —  1.  Hiernach  sind  wir  auf  Grund  des  in  §  269  Gesagten  sicher, 
daß  für  jede  Folge  von  rationalen  Zahlen  xt,  ar2,  x^,  .  .  .,  die  nach  einem 
gegebenen  irrationalen  Grenzwert  x  konvergieren,  die  Folge  a*1,  a*>,  a*>,  . . . 
ebenfalls  einen  endlichen  Grenzwert  zuläßt,  der  nur  von  x  abhängt:  dieser 
Grenzwert  wird  mit  a*  bezeichnet.  Es  ist  leicht  zu  beweisen,  daß  die  so 
definierte  Funktion  <f  die  verschiedenen  Eigenschaften  bewahrt,  welche  wir 
schon  für  rationales  x  kennen,  cL  h.  daß  sie  immer  in  einem  Sinne  variiert, 
wenn  x  wächst,  daß  sie  mit  wachsendem  x  unbegrenzt  zunimmt  oder  nach 
Null  konvergiert,  je  nachdem  a  größer  oder  kleiner  als  1  ist,  und  endlich, 
daß  sie  die  Eigenschaft  a?  -  a*  =  a?**  hat.  Aus  den  letzten  Bemerkungen 
folgt,  daß  die  Gleichung  a?  =  x  die  Größe  y  als  Funktion  von  x  definiert 
in  dem  Intervall  (0,  oo)  mit  Ausschluß  der  unteren  Grenze;  denn  jedem 
positiven  Wert  von  x  entspricht  ein  und  nur  ein  Wert  von  y.  Die  Stetig- 
keit dieser  Funktion  y  =  Log  x,  der  inversen  von  o*,  ist  eine  unmittel- 
bare Folge  der  Stetigkeit  von  <f. 

c)  Um  eine  andere  einfache  Anwendung  des  in  §  269  Gesagten  zu 
machen,  wollen  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  unter  den  Funktionen,  welche 
die  Eigenschaft  f(x)  +  f{pf)  =  f(x  +  x*)  genießen,  diejenigen  zu  finden, 
die  stetig  sind.    Wenn  x  eine  positive  rationale  Zahl  ist,  und  man  setzt 

x»-  mit  ganzen  und  positiven  p,  g,  so  ist  klar,   daß  man  haben  muß 

rw-^(7)-f-tr(Y)-fr(i)-~. 

wenn  man  mit  a  den  Wert  von  /*(l)  bezeichnet.  Da  man  für  x  =  0  hat 
f(x)  +  /(0)  -=  f{x\  so  sieht  man  sofort,  daß  f(6)  =  0  ist.  Für  x'=*  —  x 
erhält  man  ferner  /*( —  x)  =  —  f{p)-  Mithin  ist,  auch  wenn  man  x  einen 
negativen  rationalen  Wert  erteilt,  f(x)  ==  ax.  Erteilt  man  hingegen  x 
einen  irrationalen  Wert  und  konstruiert  in  beliebiger  Weise  eine  Folge 
von  rationalen  Zahlen  x1J  o^,  a^,  .  .  .,  die  nach  x  konvergieren,  so  muß 
man  auf  Grund  der  Stetigkeit  haben 


f(x)  ■■  /'(Um  xn)  —  lim  /"(*,,)  —  lim  rtr„  •*  tm 

Wir  fordern  den  Leser  auf,  eine  ähnliche  Untersuch  im ^  anzustellen  für  die 
Funktionen,  welche  der  Bedingung  f(x)  f  (»*)«-  fips)  genügen,  und  be- 
merken, daß  dieselbe  außer  von  der  stetigen  Funktion  x™  auch  von  un- 
endlich vielen  unstetigen  Funktionen  befriedigt  wird,  KU  denen  sgn  x  gehört. 
d)  Wenn  x  nach  Null  konvergiert,  so  bleibt  der  Quotient  von  a'—l 
durch  x  zwischen  den  Zahlen 

n(7«-i),  fN  +  i)()^-i) 

enthalten,  wo  n  =  [■£■]  ist,  und  da  (§  16»)  lim  N  {Va—  l)  —  log  a  ist, 
so  hat  man  ■-•£• 


Ein  Beispiel  einer  für  alle  Werte  der  unabhängigen  Veränderlii:li< 
Funktion    wird    uns    also   geboten    durch   die  Funktion,    welche    für  T  ^  0 

durch    ausgedrückt   wird    und   für  x  =■  0    gleich  log  a  ist.     Analog 

beweist  man,  daß 

lim  (1  +  xf  -  • 
und  daß    folglich    die  Funktion    stetig   igt,    welche    im    allgemeinen   durch 
(l  +  zf    ausgedrückt  wird,  während  sie  für  x  =  0  den  Wert  e  hat. 

271.  Unstetige  Funktionen.  Eine  Funktion  heißt  unstetig 
für  einen  bestimmten  Wert  von  x,  wenn  sie  nicht  stetig  ist,  und 
unstetig  in  einem  Intervall,  wenn  sie  wenigstens  für  eil 
unstetig  ist,  der  dem  Intervall  angehört.  Die  Unstetigkeit  kann  auf 
jeder  Seite  von  x  ■=  a  stattfinden  oder  nur  auf  einer  Seite,  und  in 
jedem  Falle  sind  die  ünstetigkeiten,  welche  rechts  oder  links  von  n 
bestehen  können,  voneinander  unabhängig.  Wir  wollen  uns  also  mit 
den  rechts  von  a  möglichen  U  «Stetigkeiten  beschäftigen  und  bemerken, 
daß  die  Funktion  unstetig  ist,  wenn  ihr  tirenzwert  Huf  der  rechten 
Seite  existiert  und  einen  endlichen  Wert  hat,  der  von  f(a)  verschieden 
ist,  aber  auch  wenn  dieser  Qremnrart  unendlich  ist  oder  garmcht 
existiert.  In  dem  ersteu  Falle  heißt  die  Unstetigkeit  eine  gewöhn- 
liche oder  eine  Unstetigkeit  erster  Art,  im  zweiten  eine  zweiter 
Art.  Der  wesentliche  Unterschied  zwischen  den  beiden  Altes  liegt 
darin,  daß  die  zweite  nicht  von  dem  Werte  abhängt,  den  die  Funk 
tion  für  den  betrachteten  Wert  von  x  annimmt,  sondern  einzig  und 
■Hein  von  dem  Verhalten  der  Funktion  in  der  Umgebung  des  ge- 
ii:iuuten   Wertes      Mit  andern  Worten,  um  zu  wissen,  ob  fix')  recbl 
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oder  links  von  a  unstetig  von  zweiter  Art  ist,  ist  es  unnötig  f(a)  zu 
kennen;  dies  ist  dagegen  unerläßlich,  wenn  man  wissen  will,  ob  die 
Funktion  eine  gewöhnliche  Unstetigkeit  hat,  die  wenigstens  auf  einer 
Seite  von  a  beseitigt  werden  kann,  indem  man  den  Wert  von  f(a) 
ändert. 

272,   Beispiele,     a)  Aus    den   am   Ende   von    §  267    aufgestellten 

Sfitzen  folgt,  daß  —  und  sin  —  stetig  sind,  solange  £  >  0  ist.     Dagegen 

x  x  ^*^ 

haben  sie  für  x  =*  0  eine  Unstetigkeit  zweiter  Art.  Um  das  zu  kon- 
statieren ist  es  nicht  nötig  zu  fragen,  welchen  Wert  man  ihnen  für  x  =  0 
beilegen  will.     Es  genügt  vielmehr  zu  beachten,  daß,  wenn  x  nach  Null 

konvergiert,  der  absolute  Betrag  von  —  über  alle  Grenzen  wächst,  und  daß 

x 

sin  —  überhaupt  nach  keinem  Grenzwert  konvergiert,  da  diese  Funktion  in 

x 

einem  beliebig  kleinen  Intervall  ( — A,  h)  nacheinander  die  Werte  0,  1,  0,  —  1 

annimmt,  so  oft  der  absolute  Betrag  von  — ,  indem  er  über  alle  Grenzen 

itx 

wächst,  eine  ganze  Zahl  wird,  die  (mod.  4)  einer  der  Zahlen  0,  1,  2,  3 

kongruent  ist.    Dagegen  ist  die  Funktion,  welche  für  #  >  0  durch  x  sin  — 

^*  x 

ausgedrückt  wird,  auch  für  x  =«  0  stetig  oder  weist  für  diesen  Wert  eine 

gewöhnliche  Unstetigkeit   auf,  je  nachdem    der  Wert,    den  man   ihr  für 

x  —  0  beilegt,  null  ist  oder  nicht.     Daß  sich  eine  Unstetigkeit  auch  nur 

auf  einer  Seite  eines  Wertes  von  x  bieten  kann,  erkennt  man  sofort,  wenn 

man   z.  B.  die  Funktion  betrachtet,    welche  für  x  =  0  null   ist  und  für 

x  ^  0  durch  e*   ausgedrückt  wird.     Sie  ist  stetig  links  von  Null,  unstetig 

rechts,  da  ihre  Werte  nach  Null  oder  nach  Unendlich  konvergieren,  je 
nachdem  x  durch  negative  oder  durch  positive  Werte  nach  Null  konvergiert. 

Unstetig  wie  —  rechts  von  Null  ist  die  Funktion  log  x,  welche  für  x  >  0 

stetig  ist  und  für  x  <  0  keinen  Sinn  hat.     Dasselbe  läßt  sich  sagen  von 

sin  log  x ,    welches    wie    sin  —    unstetig   ist,    aber   für   x  >  0    stetig   ist 

infolge  des  letzten  Satzes  in  §  267.  Aus  dem  gleichen  Grunde  ist 
log  sin  x  stetig,  solange  man  nicht  hat  sin  x  —  0,  dagegen  ist  es  unstetig 

wie  —  rechts  von  den   geraden  Vielfachen  von  n  und  links  von   den  un- 
x 

geraden  Vielfachen,  wie  man  auch  die  Definition  vervollständigen  mag. 
Die  vorstehenden  Funktionen  nennt  man  wie  alle  diejenigen,  welche  in 
einem  endlichen  Intervalle  eine  endliche  Anzahl  von  Malen  unstetig  sind, 
im  allgemeinen  stetig,  um  sie  von  den  unendlich  oft  unstetigen 
Funktionen  zu  unterscheiden. 

b)  Auch  tg  x  ist  im  allgemeinen  stetig,  nicht  aber  tg  —     Die  erste, 

x 

als  Quotient  der  stetigen  Funktionen  sin  x  und  cos  x,  ist  stetig  solange 
cos  x  ^  0  ist,  dagegen  unstetig  von   zweiter  Art  in   der  Umgebung  der 


unendlich  vielen  Wurzeln  a  =       j;  nn  von  coBjr,  weil  man  hat 
Um      tgi^  +  OC,  lim      lg  r  —  —  OO. 

Ebensolche  Un Stetigkeiten  bieten  sich  für  unendliuh  viele  Werte  von  x, 
die  beliebig  nahe  an  Null  liegen,  bei  der  Funktion,    die  für  j^(i  durch 

tg  —  definiert  ist.    Sie  ist  dagegen  stetig  in  dem  ganzen  Intervall  I—  ,  00 1 

mit  Ausschluß  der  unteren  Grenze  nnd  in  dem  ganzen  Intervall  I—  00, ) 

mit  Ausschluß  der  oberen  Grenze.  Pilr  x  =  0  hat  man  immer  wie  in  der 
Umgebung  dieses  Wertes  eine  Unstetigkeit  zweiter  Art,  aber  man  bemerkt 
hier  noch  etwas  Komplizierteres,  insofern  die  Funktion  unendlich  oft  alle 
möglichen  Werte  annimmt.  Man  beachte,  daß  rechts  wie  links  von 
Null  die  Funktion  beliebig  groß  wird,  aber  es  nicht  bleibt.  Deshalb 
kann  man  (§  262)  nicht  sagen,  daß  sie  ins  Unendliche  wachst, 
sondern  nur,  daß  sie  in  der  Umgebung  der  Null  nicht  endlich  ist. 

0)  Die  letzte  Bemerkung  kann  man  auch  machen,  und  zwar  rechts 
von  Null,  bei  der  Funktion,  welche  für  rationales  x  den  Wert  i>  lt;i!  uml 
für  irrationales  x  durch  log  *  ausgedrückt  wird.  Dieselbe  ii : 
unstetig  von  zweiter  Art  für  alte  Werte  von  x:  sie  ist  eine  total  un- 
stetige Funktion,  wahrend  tg  -  der  Kategorie  der  punktiert  unstetigen 
Funktionen  angehört,  da  wir  in  (—  h,  h)  trotz  der  unendlich  vielen  UnStetig- 
keiten doch  immer  Werte  von  x,  und  sogar  unendlich  viele  solche  Werte, 
finden  können,  für  welche  die  Funktion  stetig  ist  Dies  sind  r 
großen  Kategorien1)  von  unendlich  oft  unstetigen  Funktionen.  Ein  ein- 
facheres Beispiel  für  eine  total  unstetige  Funktion  bietet  sich  uns  in  d»i 
Funktion,  welche  die  Werte  0  und  1  annimmt,  je  nachdem  x  rational  oder 
irrational  ist,  und  auch  in  derjenigen,  welche  wir  oben  (§  254,  f)  mit 
Ts(x)  bezeichnet  haben.  Wenn  man  ferner  eine  Funktion  betrachtet,  clin 
nach  Belieben  definiert  ist,  so  oft  W[x)  verschwindet,  oder  keine  Bedeutung 
hat,  und  in  jedem  andern  Falle  gleich  log  ürf*)  ist,  dann  ist  klar  nicht 
nur,  daß  diese  Funktion  nicht  stetig  ist,  sondern  auch,  daß  sie  in  jedem 
noch  so  kleinen  Intervalle  nicht  endlich  ist. 

d)  Die  Funktion  [ji],  welche  rechts  von  allen  Werten  von  1  stetig 
ist,  bietet  nur  links  von  jedem  ganzzahligen  Werte  von  x  eine  gewöhn- 
liche Unstetigkeit  dar.  In  der  Tat,  wenn  x  eine  ganze  Zahl  ist,  so  hat 
man  [x]  =  x,  [x  +  0]  =  x,  \x  —  0]  —  X—  1.  Die  Funktion  —  ,  welche 
links  von  jedem  positiven  oder  negativen  Werte  von  x  stetig  ist,  ist  un- 
stetig von  erster  Art.  rechts  von  unendlich  vielen  Werten,  die  beliebig  nahe 
an  Null   liegen,   und   sie  ist  dagegen  unstetig  von   zweiter  Art  fßr  x  =-  0. 

1)  Um  sich  in  überzeugen,  daß  dies  keine  leeren  Unterscheidungen  sind, 
sondern  daß  sie  einer  wesentlichen  Verschiedenheit  in  dem  Verbalten  der  un- 
stetigen Funktionen  entsprechen,  lese  mau  die  „Fondamenti  per  la  teoric*  delle 
fnnzioni  di  viiriabili  rcali"  von  Dini  (auch  deutecb  von  Lflroth  u.  Scheppl,  p,  8!. 
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Die  Funktion,  welche  im  allgemeinen  durch  x\  —    ausgedrückt  wird  und 

ftlr  x  =  0  gleich  der  Einheit  ist,  ist  für  diesen  Wert  von  x  stetig,  ob- 
gleich in  die  Umgebung  desselben  unendlich  viele  andere  fallen,  auf  deren 
rechter  Seite  die  Funktion  eine  gewöhnliche  Unstetigkeit  erleidet,  die  gerade 
durch  x  gemessen  wird  und  daher  immer  mehr  verschwindet,  wenn  x  nach 
Null  konvergiert. 

e)  Mit  Hilfe  der  Funktion  [x]  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  eine 
stetige  Funktion  einer  unstetigen  Funktion  nicht  immer  un- 
stetig ist.    Es  sei  (p(x)  eine  stetige  Funktion,  die  nur  an  die  Bedingung 

qp(0)  «—  9>(l)  gebunden  ist,  wie  z.  B.  sin 7t x  oder  x—yx  u.  s.  w.  Man 
bezeichne  zur  Abkürzung  sc  —  [x]  mit  ty(x)  und  betrachte  f(x)  =  <p(ty(x)\ 
eine  stetige  Funktion  der  unstetigen  Funktion  tf;(x).  Offenbar  kann 
f(x)  nur  unstetig  sein,  wenn  ty(x)  unstetig  ist,  d.  h.  links  von  den  ganz- 
zahligen Werten  von  x.  Dies  vorausgeschickt  bemerke  man,  daß  für  diese 
Werte,  ^(x)«=0,  f(x)  =  9>(0)  ist,  während  man  auf  der  linken  Seite  hat 

1>(*-0)  -  1,     f(x  -  0)  =  <K*K*-0))  =  g>(l)  -  <p(0)  =  f(x). 

Also  ist  f{x)  stetig.    Ein  einfacheres  Beispiel  erhält  man,  wenn  man  nimmt 

ty(x)  —■  -f  für  x  ^  0  und  ty(0)  =  0  und  (p(x)   unter  denjenigen  stetigen 

Funktionen  wählt,  welche  für  unendliches  x  wieder  den  Wert  anzunehmen 
streben,  den  sie  für  x  =  0  haben:  z.  B.  e~x  sin  x.  Wenn  auch  ty(x)  für 
x  =  0  unstetig  ist,  so  ist  die  Funktion  f(x)  =  tp(tp(x))  stetig,  da 

f(0)  -  ^(0))  -  g>(0),      lim  f(x)  -  <p(oo)  =  9(0) 

ist. 

f )  Im  allgemeinen  stetig  ist  die  Funktion 

f(x)  =»  sinrr  +  4-sin2a;  +  i8in3a;+--, 
welche  gleichzeitig  mit  sinrc  verschwindet,  aber  (§  254,  g)  die  Werte 


'm-t(— )+Kö* 


annimmt  und  folglich  stetig  ist,  solange  x  nicht  gleich  einem  Vielfachen  <x 
Ton  2«  wird.     Inzwischen  ist 

/•(«)-0,    f(<*  +  0)  «  y ,    f(«-0)  =  -f, 

und  man  hat  daher  auf  jeder  Seite  der  Werte  x  =  a  eine  gewöhnliche 
Unstetigkeit  Dieses  Beispiel  ist  deshalb  bemerkenswert,  weil  es  uns  zeigt, 
daß  eine  Summe  von  unendlich  vielen  stetigen  Funktionen  nicht 
stetig  zu  sein  braucht.     Da  überdies 

lim  (sin  $  +  i"8ifl2a?  +  **0^  lim  sin  x  +  \  lim  sin  2x  +    •  • 

ist,  wenn  x  riach  Null  konvergiert,  so  sieht  man  (vgl.  §  263),  daß  der 
Grenzwert  einer  Summe  nicht  immer  gleich  der  Summe  der 
Grenzwerte  der  Summanden  ist,  wenn  dieselben  in  unendlicher  Anzahl 
vorhanden  sind. 


273.  Theorem  VI.  Wenn  die  Funktion  f(x)  für  x  =  n 
stetig  and  von  Null  verschieden  ist,  so  bewahrt  sie  in  der 
Umgebung  von  a  das  Zeichen  von  f(a). 

In   der  Tat  ist  auf  Grund   der  Stetigkeit  Um  f(x)  =  f(a\\   d.  h. 

wenn  die  positive  Zahl  i   so  klein  als  man  will  gegeben  ist,  so  gibt 
es   eine    positive  Zahl   h    derart,   daß    man   in   dem   ganzen   Intervall 

(a-h,  a  +  h)  hat  \f(z)  -  f(a)  •  <  t,  also 

(3)  f(a)-s<f(x)<f(a)+t. 

Man  braucht  nur  i  =  !/*(H)    za  nehmen,  um  zu  sehen,  daß  man  hat 

f(x)  >  0  oder  f{x)  <  0,  je  nachdem  /'(«)  positiv  oder  negativ  ist. 

374.  Theorem  VIT.  Eine  in  einem  endlichen  Intervalle 
stetige  Funktion  ist  in  diesem  Intervalle  auch  endlich. 

Daß  die  Funktion  in  der  Umgebung  jeder  Zahl  des  Intervalle« 
endlich  ist,  folgt  unmittelbar  aus  der  Einschränkung  (3).  Sie  ist  also 
auf  Grund  des  Theorems  II  in  dem  Intervalle  endlich. 

275.  Theorem  VIII.  Eine  in  einem  Intervall  stetige 
Funktion,  die  an  dessen  Grenzen  entgegengesetzte  Tor- 
zeichen hat,  muß  in  diesem  Intervall  wenigstens  einmal 
verschwinden. 

Infolge  des  Theorems  VI  gibt  es  immer  rechts  von  der  unteren 
Grenze  a  unendlich  viele  Wert«  x  derart,  daß  für  alle  Zahlen  des 
Intervalls  (a,  x)  die  Funktion  das  Zeichen  von  f(a)  bewahrt:  es  sei 
z.  B.  das  Zeichen  +.  Die  genannten  Werte  von  x  sind  nicht  so 
groß  als  man  will,  da  an  der  andern  Grenze,  in  b,  die  Funktion  nach 
der  Voraussetzung  einen  negativen  Wert  annimmt.  Die  von  ihnen 
gebildete  Menge  ist  also  endlich  und  besitzt  dab<r  (§  I  . 
obere  Grenze  |.  Da  links  von  £  die  Funktion  positiv  bleibt,  so  ist 
es  auf  Grund  desselben  Theorems  VI  nicht  möglich,  daß  f($)  <  0  ist 
Daraus  folgt  zunächst,  da  f(b)  <  0  ist,  daß  |  kleiner  ist  als  l>,  und 
daß  man  daher  in  dem  Intervall  (Vi,  b)  auch  die  rechte  Seite  von  £ 
betrachten  kann.  Wäre  nun  f(%)  >  0,  so  würde  es  rechts  von  £ 
Zahlen  x  geben  derart,  daß  in  dem  ganzen  Intervall  (|,  x),  mithin  in 
dem  ganzen  Intervall  («,  x)  die  Funktion  positiv  bliebe,  d.  h.  |,  die 
obere  Grenze  einor  Zahlenmenge,  würde  von  Zahlen  dieser  Menge 
übertreffen  werden,  was  absurd  ist.     Folglich  ist  /"(£)  —  0. 

276.  Folgerung.  Eine  stetige  Funktion  kann  nicht  von 
einem  Werte  zu  einem  andern  übergehen,  ohne  durcli  alle 
Zwischenwerte  hindurchzugehen. 

Es   sei    /    irgend    eine    zwischen   /"(«)  und  fib)  enthaltene  Zahl, 
und   man  betrachte  die  Funktion  f(x)  —  l,  welche  offenbm 
in   dem  Intervall   (at  h)  stetig  ist.     An  den  Grenzen  desselben  nimmt 
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sie  die  Werte  f(a)  —  ly  f(b)  —  l  an,  welche  nach  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.  Das  vorige  Theorem 
sichert  gerade  die  Existenz  einer  Zahl  £,  die  zwischen  a  und  b  ent- 
halten ist  und  für  welche  man  hat  /*(£)  —  J  =  0,  d.  h.  /*(£)  =  l 

277.  Bemerkungen,  a)  Die  letzten  Eigenschaften  sind  von  viel 
feinerer  Art,  als  es  den  Anschein  hat.  In  der  Tat,  man  glaube  nicht, 
daß  man  es  als  intuitive  Unmöglichkeit  ansehen  darf,  daß  eine  stetige 
Funktion  ihr  Zeichen  wechseln  kann  ohne  zu  verschwinden;  denn 
a  priori  widerspricht  es  dem  Begriff  der  Stetigkeit  nicht,  daß  eine 
solche  Funktion  z.  B.  nur  irrationaler  Werte  fähig  ist.  Wie  könnte 
aber  diese  Funktion  verschwinden,  d.  h.  den  Wert  Null  annehmen, 
der  rational  ist?  Nur  nachdem  wir  das  Theorem  VIII  bewiesen 
haben,  ist  es  uns  erlaubt  zu  behaupten,  daß  eine  derartige  Funktion 
nicht  existieren  kann. 

b)  Ebensowenig  darf  man  aber  glauben,  daß  die  Möglichkeit, 
unter  Überspringung  von  Zwischenwerten  den  Wert  zu  ändern,  eine 
wesentliche  Eigenschaft  der  Unstetigkeit  ist;  denn  es  gibt  unstetige 
Funktionen,  die  von  einem  Werte  zu  einem  andern  nicht 
übergehen,  ohne  successiv  alle  Zwischenwerte  anzunehmen. 

Es  würde  genügen  die  Funktion  sin—  anzuführen  (§  272,  a),  welche 

sc 

für  x  =»  0  unstetig  ist.  Wenn  x  abnehmend  von  einem  positiven  Werte 
zu  einem  negativen  übergeht,  so  führt  die  Funktion  stetige  Oszilla- 
tionen zwischen  —  1  und  +  1  aus  und  springt  dabei  niemals  von 
einem  Werte  zu  irgend  einem  andern1).     Ahnliches   kann  man  von 

der  Funktion  tg  —  nicht  behaupten,  die  in  der  Umgebung  der  Null 

unvermittelt  von  positiven  Werten  zu  negativen  Werten  übergeht,  die 
absolut  genommen  unendlich  groß  sind. 

c)  Auch  eine  total  unstetige  Funktion  kann  die  Eigenschaft 
haben,  von  welcher  hier  die  Bede  ist.  In  der  Tat,  wenn  man  die 
Zahlen  a  und  b  beliebig  wählt,  so  nahe  aneinander  als  man  will,  so 
kann  man  beweisen,  daß  die  Funktion  is(x)  in  dem  Intervall  (a,  b) 
alle  zwischen  0  und  1  enthaltenen  Werte  (unendlich  oft)  annimmt, 
mithin  auch  die  zwischen  JS{a)  und  £*(&),  die  Existenz  dieser  Zahlen 
zugegeben.  Nach  dem,  was  wir  früher  (§  254,  f)  über  diese  Funktion 
gesagt  haben,  können  wir  uns  darauf  beschränken  zu  zeigen,  daß 
man,  wenn  eine  beliebige  Zahl  l  zwischen  0  und  1  gegeben  ist,  immer 
einen  Wert  von  x  finden  kann  derart,  daß  fö(x)  gleich  l  wird.  Wir 
konstruieren  in  dem  Intervall  (0,  1)  eine  Folge  ll9  l^,  ls,  ...  von 
Zahlen,  die  'nach  l  konvergieren  und  schreiben  x  im  Dezimalsystem. 


1)  Wegen  anderer  Beispiele  siehe  eine  Abhandlang  von  Darboux  in  den 
„Annales  de  rficole  norm.  snp.u  (2*  serie,  t.  IV). 


men  einer  Veränderlichen 


■ 

Kriegen   die 
.  .  .  Ziffern 


Dabei  erteilen  wir  ihm  einen  beliebigen  ganzen  Teil,  zerlegen  i 
Dezimalstellen  in  Gruppen,  welche  der  Reihe  nach  1,  2,  3,  ...  Ziffern 
haben  nnd  wählen  auch  die  Ziffern  jeder  Gruppe  willkürlich,  indem 
wir  uns  nur  verpflichten  es  80  einzurichten,  daß  sieh  unter  den  v 
Ziffern  der  v-ten  Gruppe  [vlr]  Nullen  befinden.  Dies  vorausgeschickt 
nehmen  wir  in  der  so  konstruierten  Zahl  X  die  m  ersten  Dezimalen 
und  setzen  voraus,  daß  die  n-te  in  die  v-te  Gruppe  fallt,  so  daß 

ri  —  v<  n  g  ri,     tri  —  [vl,\  <,m<,tri 
ist,  wenn  wir  mit  m  die  Anzahl  der  Nullen  bezeichnen  und 

»*-  1  +  8  +  3  +  -  +  v,    rf-M  +  tSy  +  [3(a]  +  ■■■  +  [*KJ 
setzen-     Nun  beachte  man,  daß,  wenn  v  ins  Unendliche  wächst, 

lim  %0,     Hm  ^  -  0 

ist  und  außerdem  nach  einem  bekannten  Theorem  (§  141) 

Um  -»  =  lim  — -  =  lim  l  =  l. 


Iiilnri   hat  man,  < 


irt, 


GJ  (i)  —  lim  —  =  lim  — ;  —  l . 


378.  Theorem  IX  (zweites  Theorem  von  Weierstraß).  Jede 
Funktion,  die  in  einem  endlichen  Intervall  stetig  ist,  bat 
in  diesem  Intervall  ein  Minimum  und  ein  Maximum. 

Das  Theorem  VII  sagt  uns,  daß  die  Funktion  in  dem  Intervall 
(a,  b),  in  welchem  sie  stetig  ist,  endlich  ist.  Also  existiert  auf  Grund 
des  Theorems  I  in  («,  b)  eine  untere  Grenze  k.  Wenn  wir  annehmen, 
daß  diese  nicht  ein  Wert  von  f(x)  in  dem  genannten  Intervall  ist, 
so  ist  die  Funktion 

in  dem  ganzen  Intervall  {«,  b)  definiert  und  als  Quotient  von  zwei 
stetigen  Funktionen  stetig.  Sie  ist  aber  nicht  endlich.  Ist  näm- 
lich l  beliebig  groß  gegeben,  so  kann  mau  immer  einen  Wert  von 
fix)  finden,  der  kleiner  ist  ab  eine  beliebige  Zahl,  welche  k  übertrifft, 
und  insbesondere  kleiner  als  k  +  -z-  ■  Dann  ist  klar,  daß  man  für 
diesen  Wert  von  x  hat  <p{z)  >  /.  Aus  Theorem  VII  wissen  wir  aber, 
daß  es  in  einem  endlichen  Intervalle  keine  stetige  Funktion  gibt,  die 
in  demselben  Intervalle  nicht  auch  endlich  ist  Es  ist  *l>to  absurd 
anzunehmen,  daß  k  nicht  ein  Wert  von  f(x)  in    (n,  b)   int.   A,   b 
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muß  sicher  in  (a,  b)  wenigstens  eine  Zahl  £  existieren  derart,  daß 
/*(£)  —  k  ist  Mithin  ist  k  das  Minimum  der  Funktion.  In  derselben 
Weise  beweist  man  die  Existenz  des  Maximums.  Wenn  daher  eine 
Funktion  in  einem  gegebenen  Intervalle  die  untere  Grenze  oder  die 
obere  Grenze  nicht  erreicht,  so  ist  das  für  sie  ein  sicheres  Kenn- 
zeichen der  Unstetigkeit  in  diesem  Intervalle. 

279.  Theorem  X  (Theorem  von  Cantor).  Wenn  eine  Funk- 
tion in  einem  endlichen  Intervalle  stetig  ist,  so  kann  man 
zu  jeder  positiven  Zahl  £,  die  so  klein  ist  als  man  will,  eine 
Zahl  A  bestimmen  derart;  daß  in  jedem  Intervall  von  der 
Größe  A,  welches  in  dem  gegebenen  Intervall  enthalten  ist, 
die  Oszillation  der  Funktion  kleiner  ist  als  e. 

Unter  der  Oszillation  einer  Funktion  in  einem  Intervall  ver- 
steht man  die  Differenz  zwischen  ihrer  oberen  und  ihrer  unteren 
Grenze  in  diesem  Intervall  Wenn  also  die  Funktion  stetig  ist;  so 
ist  die  Oszillation  der  Exzeß  des  Maximums  über  das  Minimum.  Dies 
vorausgeschickt  gestattet  uns  auf  Grund  des  Theorems  V  die  Stetig- 
keit von  f{x)}  wenn  s  >  0  beliebig  klein  gegeben  ist,  um  jeden  Wert 
von  x,  der  dem  betrachteten  Intervalle  angehört,  ein  solches  Intervall 
(x  —  h,  x  +  h)  zu  konstruieren;  daß  für  jedes  in  demselben  enthaltene 
Wertepaar  x\  x' 

(4)  I /"(*') -/K)l<« 

ist  Aber  für  bestimmte  Werte  von  £  und  von  x  gibt  es  unendlich 
viele  Werte;  die  man  A  erteilen  kann;  denn  kennt  man  einen  solchen, 
so  genügt  jede  positive  Zahl;  die  kleiner  ist  als  jener  bekannte  Wert, 
a  fortiori  denselben  Bedingungen.  Es  können  jedoch  die  unendlich 
vielen  Werte  von  A;  welche  zu  bestimmten  Werten  von  s  und  von  x 
gehören,  nicht  beliebig  groß  sein,  schon  deshalb,  weil  das  betrachtete 
Intervall  endlich  ist.  Sie  haben  daher  eine  obere  Grenze.  Diese 
Grenze  werden  wir  von  jetzt  an  mit  A  bezeichnen.  Auf  diese  Weise 
entspricht  bei  gegebenem  £  jeder  Zahl  x  eine  bestimmte  Zahl  A 
derart;  daß  für  jedes  Paar  von  Zahlen  x  und  x" ,  die  größer  sind  als 
x  —  h  und  kleiner  als  x  +  A,  die  Ungleichung  (4)  besteht.  Hiermit 
ist  eine  Funktion  h(x)  definiert;  die  in  dem  ganzen  Intervall  nur 
positive  Werte  annimmt.  Diese  Funktion  hat  folglich  eine  untere 
Grenze  A,  die  positiv  oder  vielleicht  null  ist,  und  auf  Grund  des 
ersten  Theorems  von  Weierstraß  gibt  es  in  dem  betrachteten  Inter- 
vall wenigstens  eine  Zahl  £,  in  deren  Umgebung  die  untere  Grenze 
von  h(x)  immer  k  ist.  Wir  wollen  nun  beweisen,  daß  k  nicht  null 
sein  kann.  Wir  setzen  A(£)  =  A0  und  betrachten  einen  Wert  von  x, 
der  dem  Intervall  (£  —  4A»  £  +  £A0)  angehört.  Jedes  Paar  von 
Zahlen  x'  und  #",  die  in  (x  —  £A0,  x  +  £A0)  gewählt  werden,  gehört 
auch  dem  Intervall  (£  —  A0,  {•  +  Ä0)  an  und  genügt  folglich  der  Be- 


dingung  (4).  Mithin  sind  die  Werte,  welche  die  Funktion  Ii(i)  in 
(£  —  i^oj  £  +  i^p)  h**»  nicht  kleiner  als  JÄ0,  und  es  ist  ilso 
Folglich  tat  auch  in  dem  ganzen  ursprünglichen  Intervall  Ifa)  niemals 
kleiner  als  47i0.  Daraus  folgt  sofort,  daß  bei  gegebenem  i  die  Be- 
dingung (4)  erfüllt  ist,  wie  man  auch  in  dem  gegebenen  Intervall 
das  Zahlenpaar  x,  x"  wählen  mag,  voraus  gesetzt,  daß  |a:'— *"|<A0 
ist.  Bemerken  wir  schließlich  noch,  daß  in  der  Formulierang  des 
Theorems  anstatt  von  den  unendlich  vielen  Differenzen  zu  reden, 
die  auf  der  linken  Seite  von  (4)  auftreten,  nur  von  der  Oszillation 
gesprochen  wird,  d.  h.  von  der  größten  Differenz,  weil  es  genügt 
diese  kleiner  als  c  zu  machen,  damit  alle  andern  es  auch  werden. 

2SO.  Für  das  obige  Theorem  läßt  sich  ein  anderer  Beweis 
führen,  der  die  Benutzung  des  ersten  YVoierstraßschen  Theorems  ver- 
meidet. Wir  wollen  an  dem  Punkte  einsetzen,  wo  wir  dazu  gelangt 
waren,  einer  gegebenen  Zahl  *  >  0  entsprechend  die  Funktion  h(x) 
zu  definieren.  In  dem  Intervall  (x  —  h(x),  äf  +  A(*))  wähle  man  eine 
beliebige  Zahl  x  -f  l  und  bemerke,  daß  die  Bedingung  (4)  in  jedem 
Teil  des  Intervalle»  erfüllt  ist,  folglich  auch  in  demjenigen  Intervall, 
welches  seine  Mitte  in  x  -f- 1  hat,  während  eine  seiner  Grenzen  mit 
der  zu  x  +  /  nächst  benachbarten  Grenze  des  ersten  Intervalls 
zusammenfällt.  Daraus  folgt  h(x  -\-  l}^>  h{x)  ^  h  je  nachdem  /  positiv 
oder  negativ  ist.  Dagegen  trifft  dies  nicht,  immer  zu,  wenn  man  die 
von  x  +  l  am  weitesten  entfernte  Grenze  wählt.  Ferner  ist  klar, 
daß,  wenn  man  eiu  noch  größeres  Intervall  betrachtet,  welches  immer 
von  x  -+-  l  halbiert  wird,  die  Formel  (4)  zu  gelten  aufhört,  und  zwar 
auf  Grund  der  Definition  von  h(x).  Daraus  folgt  h(x  +  C)  ^  k(x)  ±  l, 
je  nachdem  I  positiv  oder  negativ  ist.  Es  ist  also  in  allen  Fällen 
\h(x  +  l)-h{x)\<  .'I,    lim  h(x  +  l)-h(x), 

d.   h,    die    Funktion    h(.r)    ist    stetig.      Nun   besagt   aber   das    zweite 
Theorem   von  Woierstraß  die  Existenz  eines   Minimums    von   ti(r), 
und  dieses  Minimum  X  ist  positiv,  da  es  alle  Werte  von   /, 
■letzt  ist  klar,   daß   das  Intervall,    welches  in  der  Formulierung  de« 
Cimtorsciien  Theorems  vorkommt,  gerade  2k  ist. 


Theorie  der  Derivierten. 


Die  Derivation. 


281.  Definitionen.  Wenn  eine  Zahl  z  aus  einem  Größenzustand 
in  einen  andern  übergeht,  so  pflegt  man  den  (positiven,  negativen 
oder  verschwindenden)  Zuwachs,  den  sie  erfährt,  mit  de  zu  EwWHlluUHi 
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Jedem  beliebigen  Zuwachs  dx  der  unabhängigen  Veränderlichen  ent- 
spricht ein  bestimmter  Zuwachs  dy  der  Funktion  y  =  f(x).  Es  ist 
nämlich,  sobald  x  fixiert  ist, 

dy  -■  f(x  +  A)  —  f(x),  wenn  dx  =  A. 
Das  Verhältnis 

*y  ^  f (*  +  *)- fix) 

dx  h 

heißt  das  rechtsseitige  oder  linksseitige  Zuwachsverhältnis,  je 
nachdem  h  positiv  oder  negativ  ist.  Wenn  bei  der  Funktion  y  diese 
Zuwachsverhältnisse  mit  nach  Null  konvergierendem  h  nach  bestimmten 
Grenzwerten  konvergieren/  so  sind  dieselben  Funktionen  von  x,  welche 
man  als  die  rechtsseitige  Derivierte  und  die  linksseitige  Deri- 
vierte  bezeichnet.  Die  beiden  Derivierten  können  zusammenfallen, 
und  in  diesem  Falle  sagt  man,  die  Funktion  y  habe  eine  einzige 
Derivierte,  welche  man  mit  f(x)  oder  kürzer  mit  y  bezeichnet.  Die 
Funktionen,  welche  für  gewöhnlich  betrachtet  werden,  haben  eine 
einzige  Derivierte. 

282.  Beispiele,  a)  Die  Derivierte  einer  Eonstanten  ist  null,  da 
man,  wenn  y  konstant  ist,  immer  dy  =  0  hat,  welches  auch  der  Wert 
von  x  sein  mag.  Also  ist  y'=0.  Die  Derivierte  der  unabhängigen 
Veränderlichen  ist  die  Einheit,  da,  wenn  y  =  x  ist,  öy  =  öx  wird. 
Also  ist  jf'-l. 

b)  Um  sich  zu  überzeugen,  daß  die  rechtsseitige  und  die  linksseitige 
Derivierte  einer  Funktion  für  einen  und  denselben  Wert  der  unabhängigen 
Veränderlichen  verschiedene  Werte  haben  können,  betrachte  man  die  Funktion 

y  «■  f(z),  welche  für  x  —  0  null  ist  und  für  x  >  0  durch  x  arctg  — 
ausgedrückt  wird.     Da 

ist  und  man  hat 

lim   arctg  T  —  -|-,      lim   arctg  xö"~T' 

so  sieht  man,  daß  für  #  =  0  bei  der  betrachteten  Funktion  die  rechts- 
seitige Derivierte  gleich  —  und  die  linksseitige  Derivierte  gleich  — —  ist. 

c)  Ebenso  hat  man  bei  der  Funktion,  die  für  x  —  0  den  Wert  0  hat 

x 
und  für  x  ^  0  durch  j-  ausgedrückt  wird, 


f(0)-0f     f(A)-— *— , 

*y     m  -  fm        i 

8x  "^          h                         i 

1+«* 

1+e* 

G«ffrro,  AnatyfU. 
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Je   nachdem    nun    h   von    rechts    oder    von    links    nach    Null    konvertiert, 

w&chst  e*  über  alle  Grenzen  oder  konvergiert   es  nach  NulL     Mithin  ist 

lim 1-  =  0,        lim   j-  ~  1, 

°l  +  <*  "~   l+eT 

U  h  die  Funktion  hat  für  x  =  0  eine  rechtsseitige  Derivierte,  die  gleich 
Null  ist,  und  eine  linksseitige  Derivierte,  die  gleich  der  Einheit  ist. 

d)  Ein  anderes  Beispiel  wird  uns  geliefert  (vgL  §  272,  e)  von  der 
Punktion  y  =  <p  (x  —  [x])  unter  der  Voraussetzung,  daß  g>(x)  für  x  =  0 
die  rechtsseitige  Derivierte  a  zuiflBt,  für  i  =  1  die  linksseitige  Derivierte  ß, 
und  daß  a  ^  ß  und  tf{Q)  =  tpil)  "ist.  Man  sieht  sofort,  daß,  wenn  man 
x  einen  ganzzahligen  Wert  erteilt, 

ist.  Die  Funktion  hat  daher  für  jeden  ganzzahligen  Wert  der  Veränder- 
lichen eine  rechtsseitige  und  eine  linksseitige  Derivierte,  die  voneinander 
verschieden  sind.  Man  kann  z.  B.  a>(ar'l  —  sin  wi  wählen,  nachdem  man 
bemerkt  hat,  daß  (§  270,  a) 

n («  +  «») -ein»  _ 


ß  =  lim  - 


ist. 


e)  Aber  die  Derivierte  kann  auch  nicht  existieren  oder  nur  auf 
einer  Seite  von  X  existieren.  Z.  B.  hat  die  Funktion  y  —  Zj(;r), 
deren  Definition  (§  254,  f)  dadurch  vervollständigt  sein  möge,  daß  mau, 
wenn  '31  (x)  nicht  existiert,  die  Werte  von  y  beliebig  (zwischen  0  and  I) 
vorschreibt,  keine  Derivierte  für  jeden  Wert  von  x;  denn  f§  277,  c),  wenn 
äx  nach  Null  konvergiert,  so  oszilliert  6y  unaufhörlich  zwischen  I  uuil 
-f  1,  sodafl  das  Zu  wachs  Verhältnis,  weit  entfernt  nach  einem  Grenzwert  zu 
konvergieren,  unendlich  oft  alle  möglichen  Werte  annimmt.  In  analoger 
Weise  verhalt  sich  die  Funktion,  welche  die  Werte  0  und  1  hat,  je  nachdem  x 
rational  oder  irrational  ist;  denn  äy  kann  nur  (fia  Werte  <K  1,-1  an- 
nehmen. Die  Funktion  x  —  [x]  hat  eine  Derivierte  gleich  der  Einheit  für 
jeden  Wert  von  x,  außer  links  von  den  g&nzzahligeu  Werten,  Wo  man  für 
Sx  —  A  <  0  hat  Sy  =  I  +  h,  sodatl  das  Zu  wachs  Verhältnis  nach  —  oo 
konvergiert.  In  diesen  Fallen  liegt  die  Nichtexistenz  der  Den  vierten  einzig 
und  allein  an  der  Unstetigkeit  der  Funktion,  da  es  unmöglich  ist,  daß  die 
Derivierte  existiert  an  einer  Stelle,  wo  die  Funktion  unstetig  ist.  In  der 
Tal,  damit  =  nach  einem  endlichen  Grenzwert  konvergieren  kann,  wenn 
Sx  nach  Null  konvergiert,  muß  auch  äy  nach  Null  konvergieren,  d.  h.  y 
stetig  sein.  Also  ist  die  Stetigkeit  der  Funktion  eine  notwendige 
Bedingung  für  die  Existenz  der  Dcri vierten. 

f)  Die  Stetigkeit  ist  nicht  hinreichend  für  die  Existenz  der 
Derivierten.  So  t.  B.  ist  die  Funktion  Yx  stetig  für  x>0,  und  doch 
hat  man 
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lim    — — ^J- —  =  oo. 
a-+o         h 

Im  folgenden  werden  wir  gelegentlich  sagen,  die  Derivierte  von  yx  für 
x  ■■  0  sei  unendlich;  aber  hiermit  meint  man  bei  den  geometrischen  An- 
wendungen oft,  nicht  daß  der  Grenzwert  des  Zuwachsverhältnisses 
unendlich  ist,  sondern  daß  die  für  x  >  0  berechnete  Derivierte  unbegrenzt 
zunimmt,  wenn  x  nach  Null  konvergiert.     Faktisch  ist  nun  für  x  >  0 

..      yäc  +  h  —  Y~x        r  1  1  r         1 

lim1 —r — - — —  lim  — —  =  — — ,        hm   — —  =  cx>. 

Es  ist  aber  klar,  daß  man  keineswegs  dieselbe  Bedeutung  der  Aussage 
beilegen  könnte,  daß  für  «in  ganzzahliges  x  die  linksseitige  Derivierte 
von  x  —  [x]  gleich  —  oo  ist.  Übrigens  ist  es  leicht,  stetige  Funktionen 
xu  finden,  bei  welchen  das  Zuwachsverhältnis  überhaupt  keinen  endlichen 
oder  unendlichen  Grenzwert  hat     Es    fehlt  z.  B.  die  Derivierte   bei   der 

Funktion  y»x  —  ,  welche  für  x  =  0  stetig  ist;  denn  man  hat 

und  sieht,  daß,  wenn  h  nach  Null  konvergiert,  das  Zuwachsverhältnis  un- 
aufhörlich zwischen  0  und  —  1,  dieses  ausgeschlossen,  oszilliert. 

g)  Gegen  das  letzte  Beispiel  könnte  man  einwenden,  daß  die  be- 
trachtete Funktion  allerdings  für  x  =  0  stetig,  aber  in  der  Umgebung 
von  Null  unendlich  oft  unstetig  ist.  Um  sich  jedoch  zu  überzeugen,  daß 
hierauf  das  Fehlen  der  Derivierten  nicht  zurückzuführen  ist,  braucht  man 
nur  die  Funktion  zu  betrachten,  welche  für  x  =  0  null  ist  und  f ür  #  >  0 

durch   x  sin  —  ausgedrückt  wird.    Sie  ist  immer  stetig  und  hat  für  x  =  0 
x 

keine  Derivierte,  da 

A(0)  =  0,    /-(ä)  -  Ä  sin T ,     ^  = £ ^^T 

ist  und  der  Grenzwert  von  sin  -v-  für  ein  nach  Null  konvergierendes  h  nicht 
existiert. 

h)  Ein    anderes   bemerkenswertes    Beispiel    liefert   uns    die  Funktion 

mf 

<p(x  —  [x]),  die  wir  bereits  betrachtet  haben.     Setzt  man  <p(x)  =  x  sin  — 

für  x  >  0  und  <p(0)  ■»  0,  so  ist  auch  q>(l)  =»  0,  <p'(0)  existiert  nicht, 
und  außerdem  ist 

m  (1 )  =■  lim  — t —  sin  „   ,  ,  =  lim  — t—  sin  «    ,  ,  =  lim =«  it. 

Also  hat  die  stetige  Funktion,  welche  im  allgemeinen  durch 

n 


(x  -  [*])  sin  ^^ 


dargestellt  wird,  keine  rechtsseitige  Derivierte  für  alle  ganzzahligen  Werte 

U* 
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von  X,  während  sie  eine  linksseitige  Derivierto  gleich  ™  zuläßt.  Nimmt 
man  dagegen  q>(x)  =  x  —  y  x,  so  findet  man,  daß  die  stetig':  I 
[x]  -f-  Yx  —  |x]  rar  alle  ganzzahligen  Werte  eine  unendliche  rechtsseitig 
Derivierte  und  eine  linksseitige  Derivierte  gleich  J  besitzt.  Von  dieser 
Funktion  ausgehend  gelang  es  Schwarz  eine  andere  zu  konstruieren,  bei  ml.lnr 
sich  iu  jedem  Intervall  unendlich  oft  analoge  Umstände  bieten.  Endlich 
verdankt  man  Weierstraß  ein  Beispiel1),  welches  wir  weiter  unten  mit- 
teilen werden,  für  eine  stetige  Funktion,  die  für  jeden  Wert  von  x 
ohne  Derivierte  ist. 

2S3.      Derivation    der    inversen    Funktionen.      Wir    betrachten 

die  Funktion  y  =  f{.r),  welche  für  x  —  a  und  in  der  Umgebung  von 
a  stetig  ist.  Wü*  nehmen  ferner  an,  daß  sich  wenigstens  für  diese 
Werte  von  X  die  inverse  Funktion  x  =  ${;/)  definieren  läßt,  und 
wollen  beweisen,  daß  die  Derivierte  der  Funktion  y  existiert, 
wenn  die  Derivierte  der  Funktion  f  existiert  und  von  Null 
verschieden  ist.  Aus  der  Stetigkeit  von  y  für  x  =  a  folgt,  daß  Öy 
oder  f\a  +  dx)  —  /'(«)  gleichzeitig  mit  dar  nach  Null  konvergiert;  und 
zur  Stetigkeit  von  y  in  der  Umgebung  von  a  gebort  überdies,  daß 
Öy  eine  stetige  Funktion  von  6x  ist  und  folglich  (§  876)  alle  Werte 
annimmt,  die  einem  gewissen  Intervall  von  geeigneter  Kleinheit  an- 
gehören, welches  die  Null  einschließt.  Der  Wert  Null  ist  über 
ausgenommen.  Der  Grund  dieser  Ausschließung  liegt  darin,  daß, 
wenn  einem  Wert  h  von  dx  i-nt.sprechcud  dy  =  0  wäre,  KQ  einem 
und  demselben  Wert  f(a)  von  y  die  Werte  «  und  a  -f  h  von  x  ge- 
hören würden,  so  daß  man  nicht  sagen  könnte,  x  sei  >  nie  Funktion 
von  y.  Nur  infolge  der  vorstehenden  Überlegungen  ist  man  berechtigt 
als  das  Zuwachsverhältnis  der  Funktion  x  —  q{u\  zu  betrachten. 
Nimmt  man  nun  an,  daß,  wenn  dx  nach  Null  konvergiert,  * 
nach  einem  Grenzwert  y'  >  0  konvergiert,  so  siebt  man  sofort 
(§  263),  daß  der  Grenzwert  von 

**        l 


existiert  und  gleich  - ,  u 
die  Derivierte  fix)  ^  0  i 
tion  y(x) 

0) 


Ausführlicher    uugodrtftkt:    Kennt   man 
i  f(x),  so  ist  diejenige  der  inversen  Funk- 


•(*>- 


r<g&» 


Die  vorstehenden  Betrachtungen  gelten  für  jede  Seite  des  gegebenen 


lj    Allgemeinere    Beiipiele    für    analoge    Funktionen     tirwl.'t 
„Fondatnenti"  von  Dini  (p.  KT), 
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Wertes  a  besonders.  Wenn  wir  z.  B.  nur  die  Existenz  der  rechts- 
seitigen Derivierten  von  y  zulassen,  so  kann  man,  da  dy  schließlich 
(§  263)  das  Vorzeichen  dieser  Derivierten  annimmt  und  bewahrt,  bei 
der  inversen  Funktion  die  Existenz  einer  rechtsseitigen  bezw.  links- 
seitigen Derivierten  für  den  Wert  f(a)  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen behaupten,  je  nachdem  jenes  Vorzeichen  +  oder  —  ist.  Ist 
dagegen  die  betrachtete  Derivierte  von  y  die  linksseitige,  so  kann  man, 
je  nachdem  dieselbe  positiv  oder  negativ  ist,  bei  der  inversen  Funktion 
die  Existenz  einer  linksseitigen  bezw.  rechtsseitigen  Derivierten 
behaupten;  denn  in  diesem  Falle  nimmt  dy  schließlich  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  zu  demjenigen  der  Derivierten  von  y  an  und  be- 
wahrt es.  Es  folgt  aus  dem  Obigen,  daß,  wenn  y  nur  eine  einzige 
Derivierte  nach  x  hat,  dies  auch  von  x  in  Bezug  auf  y  gelten  wird. 

284.  Derivation  der  Funktionen  von  Funktionen.  Ist  y 
nicht  ab  Funktion  von  x,  sondern  als  Funktion  einer  andern  Funktion 
u  gegeben,  ist  also  y^/Xu),  u  =  q>(x),  und  setzt  man  überdies  vor- 
aus, daß  die  Derivierten  f  (x)  und  <p'  (x)  existieren,  so  ist  es  leicht 
zu  zeigen,  daß  die  Derivierte  von  y  existiert  und  gleich  dem 
Produkt  von  f(u)  und  q>'(x)  ist.     In  der  Tat  besteht  die  Identität 

dy       9y    du 
Sx       du    da' 

wo   ~-   der  Voraussetzung  gemäß  nach  einem  Grenzwert  u'  konvergiert. 

O  X 

Dies  erfordert  aber,  daß  du  gleichzeitig  mit  dx  nach  Null  kon- 
vergiert; und  da  die  Funktion  u,  weil  sie  eine  Derivierte  hat,  not- 
wendig auch  in  der  Umgebung  des  betrachteten  Wertes  von  x  stetig 
ist,  so  nimmt  überdies  du  alle  Werte  an,  die  einem  gewissen  Intervall 
angehören,  welches  die  Null  einschließt.  Wenn  nun  von  einem 
Werte  von  dx  an,  der  absolut  genommen  genügend  klein  ist,  du  be- 
ständig von  Null  verschieden  bleibt  (wie  es  immer  der  Fall  ist,  wenn 

u  ^  0  ist),  so  ist  man  berechtigt  -p  als  das  Zuwachsverhältnis  von  y 

in  Bezug  auf  u  zu  betrachten  und  "zu  sagen,   daß  dieses  Verhältnis 

nach  /"(u)   konvergiert,    welches   nach   der   Voraussetzung   existiert. 

dt/ 
Dann  folgt  aus  der  obigen  Identität,  daß  auch  ■—  nach  einem  Grenz- 

O  X 

wert  y'  konvergiert,  der  gleich  dem  Produkt  von  f'(u)  und  u  ist.  Es 
bleibt  zu  zeigen,  daß  der  ausgesprochene  Satz  auch  dann  gilt,  wenn 
es  in  der  Umgebung  der  Null  eine  Menge  von  Werten  ä,  ä',  ... 
gibt  derart,  daß  du  =  0  wird,  sobald  dx  gleich  einem  dieser  Werte 
wird.  In  diesem  Falle  kann  die  Derivierte  u',  welche  nach  der  Vor- 
aussetzung existiert,  nicht  von  Null  verschieden  sein.  Man  bemerke 
jedoch,  daß,  wenn  man  dx  unter  Vermeidung  dqr  Werte  h,  h',  ... 
nach  Null  konvergieren  läßt,  die  obige  Schlußweise  auch  noch  gilt 


und  daher  das  Verhältnis  5-  nach  dem  Grenzwert  /"(it)-0  =  0  kon- 
vergiert. Wenn  dagegen  dx  nach  Null  konvergiert,  indem  es  gerade  die 
Werte  Ä,  /<',  .  .  .  annimmt,  ho  ist  das  genannt*?  Verhältnis  gleich  Null, 
da  wegen  du  -  0  auch  dy  —  f(u  +  3m)  —  f(u)  gleich  Null  ist  Es 
existiert  alao  die  Derivierte  y  ,  der  Grenzwert  von  --  für  nach  Null 
konvergierendes  öx,  und  sie  ist  null  wie  das  Produkt  vun  f[u\ 
und  »',  so  daß  man  also  in  allen  Fällen  schreiben  kann  y' *= /"(m)-w'. 
Man  bemerke  hier,  daß  diese  Gleichung  die  Gleichung  (1)  als  Spezial- 
fall enthält,  da  man  (§  868)  für  *  —  g(x)  hat  y  -  x  und  y'  -  1. 
Wenn  allgemeiner 

y=f(u),  i»-o>(e),  »-#(»),  -  ■- 
ist,  so  hat  man  y  —  f'(u)ip'{v)tl''(u>)  .  .  .,  vorausgesetzt,  daß  die 
Funktionen  u,  v,  w  in  endlicher  Anzahl  auftreten.  Wir  sehen  also, 
daß  die  Derivierte  einer  Funktion  von  Funktionen  gleich 
dem  Produkt  der  Derivierten  dieser  Funktionen  ist,  wobei 
jede  Derivierte  nach  derjenigen  Veränderlichen  zu  nehmen 
ist,  von  welcher  die  Funktion  unmittelbar  abhängt. 

285.  Derivierte  einer  Summe.  Es  sei  y  —  u  +  t>  -f  v>  -f-  ■  ■  ■ , 
wo  «,  v,  w,  . . .  Funktionen  von  x  sind,  die  Derivierte  besitzen,  und 
man  erteile  x  den  Zuwachs  dx,  wodurch  sich  bei  y,  m,  t>,  ..  .  die 
Inkremente  dy,  Su,  Üv,  .  .  .  ergeben.     Da  immer 

y  +  6y  =  u  +  Su  +  v  -r-  äv  +  w  +  dtv  4 

ist,  so  folgt 


+  1 


+  ' 


mithin ,  wenn  man  zu  den  Grenzwerten  für  nach  Null  konver- 
gierendes 6x  übergeht,  y  —  h'  +  v  -\-  w'  -j-  •  ■  ■  Alio  ist  die  Deri- 
vierte einer  Summe  gleich  der  Summe  der  Derivierten  der 
Summanden,  vorausgesetzt,  daß  diese  in  endlicher  Anzahl  auftreten. 


Wenn  y  —  uv  ist,  so  ist 
uiv  4-  t>du  +  du  •  de, 


y  =  uv  +  ( 


286.    Derivierte  eines  Produktes. 
y  +  dy  -  (u  +  du)(t!  +  dB)  -  UV  ■ 
mithin  nacheinander 

tx       a*T    tx^  ax     ' 

Daraus  folgt,  daß  die  Derivierte  eines  Produktes  gleich  der 
Summe  der  Produkte  ist,  die  man  durch  Multiplikation  der 
Derivierten  jedes  Faktors  mit  dem  Produkt  der  andern 
Faktoren  erhält.  In  der  Tat,  wenn  man  annimmt,  daß  das  Tbeinni. 
welches  wir  für  zwei  Faktoren  bewiesen  haben,  für  n  —  1  Faktoren 
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gilt,  so  braucht  man  im  Falle  eines  Produktes  y  =■=  uvw  •  •  •  von  n 
Faktoren  nur  zu  schreiben 

y  «  u'(vw  •  •  •)  +  u(vw  •  ••)'  =  u'vw  •  •  •  +  uvw  •  •  •  +  uvw  •••  +  •••, 

um  sich  zu  überzeugen,  daß  es  allgemein  gültig  ist. 

287.    Derivierte  eines  Quotienten.     Läßt  man  die  Existenz  der 
Derivierten   von   u  und   v   zu,   so   existiert  auch  die  Delirierte  des 

MM 

Quotienten  y  =  — ,  da  man  wegen 


hat 


»y 

u  +  du 
v  +  dv 

u 

V 

vdu — udv 

v(v-\-dv) 

*y  = 

du        dv 
dx        dx 

.L   .  dv\  > 

i 

y 

VU   —  UV 

dx 

=     V* 

Insbesondere  ist,  wenn  a  eine  Konstante  bedeutet,  für  y  =  — 


u 


au' 


288.  Derivierte  einer  Potenz.  Es  sei  y  =  a?  und  n  eine  ganze 
und  positive  Zahl.  Aus  der  Regel  für  die  Derivation  eines  Produktes 
ergibt  sich,  wenn  man  y  =*  x  •  x  •  •  •  x  schreibt,  sofort  y'^na""1. 
Wir  wollen  beweisen,  daß  diese  Formel  für  jeden  rationalen  Wert 

von  n  besteht     Nehmen  wir  zunächst  an,  daß  n  die  Form  —  hat, 

wo  m  ganz  und  positiv  ist.  Da  die  Derivierte  von  zf*  existiert,  so 
existiert  nach  dem  in  §  283  Gesagten  auch  die  Derivierte  der  inversen 

Funktion  y  =  xm.  Nachdem  wir  so  die  Existenz  von  y  konstatiert 
haben,  sind  wir  berechtigt  die  Gleichung  ym  =  x  zu  deri vieren,  in- 
dem wir  die  Regel  des  §  284  anwenden.    Es  ergibt  sich 

mST~1,y'-sl    oder  y'  =  —  yl'm  —  nym("-1>  —  na""1. 

Wenn  ferner  n  der  Quotient  von  zwei  positiven  ganzen  Zahlen  p 
und  q  ist,  so  hat  man  bei  Anwendung  derselben  Regel  und  unter 
Beachtung  des  letzten  Resultates 


-W,   y'-pW     -4-**~1ä4 


'-1.+1-i 


Endlich   wende  man,  wenn  n  einen   negativen  Wert  —  m  hat,  die 
Regel  des  vorigen  Paragraphen  an.    Man  erhält 

1  /  tliX  *  * 
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Ist  nunmehr  y  =  un  gegeben,  wo  der  Exponent  n  irgend  eine  positive 
oder    negative    rationale    Zahl    ist,    so    gibt    die   Regel    des    §  284 

y  =  nu*-lu.     Insbesondere  ist  für  y  =  Yu 


tyu 


Um  unnütze  Rechnungen  zu  vermeiden  ist  es  auch  zweckmäßig  sich 
zu  erinnern,  daß  für  y  —  -* 

,  HU 

ist 

289.    Derivierte   von  ä*  und   Log x.     Es   sei  y  —  a*.     Wenn 
man  x  den  Zuwachs  dx  =  h  erteilt,  so  erhalt  man 

mithin  wird,  wenn  wir  ein  früheres  Resultat  (§  270,  d)  heranziehen, 

y  =  a'lim — r —  —  a*loga. 

Insbesondere  wird,  wenn  y  «  e*  ist,  y'  —  c*.     Analog  hat  man  für 
y  — Log# 

ay-Log(s  +  Ä)-Logs,    J|-^Log(l  +  A) 
und  dann  (§  270,  b,  d) 


y'_i-Loglim(l+¥)    - 
Insbesondere  wird,  wenn  y-=logx  ist,  y' —  —  •      Die    beiden   vor- 

üb 

stehenden  Resultate  stehen  durch  die  Formel  (1)  in  Beziehung  zu- 
einander, da,  wenn  f(x)  =-  ax  gesetzt  wird,  g(x)  —  Logo;  ist.  Daraus 
folgt,  daß,  wenn  man  eine  der  Deri vierten,  z.  B.  f(x)  —  o*logo, 
kennt,  die  andere  durch  die  Formel  (1)  gegeben  ist: 

y  W"  ^  ^Logx)  —  aLog*loga  ™  *  " 

Nunmehr  können  wir  nach  dem  in  §  284  Gesagten  behaupten,  daß, 
wenn  die  Derivierte  von  u  existiert,  die  Derivierten  der  Funktionen 

y-=ß",    y  —  logt* 
bezüglich  sind 

Endlich   bemerke   man,    daß   die   Kenntnis    der  Derivierten    von   €" 
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und  logu  es  erlaubt;  die  Regel  für  die  Derivation  einer  Potenz 
wiederzufinden,  und  zwar  ausgedehnt  auf  den  Fall  eines  irra- 
tionalen Exponenten.    In  der  Tat  leitet  man  aus 

290.   Derivierte  der  Krelsfonktionen.    Es  sei  y  —  sin  x.    Wenn 
ix  —  A,  so  ist 

dy  —  sin  (a:  +  h)  —  sinrc  =  2  sin  y  cos  (#  +  yj  • 

Also  ist  (§270,a) 

.    ä 

Bin-— 


y'  —  lim  — jr—  cos  (x  +  —  1  =  cosa. 


2 


Ist  y  —  cos  £ ,  so  kann  man  eine  analoge  Rechnung  anstellen   oder 
auch  unter  Benutzung  der  Regel  des  §  284  schreiben: 

y  —  sin  (~  —  x) ,    y  —  —  cos  (y  —  xj  —  —  sin# . 

Wenn  y-»tg£  ist,  so  erhält  man,  indem  man  tg#  als  Quotienten 
Ton  sin#  durch  cosx  betrachtet  und  die  Regel  des  §  287  anwendet, 

/       cos  x  cos  x —  sinx( — Bin«)  1 

^  ™"  cos'x  cob'x' 

oder  auch  durch  direkte  Rechnung 


y  .  lim  4fiH^Lzil£  ■  Km  » 


sink 


kws0  h  h      cobx  cob  (x  +  h)       cos'x 

Endlich  hat  man,  wenn 

y  —  sinu,    y  =  cosw,    y~tgw 
ist,  bezüglich 

y' =  u'cobu,    y'  =  — u'sinu,     y'  =»    *     * 

9  7       9  7       D  C08   U 

291.  Derivierte  der  inversen  Kreisfunktionen.  Zunächst  muß 
man  bemerken,  daß  die  Derivierten  dieser  Funktionen  im  allgemeinen 
existieren,  und  zwar  auf  Grund  des  in  §  283  bewiesenen  Theorems. 
Erst  dann  hat  man  das  Recht,  nachdem  aus 

y  =  arcsinz,    y=-arccosz,    y«=arctg# 

die  Relationen  as  —  siny,  #  — >  cosy,  z  *=  tgy  abgeleitet  sind,  dieselben 
zu  derivieren  und  zu  schreiben 

l  =  ^cosy,     l«-y'siny,     1-= 
und  daraus  folgende  Werte  für  y'  zu  entnehmen: 


cos'y 


Man  kann  auch  durch  direkte  Hechnung  vorgehen,  was  den  Vorteil 
hat,  daß  man  zugleich  mit  den  Ausdrücken  fßr  die  Derivierten  den 
Beweis    für  die  Existenz   dieser   Derivierten    erhält.      Setzt    man    z    B. 

y  ■■  aretgir.,     6z  =  h  =■  1 1  -f  «(*+  A)] 

so    hat   man,   wenn  h   (und   infolgedessen  et)   nach  Null  konvergiert, 

tg(iE  +  fc)  — aretgg       ..     aretga 


lim 


=  lim  - 


t"  immer  positiv  gc- 


Man  beachte,  daß   im   obigen   die  Wurzel 

nommen  ist,  da  die  durch  die  Symbole  aresinx  und  arc  cos  x  dar- 
gestellten Bogen  einen  positiven  Kosinus  bezw.  Sinus  haben.  Die 
Summe  dieser  Bogen  ist  (§  254,  d)  konstant,  und  dies  erklärt  uns, 
weBhalb  ihre  Derivierten  absolut  genommen  gleich,  aber  mit  ent 
gegengesetzten  Vorzeichen  behaftet  sind.  Endlich  sehen  wir,  wenn 
wir  zusammenfassen  und  uns  an  die  Regel  des  §  284  erinnern,  daß 
man,  wenn 

y  =  arc  sin  » ,     y  —  arc  cos  « ,     y  =  arc  tg 
ist,  bezüglich  hat 


V  = 


+  «! 


Schließlich  wollen  wir  noch  hinzufügen,  daß  wir  bei  Heranziehung 
des  Theorems  in  §  283  stillschweigend  die  Falle  beiseite  gelaasen 
haben,  in  welchen  die  Delirierte  der  Funktion  nicht  existiert.  Z.  B 
existiert  für  die  Funktion  y  =  arcsin.T  die  Derivierte  solange,  als 
nicht  cosy  =  0,  d.  h.  x  =■  +  1  ist;  fßr  diese  Werte  von  x  ist  da- 
gegen festzuhalten,  daß  die  Funktion  keine  Derivierte  hat.  So  ist 
für  x=l  klar,  daß  die  Derivierte  von  arc  sin  r  nicht  existieren 
kann,  weder  als  rechtsseitige  (weil  rechte  von  der  Einheit  die 
Funktion  nicht  existiert)  noch  auch  als  linksseitige,  weil 


arc  »in  (1  —  A)  —  arc  iin  1 


=  lim  - 


»Q-») 


ist.      Ähnliches    läßt 
vierte   von  aretgx   ii 
verschwinden  kann. 

292.    Übungen, 
y  =  o-z"  +  o.x" 


ich   für  arc  cos  x  bemerken,  während  die  1 
mer  existiert,  da  die  Derivierte  von  tgar  nicht 


a)  Die  Derivierte  des  Polynoms 
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vom  Grade  *,  ist  ein  Polynom  vom  Grade  n  —  1 : 

y  -  na^x*- l  +  (n  -  l)^«—8  +  (n  -  2)  a,*» ~8  +  •  •  •  +  2aJI_2z  +  au_t . 

Die  Derivierte  von  y',  welche  man  die  zweite  Deri vierte  von  y  zu 
nennen  pflegt,  ist 

9"-n(n-i)a%*-*  +  (n-1)  (n-2)o1a^-8  +  •  •  .  +  2a,,.,. 

Die  successiven  Derivierten  y'",  y1*,  .  .  .  (die  dritte,  vierte,  .  .  .)  sind  eben- 
falls Polynome,  und  zwar  von  den  Graden  n  —  3,  n  —  4, .  .  . ;  die  n-te 
Derivierte  ist  konstant,  und  die  folgenden  sind  alle  null:  y<n)  =  n!a0, 
y«+i)  »  y(«+»)  =  .  . .  =*  0. 

b)  Wenn 

y-*(logs-l),     log  cos«,     log  log  rr,     logtgy,     lo8i  +  ^!fcg 

ist,  so  liefert  die  Anwendung  der  in  den  vorigen  Paragraphen  bewiesenen 
Segeln  und  erhaltenen  Resultate  folgende  Werte  für  die  bezüglichen  Deri- 
vierten: 

,      ,  ,112* 

V    a  lOff  X,        —  tg  X.        — 5 ,        ~ ,        -r— = 

9  °     '  ^     '     alogg'     einx'     8inA;x 

Wenn 

y  -*  arc  cos  (1  —  as)  —  }^2ä  —  «*,     arc  cos \-  log  (x  +  j^x1  — -  a1) 

ist,  so  erhalt  man 

/ ^  -l/    x  J_ -l /x  +  a 

^  M-*'       a;   V  x  —  a' 

Ebenso  findet  man  für  die  Funktionen 

sin  a  sin  o;  b  +  acosx  .    f  —  «"* 

y  —  arc  sin  ; — — -— — ,     arc  cos  — r- r ,     arc  tg  —■ 

9  1  —  cos a  cos rc7  a-f&cosa;'  ^^±e-* 

folgendes:  ••  

/  sina  ya«  —  5«  2 

«J    aes  ■  — t ..       . 

*        1  —  cos  a  cos  a;9    a  +  ftcosaj'    e*s  a.  e-** 

c)  Diese  Berechnungen  von  Derivierten  lassen  sich  sehr  leicht  aus- ' 
fuhren,  indem  man,  wenn  es  nötig  ist,  die  Regel  für  die  Derivation  einer 
ßnmme,  eines  Produktes  oder  eines  Quotienten  anwendet  und  dann  jeden 
Bestandteil  des  Resultates  nach  der  Regel  für  die  Derivation  einer  Funktion 
von  einer  Funktion  behandelt:  dies  ist  die  wichtigste  Regel,  insofern  sie 
alle  Schwierigkeiten,  welche  die  Berechnung  der  Derivierten  eines  kom- 
plizierten Ausdrucks  zu  bieten  scheint,  zu  überwinden  gestattet,  indem  man 
dieselben  trennt  und  sie  dann  eine  nach  der  anderen  in  Angriff  nimmt. 
Folgendermaßen  verfährt  man  z.  B.,  um  die  Derivierte  von 

y  —  arctg  (x  —  Y 1  +  x*) 
zu  berechnen: 

,      1 /    _       2x      \  1 
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Dieses  Resultat  verifiziert  man  leicht,  indem  man  bemerkt,  daß 

y  =  ^  arctg  x  —  \  n 
ist.     Ebenso  schreibt  man,  um  die  Derivierte  von 

y  =  xVl+x*  +  log  (x  +  Vi  +  x*) 
zu  berechnen, 

y-yr+s»+s-    Jx    + — i fi+   /!f_W~2)/i+?. 

*    r  2  i^npi?  * + yi + *»  v    2V1+W 

d)  Sind  die  Relationen 
gegeben,  so  ist  daraus  leicht  abzuleiten 

1  ,     yr=r* 


9       VT=x*'  l  +  *cos«' 

indem  man  beide  Seiten  deriviert.     Sind  ferner  die  Funktionen 

y  =ss  tx*  ,    y  ^  3/  »  •  •  • 

gegeben,  so  findet  man,  indem  man  die  Logarithmen  beider  Seiten  nimmt 
und  deriviert, 

y  —  x? (1  +  log s),    y  —  s*+**  (—  +  log«  +  log1«) ,  . . . 

Wenn  man  aber  in  dieser  Weise  verfährt,  so  läßt  man  die  Existenz  von  y 
a  priori  zu.  Um  diesen  Einwand  zu  vermeiden,  muß  man  vorher 
zeigen,  daß  die  Derivierte  existiert.  Dies  ergibt  sich  bei  dem  vorletzten 
Funktionenpaar,  indem  man  bemerkt,  daß  y  sich  auf  die  Form  arctg  u 
bringen  laßt      Für  y=»£*  kann  man  auch   schreiben  y  —  e*log*   u.  s.  f. 

e)  Die  n-te  Derivierte  von  y  =»  tf*  log  x  ist 
y-)-m(m-l)-.(m-n+l)z»--(loga!  +  ^  +  ^+..-+;^ri-j-i). 
Insbesondere  ist 

^-)-«»j(iog*+i+i-  +  l+...  +  l),  ,#■+»> -2L. 

Ebenso  findet  man  durch  successive  Derivationen,  daß  die  n-ten  Derivierten 
der  Funktionen 

y  =  e*°°ia  cos  (x  sin  a),     y  —  c*00'0  sin  (rc  sin  a) 
bezüglich  lauten 

y«)  =  cxcota  C08  («a  +  a;  sin  a),     yW  —  $*<»•«  sin  («a  +  *  sin  a). 

Weniger  leicht  ist  die  Berechnung  der  n-ten  Derivierten  von  y  — ■  arctg  x, 
welche  sich  jedoch  als  Funktion  von  y  selbst  ausdrücken  laßt,  indem  man 
(n  —  l)-mal  nacheinander  y  =*  cos*y  deriviert: 

y«)  =  (n  —  1)!  cos"y  •  sin« (y  +  y)  • 
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298.  Bevor  wir  weiter  gehen,  wollen  wir  eine  kurze  Digression 
über  einen  für  die  Anwendungen  der  Mathematik  äußerst  wichtigen 
Gegenstand  machen.  Schon  beim  Beweis  der  grundlegenden  Sätze 
in  der  Theorie  der  Funktionen  ist  eä  nützlich  sich  einer  geometrischen 
Darstellung  der  unabhängigen  Veränderlichen  zu  bedienen.  Man  er- 
reicht dieselbe,  indem  man  die  Werte  der  Veränderlichen  und  die 
Punkte  einer  Geraden  aufeinander  bezieht,  wie  es  in  der  analytischen 
Geometrie  zu  geschehen  pflegt.  Dadurch  gewinnen  die  Beweise,  ob- 
wohl sie  ihrem  Wesen  nach  ungeändert  bleiben  (da  man  sich  wohl 
hüten  muß  sie  in  irgend  einer  Weise  auf  geometrische  Begriffe  zu 
gründen),  eine  klare  und  wirkungsvolle  Fassung  und  lassen  sich  mit 
geringerem  sprachlichem  Aufwand  führen.  Anstatt  von  einem  Werte 
zu  reden,  den  man  der  Veränderlichen  erteilt,  nennt  man  den  Punkt, 
welcher  das  Bild  dieses  Wertes  ist;  und  jedes  Intervall  (a,  b)  findet 
auf  diese  Weise  seine  Darstellung  in  einer  geraden  Strecke,  welche 
von  den  Punkten  a  und  b  begrenzt  wird,  d.  h.  von  den  Punkten, 
deren  in  einem  bestimmten  Sinne  gerechnete  Abstände  vom  Anfangs- 
punkt durch  die  Zahlen  a  und  b  gemessen  werden.  Um  nun  eine 
Funktion  y  darzustellen,  braucht  man  nur  jedes  Paar  entsprechender 
Werte  von  x  und  y  als  das  System  der  (rechtwinkligen)  cartesischen 
Koordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene  zu  betrachten:  die  Gleichung 
y=*f{x)  stellt  dann  eine  Linie  dar,  mit  deren  Hilfe  man  sich  leicht 
von  den  wichtigsten  Eigenschaften  von  Funktionen  und  Derivierten 
Rechenschaft  geben  kann.  Vor  allen  Dingen  ist  es  aber  nötig,  die 
geometrische  Bedeutung  der  Derivierten  zu 
kennen.  Man  betrachte  die  Tangente  der 
Kurve  im  Punkte  M,  d.  h.  die  Grenzlage 
der  Sekante  MM }  wenn  M!  die  Kurve 
durchlaufend  nach  M  hinrückt.  S  und  T 
mögen  die  Punkte  heißen,  in  welchen  die 
Sekante  und  die  Tangente  die  x-  Achse  treffen, 
P  und  V  seien  die  Fußpunkte  der  Lote, 
die  von  M  und  M'  auf  diese  Achse  gefällt 
sind,  und  man  bezeichne  mit  H  denjenigen 
Punkt,  welcher  die  Abscisse  von  M  und  die  Ordinate  von  M  hat. 
x  und  y  seien  fixiert  als  die  Koordinaten  von  M,  x  +  dz  und  y  +  dy 
seien  diejenigen  von  M,  und  man  beachte,  daß  wegen  der  Ähn- 
lichkeit der  Dreiecke  MHM',  SPM* 

dy      M'H  _  MP 

dx  ""  MH  ~  SP 

ist     Wenn  dx  und  dy  nach  Null  konvergieren,  rückt  M  nach  M 
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§§  298—294 


hin.     P  bleibt  fest  wie  M,  und  S  rückt  nach  T  bin.    Es  ist  daher 

y 


Um  Jj  Ä  Umf^Ä  TF  =  *B  JfT*» 


d.  b.  die  Derivierte  der  Ordinate  einer  Kurve  nach  der  Ab- 
scisse  stellt  den  Neigungskoeffizienten  der  Kurventangente 
dar.  Wenn  die  unabhängige  Veränderliche  die  Zeit  ist,  so  stellt 
dieser  Koeffizient  eine  Geschwindigkeit  dar  oder  das  Maß  der 
mehr  oder  weniger  großen  Schnelligkeit,  mit  welcher  die  Funktion 
zu  wachsen  oder  abzunehmen  strebt,  und  gerade  in  dieser  Weise  hat 
sich  der  Begriff  der  Derivierten,  welcher  die  Grundlage  der  Infinitesimal- 
rechnung bildet,  zum  ersten  Male  dem  Geiste  Newtons  dargeboten 
kurz  vor  dem  Jahre  1667  *). 

294.  Beispiele,  a)  Von  großem  Nutzen  ist  beim  Zeichnen  einer 
Kurve  y  =  f(x)  die  Kenntnis  der  Derivierten  f  (x)  der  Ordinate;  denn 
man  besitzt  hiermit  ein  Mittel,  um  die  Kurve  nach  Punkten  und  nach 
Tangenten  zu  konstruieren.  Wir  wollen  uns  hier  auf  einige  Beispiele 
beschränken,  die  dazu  dienen  sollen,  die  Nützlichkeit  der  graphischen  Dar- 
stellung zu  zeigen,  und  zwar  nicht  vom  geometrischen  Gesichtspunkt,  von 
dem  im  folgenden  ausführlich  die  Bede  sein  wird,  sondern  von  demjenigen 
der  Theorie  der  Funktionen  selbst  Wir  schicken  zwei  ganz  einfache 
Übungen  voraus,  indem  wir  die  Tangenten  der  Parabel  und  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  konstruieren,  welche  durch  die  Gleichungen 


_ 
2a 


*-* 


Fig.  5. 


Flg.  6. 


dargestellt  werden.     Aus  den  Formeln 


9         a  x  l 


*  "™      x%mm      ~x 


leitet  man  ab  TP  —  -~-  =  --  x  bei  der  ersten  Kurve,  PT 

y      * 


—  ■?--■*  bei 


1)  Siehe  Mansion:  „Rlsume'  dp  Coure  d' Analyse,  etc."  p.  194. 


|  IM  Eigenschaften  der  Derivierten.  223 

der  zweiten;  nnd  man  sieht  folgendes:  Wenn  man  den  Punkt  0,  den 
Scheitel  der  Parabel  oder  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel,  kennt,  und  P 
die  Projektion  eines  beliebigen  Punktes  M  der  einen  oder  der  andern  Kurve 
bezüglich  auf  die  Scheiteltangente  oder  auf  eine  Asymptote  ist,  so  braucht 
man  nur  M  mit  dem  Mittelpunkt  von  OP  bezw.  mit  dem  zu  0  in  Bezug 
auf  P  symmetrischen  Punkte  zu  verbinden,  um  die  Tangente  in  M  zu 
erhalten. 

b)  Die  darstellende  Linie  von  x  —  [x]  besteht  aus  unendlich  vielen 
geradlinigen  Abschnitten,  deren  jeder  von  einem  Punkte  der  Geraden  y  =-  0 
mit  ganzzahliger  Abscisse  n  ausgeht  und  in  dem  Punkte  mit  der  Abscisse 
*  +  1  auf  der  Geraden  y  —  1  endigt.  In  Wirklichkeit  müßten  die  Punkte 
auf  der  zweiten  Geraden  ausgeschlossen  werden;  aber  es  ist  gut,  zu  be- 
merken, daß  vom  geometrischen  Gesichtspunkt  derartige  Ausschließungen 
unnötig  sind,  und  daß  man  eich  im  Gegenteil  des  Begriffs  der  Stetigkeit 
bedienen  muß,  um  bo  wenig  wie  möglich  Punkte  und  Tangenten  aus- 
suschlieBen.  So  pflegt  man,  wenn  ein  Punkt  beim  Durchlaufen  einer 
Kurve  einem  festen  Punkte  zustrebt,  dessen  Koordinaten  die  Gleichung  der 
Kurve  nicht  erfüllen,  trotzdem  den  festen  Punkt  als  der  Kurve  angehörend 
xu  bebachten;  und  man  wäre  andrerseits  mit  graphischen  Hilfsmitteln  auch 
nicht  imstande  ihn  auszuschließen  oder  von  den  andern  Punkten  zu  trennen. 
Analog  verfahrt  man,  wenn  in  einem  Punkte  M  die  Tangente  fehlt, 
wahrend  eine  Gerade  existiert,  mit  welcher  die  Tangente  in  einem  andern 
Punkte  M '  zusammenzufallen  strebt,  wenn  dieser  nach  M  hinruckt.  Man 
betrachtet  dann  diese  Gerade  als  die  Tangente  in  M.  Derartige  Verein- 
barungen dienen  dazu,  mancherlei  Zweifeln  vorzubeugen,  die  sich  uns  bei 
den  geometrischen  Anwendungen  zu  häufig  darbieten  würden,  wenn  wir 
uns  an  die  strenge  Interpretation  der  bisher  auseinandergesetzten  Prinzipien 
halten  wollten. 

c)  Eine  andere  interessante  Linie,  welche  wieder  aus  den  Abschnitten 
besteht,  die  zwei  Geraden  auf  unendlich  vielen  in  einem  Punkte  zusammen- 
laufenden Geraden  bestimmen,  ist  die  zur  Dar- 
stellung der  Funktion  x  —  dienende  Kurve. 
Wenn  x  größer  als  — ■■  ,  aber  nicht  größer 
als  —  ist,  so  hat  man  y  —  nx,  die  Gleichung 
einer  Geraden,  auf  welcher  die  Geraden  y  =  1  —  x 
nnd  y  =—  1,  die  Punkte  der  ersten  ausgeschlossen, 
einen  Abschnitt  bestimmen.  Der  Punkt  A  der 
»-Achse,  welcher  die  Ordinate  1  hat,  kann  als 
zur  Kurve  gehörig  betrachtet  werden;  es  ist  ri£.i 
aber   graphisch  unmöglich,  dieselbe  in  seiner 

Umgebung  zu  zeichnen,  obwohl  in  A  die  Ordinate  stetig  ist. 

d)  Bei  dem  vorstehenden  Beispiel  ist  die  betrachtete  Funktion  in  A 
stetig  und  unstetig  in  der  Umgebung  von  A.  Dagegen  ist  die  durch  die 
Gleichung  y  —  f(x)  dargestellte  Kurve,  wo  f(x)  —  zän  —  ,  f  (0)  —  0, 
also  die  Funktion  f(x)  für  alle  Werte,  von  x  stetig  ist  (§  272,  a),  trotz- 


224  tH  .  >-    Theorie  der  Denkarten  $  194 

dem  in  der  Umgebung  des  Anfangspunktes  nicht  konstruierbar.    Das  Gleiche 
laßt  sich  von  der  stetigen  Punktion 

WH)-»*— A f 

sagen,    sogar    in    der   Umgebung    unendlich    vieler   Punkte    des    Intervalls 

( ,  — V    nämlich    ± — »  ±j;i  ±i~i""     Diese    Punkte    verdichten 

sich  immer  mehr  bei  den  Punktionen  f(f(f(.zj)),  f(f(f(f(z))))  u.  s.  w.,  da 
jedesmal  neue  Punkte  auftreten,  außer  den  Punkten,  in  deren  Umgebung 
die  vorangehende  Funktion  nicht  darstellbar  ist,  nämlich  auch  die- 
jenigen, in  welchen  diese  Funktion  verschwindet.  Man  darf  jedoch  nicht 
glauben,  daß  die  Nicht- Darstellbarkeit  einzig  und  allein  von  dem  Fehlen 
einer  Derivierten  herrührt,  d.  h.  von  dem  Fehlen  einer  bestimmten  Tangente 
in  dem  betrachteten  Puukte;  denn  die  Kurve  y  =  x*  sin  —  berührt 
Anfangspunkte  die  x-Achse,  es  ist  aber  materiell  unmöglich,  sie  in  der  Um- 
gebung dieses  Punktes  zu  zeichnen. 

e)  Es  gibt  übrigens  Funktionen,  bei  welchen  es  unmöglich  ist  Über- 
haupt einen  noch  so  kleinen  Strich  von  der  darstellenden  Linie  zu  zeichnen, 
obwohl  sich  von  derselben  beliebig  viele  Punkte  angeben  lassen,  die  auch 
so  nahe  aneinander  liegen  als  man  will.  So  ist  es  z.  B.  bei  der  Funktion  B  (*); 
denn  (§  277,  b)  auf  jeden  zur  x-Achse  parallelen  Geraden  abschnitt,  der 
in  dem  durch  die  Einschränkung  0  ^  y  ^  1  definierten  Ebenenstreifen 
enthalten  und  beliebig  klein  ist,  fallen  unendlich  viele  Punkte  der  dar- 
stellenden Linie,  welche  den  ganzen  Streifen  zu  bedecken  scheint  Und 
wenn  man  in  diesem  Falle  die  Nicht- Darstellbarkeit  durch  eine  Linie  Im 
gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes  auf  die  vollständige  Ün Stetigkeit  der 
Funktion  zurückführen  kann,  so  liiüi  sich  dies  von  der  Weierstraßschen 
Funktion  keineswegs  sagen,  die  stetig,  aber  in  jedem  Punkte  ohne  Deri- 
vierte  ist.  Diese  Bemerkungen  müssen  uns  von  der  Notwendigkeit  über- 
zeugen, durch  rein  analytische  Betrachtungen  alle  diejenigen  Eigenschaften 
der  Punktionen  zu  beweisen,  welche  geometrisch  interpretiert  als  evident 
erscheinen;  denn  diese  Eigenschaften  bestehen  unabhängig  von  der  Mög- 
lichkeit einer  geometrischen  Darstellung,  und  andrerseits  kann  diese  bei 
ausgedehnten  Klassen  von  Funktionen  fehlen  ungeachtet  der  Stetig 
keit  und  sogar  trotz  der  Eiistenz  der  Derivierten. 

f)  Der  Leser  kann  sieb  in  der  geometrischen  Darstellung  der  haupt- 
sachlichsten von  den  unstetigen  Funktionen  üben,  die  wir  früher  an- 
getroffen haben.  Wir  wollen  uns  hier  auf  nur  zwei  Punktionen 
schranken,  deren  darstellende  Linien  wir  im  folgenden  brauchen  werden. 
Die  Linie  y  =  —  besteht  aus  unendlich  vielen  Hyperbel  bogen;  denn 
bei  ganzzahligem  n  die  Veränderliche  X  dem  Intervall  («,  »  -f  l)  mit 
Ausschluß  der  oberen  Grenze  angehört,  so  wird  die  Gleichung  1  y  »•  n 
und  stellt  einen  Hyperbelbogen  dar,  der  von  einem  Punkte  P  der  Geraden 
y  =  1  nach  einem  Puukte  Q  der  Hyperbel  x(l  —  y )  =  1  führt  Nach 
dem,  was  wir  bei  dem    ersten  Beispiel  gesehen  haben,  geht  die  Tangente 
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in  jedem  Punkte  P  durch  A  hindurch,   den  zum  Anfangspunkt  in  Bezug 
auf  die  Gerade  y  —  1  symmetrischen  Punkt.     Es  laufen  also  die  Tan- 
genten in  den  Punkten  Pt,  P, ,  P8,  ...  im  Punkte  A   zusammen. 
Da   ferner   für  einen 
beliebigen    Punkt  M        & 
der  Linie,  wenn  x  ins 
Unendliche     wächst, 
limy  =  1  wird,  so  ist 
klar,    daß    auch    die 
Tangente  in  2f ,  welche 
in  Bezug  auf  die  durch 
M   zur   «-Achse   ge- 
sogene Parallele  sym- 
metrisch zu  OM  ist, 
in    der  Grenze  durch 
A  hindurchgeht,  d.  h. 
während  ein  Punkt, 

wenn  er  die  Linie  durchläuft,  der  Lage  auf  der  Geraden 
y  —  1  zustrebt,  nähert  sich  die  Tangente  in  diesem  Punkte 
der  Grenzlage  y  =-=  2.  Mit  derselben  Leichtigkeit  läßt  sich  die  dar- 
stellende Linie  der  stetigen  Funktion  2~w(l  —  \  Yx  —  [x\)  konstruieren 
eine  Linie,  die  offenbar 


Fig.  8. 


unendlich  vielen 
Parabelbogen  besteht; 
und  man  erkennt  fol- 
gendes: Während  ein 
Pnnkt,  der  auf  der 
Kurve  ins  Unend- 
liche fortrückt, der 
Lage  auf  der  x- 
Achse  zustrebt,  os- 
zilliert der  spitze 
Winkel,  den  die 
Tangente  in  diesem 
Punkte   mit   der   Achse    bildet,    unbegrenzt   in   einem  Intervall 

(a, -g-j,  dessen  untere  Grenze  nach  Null  konvergiert. 

g)  Wer  sich  den  praktischen  Studien  widmet,  wird  dort  lernen,  daß 
eine  Maschine  von  sich  selbst  ein  Diagramm  zeichnen  kann,  ihr  eignes 
Diagramm,  d.  h.  eine  Linie,  welche  den  Druck  des  Dampfes  als  Funktion  des 
von  dem  Kolben  erzeugten  Volumens  darstellt.  Kennt  man  also  die  Lagen 
des  Kolbens  in  den  Augenblicken,  wo  die  Zulassung  des  Dampfes  aus 
dem  Kessel  in  den  Zylinder  aufhört  oder  beginnt,  oder  die  Auslassung  von 
diesem  in  den  Kondensator,  so  enthüllt  die  Maschine  dem,  der  sie  befragt, 
ihre  Vorzüge  und  ihre  Mängel.  Verschiedene  Diagramme  kommen  in  allen 
Zweigen  der  Ingenieurwissenschafb  vor  und  werden  auch  beim  Studium  der 
mannigfachsten  Naturphänomene  sehr  viel  angewandt,  wobei  diejenigen  von 
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soziologischer  Natur1)  nicht  ausgeschlossen  sind.  Bei  solchen  em] 
Kurven  kann  man,  obwohl  sie  gerade  insofern  von  Wichtigkeit  sind,  als 
sii'  dazu  dienen,  die  Ändurunyngt  seh  w  indigkeit  der  betreffenden  Funk- 
tionen zu  zeigen,  theoretisch  nicht  von  einer  Tangente  oder  einer  Deri 
vierten  sprechen;  denn  die  Kurven  sind  natürlich  Fehlern,  wenn  auch  nur 
kleinen,  unterworfen  und  stellen  also  faktucb  Funktionen  ü  dar,  die  ton 
den  wahren  Funktionen  •<  verschieden  sind.  Es  ist  nun  leiihi 
überzeugen,  daß,  wenn  man  auch  zulaßt,  daß  die  Derivierte  von  w  exi- 
stiert, diejenige  von  v  nicht  existieren  oder  stark  von  «'  abweichen  1 
Ware  z.  B.  *)  «  —  v  =  u  sin  - , ,  wo  n  konstant  und  äußerst  klein  ist,  so 
würde  man  auch  haben  w'  —  v  =  —  cos  -j ,  und  es  könnt«  folglich,  ob- 
wohl |«  — t'|  niemals  o  übertrifft,  |  m'  —  v '  |  in  der  Umgebung  unendlich 
vieler  Werte  von  x  außerordentlich  groß  werden 

295.  Eine  Funktion  f(x)  nennt  man  rechte  von  a  wachsend 
oder  abnehmend  oder  konstant,  wenn  es  möglich  ist,  eine  positive 
Größe  h  zu  bestünnien  derart,  daß  die  Werte  von  fix)  in  ■ 
bezüglich  alle  größer,  alle  kleiner  oder  alle  gleich  f(p)  sind.  Hu 
sagt  dagegen,  f(x)  sei  links  von  a  wachsend,  abnehmend,  konstant, 
wenn  in  (a  —  h,  a)  die  Werte  von  f(x)  bezüglich  alle  kleiner,  größer 
oder  gleich  f(a)  sind.  Es  kann  auch  vorkommen,  daß  eine  solche 
Zahl  k  nicht  existiert.  Es  liegt  z.  B.  auf  der  Hand,  daß  in  der  Um- 
gebung der  Null  die  Funktion  f(x),  welche  für  x  =  0  gleich  0  ist 
und  für  x>0  durch  x  sin  —  ausgedrückt,  wird,  niemals  aufhört  posi- 
tive, negative  und  verschwindende  Werte  anzunehmen.  Wird  also  h 
noch  go  klein  gewählt,  so  Bind  die  Werte  von  f(x)  in  dem  Iniervall 
(—  h,  h)  immer  teila  größer,  teils  kleiner  als  /'(0),  und  unendlich 
viele  von  ihnen  sind  auch  gleich  /'(0)  Man  kann  daher  die  Funk 
tiou  für  j  ■=  0  nicht  wachsend,  noch  auch  abnehmend  oder  konstant 
nennen;  und  es  ist  klar,  daß  gerade  hierauf  die  Unmöglichkeit  beruht, 
in  der  Umgebung  des  Anfangspunktes  die  geometrische  Darstellung 
auszuführen;  denn  hat  man  einen  Funkt  konstruiert,  in  dessen  Um- 
gebung die  Ordinate  nicht  wächst,  noch  auch  abnimmt,  nMa  nd 
konstant  bleibt,  so  kann  man  sich  nicht  denken,  in  weli the 
sich  die  benachbarten  Punkte  an  ihn  anschließen.  Ähnliches  läßt  sich 
von  der  stetigen  Funktion  ;/  -  i  lin'  s;igen,  welche  man  für  .r  =  0  nicht 
als  wachsend  bezeichnen  kann,  nur  deshalb,  weil  sie  in  der  Umgebung 
der  Null  unendlich  oft  den  Wert  /"(0)  *«  0  annimmt.  Bernci 
ist  femer  die  Funktion  '  ,  rOB  der  man  in  der  Umgebung  jede« 
Punktes  überhaupt  nichts  sagen  kann  (§  277,  b). 
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296.  Eine  Funktion  f(x)  heißt  wachsend  oder  abnehmend  oder 
konstant  in  einem  Intervalle,  wenn  für  jedes  Paar  von  Zahlen  x 
und  x",  die  man  in  dem  betrachteten  Intervall  wählt,  die  Differenz 
fix*)  —  f(x")  das  Vorzeichen  von  x'  —  x"  oder  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen  hat  oder  null  ist.  Um  den  Unterschied  zwischen  „wachsend 
(abnehmend  n.  s.  w.)  in  einem  Intervalle"  und  „wachsend  in  der  Um- 
gebung eines  Wertes  der  unabhängigen  Veränderlichen"  wohl  zu 

verstehen,  genüge  das  Beispiel  der  Funktion  —>  welche  man  rechts 

von  der  Null  wachsend  nennen  muß,  welchen  Wert  man  ihr  auch 
f&r  x  *=0  beilegen  mag,  während  sie  in  jedem  Intervall  (0,  A)  mit 
Ausschluß  der  unteren  Grenze  abnehmend  ist,  wie  klein  auch  A  sein 
mag.  Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  eine  in  einem  Intervall  wachsende 
oder  abnehmende  oder  konstante  Funktion  in  der  Umgebung  jeder 
Zahl  des  Intervalles  bezüglich  wachsend,  abnehmend  oder  konstant 
ist.  Keineswegs  ebenso  evident  ist  aber  der  umgekehrte  Satz,  der 
gleichwohl  besteht,  wie  im  folgenden  Paragraphen  bewiesen  werden 
wird.  Man  bemerke  jedoch  sogleich,  daß  diese  Umkehrung  nicht  gilt, 
wenn  man  z.  B.  die  Funktion  als  wachsend  nur  auf  einer  Seite  aller 
Zahlen  eines  Intervalles  voraussetzt.  So  ist  die  Funktion  x  —  [x] 
wachsend  rechts  von  allen  Werten  von  x,  aber  nicht  wachsend  in 
(a,  b)7  wenn  [a]  <  [6]  ist. 

297.  Theorem  I.  Eine  Funktion,  die  in  der  Umgebung 
aller  Werte  der  Veränderlichen,  die  einem  gegebenen  Inter- 
valle angehören,  wachsend  (oder  abnehmend  oder  konstant) 
ist,  ist  in  diesem  Intervalle  wachsend  (oder  abnehmend  oder 
konstant). 

Wenn  die  Funktion  in  dem  Intervalle  (a,  6),  welches  endlich  oder 
unendlich  ist,  nicht  wachsend  wäre,  so  würde  dieses  wenigstens  ein 
Intervall  (c^,  bt)  enthalten,  für  dessen  Grenzen  man  hätte  /Xai)  ^  f(K)- 
Nunmehr   nenne  man  (a2,  bt)  die  untere  oder  die  obere  Hälfte  von 

(°i>  ^i)*  Je  nachdem  für  x  =  \iflx  +  &i)  ^e  Funktion  einen  kleineren 
oder  nicht  kleineren  Wert  als  f(at)  annimmt,  und  man  bemerke,  daß 
in  jedem  Falle  f{c^)  ^>  f(bt)  ist.  Fahrt  man  in  dieser  Weise  fort, 
so  gelangt  man  wie  in  §  171  zur  Kenntnis  einer  Zahl  g,  die  der 
gemeinsame  Limes  der  unteren  Grenzen  ax ,  a% ,  az ,  .  .  .  und  der  oberen 
Grenzen  bx ,  6, ,  68 ,  . . .  der  konstruierten  Intervalle  ist.  Wählt  man  A 
positiv  und  so  klein  als  man  will,  so  kann  man  immer  n  so  be- 
stimmen, daß  an  und  bn  beide  in  (£  —  A,  {;  +  A)  fallen,  eins  links  und 
das  andre  rechts  von  £.  Man  sieht  auf  diese  Weise,  daß  die  Inter- 
valle (£  —  A,  £)  und  (£,  5  +  A)  bezüglich  zwei  Zahlen  x  =  an  und 
x"  —  bn  enthalten  derart,  daß  f(x)  ^>  f{x")  ist,  und  dies  hindert,  daß 
die  Funktion  in  der  Umgebung  von  £  wachsend  ist;  denn  für  einen 
hinreichend  kleinen  Wert  von  A  müßte  dann  immer  sein  f{x)<f{x"). 
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In  analoger  Weise  geht  der  Beweis  vor  sieh   anter  der  Voraussetzung 
einer  abnehmenden  oder  konstanten  Funktion. 

298.  Der  BeweiB  des  vorstehenden  Theorems  läßt  Bich  auch  in 
der  Weise  führen,  daß  man  die  Wiederholung  de«  in  §  171  au- 
gewandten Verfahrens  vermeidet.  Es  sei  f(x-\  wachsend  in  der  Um- 
gebung jeder  Zahl  eines  Intervalles,  und  man  wähle  in  demselben 
nach  Belieben  die  Werte  x  und  x"  >  x'.  Um  zu  bewei^-n,  (ÜB 
die  Funktion  in  dem  Intervall  wachsend  ist,  genügt  es  zu  zeigen, 
daß  f(x')  <f{£")  ist-  Da  f(&)  rechts  von  /  wachsend  int,  so  gibt 
es  Zahlen  x  <  x",  die  größer  als  x'  und  so  beschaffen  lind,  daS 
f(x)  <.f(x)  ist.  Die  Menge  dieser  Werte  x  ist  endlich  und  hat  da 
her  eine  obere  Grenze  %  <  x".  Dies  vorausgeschickt  gibt  es,  da  die 
Funktion  auch  links  von  g  wachsend  ist,  ein  Intervall 
derart,  daß  f(x)  </'(£)  ist  für  jedes  X  <  £,  welches  diesem  Intervall? 
angehört.  Andererseits  gibt  es  nach  der  Definition  dar  obutt 
in  der  betrachteten  Menge  sicherlich  eine  Zahl  £',  welche  in  dasselbe 
Intervall  fällt,  und  man  hat  deshalb  wegen  fix')  <  /'is'i  und /(|r)</"(;) 
ftuüh  f'ys")  </■(!),  d.  h.  |  gehört  zu  der  Menge.  Wäre  nun  £  <  ./", 
so  könnte  man  rechts  von  |  eine  Zahl  |"  <  x"  finden  derart,  daß 
/'(£)  <f(D  und  folglich  /'[Y)<  f(&")  ist,  so  daß  £"  der  Menge  an- 
gehören würde  Das  ist  aber  absurd,  weil  die  größte  Zahl  der  Menge 
4  <  £"  ist.  Also  ist  4  =  x"  und  endlich  f(x')  <  f(x").  Man  bemerke, 
daß  bei  diesem  Beweis  kein  voller  Gebrauch  von  den  Voraussetzungen 
gemacht  worden  ist;  denn  während  die  Funktion  links  von  jeder 
Zahl  j,  des  Intervalles  als  wachsend  vorausgesetzt  wurde,  haben  «  ir 
rechts  nur  die  Möglichkeit  zugelassen  Zahlen  xt  beliebig  nahe  an  x, 
zu  finden  derart,  daß  /"(£,)  <  f(xt)  ist.  Jedoch  erkennen  wir,  nach 
dem  das  Theorem  bewiesen  ist,  daß  aus  diesen  scheinbar  weitereu 
Voraussetzungen  mit  Notwendigkeit  folgt,  daß  die  Funktion  auch 
rechts  von  jedem  Werte  von  x  wachsend  ist. 

'299.  Theorem.  IE.  Eine  Funktion  ist  rechts  (oder  links) 
von  a  wachsend  oder  abnehmend,  je  nachdem  für  x  —  a  ihre 
rechtsseitige    (oder 'linksseitige)    Derivierte    positiv    oder 

negativ    ist. 

Im  Grunde  besteht  die  Tatsache,  daß  eine  Funktion  für  einen 
gegebenen  Wert  von  x  wächst  (oder  abnimmt),  in  der  Möglichkeit 
eine  positive  Zahl  h  anzugehen  derart,  daß  öy  ffl 
Vorzeichen  von  (ix  (oder  das  entgegengesetzte  Vorzeichen)  hat  Wenn 
nun  für  x  =  a  die  rechtsseitige  oder  linksseitige  Derivierte  von  v 
positiv  ist,  so  bedeutet  dies,  daß  das  zugehörige  ZuwacaSTi 
wenn  äx  nach  Null  konvergiert,  schließlich  positiv  wird  und  bleibt, 
und  daß  daher  öy  schließlich  das  Vorzeichen  von  dx  annimmt  und 
bewahrt      Mithin    ist    die    Funktion    wachsend.     In    derselben    Weise 
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zeigt  man,  daß  die  Funktion  abnehmend  ist,  wenn  die  Derivierte 
negativ  ist.  Wenn  ferner  die  Derivierte  null  ist,  so  hindert  dies 
nicht,  daß  8y  schließlich  ein  gegebenes  Vorzeichen  annimmt  und  be- 
halt, und  daß  folglich  die  Funktion  für  jenen  betrachteten  Wert  von  x 
wachsen  oder  abnehmen  könnte.  Es  kann  aber  auch  vorkommen,  daß 
tff  schließlich  gleich  Null  wird  oder  daß  es  niemals  aufhört  zu  ver- 
schwinden oder  sein  Zeichen  zu  wechseln,  und  dann  ist  die  Funktion, 
wenn  sie  nicht  konstant  ist,  überhaupt  nicht  wachsend  oder  abnehmend. 

300.  Theorem m.  Eine  Funktion  ist  in  einem  Intervalle 
wachsend  oder  abnehmend,  je  nachdem  ihre  Derivierte,  die 
als  einzig  vorausgesetzt  wird,  in  dem  genannten  Intervalle 
positiv  oder  negativ  bleibt. 

In  der  Tat,  wenn  z.  B.  f'(x)  >  0  ist  für  alle  Werte  von  xf  die 
einem  gewissen  Intervall  angehören,  so  ist  f(x)  in  der  Umgebung 
jedee  dieser  Werte  wachsend  und  ist  folglich  auf  Grund  des  Theorems  I 
in  dem  Intervalle  wachsend. 

301.  Minima  und  Maxima.  Man  sagt,  daß  für  x  =-=  a  die  Funk- 
tion f(x)  durch  ein  Minimum  hindurchgeht  oder  daß  f(a)  ein 
Minimum  von  /*(*)  ist,  wenn  keiner  der  Werte,  die  f(x)  in  der  Um- 
gebung von  a  annimmt,  kleiner  als  f(a)  ist.  Ebenso  sagt  man,  f(a) 
sei  ein  Maximum  von  f(x)9  wenn  in  der  Umgebung  von  a  kein 
Wert  von  f(x)  größer  ist  als  /*(#)•  Das  so  definierte  Maximum  und 
Minimum  heißen  auch  absolut,  um  sie  von  dem  größten  und  kleinsten 
Werte  zu  unterscheiden,  den  eine  Funktion  in  einem  gegebenen  Inter- 
vall annehmen  kann;  diese  heißen  das  relative  Maximum  und  Mini- 
mum, weil  sie  von  der  Gesamtheit  der  Funktionswerte  in  dem  be- 
trachteten Intervalle  abhängen,  während  Minimum  und  Maximum  in 
dem  absoluten  Sinne  nur  von  den  Werten  abhängen,  welche  die  Funktion 
in  der  Umgebung  gewisser  Werte  der  unabhängigen  Veränderlichen  an- 
nimmt. In  einem  Intervalle  kann  es  mehrere  absolute  Minima  oder 
Maxima  geben,  dagegen  gibt  es  nur  einen  einzigen  Wert  des  rela- 
tiven Minimums  oder  Maximums.  Die 
letzteren  können  gleichzeitig  mit  dem  Inter- 
vall sich  ändern,  während  die  ersteren  ihren 
Charakter  in  jedem  Intervalle  behalten  und 
immer  für  bestimmte  unveränderliche  Werte 
von  x  eintreten.  Diese  Bemerkungen  werden 
evident,  wenn  man  von  der  geometrischen 
Darstellung  Gebrauch  macht.  So  sehen 
wir  z.  B.  an  der  Figur,  daß  die  dargestellte 
Funktion  in  dem  Intervall  (a,  b)  das  rela- 
tive Minimum  an  der  unteren  Grenze  a  hat  und  das  Maximum  in  einem 
Punkte  y,  in  welchem  sie  auch  ein  absolutes  Maximum  hat     Ein 
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anderes  absolutes  Maximum  sieht  man  in  a,  und  zwei  Minima, 
in  ß  und  ein  anderes,  welches  größer  als  das  vorerwähnte  Maximi 
ist,  in  8.  Verschiebt  man  a  nach  links,  so  nimmt  das  relative 
Minimum  ab  und  tritt  an  der  unteren  Grenze  des  neuen  Intervalles 
auf.  Wenn  dagegen  b  anfangt  nach  rechts  zu  rücken,  so  bleibt  du 
relative  Maximum  ungeäudert  und  verbleiht  in  y,  bis  b  auf  die  nahte 
Seite  des  PunkteB  c  gelaugt.  Alsdann  nimmt  das  genannte  Maximum 
zu  und  rückt  unvermittelt  nach  der  oberen  Grenze  des  neuen  Inter- 
valles.  Wir  schließen  mit  zwei  wichtigen  Bemerkungen:  Das  absolute 
Minimum  für  z  •=  a  ist  nichts  anderes  als  das  relative  Minimum 
in  einem  hinreichend  kleinen  Intervall,  welches  in  der  Um- 
gebung von  n  gewühlt  ist;  und  das  relative  Minimum  in  einem  ge- 
gebenen Intervall  ist,  wenn  es  nicht  au  den  Grenzen  eintritt, 
auch  ein  absolutes  Minimum.  Gleiches  gilt  von  dem  Maximum. 
Künftighin  sind  das  Minimum  und  das  Maximum  immer  in  ihrer 
neuen  Bedeutung  zu  verstehen,  falls  nicht  ausdrücklich  das  Gegenteil 
bemerkt  wird. 

302.  Theorem  IV.  Wenn  eine  Funktion  mit  einer  einzigen 
Derivierten  dnreh  ein  Minimum  oder  durch  ein  Minimum 
hindurchgeht,  so  verschwindet  die  Derivierte. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  f{a)  sei  ein  Minimum,  und  bemerken  wir, 
daß  nach  der  Definition  des  absoluten  Minimums  die  Funktion  links 
von  a  nicht  wachsend  ist  und  rechts  davon  nicht  abnehmend 
ist.  Es  kann  also  die  Derivierte,  welche  als  einzig  (§  L'*ti  unaus- 
gesetzt wird,  betrachtet  als  Derivierte  links  auf  Grund  des  Tli>">."  u  I! 
nicht  positiv  sein  und  betrachtet  als  Derivierte  rechts  nicht  negativ 
sein.  Folglich  ist  sie  null.  Die  Unikehrung  des  Satz«-*  gilt  nicht,  dl 
die  Derivierte  sehr  wohl  verschwinden  kann  für  einen  Wert  ■ 
der  die  Funktion  nicht  zu  einem  Minimum  oder  Maximum  macht 
Nichts  hindert  z.  B  ,  daß  die  Funktion  (wie  es  bei  y  =  z*  der  Fall 
ist)  sowohl  links  als  auch  rechts  von  dem  genannten  Werte  wachsend 
sein  kann. 

303.  Theorem  V   (Theorem  von  Holle).    Wenn  eine  Funktion 
mit  einer  einzigen  Derivierten  gleiche  Werte  an  den  Grenzen 
eines  Intervalles  hat,  so  verschwindet  die  Derivierte  wenig- 
stens einmal  in  diesem  Intervalle  mit  Ausschluß  der  1 1 
vorausgesetzt,  daß  auch  an  ihnen  die  Funktion  stetig  ist. 

Die  Funktion  ist  stetig  in  dem  ganzen  Intervall  (a,  In.  niimlic 
stetig   an    den    Grenzen    nach    der    ausdrücklich    gemachten    Voraus 
setzung   und    stetig    im   Innen    tob  "',  6),   <iu    in   dieaexa    Intervalle, 
höchstens    die    Grenzen    ausgeschlossen,    die    Existenz    von    ( 
gelassen  wird.     Also    enthält   dieses    Intervall    auf  Grund    des   zweiten 
Satzes   von  Weierstraß  wenigstens  eine   Zahl  |,   für  welch'-  i 
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größten  oder  den  kleinsten  Wert  erreicht.  Wenn  die  Werte  der 
Funktion  alle  gleich  f(a)  wären,  so  würde  die  Deri vierte  beständig 
null  sein.  Wir  wollen  deshalb  annehmen,  daß  f(x)  in  (a,  b)  auch 
Werte  annimmt,  die  von  f{a)  verschieden  sind.  Alsdann  wird  wenig- 
stens eine  von  den  beiden  Zahlen,  welche  den  größten  und  den 
kleinsten  Wert  der  Funktion  darstellen,  von  f(a)  =  f(b)  verschieden 
sein  und  folglich  einer  Zahl  £  entsprechen,  die  von  a  und  von  b  ver- 
schieden ist  Nachdem  so  die  Grenzen  des  Intervalles  ausgeschlossen 
sind,  ist  das  Minimum  oder  Maximum  der  Funktion  auch  eines  im 
absoluten   Sinne   (§  301),    und   man    hat    daher    notwendig   (§  302) 

r  (ö  -  o. 

304.  Bemerkungen,  a)  In  Betreff  der  auferlegten  Einschränkungen 
bemerke  man,  daß  die  Funktion  x  —  [x],  welche  an  den  Grenzen  des 
Intervalles  (0,  1)  verschwindet,  in  diesem  Intervalle,  wenn  die  Grenzen 
ausgeschlossen  werden,  stetig  ist  und  eine  einzige  Deri  vierte  besitzt; 
aber  dieselbe  ist  (weil  gleich  1)  niemals  null.  Dies  liegt  an  der  Un- 
stetigkeit,  welche  die  Funktion  links  von  x  =-  1  hat,  eine  Ulistetigkeit, 
die  sie  verhindert  ihre  obere  Grenze  zu  erreichen.  Es  ist  jedoch 
keineswegs  unmöglich,  daß  die  ausgesprochene  Eigenschaft  auch  dann 
besteht,  wenn  die  Funktion  an  den  Grenzen  des  Intervalles  nicht  stetig 

ist,  wie  es  in  (0,  — j  bei  der  Funktion  sin  —  ist,  die  an  der  unteren 

Grenze  unstetig  ist.  Wenn  dagegen  die  Bedingung  der  Stetigkeit  in 
einem  ganzen  Intervall  erfüllt  ist,  so  bleibt  die  Eigenschaft  erfüllt 
unabhängig  von  der  Existenz  der  Derivierten  an  den  Grenzen.     Es 

genüge  das  Beispiel  der  stetigen  Funktion  x  sin  — ,  welche  für  x  =  0 

sc 

keine  Derivierte  hat     In  jedem  Intervall  (0,  — j  verschwindet  ihre 

Derivierte  unendlich  viele  Male  für  Werte  von  x,  die  invers  sind  zu 
den  Wurzeln  der  Gleichung  tg  x  =  x. 

b)  Das  Rollesche  Theorem  sagt  uns  insbesondere,  daß  zwischen 
zwei  Wurzeln  von  f{x)  immer  wenigstens  eine  Wurzel  von 
f'{x)  fällt,  wobei  wohlgemerkt  vorausgesetzt  wird,  daß  die  Bedingungen 
der  Stetigkeit  und  der  Existenz  einer  einzigen  Derivierten  erfüllt  sind, 
die  in  der  Formulierung  hervorgehoben  sind.  Daraus  folgt,  daß  man, 
wenn  für  x  =  a  gleichzeitig  f(x)  und  f'(x)  verschwinden,  sich  denken 
kann,  daß  das  Rollesche  Theorem  in  dem  verschwindenden  Intervalle 
(a,  a)  besteht.  Man  hat  sich  also  vorzustellen,  daß  in  a  zwei  (oder 
mehr)  Wurzeln  von  f(x)  übereinanderliegen.  Aus  diesem  Grunde 
pflegt  man  zu  sagen,  daß  a  eine  vielfache  Wurzel  von  f(x)  ist, 
indem  man  die  Bezeichnung  einfache  Wurzel  für  jede  Wurzel  von  f(x) 
vorbehält,  welche  f'(x)  nicht  zum  Verschwinden  bringt.  Eine  viel- 
fache Wurzel  a  von  f(x)  heißt  ferner  eine  Doppelwurzel,  wenn  sie 
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einfache  Wurzel  von  f'(x)  ist,  d.  h.  wenn  man  hat  f(a)  -■  0, 
aber  /"'(«)  >  0;  sie  heißt  dreifach,  wenn  sie  eine  Doppelwurxel  von 
f'fa)  ist.  in  welchem  Falle  man  hat  f'(a)  -  0,  f"(a)  -  0,  aber 
/""(«)>  Ü;  und  ao  fort.  Im  allgemeinen  wird  als  Wurzel  w-ter  Ord- 
nung von  f(x)  jede  Zahl  a  bezeichnet,  welche  f(x)  und  ihre  suc- 
cessiven  Derivierten  bis  zur  ti-ten  ausschließlich  zum  Verschwinden 
bringt.  Eine  solche  Wurzel  pflegt  man  als  hervorgehend  aus  dem 
Zusammenfallen  von  n  Wurzeln,  die  gleich  a  sind,  zu  betrachten. 

30ö.  Theorem  VI  (Theorem  von  Cauchy).  Wenn  in  dem  end- 
lichen Intervalle  (a,  o)  die  Funktionen  q>  und  tfT  stetig  sind, 
und  wenn  höchstens  mit  Ausschluß  der  Grenzen  einzige 
Derivierte  tp  und  t-'  existieren  und  keine  gemeinsamen 
Wurzeln  haben,  so  enthält  das  genannte  Intervall  wenig- 
stens eine  Zahl  |,  die  von  den  Grenzen  verschieden  ist,  und 
für  welche  man  hat 

■fQ»  -  *(<•)  *'«) 
Da  man  beim  Formulieren  eines  Satzes  nicht  von  Größen  sprechen 
kann,  die  ohne  Bedeutung  sind,  so  ist  in  der  vorstehenden  Formulii- 
rung  die  Voraussetzung  enthalten,  daß  wenigstens  eine  der  beiden 
Funktionen,  z.  B.  $,  ungleiche  Werte  an  den  Grenzen  des  Jntervalles 
hat.  Unter  dieser  Voraussetzung  kann  man  immer  eine  Konstante  k 
bestimmen  derart,  daß  die  Funktion  tp(x)  —  k$(x)  an  jenen  Grenzen 
gleiche  Werte  annimmt;  denn  man  braucht  nur  zu  setzen 

<p(a)  -  ki>(a)  -  <p((>)  -/,«■,/-, 
und  unter  Beachtung  von  ^(a)>(&(ft)  daraus  zu  i-rrtnehmen 
t      «*(*)  ~  vW 

Nun  ist  die  betrachtete  Funktion  in  dem  ganzen  Intervall  stetig  und 
hat  eine  einzige  Derivierte  <p'(x)  —  k1>'(x),  welche  auf  Grund  des 
Rolleschen  Theorems  wenigstens  für  einen  Wert  |  im  Innern  von 
(o,  b)  verschwinden  muß,  so  daß  man  hat  ?>'(*)  =  k  fr'(| ).  Da  es  nn 
möglich  ist,  daß  #'(£)  =  0  ist,  weil  sonst  auch  £>'(£)  =  ®  *fiw  gtgBfl 

Ldie  fiber  <p'  und   </  gemachte  Voraussetzung,    so   kann   man   aus  der 
letzten  Gleichung  (auch  wenn  k  •=  0  ist,  in  welchem  Falle  man  wieder 
zu  dem  Rolleschen  Theorem  gelangt)  ableiten 
n 
m 


*■(£> 

Setzt  man  die  beiden  Werte  von  k  einander  glaub,  K  h'tnli-t.  mim  d»s 
Theorem  von  Cauchy.  Man  bemerke,  daß  durch  das  Verschwinden 
von  <f>'  und  i>'  an  den  Grenzen   die  Gültigkeit  des  Theorems  nicht 
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aufgehoben  wird,  ebenso  wie  sie  nicht  aufgehoben  wird  durch  die 
Nichtexistenz  von  <p'  und  i>'  an  jenen  Grenzen,  während  sie  aufhören 
konnte,  wenn  sich  an  denselben  eine  Unstetigkeit  für  q>  oder  für  4> 
darbieten  würde. 

306.  Theorem  VH  (Theorem  von  Lagrange).  Für  jede  Punk- 
tion f(x)f  die  in  einem  endlichen  Intervalle  (a,  b)  stetig  ist 
und  im  Innern  desselben  eine  einzige  Derivierte  besitzt, 
hat  man 

fQ>)-f(a)-<p-a)r®, 

wo  (  eine  Zahl  von  (a,  b)  bedeutet,  die  von  den  Grenzen  ver- 
schieden ist 

Dies  ist  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  dem  Theorem  von  Cauchy. 
Man  braucht  nur  <p{x)  =  f{x)  und  4>(x)=>x  zu  setzen  und  zu  be- 
achten, daß  i>'(x)  =  1  ist. 

307.  Folgerungen,  a)  Eine  Funktion  mit  einer  verschwin- 
denden Derivierten  ist  konstant.  In  der  Tat,  wenn  f'{x)  =  0 
ist  für  jeden  Wert  von  x  in  (a,  6),  so  kann  man  das  Theorem  von 
Lagrange  anwenden  auf  jedes  Intervall  (a,  x),  dessen  obere  Grenze 
nicht  großer  ist  als  6;  und  man  erhalt  f(x)  =  f(a)  =  const.  Dieser 
Satz  ist  eine  notwendige  Ergänzung  des  Theorems  III,  eine  Ergänzung, 
die  sich  zu  dem  analogen  Theorem  II  in  keiner  Weise  geben  ließe. 
Es  ist  wohl  zu  beachten,  daß  f'(x)  die  Bedeutung  einer  einzigen 
Derivierten  hat,  und  man  kann  sich  leicht  überzeugen,  daß  der  Satz 
nicht  bestehen  würde,  wenn  z.  6.  nur  die  Derivierte  rechts  bestandig 
null  wäre,  wie  es  bei  y  =  [x]  der  Fall  ist. 

b)  Zwei  Funktionen,  welche  dieselbe  Derivierte  haben, 
können  sich  nur  um  eine  Eonstante  unterscheiden.  In  der 
Tat,  wenn  <p'  =  1>'  ist,  so  ist  die  Derivierte  von  <p  —  ip  gleich  Null, 
und  man  hat  daher  <p  —  ty  =  const  Kennt  man  also  von  f(x)  eine 
primitive  Funktion  F(x)}  d.  h.  eine  Funktion,  welche  f(x)  als 
Derivierte  hat,  so  sind  alle  andern  primitiven  Funktionen  in  der  Form 
F(z)  +  C  enthalten,  wo  C  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet. 

308.  Bemerkungen,  a)  Um  zu  sehen,  wie  das  Lagrangesche 
Theorem  versagen  kann,  wenn  irgend  eine  der  in  der  Formulierung 
verlangten  Bedingungen  fehlt,  genügt  es  die  Funktion  zu  betrachten, 

welche  durch  f(0)  «=  0  und  f(x)  =  —  für  x  >  0  definiert  ist    Wendet 

man  das  Theorem  von  Lagrange  in  einem  Intervalle  (a,  b)  an,  dessen 
Grenzen  nicht  null  sind,  so  erhalt  man  %*  =  ab,  ein  Resultat,  welches 
unzulässig  ist,  sobald  a  und  b  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben, 
d.  h.  wenn  das  Intervall  (a,  b)  den  Wert  x  =»  0  enthält,  für  den  f'(x) 
nicht  existiert.    Und  auch,  wenn  dieser  Wert  an  einer  Grenze  liegt, 


wenn  man  z.  B.  das  Intervall  (0,  x)  betrachtet,  gelangt  nou 
unzulässigen  Resultat  |*  =  —  x*,  was  einzig  und  allein  roa 
Stetigkeit  der  Funktion  an  der  unteren  Grenze  herrührt 

b)  Betrachten  wir  allgemeiner  eine  Funktion  fix),  die  auf  eiuer 
Seite  von  a,  z.  B.  auf  der  rechten,  nicht  endlich  ist,  aber  eine  einzig* 
Derivierte  besitzt,  womit  gemeint  ist,  daß  diese  Derivierte 
hinreichend  kleinen  Intervalle  («,  x)  als  existierend  vorausgesetzt  wird, 
aber  nicht  für  x  =  a;  denn  wir  nehmen  ja  außerdem  an,  daß,  wenn 
X  nach  a  konvergiert,  die  Funktion  nicht  aufhört  Werte  anzunehmen, 
deren  absoluter  Betrag  beliebig  groß  ist.  Das  Theorem  von  Lagrange 
läßt  sich  also  auf  f(x)  in  dem  Intervall  («,  x)  mit  Ausschluß  de 
unteren  Grenze  anwenden,  d.  h.  in  einem  Intervall  [x',  t 
nntere  Größe  größer  als  a  ist  und  so  nahe  au  a  liegt,  als  m. 
Nnn  kann  man,  wenn  eine  Zahl  /  beliebig  groß  gegeben  ist,  MCB  der 
Voraussetzung  immer  eine  Zahl  x'  derart  bestimmen,  daß  der  absolute 
Betrag  von  f(x")  beliebig  groß  ist,  und  also  auch  derart,  daß  man  hat 

\f[x')-f(x)\>{x-a)l    oder    (*  -  x)\f(l)\>  (x  -  a)l  .-■  (r  -  x')l 

und  endlich  '/"(!)>/,  wo  |  /.wisch™  x  und  .7-  liegt  und  nach  n 
konvergiert,  wenn  X  dies  tut.  Wenn  also  beim  Konvergieren  der 
Veränderlichen  nach  einem  endlichen  Grenzwert  eine  r'unk 
tion  mit  einer  einzigen  Derivierten  Werte  von  beliebig 
großem  absoluten  Betrage  annimmt,  so  gilt  das  Gleiche  von 
der  Derivierten. 

c'j  In  noch  einfacherer  Weise  läßt  sich  zeigen,  daß,  wenn  eine 
Funktion  mit  einer  einzigen  Derivierten  bei  unbegrenztem 
Zunehmen  der  Veränderlichen  nach  einem  endlichen  Grenz- 
wert konvergiert,  die  Derivierte  oszilliert  oder  nach  Null 
konvergiert.  In  der  Tat,  wird  a  fixiert  und  x>u  angenommen,  so 
folg!  ;m»  f(x)  —  f{a)  =  (x  —  a)f'(%),  daß,  wenn  x  unbegrenzt  warbst, 
(x  —  a)f'{i)  nach  einem  endlichen  (.Jreuzwert  konvergiert  und  in- 
folgedessen Hm  /"(!;)  ■■  0  ist.     Man  hüte  sich  hierbei  wohl   die   linke 

Bette  so  anzusehen,  als  lautete  sie  lim  /'(■');  denn  "hwohl  wir  aller- 
dings bewirken  können,  daß  £  beliebig  große  Werte  iuinmitnt.  indem 
wir  (l  genügend  große  Werte  erteilen,  so  ist  nicht  gesagt,  daß  £  alle 
Werte  annehmen  muß,  die  größer  als  eine  gegebene  Zahl  sind.  Man 
kann   also  nur  behaupten,    daß  lim  /"[:i'l  null    ist   ml.-r   nicht  existiert. 

Auf  alle  Fälle  ist  es  sicher,  daß  f'(x)  bei  unendlich  zunehmendem  x 
nicht  aufhört,  Werte  mit  beliebig  kleinen  absoluten  Beträgen  anzu- 
nehmen. Diese  Folgerungen  aus  dem  Lagrnu  gesehen  Theorem  sind 
wie  das  Theorem  selbst  einer  ena&eha  geomecrieabexi  Interpretation 
fähig.     Um   aber   nicht   der  VerBuchung  nachzugeben,  solchen   Inter 
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pretationeii  einen  beweisenden  Wert  zuzuschreiben,  wird  der  Leser 
gut  tun  gewisse  oben  gemachte  Bemerkungen  (§  294,  e)  noch  ein- 
mal zu  lesen. 

d)  Man  kann  dem  Lagrangeschen  Theorem  auch  die  Form  geben 

-p-  —  /"(§)>   ifldem  man  das  Inkrement  8x  von   irgend  einem  Werte 

x  —  a  ausgehend  wählt.  Man  beachte,  daß  das  Theorem  auch  gilt, 
wenn  /"(#)  nicht  existiert;  denn  bei  allen  obenstehenden  Sätzen 
haben  wir,  um  nicht  ohne  Not  überflüssige  Bedingungen  einzuführen, 
immer  Sorge  getragen  die  Grenzen  des  Intervalles  auszuschließen, 
indem  wir  jedoch  an  ihnen  die  Funktionen  als  stetig  voraussetzten. 
Wenn  nun  f'{a)  existiert,  so  folgt  aus  dem  Lagrangeschen  Theorem, 
wenn  wir  dx  nach  Null  konvergieren  lassen,  lim  /"(§)  =f  (<*>)]  aber 

x=a 

die  linke  Seite  ist  nicht  mit  lim  f'(x)  zu  verwechseln,  obwohl,  wenn 

x=a 

x  nach  a  konvergiert,  auch  £  dies  tut.  In  der  Tat  braucht  §,  ob- 
gleich es  zwischen  a  und  x  eingeschlossen  bleibt,  nicht  alle  Werte 
in  der  Umgebung  von  a  anzunehmen  (vgl.  §  260),  und  man  kann 
daher  nur  behaupten1),  daß,  wenn  x  nach  a  konvergiert,  die  Funktion 
f'(x)  durch  unendlich  viele  Werte  hindurchgeht,  die  sich  von  f\a)  beliebig 
wenig  unterscheiden;  aber  hierdurch  ist  nicht  ausgeschlossen,  daß  sie 
auch  andere  annehmen  kann,  welche  sie  hindern,  nach  einem  Grenzwert 
zu  konvergieren.    Ein  Beispiel  hierfür  hat  man  in  der  stetigen  Funktion 

a?  sin  — ,  für  welche  f'(0)  =»  0  ist,  während  f'(x)  =  2x  sin cos  -- 

unaufhörlich  oszilliert,  wenn  x  nach  Null  konvergiert.  Das  Theorem 
von  Lagrange  liefert 

x  sin  —  =  25  sin-*-  —  cos-r-, 

X  b  5 

und  daraus,  daß  lim  cos  y  =  0  sein  muß,   ist  zu  entnehmen,  daß  j; 

eine  solche  unstetige  Funktion  von  x  ist,  die  mit  x  nach  Null  kon- 
vergiert, indem  sie  unendlich  viel  zahlreichere  Werte  vermeidet,  als 
sie  annimmt.    Ein  anderes  Beispiel  bietet  uns  die  Funktion 

f(x)  =  xsinloga:, 
für  welche  man  hat 

sin  log  x  =  )/2  sin  (y  +  log £]  . 

Es  gibt  also,  da  sin*  (y  +  log  £j  nicht  größer  als  £  sein  kann,  in 
(0,  h)  immer,  wie  klein  auch  h  sein  mag,  unendlich  viele  Intervalle, 


l;  Siehe  den  „Calcolo"  von  Genocchi  und  Peano,  p.  50. 


die  beständig  von  |  vermieden  werden.    Sie  gehören  der  Folge  (q,  q'\ 

(l*r  1*)>   (*/*>  9*))  ■  •  ■  m,  wo  j  =  e     'ist 

e)  Es  folgt  aus  der  vorigen  Bemerkung,  daß  jede  Funktion,  welche 
als  einzige  Derivierte  einer  andern  betrachtet  werden  kann,  nur  Un- 
stet igkeiten  zweiter  Art  haben  kann.  Mit  andern  Worten,  wenn  ein 
Punkt  M'  längs  einer  Kurve  nach  einem  festen  Punkte  M  lunrüekt, 
so  strebt,  falls  die  Tangenten  in  M  und  in  M'  wohlbestimmt  sind, 
die  bewegliche  Tangente  dem  Zusammenfallen  mit  der  festen  Tangente 
zu  oder  sie  nähert  sich  überhaupt  keiner  Grenzlage.  Natürlich  kann 
die  Derivierte  einer  Funktion  auch  gewöhnliche  Unstetigkeitai  be- 
sitzen; wo  sich  diese  aber  bieten,  ist  man  sicher,  daß  die  rechtsseitige 
Derivierte  von  der  linksseitigen  verschieden  ist.  Hierfür  hat  man 
ein  Beispiel  in  der  Funktion 

welche  als  Derivierte  die  Funktion  [x\  hat;  und  die  gewöhnliche  Un- 
stetigkeit  derselben  für  jeden  ganzzahligen  Wert  von  x  stellt  gerade 
den  unvermittelten  Übergang  von  der  linksseitigen  Derivierten,  die 
gleich  £  —  1  ist,  zu  der  rechtsseitigen  dar,  die  gleich  x  ist. 
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309.  Dank  den  letzten  Theoremen  können  wir  uns  darauf  vor 
bereiten,  das  Gebiet  der  reinen  Theorie  zu  verlassen  und  in  das  nicht 
minder  interessante  der  praktischen  Anwendungen  des  Kalküls  ein- 
zutreten. Zunächst  woDen  wir  aus  dem  Theorem  von  l.'am'hv  cm 
anderes  wichtiges  Theorem  ableiten,  mit  dessen  Hilfe  es  leicht  sein 
wird  eine  Lücke  ('§  263),  die  wir  in  der  Theorie  der  Grenzwerte  ge- 
lassen haben,  auszufüllen.  Dieses  Theorem  wird  uns  m  den  Statu! 
setzen,  die  Grenzwerte  vieler  Funktionen  zu  berechnen,  welche  lieb 
für  bestimmte  Werte  der  unabhängigen  Veränderlich  im  unter  Formen 
ohne  Bedeutung  wie 

darhieten  würden,  wenn  es  erlaubt  wäre,  die  gewöhnlichen  Regeln  der 
Grenzwertberechnung  anzuwenden.  Wir  bemerken  sofort,  daß  alle  vor- 
stehenden Formen  sich  auf  die  beiden  ersten  reduzieren  lassen,  die 
beiden  einzigen,  die  bei  der  Formulierung  des  in  Rede  stehenden 
Theorems  in  Retracht  kommen.  In  der  Tat,  sollte  das  Produkt  ip$ 
von  zwei  Funktionen  sich,  wenn  ;r  einem  Grenzwert  zustrebt,  in  der 
Form  O  ■  ro  darbieten,  so  genügt  es  eben  jenes  Theorem  auf  den 
Quotienten  von  q>  und        anzuwenden.    Ebenso  braucht  man,  wenn 
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die  Differenz  (p  — 1>  die  Form  oo  —  oo  anzunehmen  strebt,  nur 
das  Produkt  von  q>  und   1  —  —  zu  betrachten,   um   sofort   auf  den 

vorigen  Fall  zurückzukommen,  vorausgesetzt,  daß  —  nach  1  kon- 
vergiert, denn  sonst  könnte  jene  Differenz  nicht  endlich  bleiben. 
Auf  denselben  Fall  reduziert  sich  auch  die  Aufsuchung  des  Grenz- 
wertes von  <pV,  sei  es,  daß  g>  nach  Null  oder  nach  Unendlich  kon- 
vergiert, wahrend  #  nach  Null  konvergiert;  sei  es,  daß  q>  nach  der 
Einheit  konvergiert,  wahrend  4>  über  alle  Grenzen  zunimmt.  Es  ge- 
nfigt den  Logarithmus  des  vorgelegten  Ausdrucks,  d.  h.  1>  log  <p,  zu 
betrachten,  der  sich  gerade  unter  der  Form  0  •  oo  darbieten  würde, 
wenn  man  den  übrigens  unfruchtbaren  Irrtum  begehen  würde,  in  un- 
berechtigter Weise  die  bekannte  Regel  anzuwenden,  welche  den  Grenz- 
wert des  Produktes  mehrerer  Funktionen  in  endlicher  Anzahl  liefert, 
wenn  diese  endlichen  Grenzwerten  zustreben. 

310.  Theorem  vm  (Theorem  von  L'Hospital).  Konvergieren 
zwei  stetige  Funktionen  gleichzeitig  nach  Null  oder  nach 
Unendlich,  wenn  die  unabhängige  Veränderliche  einem  end- 
lichen Grenzwert  a  zustrebt  oder  unendlich  zunimmt,  und 
konvergiert  das  Verhältnis  der  Derivierten  (die  außerhalb 
der  Stelle  a  als  existierend  und  einzig  vorausgesetzt  werden) 
nach  einem  Grenzwert,  so  konvergiert  das  Verhältnis  der 
Funktionen  nach  demselben  Grenzwert,  vorausgesetzt,  daß 
die  Derivierten  in  der  Umgebung  von  a  keine  gemeinsamen 
Wurzeln  haben  oder,  falls  die  Veränderliche  unendlich  zu- 
nehmen muß,  keine  beliebig  großen  gemeinsamen  Wurzeln. 

a)  Nehmen  wir  zunächst  an,  daß,  wenn  x  nach  a  konvergiert, 
<p(x)  und  1>(x)  nach  Null  konvergieren,  daß  man  also  wegen  der 
Stetigkeit  <p  (a)  =  0  und  #  (a)  =  0  hat.  Wählt  man  x  genügend  nahe 
an  a,  so  liefert,  da  kein  Wert  des  Intervalles  (a,  x)>  der  von  den 
Grenzen  verschieden  ist,  <p  und  #'  gleichzeitig  zum  Verschwinden 
bringt,  das  Theorem  von  Cauchy 

<p(x)  =  y(s)  —  y(q)        y  (i) 
y(x)       ?(*)  —  tp(a)  "Vtf)7 

wo  g,  welches  zwischen  a  und  x  liegt,  mit  x  nach  a  konvergiert. 
Daraus  folgt 

lim^-limÄ 

wenn  der  Limes  auf  der  rechten  Seite  existiert.  Dieser  Schluß 
gilt  auch  unter  der  Voraussetzung,  daß  x7  anstatt  nach  a  zu  konver- 
gieren, über  alle  Grenzen  wächst.  In  der  Tat,  setzt  man  x  =  — ,  so 
kann  man  schreiben 
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lim  *$  -  lim  !j|l  =  Hm  IJLlQ  .  Ibn  £&. 

,-.♦«     ,=«„(±)     .=o_JL,-(l)     —♦« 

Hierbei  wird  die  Annahme  gemacht,  daß  die  Funktionen  <p£)  und 

ty(—),  welche  stetig  sind,   solange  £>0  ist,  auch  für  *  — 0  stetig 

seien,  daß  man  also  übereinkommt  ihnen  für  z  —  0  den  Wert  Null 
beizulegen.  Um  das  Theorem  von  Cauchy  ohne  Bedenken  anwenden 
zu  können,  ist  es  überdies  nötig  die  Existenz  einer  Zahl  l  zuzulassen 
von  der  Beschaffenheit,  daß  für  x  >  l  niemals  <p\x)  und  il>'(x)  gleich- 
zeitig verschwinden.  Analoge  Betrachtungen  lassen  sich  anstellen, 
wenn  y  nach  —  oo  konvergiert,  in  welchem  Falle  z  sich  dem  Grenz- 
wert Null  von  links  nähern  muß. 

b)  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  für  unendlich  zunehmendes  x 
die  Funktionen  q>(x)  und  i>(x)  jede  Grenze  überschreiten  und  daß  das 
Verhältnis  ihrer  Der.  vierten  nach  dem  Grenzwert  l  konvergiert  Dies  er- 
fordert, daß  man,  wenn  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  s  gegeben 
ist,  immer  eine  Zahl  a  finden  kann  von  solcher  Beschaffenheit,  daß 
für  x>  a 

9» 


♦'(*) 


-l 


<B 


ist.  Nehmen  wir  an,  a  sei  bereits  groß  genug  gewählt,  damit  es  in 
(a,  oo)  keine  gemeinsamen  Wurzeln  von  q>'  und  #'  gibt,  so  hat  man, 
wenn  man  das  Theorem  von  Cauchy  anwendet,  identisch 

qp(x)  =  <p(x)  —  <p(a)     _      £fa)  _  ?(ö      _    ^(*) 
yjx)        y(x)  -*(«)'  1"__5P(o)"       +'(*)  '  t  __  9_(«) 

<p(x)  <p(x) 

für  jedes  x  >  a  und  für  ein  passendes  5  >  a,  welches  kleiner  als  2 
ist.  Man  lasse  x  unter  Festhaltung  von  a  unbegrenzt  zunehmen. 
Der  erste  Faktor  bleibt  unaufhörlich  zwischen  /  —  c  und  1  +  e,  während 
der  zweite,  der  nach  der  Einheit  konvergiert,  schließlich  in  das  Inter- 
vall (1  —  f,  1  +  s )  fällt  und  darin  bleibt.  Daraus  folgt,  daß  man 
von  einem  bestimmten  Wert  von  x  an  beständig  haben  wird 


wo  0  und  0'  absolut  genommen  kleiner  sind  als  1.     Es  ist  also 
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Wird  nun  q  positiv  und  beliebig  klein  fixiert,  so  genügt  es  für  Z  >  0 
gleichzeitig  zu  nehmen 


•<l'l'   e<TTW\ 


V 


oder  £  —  «  ,      für  l  =  0,  damit  sich  im  ersten  Falle  ergibt 

0  +  l0'+00'6\-€<(l  +  2\l\)e<ri 


y(g)      i 


und 


y(g) 


tf  +  ^f|.a<(l  +  .)s-Ö^yS?<, 


(i  +  nY 


im  zweiten.    Es  ist  also  in  allen  Fallen 

lim5^  =  Z. 


X=0O 


v(«) 


Das  Theorem  muß  man  auch  dann  als  gültig  betrachten,  wenn  der 
Zahler  endlich  bleibt,  in  welchem  Falle  der  Grenzwert  des  Verhält- 
nisses der  Funktionen  null  ist;  und  um  zu  zeigen,  daß  das  Verhältnis 
der  Delirierten  nicht  nach  einem  von  Null  verschiedenen  Grenzwert 
konvergieren  kann,  genügt  es  zu  schreiben 

1  „ihn  f(^±m  -KmÖ&y: l£W_  1  +  lim^. 

?(*)  V(*)  Vi*) 

Wenn  endlich  x}  anstatt  ins  Unendliche  zu  wachsen,  nach  einem  end- 
lichen Grenzwert  a  konvergiert,  so  bleibt  das  Theorem  bestehen.    Setzt 

man  nämlich  x  —  a  =  — ,  so  kann  man  schreiben 


Mmm-lim^^V-lim^^-lZ^-lim^ 


9 


Sil.   Bemerkungen,     a)  Beim  Aufsuchen  des  Grenzwertes  von 

für  den  Fall,  daß  x  nach  a  konvergiert,  kann  es  vorkommen,  daß 

die  Zahlen  qp'(a)  und  #'(a)  nicht  existieren  oder  beide  null  sind, 
ohne  daß  das  Theorem  versagt,  da  nur  in  der  Umgebung  von  a, 
nicht  für  x  —  a,  die  Funktionen  Derivierte  zu  haben  und  diese  ohne 
gemeinsame  Wurzeln  zu  sein  brauchen.  Wenn  die  Derivierten  für 
x  —  a  verschwinden  und  außerdem  stetig  sind,  so  stehen  wir  bei  der 
Aufsuchung  des  Grenzwertes  ihres  Verhältnisses  vor  demselben  Problem, 
welches  wir  lösen  wollten.  Wenn  wir  aber  annehmen,  daß  auch  die 
andern  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  können  wir  das  Theorem  noch 
einmal  anwenden,  indem  wir  zu  den  zweiten  Derivierten  übergehen, 
und  weiter,  wenn  es  nötig  ist,  zu  den  dritten  u.  s.  f. 


lieorie  der  Denvi 

b)  Gewisse  frühere  Bemerkungen  führen  dazu,  einen  scheinbar 
schwerwiegenden  Einwand  gegen  das  Theorem  von  L'Hospital 
heben,  insofern  es  den  Anschein  hat,  als  oh  das  daraus  sich  ergebende 
Verfahren  zur  Berechnung  des  Grenzwertes  eines  Quotienten  immer 
illusorisch  werden  müßte  sowohl  in  dem  Falle,  wo  die  Funktionen 
beim  Konvergieren  der  Veränderlichen  nach  einem  endliehen  Grenzwert 
unendlich  zunehmen,  als  auch,  wenn  sie  nach  Null  konvergieren, 
während  die  Veränderliche  über  alle  Grenzen  wächst.  In  der  Tat 
nehmen  in  dem  ersten  Falle  die  Derivierten,  wenn  sie  nicht  unauf- 
hörlich oszillieren,  auch  ihrerseits  unendlich  zu  (§  30S,  h)  und  kon- 
vergieren im  zweiten  Falle  nach  Null  {§  308,  c).  Hierauf  ist  zu  er 
widern,  daß  die  Wichtigkeit  des  durch  das  Theorein  von  L'Hospital 
angezeigten  Rechnung» Verfahrens  hauptsächlich  in  der  Möglichkeit 
besteht  einen  Ausdruck,  der  nach  einem  Grenzwert  konvergiert,  in 
einen  andern  zu  transformieren,  der  nach  keinem  davon  verschiedenen 
Grenzwert  konvergieren  kann  und  der  sich  fast  immer  unter  einer  ein- 
facheren Form  darbietet  oder  solche  Vereinfachungen  ermöglicht,  daß 
sich  daraus  leicht  die  direkte  Berechnung  des  Grenzwertes  ergibt. 

c)  Das  Theorem  von  L'Hospital  kann  man  auch  dann  als  gültig 
betrachten,  wenn  das  Verhältnis  der  Derivierten,  anstatt  nach  einem 
endlichen  Grenzwerte  zu  konvergieren,  unbegrenzt  wächst.  In  der  Tat, 
nehmen  wir  an,  daß  <p  und  </■  dem  Grenzwert  Null  zustreben,  wenn 
x  nach  a  konvergiert,  und  wählen  wir  in  der  Umgebung  von  a  ein 
Intervall,  in  welchem  ^  größer  bleibt  als  eine  gegebene  Zahl  /,  die 
beliebig  groß  sein  kann.  Dann  wird  auch  r  für  dieselben  Wert 
von  X  größer  sein  als  l,  da  der  Wert  dieses  Verhältnisses  für  ein 
gegebenen  Wert  von  x  gleich  einem  der  Werte  ist,  den  das  Ver- 
hältnis '-r  in  (a,  x)  annimmt.  In  dem  Falle  ferner,  wo  tp  und  t>  ins 
Unendliche  zunehmen,  betrachte  man  das  Verhältnis  ~  •  Dieses  kon- 
vergiert nach  Null  wie  —. ,  und  da  es  schließlich  positiv  bleibt,  so 
kann  man  behaupten,  daß  --  ins  Unendliche  wächst  wie  -,-• 

d)  Wenn  der  Grenzwert  des  Verhältnisses  der  Derivierten  nicht 
existiert,  so  ist  es  nicht  erlaubt,  daraus  die  Nichteiistenz  eine« 
Grenzwertes  des  Verhältnisses  der  Funktionen  zu  folgern  '/.  H 
hat  man 


lim    — | — >-  -    ™  lim 


während    das    Verhältnis    der    Derivierten,    welches    offenbar    gleich 
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tg*  y  i*t,  keinem  Grenzwert  zustrebt  In  der  Tat  geht  aus  dem  Be- 
weise des  Theorems  nur  hervor,  daß,  wenn  für  unendlich  zunehmen- 
des oder  nach  einem  endlichen  Grenzwerte  konvergierendes  x  ein 
Grenzwert  des  Verhältnisses  der  Funktionen  existiert,  nicht  der  zweite, 
sondern  der  erste  der  beiden  folgenden  Grenzwerte  existiert: 

lim    -ttttn  *    1™     ..//  v  • 

£  ist  seinem  Wesen  nach  eine  Funktion  von  x,  welche  mit  x  unend- 
lich zunimmt  oder  mit  dieser  Veränderlichen  einem  gemeinsamen  end- 
lichen Grenzwert  zustrebt,  welche  aber  nicht  alle  Werte  anzunehmen 
braucht,  die  x  dabei  annimmt,  woraus  sich  ergibt,  daß  aus  der  Exi- 
stenz des  ersten  Grenzwertes  nicht  diejenige  des  zweiten  gefolgert 
werden  darf.  Dagegen  schließt  die  Existenz  des  zweiten  Grenzwertes, 
die  in  der  Formulierung  des  Theorems  zugelassen  wird,  diejenige  des 
ersten  ein,  folglich  auch  die  eines  Grenzwertes  des  Verhältnisses  der 
Funktionen. 

e)  Die  Einschränkungen,  welche  die  gemeinsamen  Wurzeln  von 
<p'  und  *>'  betreffen,  hat  man  bei  den  gewöhnlichen  Anwendungen 
niemals  Gelegenheit  zu  berücksichtigen.  Es  ist  aber  nützlich  von 
der  Möglichkeit  unterrichtet  zu  sein,  daß  das  Verhältnis  der  Funk- 
tionen oszilliert,  obwohl  das  Verhältnis  der  Derivierten  nach  einem 
Grenzwert  konvergiert.     So  ist  z.  B.,  wenn  man 

<p(x)  —  x  +  sin  x  cos  x,    $(x)  =  {x  +  sin  x  cos  x)  &*** 

setzt,   klar,   daß   bei  unendlich   zunehmendem  x  das  Verhältnis   der 

Funktionen  unaufhörlich  zwischen  e  und  —  oszilliert;  dagegen  kon- 

rergiert  das  Verhalte*  der  Derivierten       ' 

y'(s)m         2g~,in*-cogg 
fp'  (x)       x  +  (2  +  sin  x)  cos  x 

nach  Null,  da  der  Nenner  endlich  bleibt,  während  der  Nenner  mit  x 
ins  Unendliche  wächst.  Dies  liegt  an  dem  gleichzeitigen  Verschwinden 
von  *p'(x)  und  1>'(x)  allemal,  wenn  x  durch  eine  der  Wurzeln  von 
cosx  hindurchgeht,  unter  denen  es  bekanntlich  immer  solche  gibt, 
die  großer  sind  als  eine  beliebig  angegebene  Zahl. 

312.  Übungen,  a)  Welches  ist  für  unendlich  zunehmendes  x  der 
Grenzwert  von  afe-*?  Offenbar  ist  dieser  Grenzwert  null  für  n  ^  0. 
Wenn  ferner  n  positiv  ist,  so  sei  v  die  größte  nicht  positive  unter  den 
Zahlen  n  —  1 ,  n  —  2 ,  ...     Man  hat  für  unendliches  x 

x*  xn  ~~  *  JE* ~~ * 

limdf  €~*  «-■  lim—-  =»  nlim — —-  =  n(n  —  l)lim =»  . .  . 

—  w(»-  l)(fi-2)...(v+  1)1^^-0. 

C«tfcro,  Analjtii.  16 
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«  III 


Mit  andern  Worten,  e*  wächst  schneller  bu  Unendliche  ab  jede  Potent 
von  x.  Daraus  ergibt  sich,  wenn  man  x  in  logx  verwandelt,  daß  diese 
Funktion  so  langsam  ins  unendliche  wuchst,  daß  jede  Potenz  von  ihr  mit 
einem  noch  so  großen  Exponenten  weniger  rasch  wächst  ab  x.  Dies  kann 
man  in  direkter  Weise  mit  Hilfe  des  Theorems  von  L'Hospital  kon- 
statieren, indem  man  schreibt 


lim 


W ' 


mt  n  lim 


\,v"- 


»(«  —  !)■•■  (w  +  1)  Hm 


log** 


Der  Grenzwert  von  x*  für  unendliches  x    läßt   siuh  (unter  Erinnerung  t 
die  Stetigkeit  von  logx)  in  folgender  Weise  herechnen: 

lim  log  xx  =  lim— —  —  0,     log  lim  x'  —  0,     Unix1  =  1 
Wenn  man  in  den  vorstehenden  Resultaten  x  in    —    verwandelt,    so    sieht 


rlog-x 


lün:r"=  1 


b)  Soll  der  Grenzwert  von  cosx  ■  logsinx  —  logtg-^-  für  nach  Null 
konvergierendes  x  berechnet  werden,  so  beginne  man  damit,  den  vor- 
gelegten Ausdruck  auf  folgende  Form  zu  bringen: 

log 2  -  oosi  +  (1  +  cosar)  logcosy  —  (1  —  cos/)  log  i 
Der  erst*  Bestandteil  konvergiert  nach  log  2,  der  zweite  nach  0  und  der 
dritte,  welcher  offenbar  gleich  -  sin1  —  logl sin* -^)  bt,  kouvergiert  eben- 
falls nach  0  nach  dem,  was  wir  am  Ende  der  vorigen  Übung  gesehen 
haben.      Es  ist  also 

limlcosx  ■  log  sin  x  —  log  tg  —)  -=  logÄ. 

c)  Um  ein  früheres  Resultat  zu  verifiziere»  (vgl.  $  270,  a)  bemerke 
man,  daß,  wenn  x  nach  Null  konvergiert, 


ist.     Das  Theorem  von  L'Hospital  führt  ferner, 

vergierendes  x,  zu  folgenden  Resultaten: 


■   Hb  t.u.-li  Null  kou- 


a'loga  —  bM)ogb 


><*, 
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X9 
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x-       =  *** 

-COSÄ 
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1 
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sin  x 
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X* 

arsinx 

1  ..     siax 
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•C  XX 

v   .  4  sin 1-  sin  x  cos 3  a:  cos  — 

,.     (9  +  6co8a;)a;  —  (14  +  cos  #)  sin  a:        2,.  2    '  2  2 

lim  - — = — - s ! =  -=-  lim r— 

x1  7  x* 

3  ..     x —  sinas         1 

=  =^  lim = —  —  777T  • 

70  x*  140 

d)  Analog  erhält  man 

X*  3  s'cOf1«  3  \   X   )  3 

oder  in  anderer  Weise 

..     tgrc  —  x       ,.     sin  x  —  x  cosa?       ..     sin«  — «cos«        1 

lim s —  ™  lim = =  lim • ■■  -=-  • 

a?8  arcosop  x*  3 

Wenn  man  zur  Berechnung  des  Grenzwertes  von  — §  —  cot'x  damit  be- 
ginnt diesen  Ausdruck  auf  die  Form 

sin'a; —  ar'cos'a? sin x  +  a? cosa;    sina; —  xcoax       x1 

x%  sin*  x  x  x*  %m%x 

zu  bringen,  so  sieht  man  sofort  (ohne  Anwendung  des  Theorems  von 
L'Hospital),  daß  der  erste  Faktor  nach  2  konvergiert,  und  weiß  bereits, 
daß  die  andern  bezüglich  nach  -£  und  1  konvergieren.     Also  ist 


Ita  (£  -  ca*s)  -  £ 


e)  Da  wir  wissen  (§  270,  d),   daß  (1  +  *)*  für  nach  Null  konver- 
gierendes   x    dem    Grenzwert    e    zustrebt,    so    ist    es    natürlich    sich    zu 

fragen,  wie  sich  die  Differenz  e  —  (1  +  x)x  verhält,  und  man  wird   auf 
diese  Weise  zu  der  folgenden  Rechnung  geführt: 


X 

X  X1 


Ebenso  ist 

16' 
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lim(1  +  a)*+T--g  =  6  lim»g  +  *,-»(*  +  *)1°g<1  +  «) 
x*  4  x% 

e  ,.     x  —  log(l  +  x)        tf  ,.         1  £ 

=  Thm 5* i2hmr+i~i2' 

f)  Will  man   für  unendliches  x  den  Grenzwert  von 

x  —  y  {x  —  a)(x  —  b) 

berechnen,  so  ist  es  zweckmäßig  zu  setzen  x  =  — ,  um  dann  z  nach  Null 

konvergieren  zu  lassen.     Auf  diese  Weise  wird  der  vorgelegte  Ausdruck 

gleich  dem  Quotienten   von  1  —  Y(l  —  az)(l  —bz)  durch  z  und  daher 
sein  Grenzwert  gleich  dem  Grenzwert  von 

für  z  =  0.     Also  ist 

lim  (x  -  V(x-a)(x-b)}  -  y  (a  +  &). 


*  =  00 


Zu  diesem  Resultat  gelangt  man  sofort,  ohne  von  dem  Theorem  von 
L'Hospital  Gebrauch  zu  machen,  wenn  man  dem  vorgelegten  Ausdruck  die 
Form  gibt 

i  *      ab 

(a-\-b)x —  ab  x 

x  +  \r(x-a)(x-b)ISm  l+-i/  Aa\/        |\ 

g)  Allgemeiner  gilt  folgendes:  So  oft  sich  für  zwei  Funktionen  <p 
und  t//,  die  mit  x  ins  Unendliche  wachsen,  eine  Funktion  f  derart  be- 
stimmen läßt,  daß  die  Verhältnisse  von  <p  und  t/;  zu  f  nach  einem  end- 
lichen, von  Null  verschiedenen  Grenzwert  k  konvergieren,  und  wenn  man  zu- 

dem  den  Grenzwert  l  von  (qp'  —  t//)  yr  kennt,  so  ist  es  leicht,  den  Grenz- 
wert von    yip  —  Yty  zu  berechnen.     In  der  Tat  ist 

^        'w  V^  +  V*       21/*  Vf  Vk 

Für  /*  =  q>  =  x2  und  t//  =  (x  —  a)  (sc  —  b)  kommt  man  wieder  zu  dem 
vorigen  Übungsbeispiel.  In  analoger  Weise  behandelt  man  den  Fall  der 
n-ten  Wurzeln  und  findet 

lim  CYv  ~  V*)  -  ± lim £=* , 

X 

wenn  der  Grenzwert  auf  der  rechten  Seite  existiert  und  man  annimmt, 
daß  die  Verhältnisse  von  g>  und  t/;  zu  x*  für  unendliches  x  nach  1  kon- 
vergieren.    Insbesondere  ist 

lim (>/xn  +  ax#,-1  +  •  ••  -  V^  +  bx*'1! )  -  ^^ 


§313  Diskussion  der  Funktionen.  245 


PtokuMlon  der  Funktionen. 

313.  Zu  den  wichtigsten  Anwendungen  des  Theorems  von  L'Hospital 
gehört  die  Aufsuchung  der  absoluten  Minima  und  Maxima 
(§  301)  der  Funktionen.  Wir  haben  bereits  gesehen  (§  302),  daß, 
wenn  die  Funktion  f{x)}  die  eine  einzige  Derivierte  f{x)  hat,  für 
x  -  a  durch  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  hindurchgeht,  f(a)  =  0 
ist.  Jetzt  wollen  wir  annehmen,  daß  a  die  successiven  Derivierten 
Ton  f{x)  bis  zur  n-ten  ausschließlich  zum  Verschwinden  bringt,  oder 
daß,  wie  man  zu  sagen  pflegt  (§  304,  b),  a  eine  vielfache  Wurzel 
(*  — l)-ter  Ordnung  von  f(x)  ist.  Durch  wiederholte  Anwendung 
des  Theorems  von  L'Hospital  erhält  man,  wenn  x  von  rechts  oder 
links  nach  a  konvergiert, 

üm/^-/:?)=iiim_^L_==...=i.üm^-J!M; 

(x  —  a)n  n  (x  —  af-1  **  *  — « 

und  da  nach  der  Definition  von  /"(n)(a) 

itotf^»  -  iim  ;<"t)(*)-/«':%)  _  f(n){a) 

x  —  a  x  —  a  '      v  ' 

ist,  so  rieht  man,  daß 

ist  Man  bemerke,  daß  man  zu  demselben  Resultat  auch  dadurch 
gelangt,  daß  man  das  Theorem  von  L'Hospital  noch  einmal  mehr  an- 
wendet Dann  würde  man  aber  die  Existenz  von  f{n)(x)  in  der  Um- 
gebung von  a  zulassen,  während  es  für  uns  genügen  muß,  daß  f^n)(a) 
existiert  Zu  dem  erhaltenen  Resultat  zurückkehrend  bemerke  man, 
daß,  wenn  x  nach  a  konvergiert,  f(x)  —  f(d)  schließlich  das  Zeichen 
von  (x  —  aYfW(a)  annimmt  und  behält.  Dieses  Zeichen  ändert  sich 
mit  demjenigen  von  x  —  a,  wenn  n  ungerade  ist,  bleibt  dagegen  un- 
geandert  und  fällt  mit  demjenigen  von  f{n)(a)  zusammen,  wenn  n 
gerade  ist  Daraus  folgt,  daß  man  im  ersten  Falle  weder  ein  Maxi- 
mum noch  ein  Minimum  hat  und  im  zweiten  Falle  sicher  ein 
Minimum  oder  ein  Maximum.  Mit  andern  Worten:  Die  Werte 
von  x,  welche  eine  Funktion  von  x  zu  einem  Minimum  oder 
Maximum  machen,  sind  die  einfachen  Wurzeln  der  Deri- 
vierten oder  die  vielfachen  Wurzeln  von  ungerader  Ordnung. 
Je  nachdem  der  Wert  von  f^(a)  positiv  oder  negativ  ist,  hat  man 
(im  Falle  eines  geraden  n)  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  oder 
kann  man  (im  Falle  eines  ungeraden  n)  sagen,  daß  die  Funktion 
wachsend   oder  abnehmend   ist     Wohlbemerkt  wird   hierbei  immer 


vorausgesetzt,  daß  diese  a-te  Derivierte  einzig  ist.     Sonst   I. 

wie  wir  sehen  werden,  vorkommen,  daß  der  ausgesprochene  Satz  un 

gültig  wird. 

314.  Übungen,  a)  Unter  den  Rechtecken,  die  einen  ge- 
gebenen Umfang  haben,  ist  das  Quadrat  dasjenige,  welches  dir 
grüßte  Flache  umschließt.  In  der  Tut,  wenn  x  dir  Las 
Seite  und  -ii  die  des  Umfange»  ist,  so  wird  der  Inhalt  gemessen  durch 
die  Zahl  y  =  x(a  —  x).  Nun  verschwindet  die  erste  Derivierte  y  =  a  —  2jt 
für    i  ■=  y  i  una  oa  &e  zweite  Derivierte  negativ  ist,  so  sieht  man,  daß 


erreicht.       Ebenso 
alt  «*   haben,   das 


Für  x =  -  die  Funktion  den  Maximalwert 
unter  alten  Rechtecken,  die  den  FUcbei 
Quadrat  dasjenige,  welches  den  kleinsten  Umfang  hat.  In  der 
Tat,  wenn  x  die  Länge  einer  Seite  und  '2y  die  des  Umfange  b  ist,  so  hat 
man  y  =  x  H — - ,  y'  =»  1  —  tj  ,  p "  =  -  ,  '  Die  erst«  Derivierte  ver- 
schwindet für  x  =  o  nnd  für  x  —  —  a.  Für  diese  Wert*  ist  y"  >  0 
bezw.  y"  <  0,  und  die  Funktion  hat  daher  ein  Minimum  2«  nnd 
Maximum  —  2«.  Aher  nur  das  erstere  liefert  eine  Antwort  auf  die  vor- 
gelegte Frage,  da  diese  fordert,  daß  x  >  0  ist. 

h)  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  aus  einem  rechteckigen  Blatte  e 
Schachtel  größten  Volumens  zu  konstruieren  in  der  Weise,  daß 
wir  aD  den  Ecken  vier  gleiche  Quadrat»»  fortsch  neiden.  Sind  a  und  /■  Hin 
Dimensionen  des  Blattes  und  x  die  Höhe,  welche  man  der  Schachtel  geben 
will,  so  wird  ihr  Volumen  gemessen  durch  die  Zahl 

g  =  x(a  —  2x)  (6—  2x)  —  abx  - 

Setzt  man  die  erste  Ableitung  y'  —  ob 
so  erhält  man 


-2(o  +  6)^+  \x*. 
-  i(a +  !>)*+  12**  c>m,   Null. 


*  =  l(a  +  b±ya*-ab  +  b*). 
Die   zweite    Derivierte   y"  —  —  4  (o  +  6)  +  24  x    wird  gleich 


±4V«,-o6  +  6i. 
Um  das  Maximum  von  y  zu  haben,  muß  man  also  das  Zeichen  —  fest- 
halten, d.  h.  man  hat  x  —  4,  (  a  +  b  —  Y~^~-~a V+"P)  zu  nehmen. 
Dieser  Wert  ist  immer  zwischen  Ja  und  fö  enthalten.  Übrigen*' ist  dm 
andere  Lösung  illusorisch,  da  sie  einen  Wert  gibt,  der  größer  ist  als  die 
Hälfte  der  kleinsten  Dimension  des  Blattes. 


Wem 


r*Ul 


ktion    y  =  x'    in    dem    Intervall    m.    od) 
man  mit  der  Bemerkung,  daß  man,    wenn 


■enn    man 
diskutieren  will,  so  beginnt 
■  von   rechts  mich  Null  konvergiert,    nnr  x  =    •     zu  setzen  und  *  ins  Un- 
endliche  wachsen  zu  lassen  braucht,  um  xu  finden  y  —  — 

y  —  1   und   für  unendlich  zunehmendes  x  strebt  die  Funktion 
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wieder  dem  Werte  1  zu  (§312,  a).  Man  begreift  also,  daß  die  Funktion, 
wenn  x  von  1  bis  unendlich  variiert,  durch  ein  Minimum  oder  durch  ein 
Maximum  hindurchgehen  muß,  und  es  ist  leicht  vorauszusehen,  daß  man 
ein  Maximum  hat,  da  für  x  >  1  auch  y  >  1  ist.  Um  sich  darüber  Ge- 
wißheit zu  verschaffen,  beachte  man,  daß  die  Derivierte 

y  =*x*      (1  —  log«) 

für  x  <  e  positiv  ist  und  für  x  >  e  negativ  wird,  und  daß  daher  die 
Funktion,    welche    zuerst   wachsend   ist,    später   abnimmt.      Sie    erreicht 

also  für  x  =  e  den  Maximalwert  ee  =»  1,444667  . .  .  Wenn  man  mit 
Hilfe  der  Untersuchung  von  y"  konstatieren  will,  daß  die  Funktion  tat- 
sächlich durch  ein  Maximum  hindurchgeht  und  nicht  durch  ein  Minimum, 
so  bemerke  man,  daß  aus 

y  =  i  —  logg    fol.    yy"  —  tf%=     3 -2  logg 

y  x*  ^  y*        =  x* 

Setzt  man  nun  x  =  e,  y  =  e',  y  =  0,  so  erhält  man  yf  =  —  e'      .    Dies 

genügt,  um  behaupten  zu  können,  daß  e'  der  Maximalwert  von  xx  ist. 

d)  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Basen  derjenigen  Loga- 
rithmensysteme zu  finden,  in  welchen  ein  Logarithmus  existieren 
kann,  der  gleich  der  entsprechenden  Zahl  ist.  Es  sei  a  die  un- 
bekannte Basis,  und  man  untersuche,  ob  die  Funktion  y  =  x  —  Logx 
verschwinden  kann.  Es  ist  klar,  daß  für  genügend  kleines  positives  x 
und  ebenso  für  hinreichend  großes  x  die  Funktion  y  positiv  ist  Damit 
dieselbe  verschwinden  könne,  ist  also  notwendig  und  hinreichend,  daß  ihr 
kleinster   Wert   negativ  oder   null   ist.      Dieses    Minimum   ist   durch    die 

Gleichung   y  -  1  -  ^-'  =  0  bestimmt,  und  um  sich  zu  überzeugen,  daß 

es  sich  wirklich  um  ein  Minimum  handelt  und  nicht  um  ein  Maximum, 
braucht  man  nur  daran  zu  denken,  daß  für  z<Loge  die  Funktion  ab- 
nimmt,   um    dann    von    #  =  Loge   ab    zu    wachsen    zu    beginnen.      Der 

kleinste  Wert  von  y  ist  also  Loge  —  Log  Loge  —  kogfj- — )•    Damit  dieser 

Wert  negativ  oder  null  sei,  ist  es  notwendig,  daß   man  hat  e  <^  Log  e, 

_i_  _i 

d.  h.  1  <^  Log e e,  und  folglich  a  ^  e * . 

e)  Welchen  Bedingungen  müssen  die  Zahlen  p  und  q  ge- 
nügen, damit  das  Trinom  x* -\~  px -\- q  für  drei  verschiedene 
reelle  Werte  von  x  verschwinde?  Soll  die  Funktion  y=*x*-\-px  +  q 
dreimal  verschwinden  können,  wenn  x  von  —  oo  bis  +  oo  variiert,  so  ist 
vor  allem  nötig  (§304,  b),  daß  die  Derivierte  y  =3a^+p  für  zwei 
verschiedene  reelle  Werte  von  x  verschwinden  kann.  Dies  erfordert,  daß 
p  <  0  ist.  Man  nehme  diese  Bedingung  als  erfüllt  an  und  bemerke,  daß 
in  dem  ersten  und  in  dem  dritten  der  Intervalle 


y1  >  0  ist,  während  in  dem  mittleren  Intervalle  y'  <  0  int.      Also  kann  y 
in    jedem    dieser   Intervalle    nur    einmal    verschwinden,    und    äaw.c 
einem    solchen    Intervalle   wirklich    verschwinde,    ist    notwendig    nnd    hin- 
reichend, daß  sie  an  dessen  Grenzen  entgegengesetzte  Vorzeichen  hat.     Da 
sie  nun  an  den  Grenzen  des  mittleren   Intervalles  die  Werte 


■hV^ 


+  9, 


,r- 


+  9 


(das  Maximum  bezw.  Minimum  im  absoluten  Sinne)  annimmt,  so  ist 
vor  allen  Dingen  notwendig,  daß  diese  Zahlen  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben,  d.  h.  daß  man  hat 

(-y*]/- f +  «)(!'' V^~ -*-  +  *)< °   ***    i',1+-' 

Diese  Bedingung  ist  auch  hinreichend;  denn  wenn  sie  erfüllt  ist,  so  ist 
notwendig  p  <  0,   und   die    Funktion,    wrli-he    im    mittleren    Intervall    ab- 
nehmend   ist,    nimmt    das    Zeichen    -f-     an    dessen     unterer    Grenz«,    das 
Zeichen    —  an  der  oberen  Grenze  an  und  verschwindet  daher  IUI  I 
beiden  andern  Intervallen. 

f)  Wir  wollen  beweisen,  daß  bei  der  Ellipse  der  Abstand  des 
Mittelpunktes  von  einer  beliebigen  Normale  die  Differenz  der 
Halbachsen  nicht  übertrifft.  Der  Gleichung  der  Ellipse  &V  +  «V  —  «V 
kann  man  genügen,  indem  man  setzt  x  =  acosqo,  y  =■  fisinip,  wo  9  von 
0  bis  2%  variiert.  Den  Neigungskoeßkienten  der  Tangente  (§  293)  1 
halt  man,  indem  man  die  Gleichung  der  Kurve  derivierl: 


y  —  h  sin  <p  =- 

d.  b.    arsin<p  —  bye-ostp  =  (u*  - 
dieser  Geraden  vom  Mittelpunkt 


Um   W    &M   Gleichung  der  Normale 

i 

SM 

:: 

I 


i'« 


—  (x-acos,,). 

b1)  sin (p  co.sip.      Mithin  ist  der  Abstand 


Jetzt  mußten  wir  die  Derivierte  von  h  nach  tp  berechnen  und  sie  gleii-ti 
Null   setzen.      Es   ist   hier  aher   zweckmäßig:   zu   bemerken,    daß    man   hat 

TrT  "  ^  +  SP*  -  «*  +  6*  +  «'tgV  +  fc*cotV, 

sodaß  also  die  Aufsuchung  des  größten  Wertes  von  h  reduziert  ist  auf 
die  Aufsuchung  des  kleinsten  Wertes  der  Funktion  o'tg'y  +  6*cot*g>, 
d.  h.  der  Summe  von  zwei  veränderlichen  Größen ,  deren  Produkt  d«n 
konstanten  Wert  a'ft'  hat.  Man  kann  daher  unter  Benutzung  des  in  der 
ersten    Übung   erhaltenen  Resultates   sofort  behaupten,    daß  das  Maximum 
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Ton  h  eintritt,  wenn  a'tg'qp  und  &*cot'g>  beide  gleich  ab  werden,  d.  h. 
für  tgqp  ■=  ±1/  — ,  in  welchem  Falle  man  hat 

Cfr^V  ~  a%  +  b*  +  2ab  =  (a  +  b)*>   mithin  h  =  a  ~~  6* 

g)  Man  kann  beweisen,  daß  das  Licht  die  kürzestmögliche 
Zeit  braucht,  wenn  es  von  einem  Punkte  nach  einem  andern  durch 
zwei  homogene  Mittel  hindurchgeht,  die  durch  eine  Ebene  getrennt  sind. 
Es  seien  in  der  Tat  a  und  b  die  Abstände  der  Punkte,  die  in  den  beiden 
Mitteln  betrachtet  werden,  von  der  Trennungsebene;  q>  sei  der  Einfalls- 
winkel, ty  der  Brechungswinkel,  nv  und  v  seien  die  Geschwindigkeiten 
des  Lichtes  in  den  beiden  Mitteln;  und  man  bemerke,  daß  die  zum  Über- 
gange von  dem  einen  zu  dem  andern  Punkte  verbrauchte  Zeit 

V  \nCOBqp         C08^>/ 

ist     Die  Winkel  <p  und  tf;  sind  aneinander  durch  die  Relation  gebunden 

atgtp  -f*  &tgi//  «=  Const., 
aus  welcher  durch  Derivation  nach  q>  folgt 

008*9         COS*^ 

Nun  hat  man 

,        1  /amntp    ,    6sin^    ,\       a(sin<p  —  nsin^) 
**  v  \ncos,9       cos*^  ^/  =         nucos'qp         * 

und  man  sieht,  daß  sing)/ sin tf;  =  n  sein  muß,  damit  t'  verschwinde. 
Dies  ist  gerade  das  wohlbekannte  Brechungsgesetz,  welches  von  Descartes 
entdeckt  und  von  Fermat  und  Leibniz  als  ein  spezieller  Fall  des  all- 
gemeinen Gesetzes  der  Ökonomie  hingestellt  wurde,  das  die  Manifestationen 
aller  Naturph&nomene  beherrscht,  auch  derjenigen,  die  für  mathematische 
Untersuchungen  unzugänglich  scheinen1). 

h)  Bei  den  geometrischen  Anwendungen  kommt  es  vielfach  vor,  daß 
das  zu  ermittelnde  Minimum  (oder  Maximum)  ein  relatives  (§  301)  ist 
und  sich  auf  ein  bestimmtes  Intervall  bezieht,  in  welchem  die  unab- 
hängige Veränderliche  durch  die  Bedingungen  des  Problems  zu  bleiben 
gezwungen  ist  Alsdann  kann  es  sehr  wohl  vorkommen,  daß  die  Derivierte 
nicht  null  ist  und  daß  folglich  die  Untersuchung  fruchtlos  wird.  Man 
muß  deshalb,  so  oft  die  unabhängige  Veränderliche  ein  bestimmtes 
Intervall  nicht  verlassen  darf,  darauf  bedacht  sein,  diese  Veränderliche 
anders  zu  wählen,  oder  direkt  erforschen,  ob  nicht  zufallig  an  den 
Grenzen  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  eintritt,  welches  der  vor- 
gelegten Aufgabe  entsprechen  könnte,  obwohl  es  kein  Minimum  oder 
Maximum  im  absoluten  Sinne  ist.     Ein  sehr  einfaches  Beispiel  bietet  sich 


1)  Man  lese  hierüber  das  interessante  Kapitel  über  die  Richtung  der 
Bewegung  in  den  „First  prinriples"  von  Spencer. 


uns  bei  der  Aufsuchung  der  klc-insten  oder  größten  unter  deu  Sehmn 
eines  Kreises,  die  einen  festen  Endpunkt  A  und  einen  beweglichen 
haben.  Es  ist  a  priori  klar,  daß  man  das  Minimum  r  =  0  i: 
M  mit  A  xus  am  tuen  fällt,  und  das  Maximum  r  ■■  2«,  nenn  M  mit.  dem 
Punkte  B  zusammenfallt,  der  auf  dem  Kreise  dem  Punkte  A  diametral 
gegenüberliegt.  Wählt  man  AB  als  Abscissenacb.se  und  A  als  Anhups- 
punki,  so  hat  man  r*  =  2ai,  mitbin  rr'  =  «,  und  man  sieht,  daß 
weder  in  A  noch  in  B  verschwindet.  Dies  liegt  daran,  daß  die  Variabililüt 
von  x  auf  das  Intervall  (0,  2fl)  beschrilnkt  ist  und  das  gesuchte  Minimum 
und  Maximum  gerade  an  den  Grenzen  eintreten.  Wenn  man  als  unab- 
hängige Veränderliche  den  Winkel  6  =  MAB  wählt,  so  hat  man  r  =  2uc 
/  —  —  2asm0  und  findet  nur  das  Maximum,  welches  dem  Werte  8 
entspricht.  Dies  erklilrt  sich  durch  die  Bemerkung,  daß  9  nur  in  dem 
Intervall  I—  -„- ,  ■c-1  variiert,  an  dessen  Grenzen  das  zu  dem  Intervall 
gehörige  Minimum  r  =  0  eintritt,  während  das  Maximum  r  =  2a  für 
fl  =  0  stattfindet,  d.  h.  für  einen  Wert,  der  ins  Innere  des  genannten 
Intervalles  fallt.  Dieses  Maximum  ist  also  auch  eines  im  absoluten  Sinne, 
und  es  muß  daber  r  verschwinden.  Jede  Schwierigkeit  hört  auf,  wenn 
sieb  der  Punkt  A  verschiebt,  z.  11.  nach  B  zu,  und  in  die  Entfernung  6 
vom  Zentrum  gelangt,  in  welchem  Falle  man  bat  r*  —  26rcosö  +  61  =  d*. 
Deriviert  man  nun  und  setzt  r  —  0,  so  erhält  man  sin 0  —  0,  d.  h.  0  —  0 
und  r  =  a  -\-  bt  oder  0  =*  n  und  r  =  a  —  b.     Eine  neue  Dfrivation  liefert 


fcreoae     _     +  h(a  ±  b) 


und  man  sieht  also,  daß  w  -f  »  der  größte,  a 


q:i(a±i)$n, 


b  der  kleins! 


i)  Es  sei  tp  (x)  eine  in  der  Umgebung   von  x  =*  0   stetige    Funktion, 
die  aber  für  x  =  0  unstetig  von  erster  Art  ist,  und  »war  sei  <p  (—  0)  <  0, 


oj(+0)>0.      Z.B.    könnte   man    setzen    g>(x)  =  -j ,    indem    man    he- 

«*  +  1 

merkt,  daß  <i>  ( :p  0)  =  ip  1  ist  Die  Funktion  f(r)  —  x*?!»  bat  für 
i  =  0  weder  ein  Maximum  noofa  ein  Minimum;  denn  in  der  Umgebung 
der  Null  hat  die  Funktion  tp(x-),  die  stetig  ist,  das  Vorzeichen  von  x, 
und  man  kann  daher  das  Glsfcha  nm  der  Funktion  /"(x)  sagen,  die 
folglich  sowohl  links  ;l1s  mich  rechts  vtin  der  Null  wachsend  ist  In- 
zwischen ist 


f  (0)  =-  lim 


f(x)-flp) 


Innrer  (s  I    --    I • 


Analog   ist    es   möglich,    daß  /"(°)   nicht  eiiatiert.     Im   entgegengesetzten 
Falle  hat  man  aber 

r  (0)  -  Um  ^W— /*«  _  2  ]im  W  _  2  lim  v  (x)  =  2 v  (±  0)  >  0. 
Auf  alle  Falle   kann  man  behaupten,  daß  nicht  /*'(0)  -  0  ist.     Also  ist 
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für  x « 0  die  erste  Derivierte  von  f(x)  null,  nicht  aber  die 
iweite  Derivierte,  und  doch  ist  f(0)  weder  ein  Minimum  noch 
ein  Maximum  von  f(x).  Dies  klärt  sich  auf  durch  die  Bemerkung, 
daß  die  zweite  Derivierte  nicht  einzig  ist. 

j)  Wir  diskutieren  schließlich  die  Art  und  Weise,  wie  die  Funktion 
r(x)  variiert,  indem  wir  zunächst  annehmen,  daß  x  von  Null  bis  Un- 
endlich variiert  Aus  der  Formel  von  Weierstraß  (§  252,  b)  leitet  man 
ab,  indem  man  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen  nimmt, 

togr(*)--iog*-c*  +  ^{£--iog(i  +  £)}. 

1 

Wir  derivieren  jetzt  und  behalten  uns  vor  im  folgenden  die  Legitimität 
(Tgl.  §  285)  der  Derivation  der  rechten  Seite  als  einer  Summe,  die  un- 
endlich viele  Bestandteile  hat,  nachzuweisen: 

" c  +  2  Gr  -  £+ü) =  ~~  c  +  2  ( n  -  r+^i )  • 


r(x) 
r(x) 

1 

X 

Mithin  ist 

r 

(X) 

r(x)  ^  x^2        a;+l         S        x  +  2^ 

Die  rechte  Seite  wächst  mit  #,  und  da  sie  für  x  =  1  und  für  x  =  2  die 
Werte  0  <  C  und  1  >  C  annimmt,  so  wird  sie  ein  einziges  Mal  gleich  C. 
Dies  geschieht  für  einen  bestimmten  Wert  x  =  |,  der  zwischen  1  und  2 
liegt  und  die  einzige  Wurzel  von  r'(x)  ist.  Da  man  r'(x)  <  0  und 
r*(x)  >  0  hat,  je  nachdem  x  <  g  oder  x  >  g  ist,  so  sieht  man,  daß 
r(x)  zuerst  abnimmt  und  dann  wächst,  so  daß  T(|)  der  kleinste  Wert 
von  r(x)  in  dem  Intervall  (0,  oo)  ist.  Zu  demselben  Schluß  gelangt 
man  durch  die  Bemerkung,  daß 

r(ß      6*  +  «  +  l)« +  ({  +  2)«  "•"  • ' "  ->  u 

ist  Den  Wert  der  Wurzel  |,  die  bereits  in  dem  Intervall  (1,  2)  isoliert 
ist,  erhält  man  durch  Anwendung  gewisser  Näherungsmethoden,  von  denen 
im  fünften  Buche  gehandelt  werden  wird.     Eine  leichte  Rechnung  liefert 

£  —  1,4616321  .  .  . ,     r(£)  —  0,8856032  .  .  . 

Wenn  x  von  £  nach  Unendlich  variiert,  so  überschreitet  die  Funktion 
unter  beständigem  Wachsen  jede  Grenze,  da  r(x  +  1)  ^  [«]!  ist.  Sie 
wächst  auch,  wenn  x  von  g  nach  Null  abnimmt,  und  zwar  wächst  sie 
unbegrenzt,  da 

lima?r(x)  —  limr(*  +  1)  —  T(l)  —  1 

x=0  x=0 

ist 

k)  Für  negatives  x  hängen  die  Werte  von  r(x)  dank  der  Relation 

r(x) (-  *)"  rw 

in  welcher  q  —  x  —  [x]  und  —  n  =  [x\  ist,  von  denjenigen  ab,  welche  die 
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Punktion  in  dem  Intervalle  (0,  1)  mit  Ausschluß  der  Grenzen  annimmt. 
Daraus  folgt,  daß  die  Funktion  in  den  Intervallen  (—1,  0),  (—2,  —  1), 
(—3,  —2),  ...  abwechselnd  negativ  und  positiv  ist,  und  daß  sie  in  der 
Umgebung  aller  Grenzen  (0,  —  1,  —  2,  —  3,  .  .  .)  dem  absoluten  Be- 
trage nach  unendlich  groß  wird.  Man  sieht  also  voraus,  daß  sie  in 
jedem  Intervalle  (—  n,  —  n  +  l)  wenigstens  einmal  einen  größten 
oder  kleinsten  Wert  erreichen  muß,  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade 
ist     Ein  solches  Minimum  oder  Maximum  hat  man,  wenn  q  der  Gleichung 

genügt.  Wenn  nun  q  von  0  bis  1  variiert,  so  nimmt  die  linke  Seite  be- 
standig zu  von  —  oo  bis  +  oo  und  wird  daher  nur  ein  einziges  Mal 
gleich  Null  für  einen  bestimmten  Wert  von  9,  der  hiermit  als  eine 
Funktion  Qn  von  n  definiert  ist  Es  gibt  also  in  (—  n,  —  n  -f-  1)  ein 
einziges  Minimum  oder  Maximum  von  .T(as),  welches  eintritt,  wenn  x 
den  Wert  xn  =  —  n  ~\-  Qn  annimmt.     Nun  ersieht  man  aus 

daß  für  unendlich  zunehmendes  n  die  linke  Seite  (wie  die  rechte)  un- 
begrenzt wachsen  muß.     Mithin  konvergiert  ?„  nach  Null.     Da  überdies 


ist,  so  hat  man 


=  oo  U  —  Qn  *  —  Qn  *  —  Qj 


lim 

n  —  oo 


und  da  die  Summe  in  Klammern  zwischen 

*.*.   und   j-^-  +  ,.JT._1 

*         Vn 

liegt,  so  folgt  \\mQnHn  =  1  oder  lim gn log n  =  1.    Dies  vorausgeschickt  ist 


«  =  OO  II  =  00 


Vir  \\  <?        rfrn  +  *)  log" 


(l-Qn)Qn\ogn    (n-1)!' 

und   da   auf  der  rechten   Seite   der   erste  Faktor  nach  1    und  der  zweite 
nach   0   konvergiert,   so   hat  man   lim  r(xn)  =  0 .     Daraus  folgt,  daß  die 


n  =  oo 


Funktion  r(x)  jeden  von  Null  verschiedenen  Wert  (unendlich  oft)  an- 
nimmt1). Mit  andern  Worten,  die  Gleichung  r(x)  =  A:,  welche  für  ifc  —  0 
keine  Wurzeln  hat,  läßt  für  jeden  andern  Wert  von  k  unendlich  viele 
solche  zu. 


1)  Man  vergleiche  auf  S.  65  der  Monographie  „La  fonetion  gamma11  von 
M.  Godefroy  die  darstellende  Kurve  von  y  =  r(x). 
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Reihenentwickelnngen. 

Beiheil  von  Funktionell. 

315«  Wir  wollen  uns  jetzt  speziell  mit  denjenigen  Funktionen 
beschäftigen,  welche  durch  unendliche  Reihen  definiert  sind.  Die 
Werte  von  xf  für  welche  eine  gegebene  Reihe  ux  +  w,  +  t*,  +  •  •  • , 
deren  Glieder  Funktionen  von  x  sind,  konvergiert,  können  ein  Inter- 
vall oder  mehrere  bilden,  in  welchen  dann  also  die  Summe  der  Reihe 
als  Funktion  von  x  definiert  ist.  Wenn  man  irgend  ein  Intervall  (a,  b) 
betrachtet,  in  welchem  die  Reihe  konvergiert,  so  ist  auch  der  Rest 
<pm(x)7  d.  h.  die  Summe  der  Reihe,  die  aus  der  gegebenen  Reihe  durch 
Unterdrückung  der  n  ersten  Glieder  entsteht,  eine  Funktion  von  x, 
die  in  dem  genannten  Intervalle  definiert  ist.  Wir  wissen  (§  180), 
daß,  wenn  x  ins  Unendliche  wächst,  der  Rest  nach  Null  konvergiert. 
Es  läßt  sich  also  (§  122,  b),  wenn  s  positiv  und  beliebig  klein  ge- 
geben ist,  für  jeden  in  (a,  b)  enthaltenen  Wert  von  x  eine  Zahl  v 
finden  derart,  daß  der  absolute  Betrag  von  cpn  immer  kleiner  als  a 
bleibt,  wenn  n  größer  als  v  ist.  Gelingt  es  v  unabhängig  von  x 
zu  bestimmen,  so  heißt  die  Reihe  gleichmäßig  konvergent.  Denken 
wir  uns  mit  andern  Worten  jedem  Werte  von  x  entsprechend  für  v 
(welches  wir  als  ganzzahlig  voraussetzen)  den  kleinstmöglichen  Wert 
gewählt,  so  können  wir  sagen,  v  sei  eine  Funktion  von  x,  die  in 
dem  Intervall  (a,  b)  definiert  ist.  Wenn  diese  Funktion  in  diesem 
Intervalle  endlich  ist,  wie  auch  e  gewählt  sein  mag,  so  besitzt  sie 
daselbst  (§  256)  eine  obere  Grenze  (die  im  vorliegenden  Falle  ein 
Maximum  ist),  und  offenbar  wird  für  ein  n,  welches  größer  als  diese 
Grenze  ist,  immer  sein  |<pn(#)|  <£,  wie  man  auch  x  in  dem  Inter- 
vall (a,  b)  fixieren  mag.  In  diesem  Falle  ist  die  Konvergenz  gleich- 
mäßig. Es  kann  aber  auch  vorkommen,  daß  für  einen  Wert  €  von 
passender  Kleinheit  (und  a  fortiori  für  jeden  noch  kleineren  Wert) 
die  Funktion  v  in  dem  betrachteten  Intervalle  nicht  endlich  ist. 
AlwHann  igt  es  unmöglich,  einen  Wert  n  zu  bestimmen,  der  für  alle 
Werte  von  x  in  (a,  6)  derselbe  ist  und  von  welchem  ab  q>n  ab- 
solut genommen  kleiner  bleibt  als  s.  Mithin  konvergiert  die  Reihe 
nicht  gleichmäßig. 

316.  Theorem  I.  Für  die  gleichmäßige  Konvergenz  einer 
Reihe  von  Funktionen  von  x  in  einem  gegebenen  Intervalle 
ist  es  notwendig  und  hinreichend,  daß  der  Rest  <pn(x)  auch 
dann  nach  Null  konvergiert,  wenn  man  x  innerhalb  des  be- 
trachteten Intervalls  in  beliebiger  Weise  mit  n  variieren  läßt. 

Aus  der  Definition  der  gleichmäßigen  Konvergenz  ergibt  sich, 
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daß,  wenn  die  Reihe  gleichmäßig  konvergiert,   immer  lim  tpn{xm)  -=  0 

ist,  wie  auch  die  Folge  xlt  xt,  xa,  ...  besahaffm  lern  mag,  deren 
Glieder  in  dem  betrachteten  Intervalle  gewählt  sind.  Umgekehrt  ist, 
wenn  dies  zutrifft,  die  Reihe  gleichmäßig  konvergent.  Um  sich  davon 
zu  überzeugen,  braucht  man  nur  zu  zeigen,  daß  ex,  wenn  die  Kon- 
vergenz nicht  gleichmäßig  ist,  in  dem  genannten  Intervalle  wenigstens 
eine  Folge  von  Zahlen  xt,  x%,  x%,  ..  .  gibt  derart,  daß  $>„(-0  nicht 
nach  Null  konvergiert.  In  der  Tat  ist  nutet  der  gi-minnten  Voraus- 
setzung, wenn  eine  positive  Zahl  *  von  passender  Kleinheit  gegeben 
ist,  die  im  vorigen  Paragraphen  definierte  Funktion  v  nicht  endlich. 
Daraus  folgt,  daß  man  eine  Folge  u,  ß,  y,  .  . .  von  Werten  ron  • 
finden  kann,  die  ins  Unendliche  wachsen  und  zu  Werten  von 
gehören,  welche  immer  mit  xal  %.t  x  ,  .  .  bezeichnet  werden  können. 
Wie  man  nun  auch  die  andern  Werte  von  xK  wählen  mag,  so  ist 
klar,  daß  <p„(x)  nicht  nach  Null  konvergieren  kann,  da  man  für 
n  =  «,  ß,  y,  ...  hat  \<p.(?)\>i. 

317.  Beispiele,     a)  Die  Reihe 

(!)       (i  _,)  +  (._  iai)  +  $*  -4^5+  (*«■_  }*»)  + ... 

konvergiert  gleichmäßig   in    dem    Intervall  (—  1,  1),   da   der  Rest    -      ab- 
solut genommen  kleiner  bleibt  als  t,   weun   n   die  Zahl         übertrifft,    dk 
von  j  unabhängig  ist,     Nicht  so  isl  es  bei  der  Reibe 
(2)  (X_4!)  +  (,_^  +  (>_^  +  (^_^)  +  ..., 

die  in  demselben  Intervalle  mit  Ausschluß  der  unteren  Grenze  konver- 
giert; denn  der  Rest  ist  af1  weun  x  <  1  ist,  imd  man  kann  nicht 
der  Weise  tixiereu,  daß  lür  n  >  v  und  für  jeden  Wert  von  .r  in  unserem 
Intervalle  j  x"  |  <  *  ist  In  der  Tut,  wenn  man  zugibt,  daß  x  sich  1  be- 
liebig nähern    kann,    so    braucht    man    uur   v.u  setzen  x  =  1  —    -  ,    damit 


der  Ausdruck  des  Restes   ( 1  - 


wird  und  also  für  unendliches  n  dögM 


um -h  Null  konvertiert.  Es  ist  aber  klar,  daß  die  Reihe  gleichmäßig  kon- 
vergiert in  jedem  Intervall,  welches  ganz  im  Innern  von  {—  1,  l)  liegt 
b)  Die  Reibe  1  ■+  x  -f  j-  +  -  - ,  weh  he  in  dem  Intervalle  (—  1,  \  | 
mit  Ausschluß  der  Grenzen  konvergiert,  ist  gleichmäßig  konvergent  in 
einem  Intervalle  (—  u,  k),  dessen  obere  Grenze  kleiner  als  1  ist,  aber  be- 
liebig nahe  an  1  liegen  kann.  In  der  Tat,  wenn  die  positive  Zahl  i  be- 
liebig   fixiert    ist  und   v  so   groß   gewählt   wird,  daß   o*    nicht   großer  aU 

(l  —  a)i  isl,  so  wird  offenbar  für  n  >  v  der  Rest  _  absolut  genommen 
kleiner  bleiben  als  I.  Von  der  Reihe  1  +  2x  +  3x*  +  -  -  -.  die  in  dem- 
selben Intervall"  konvergiert  (§  247,  a),  lllßt  sieh  das  Gleiche  sagen. 
Mau  braucht  nur  v  derart  tu  bestimmen,  daß  (» -f  lju'  nicht  grüßer  all 
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(1  —  a)st  ist.  Diese  beiden  Bestimmungen  von  v  sind  möglich,  da  vpa* 
bei  beliebigem  p  und  für  unendlich  zunehmendes  v  nach  Null  konvergiert 
«§  312,  a). 

c)  Die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe 

i3)       (x  —  se-*)  +  («~*  -  2se-,jrt)  +  (2se-,jrt  -  3x<rSjrt)  +  •  •  • 

ist  x  —  fixe""*"   und   konvergiert  für  unendlich  zunehmendes  n  nach  x. 

Die  Reihe  konvergiert  also,  aber  nicht  gleichmäßig;  denn  setzt  man  x  =  — , 

i_ 
so  wird  der  Rest  nxe~m*  gleich  e    "   und  konvergiert  nicht  nach  Null. 
Ebenso  ist  die  Reihe 

g         I  X I     5 L 

1  +  x"1"  (1  +  a?)(l+2*)       (1  +  *)(1  +  2*)(1  +  3a?)"1 

konvergent  für  x  ^  0,   da  die  Summe   der  n  ersten  Glieder  1  —  - — : 

—  l  -j-  fix 

ist  und  für  unendlich  zunehmendes  n  den  Grenzwert  1  hat.  Sie  ist  aber 
nicht  gleichmäßig  konvergent,  da  der  Rest  gleich  -£-  wird,  wenn  man  x 

den  Wert  —  beilegt,   welcher  jedem  Intervalle   angehört,    dessen   untere 

Grenze  0  ist     Dieselbe  Reihe  konvergiert  dagegen  gleichmäßig  in  jedem 

Intervalle,  dessen  untere  Grenze  a  positiv  ist;   denn  wenn  e  positiv  und 

1 e 

beliebig  klein  gegeben  ist,  so  genügt  es  n  größer  als  ,   eine  Zahl, 

die  unabhängig  von  x  ist,  zu  wählen,  um  sicher  zu  sein,  daß  der  n-te 
Rest  kleiner  wird  und  bleibt  als  e. 

318.  Theorem  IL  Wenn  die  absoluten  Betrage  der 
Glieder  einer  Reihe  von  Funktionen,  die  in  einem  Intervalle 
gegeben  ist,  eine  in  diesem  Intervalle  gleichmäßig  konver- 
gente Reihe  bilden,  so  konvergiert  auch  gleichmäßig  und 
absolut  die  Reihe,  die  man  erhält,  indem  man  die  Glieder 
der  gegebenen  Reihe  mit  Funktionen  multipliziert,  deren 
Werte  in  dem  betrachteten  Intervall  eine  endliche  Menge 
bilden. 

Es  sei  Uj  +  Wj  +  t4j  +  •  •  •  die  gegebene  Reihe  in  dem  Intervall 
(o,  6),  und  t?,,  t;f ,  t?8,  . . .  seien  Funktionen,  deren  absolute  Be- 
träge in  (a,  b)  eine  bestimmte  Zahl  l  nicht  übertreffen.  Die  Reihe 
"1*1  +  "»^1  +  ******  +  * '  *  konvergiert  absolut,  da  die  absoluten  Be- 
träge ihrer  Glieder  nicht  größer  sind  als  die  entsprechenden  Glieder 
der  konvergenten  Reihe  j  ut  |  +  j  Uj  |  +  ws  |  +  •  •  •  multipliziert  mit  l. 
Ist  die  positive  Zahl  e  gegeben,  so  kann  man  nach  der  Voraus- 
setzung immer  eine  von  x  unabhängige  Zahl  v  finden  derart,  daß 
für  n  >  v 

K+i  I  + 1  Vn  I  +  K+3 1  +  •  •  •  <  -J- 

ausfallt  und  a  fortiori 

i«Wi  Vn  +  w«+i  «w*  +  Vn*«+i  +  •••!<* 


ist.    Also  konvergiert  die  Reiht;  u,  t\  -J-  tt,t>t  -f  "jt's  +  **■  auch  gleich- 


319.    Folgerungen,     a)  Die  Reihe, 


ne  m»a  srü 


i  die  konstanten  Glieder  einer  absolut  konvergenten 


Reihe  mit  Funktic 


ultiplii 


ert,  de 


U  B 


in  eilten 


gegebenen  Intervalle  eine  endliche  Menge  bildet 
diesem  Intervalle  absolut  und  gleichmäßig  konvergent.  Man 
braucht  in  der  Tat  nur  in  dem  vorigen  Theorem  die  u  als  konstant 
voraus  zusetzen  und  zu  bemerken,  daß  die  Konvergenz  einer  Reihe  mit 
konstanten  Gliedern  notwendig  gleichmäßig  ist 

b)  Eine  Reihe   von  Funktionen  konvergiert  absolut  und 
gleichmäßig,    wenn    die   aus   den    oberen   Grenzen    der  abso 
luten  Beträge   der  Glieder  gebildete  Reihe  konvergiert. 
sei    die    Reibe    u,  +  «,  +  «,  +  ■■■    gegeben,    und    mau    ersetze   jede 
Funktion   t*„(x)   durch   die  obere   Grenze   «„   von  |ub(jt)|    in  dem  be- 
trachteten Intervalle.     Wenn  die  Reihe  u,  ■+-  (it  +  (ia  +  -  •     |  D 
tiven  Gliedern)  konvergiert,  so  ist  die  Konvergenz  absolut.    Nun  t 
man  die  gegebene  Reihe  betrachten  als  entstanden  aus  u,+^  +  J*j  +  " 

durch  Multiplikation  des  allgemeinen  Gliedes  dieser  Reihe  mit  vn  — =  - 
und  da  ]  «„  |  <  1  ist,  so  ist  das  Theorem  bewiesen. 

H™(>.  Beispiele,  a)  Wenn  a  eine  positive  Zahl  und  kleiner  als  I 
ist,  so  ist  bekanntlich  die  Reihe  1  -j-  u  +  a*  -\-  ■  ■  •  konvergent,  und  die* 
genügt  auf  Grund  der  zweiten  Folgerung,  um  schneller  (vgl.  §  SIT.  In 
zu  dem  Schluß  zu  gelangen,  daß  die  Reihe  1  +  x  -f  x*  +  ■  ■  ■  in  dem 
Intervall  (—  u,  a)  absolut  und  gleichmäßig  konvergiert  oder  (da  man  o 
beliebig  nahe  an  1  denken  kann)  in  dem  Intervall  (—  1,  I)  mit  ." 
si'hlutl  der  Grenzen.  Passelbe  gilt  von  der  Reihe  1  +  -  *  +  ■Jj!  + 
In  der  Tat  sind  a""1  und  na"-'  für  jeden  Wert  von  n  die  grüßten  i 
soluten  Beträge  der  Funktionen  x"~'   und  »x"_l  in  dem  Intervall   (  —  u,  ■ 

b)  Nach  der  einen  oder  der  andern  Folgerung  ist,  wenn  «,+«,  +  «,  +  •• 
t-ine  absolut  konvergente  Reihe  ist,,  ia  jedem  [ntermll*  die  Konvergem 
der  Reibe 

üj  sin(o,r)  +  flJsin(6,x)  +  o,sin(t,j-)  +••• 

absolut  und  gleichmäßig,  wie  auch  die  Zahlen    6, ,  bt ,  bt ,  , 

sein  mögen.     Z,  B.  sind,    wenn  p   größer   als   1    ist,    absolut    und    j 

müßig  konvergent  die  Reihen 


^j  sin  nx 

2d  ~~rf~ 


2°- 


p  —  1    hört  die  Gültigkeit  der  benutzten   Sitze  auf,  so  dafi   < 
mm  direkten  Studium  der  vorgelegten  Reihen  zu  schreiten. 

cj  Man  betrachte  etwas  allgemeiner  die   Heine 

o,  sin*  -f-  rtjsin  'ix  +  Hjsiii3x  +  ■■ 
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Wir  wissen  bereits  (§  218,  i),  daß  diese  Reihe  bei  beliebigem  x  konver- 
giert, wenn  die  Zahlen  04 ,  a% ,  Og ,  .  .  . ,  mögen  sie  auch  eine  divergente 
Reihe  bilden,   abnehmend  aufeinanderfolgen  und  nach  Null  konvergieren, 

wie  es  gerade  für  an  =  —  der  Fall  ist.     Da  die  Reihe  ungeändert  bleibt, 

wenn  x  um  ein  Vielfaches  von  2n  vermehrt  oder  vermindert  wird,  so 
können  wir  uns  darauf  beschränken,  sie  in  dem  Intervall  (0,  2 7t)  zu 
studieren.     Bekanntlich  ist 

.  px 

8m    8  /  -i-  1\ 

sin  (#•+ 1)  x  +  sin  (n  +  2)  x  -\ f-  sin(«  +  p)  x  = sin  In  +    T   )  x- 

sin  — 
2 

Daraus  folgt,  wenn  man  eine  positive  Zahl  a  so  klein  als  man  will  fixiert 
und  x  in  (a,  2%  —  a)  wählt, 

|  sin  (n  -f  1)  £  +  sin  (n  +  2)  x  +  •  •  •  +  sin  (w  +  p)  x  |  < 


Mithin  hat  man  (§  192) 

I  /    \|     ^       *** 


a 

sin  — 
2 


a 

Bin  — 
2 


Wenn  also  die  positive  Zahl  s  gegeben  ist  und  man  v  groß  genug 
wählt,    damit   ay<*sin-r-  wird,    so   wird    \<Pn(x)\<*    sein  ftr  w^v. 

Also  konvergiert  die  betrachtete  Reihe  gleichmäßig  in  jedem  Intervall, 
welches  kein  Vielfaches  von  2%  enthält. 

321.  Theorem  HL  Wenn  für  x  =  a  die  Glieder  einer 
gleichmäßig  konvergenten  Reihe  endliche  Grenzwerte  haben, 
so  hat  auch  die  Summe  der  Reihe  einen  endlichen  Grenz- 
wert, der  gleich  der  Summe  der  Grenzwerte  der  Glieder  ist. 

a)  Um  einen  bestimmten  Fall  zu  haben,  betrachte  man  die  Grenz- 
werte rechts  von  a  und  trenne  ein  beliebig  kleines  Intervall  (a,  a  +  A) 
von  dem  Intervall  ab,  in  welchem  die  Reihe  gleichmäßig  konvergiert. 
Auf  Grund  dieser  Konvergenz  ist  es,  wenn  e  positiv  und  beliebig 
klein  gegeben  ist,  immer  möglich  v  derart  zu  bestimmen,  daß  für 
n  >  v 

mithin 

1 9>„(*')  ~  ».(*") X  *  • 

ist  für  zwei  beliebige  Werte  x  und  x\  die  dem  Intervall  (aya  +  h) 
angehören.  Man  fixiere  n  und  bemerke,  daß,  wenn  x  nach  a  kon- 
vergiert, die  Summe  fn(x)  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe  einem  end- 
lichen Grenzwert  zustrebt,  der  gleich  der  Summe  der  Grenzwerte 
von  ttj ,  «^ ,  . . . ,  un  ist.     Man  kann  daher  immer  h  so  klein  werden 
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lassen,  daß  man  hat  |/i,0O  """/"«(Ol  <*!"*•  Daraus  folgt,  wenn  man 
mit  f(x)  die  Summe  der  Reihe  bezeichnet,  daß  man  hat 

\f(af)  -  f(x")  |  £  \fn(f)  -  fn(x")  |  +  1 9u&)  -  9n(x")  |  <  c 

für  jedes  Paar  von  Werten  von  x  und  x'\  die  in  (a,  a  +  h)  gewählt 
sind.  Also  hat  (§  264)  fix),  wenn  x  von  rechts  nach  a  konvergiert, 
einen  Grenzwert  f(a  +  0). 

b)  Dies  vorausgeschickt  wollen  wir  beweisen,  daß  dieser  Grenz- 
wert gerade  die  Summe  der  Reihe  ist,  die  aus  den  Grenzwerten  der 
Glieder  der  gegebenen  Reihe  gebildet  ist.    Man  hat 

n  n 


(4)     m  -2i*i(* + o)  -21  ( *'(*)  -  u<(a + °) )  +  vni*)- 


i  i 

Wenn  s  positiv  und  beliebig  klein  gegeben  ist,  so  existiert  eine  Zahl 
v  derart,  daß  für  n  >  v  immer  |  (pn(x)  |  <  -$-  s  ist  für  alle  Werte  von  x, 
die  (a,  a  -f  h)  angehören.  Unter  Festhaltung  von  n  lasse  man 
nun  x  nach  a  konvergieren.  Da  u{(x)  nach  u{(a  -f  0)  konvergiert,  so 
hat  man  für  genügend  kleines  h 


n 

i 


< 


3 


mithin  auf  Grund  von  (4) 


m-2  tt«(°+°) 

i 


<**. 


Wenn  man  daher  beachtet,  daß  auch  f(x)  —  f(a  +  0)  dem  absoluten 
Betrage  nach  kleiner  als  —  gemacht  werden  kann,  und  zwar  derart, 
daß  es  auch  so  bleibt,  wenn  x  sich  a  unbegrenzt  nähert,  so  hat  man 


f(a  +  0)  -'2*t(a  +  0) 


£\f(a  +  Q)-f(x)\  + 


V, 


m  -2iu<(a + °) 


<B. 


Also  ist  f(a  +  0)  -  ux(o  +  0)  +  «,(«  +  0)  +  ^{a  +  0)  -\ . 

322.  Theorem  IV.  Wenn  eine  Reihe  von  stetigen  Funk- 
tionen gleichmäßig  konvergiert,  so  ist  die  Summe  der  Reihe 
eine  stetige  Funktion. 

In  der  Tat  ist 


/•(<*)  -2M'(")'     Ka  ±  °)  =2  M«(°  ±  °)- 


r 


ü  s**— sss 


Reihen  von  Funktionen. 


259 


Die  zweite  Gleichung  kann  man  auf  Grund  der  gleichmäßigen  Kon- 
vergenz und  des  vorigen  Theorems  behaupten.  Andererseits  hat  man 
wegen  der  Stetigkeit  der  Glieder 

Ui(a)  -  u4(a  ±  0),     mithin    f(a)=>f(a±0). 

Also  ist  f(x)  eine  stetige  Funktion. 

323.  Theorem  V.  Wenn  die  Derivierten  der  Glieder  einer 
konvergenten  Reihe  von  Funktionen  eine  gleichmäßig  kon- 
vergente Reihe  bilden,  so  ist  die  Summe  dieser  Reihe  die 
Derivierte  der  Summe  der  ersten  Reihe. 

Wir  beschränken  uns  darauf,  z.  B.  die  rechtsseitigen  Derivierten  zu 
betrachten,  und  bemerken  folgendes:  Wenn  a  dem  Intervalle  angehört, 
in  welchem  die  gleichmäßige  Konvergenz  stattfindet,  und  man  h  hin- 
reichend klein  wählt,  damit  a  +  h  in  dasselbe  Intervall  fällt,  so  kann 
man  immer  zu  jeder  positiven  Zahl  a  eine  von  x  unabhängige 
Zahl  v  finden  derart,  daß  für  n  >  v 


2«d 

«+1 


<i« 


ist  für  alle  Werte  von  x,  die  in  (a,  a  +  h)  gewählt  sind.    Daraus  folgt 


»+i 


< 


OD 


2S'(«) 


»+1 


+ 


»+1 


<±* 


Man  setze  nun  zur  Abkürzung 


<l|iit.(q  +  ^)~ut(a) 


-««»} 


und  bemerke,  daß  man  bei  Anwendung  des  Lagrangeschen  Theorems 
(§  306)  auf  die  Summe  der  Zuwachs  Verhältnisse ,  die  in  den  n  —  v 
letzten  Gliedern  auftreten,  erhält 


*+i 


wo  |  größer  als  a  und  kleiner  als  a  +  h  ist.    Hat  man  nun  v  in  der 
vorhin  angegebenen  Weise  fixiert,  so  ergibt  sich  zunächst 


2K(S)-«»} 


<H 


Bemerkt  man  ferner,  daß 

lim    ' v    T   /—   -  —  -  —  wt.  (a) 


A  =  0 


17* 
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ist,  so  kann  man  h  hinreichend  verkleinern,  damit  !<*, |<i«  wird. 
Daraus  ergibt  sich  '  6n  |  <  £  für  beliebig  großes  n  und  beliebig  kleines 
positives  h.  Läßt  man  jetzt  unter  Festhaltung  von  v  und  h  in  6U 
den  Index  n  ins  Unendliche  wachsen,  so  erhält  man  wegen  der  Kon- 
vergenz der  beiden  betrachteten  Reihen 


1 


^«; 


mithin  ist 


lim  f^+^'-m  =  Jy  («), 


d.  h.  f\a)  «  <(a)  +  <(a)  +  <(a)  +  •  • . . 

324.  Bemerkungen,  a)  Die  letzten  drei  Theoreme  füllen  zum 
Teil  die  in  den  §§  263,  267,  285  gelassenen  Lücken  aus,  insofern  sie 
uns  unendlich  viele  Fälle  angeben,  in  welchen  die  den  Grenzwert 
oder  die  Stetigkeit  oder  die  Derivierbarkeit  einer  Summe  von 
Funktionen  betreffenden  Sätze  bestehen  bleiben,  obwohl  diese  Funk- 
tionen in  unendlicher  Anzahl  vorhanden  sind.  Damit  ist  aber  nicht 
ausgeschlossen,  daß  jene  Sätze  auch  in  andern  Fallen  gelten  können. 

b)  Jede  stetige  Funktion  ist  durch  eine  gleichmäßig  konvergente 
Reihe  darstellbar.  In  der  Tat,  man  bilde  irgend  eine  Folge  von 
Zahlen    «, ,  a2f  «s ,  .  .  . ,    die    nach    Null    konvergieren,    und    setze 

ui  =  t \x  +  a\)  und  un  —  f(x  +  **«•)  ~  f(x  +  a«-i)'  Die  Summe  der  n 
ersten  Glieder  der  Reihe  ut  +  m,  +  Mj  +  •  •  •  ist  fn{x)  =  f(x  +  aj,  und 
man   hat   lim  fn(x)  =  f(x).     Also   ist  die   Reihe  konvergent  und  ihr 


n  —  cd 


Rest  <pn(x)  =  f(x)  —  fix  +  aH).  Dies  vorausgeschickt  kann  man  immer, 
wenn  die  positive  Zahl  £  beliebig  gegeben  ist,  auf  Grund  des  Cantor- 
schen  Theorems  (§  279),  da  f(x)  stetig  ist,  h  derart  bestimmen,  daß 
die  Differenz  f(x)  —  f{x")  absolut  genommen  kleiner  als  £  ist,  sobald 
|  x  —  x"  .  <  h.  Daraus  fol^t,  wenn  man  v  hinreichend  groß  wählt,  da- 
mit immer  ,  an  <  //  bleibt  für  n  >  v,  \  <pn(x)  ,  <  £  für  eben  diese  Werte 
von  n,  die  größer  als  die  von  x  unabhängige  Zahl  v  sind.  Die 
stetige  Funktion  f(x)  ist  auf  diese  Weise  dargestellt  als  Summe  der 
gleichmäßig  konvergenten  Reihe 

c)  Dagegen  sagt  uns  das  Theorem  IV,  daß  eine  unstetige  Funk- 
tion niemals  durch  eine  gleichmäßig  konvergente  Reihe  von  stetigen 
Funktionen  darstellbar  ist.  So  bietet  z.  B.  die  Summe  der  Reihe  (2) 
eine  gewöhnliche  Unstetigkeit  links  von  x  *»  1,  und  dies  genügt^  um 
behaupten  zu  können,  duß  die  Reihe  nicht  gleichmäßig  konvergiert 
Man   darf  aber   nicht   glauben,    daß    umgekehrt   die    nicht   gleich- 
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maßige  Konvergenz  ein  sicheres  Anzeichen  von  Unstetigkeit 
für  die  Summe  der  Reihe  ist.  Es  genüge  das  Beispiel  der  Reihe  (3), 
welche  als  Summe  die  stetige  Funktion  x  hat,  während  sie  nicht 
gleichmaßig  konvergiert. 

d)  Analog  zeigt  das  Theorem  V,  daß  die  gleichmäßige  Konver- 
genz der  delirierten  Reihe  hinreichend  ist,  um  behaupten  zu  können, 
daß  die  Derivierte  der  Summe  der  ursprünglichen  Reihe  existiert  und 
gleich  der  Summe  der  Derivierten  ihrer  Glieder  ist.  Aber  diese  Be- 
dingung ist  nicht  notwendig,  da  es  Reihen  gibt1),  die  man  glied- 
weise derivieren  darf,  obwohl  die  zugehörigen  Reihen  der  Derivierten 
nicht  gleichmäßig  konvergent  sind.  Es  ist  ferner  leicht  ein  Beispiel 
für  eine  Reihe  zu  geben,  bei  welcher  die  gliedweise  Derivation  nicht 
erlaubt  ist  So  hat  die  Reihe  (1)  die  Summe  1,  und  man  erhält, 
indem  man  deriviert,  die  Relation  1  =  (1  —  x)  +  (x  —  x*)  +  (x* — xs)  H — , 
die  für  rc=  1  unrichtig  ist.  Das  rührt  eben  von  der  nicht  gleich- 
mäßigen Konvergenz  der  letzten  Reihe  her. 


Bntwiokelnngen  in  Potensreihen. 

325.   Von  besonderer  Wichtigkeit   ist  für  uns   die  Darstellung 
der  Funktionen  durch  Potenzreihen: 

(5)  f(x)  =  a0  +  axx  +  a^x*  +  a^x*  +  •  •  • 

Für  solche  Reihen  ist  grundlegend  das  folgende  Theorem:  Eine 
Potenzreihe  konvergiert  absolut  und  gleichmäßig  in  dem 
Intervalle  (—  a,  a),  höchstens  die  Grenzen  ausgeschlossen, 
wenn  für  x  «=  a  ihre  Glieder  ein»  endliche  Wertmenge  bilden. 
Man  bemerke  in  der  Tat,  daß  die  Reihe  sich  betrachten  läßt  als  ent- 


x    .  x* 


standen  aus  der  Reihe   1  +  — h  -  j  +  •  •  • ,   indem  man  deren  Glieder 

mit  den  Großen  a0,  axa}  o^«2, ...  (die  nach  der  Voraussetzung  sämt- 
lich absolut  genommen  kleiner  sind  als  eine  feste  Zahl)  multipliziert. 
Da  diese  Reihe  in  (—  a,  a)  mit  Ausschluß  der  Grenzen  absolut  und 
gleichmäßig  konvergiert  (§  320,  a),  so  läßt  sich  das  Gleiche  von  der 
vorgelegten  Reihe  behaupten  (§  318).  Offenbar  kann  die  angegebene 
Bedingung  erfüllt  sein,  wenn  die  Reihe  an  einer  Grenze  des  Inter- 
valles  nicht  konvergiert;  denn  es  kann  bei  unendlich  zunehmendem  n 
auch  vorkommen,  daß  anan  endlich  bleibt.  Es  ist  aber  sicher,  daß 
jene  Bedingung  immer  erfüllt  ist,  wenn  die  Reihe  an  einer  Grenze 
konvergiert  Unter  dieser  Voraussetzung  kann  man  nämlich  wegen 
lim  ana*  =  0  zunächst  zu  der  beliebig  gegebenen  positiven  Zahl  V  die 

1)  Siehe  ein  Beispiel  in  dem  „Räsurne*  du  Cours  d' Analyse"  von  Mansion, 
p.  266. 


kleinste  ganze  Zahl  v  bestimmen  von  der  Beschaffenheit,  daß  für  n  >  v 
immer  \anan\<,l'  ist,  und  dann  eine  hinreichend  große  Zahl  I  finden, 
damit  man  für  n<^v  hat  ana"  <(;  und  es  ist  klar,  daß  auch  für 
beliebiges  «  sein  wird  ]  a„a"  |  <  l,  da  V  <.  |  ara'  |  <  /  ist.    Daraus  folgt, 


daß  die  Reihe,  wenn 

(—  a,  et)    konvergiert,    auch 


Grenzen  des  Intervall 
n  dem  ganzen  Intervalle  kon- 
vergiert mit  Ausschluß  höchstens  der  anderen  Grenze,  und 
zwar  ist  ihre  Konvergenz  in  diesem  Intervalle  gleichmäßig,  höchstens 
die  Grenzen  ausgeschlossen. 

896,  Konvergenzradiaa.  Es  kann  vorkommen,  daß  keine  posi- 
tive Zahl  «  existiert  von  der  Beschaffenheit,  daß  die  Reihe  (5)  für 
x  =  a  konvergent  ist.  In  diesem  Falle  ergibt  sich  sofort  aus  dem 
letzten  Theorem,  daß  die  Reihe  nur  für  x  =  0  konvergiert  (dies  gilt 
für  die  Reihe  mit  dem  allgemeinen  Glied  >i\.r")  Es  kann  dagegen 
auch  vorkommen,  daß  es  Zahlen  a  gibt,  so  groß  als  man  will, 
in  welchem  Falle  die  Reihe  für  alle  Werte  von  x  konvergent  sein 

wird  (es  genüge  das  Beispiel  der  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 
ist).  Wenn  aber  für  einen  Wert  von  a*  die  Reihe  nicht  konvergent 
ist,  so  ist  die  Menge  der  positiven  Zahlen  «  notwendig  endlich  und 
besitzt  daher  (§  172)  eine  obere  Grenze  o,  welche  kein  Maximum  zu 
sein  braucht.  Es  bilden  daher  die  Werte  von  x,  welche  eine 
nach  den  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe  konvergent 
machen,  ein  Intervall  (—  p,  p),  an  dessen  Grenzen  die  Konvergenz 
jedoch  aufhören  kann,  während  sie  im  Innern  immer  absolut  und 
gleichmäßig  ist  Die  beiden  am  Anfang  betrachteten  Fälle  lassen  sieb 
dem  allgemeinen  Falle  unterordnen.  Sie  entsprechen  den  Annahmen 
i)  ■  (>  und  i>  -  ■-  "v.  In  allen  Fällen  heißt  die  Zahl  p  etat 
genzradius  der  betrachteten  Reihe.     Bei  den  Reihen 


si. 


2$ 


hat  man  p  =  1,  d.  h.  das  Konvergenz iutervall  ist  bei  den  drei  Reihen 
(—1,1),  Während  man  aber  bei  der  ersten  beide  Grenzen  aus 
schließen  muß  und  bei  der  zweiten  nur  die  obere  Grenze,  konvergiert 
nur  die  dritte  in  dem  ganzen  Intervall.  Mit  iiniiern  Worten,  die 
Werte  von  X,  welche  die  drei  Reihen  konvergent  machen,  haben  hei 
der  ersten  Reihe  kein  Minimum  und  kein  Maximum,  bei  der  nraftM 
nur  ein  Minimum,  und  lassen  bei  der  dritten  ein  Minimum  und  < 
Maximum  zu. 

327.    Bestimmung  von  p.     Wird  die  Existenz  der  Zahl 


§§  327—338  Entwickelungen  in  Potenzreihen.  263 

zugelassen,  so  läßt  sich  leicht  beweisen,  daß  dieselbe  gerade  der  Wert 
des  Konvergenzradius  ist.  Man  betrachte  in  der  Tat  die  aus  den  ab- 
soluten Betragen  un  =  j  ano^  |  der  Glieder  der  Reihe  (5)  gebildete 
Reihe  und  bemerke,  daß  für  unendliches  n 


Um  -^-  =  Um 
u. 


«n-1 


X 


ist.  Bekanntlich  ist  (§  210,  a),  wenn  \x\<q  ist,  die  Reihe  der  u 
konvergent,  und  es  konvergiert  daher  (§  230)  die  Reihe  (5)  absolut. 
Daraus  folgt,  daß  der  Konvergenzradius  nicht  kleiner  als  q  ist.  Er 
kann  auch  nicht  größer  sein  als  q,  sonst  gäbe  es  in  dem  Konver- 
genzintervall Werte  von  x  >  q,  f  ür  welche  die  Konvergenz  der  Reihe  (5) 
absolut  wäre,  wie  das  im  Innern  des  genannten  Intervalls  immer  der 

Fall  ist,  während  andererseits  wegen  lim >  1   die  Reihe  der  abso- 

Un-1 

luten  Betrage  der  Glieder  divergent  wäre  gegen  das  Theorem  von 
Dirichlet.     In  analoger  Weise  zeigt  man,  daß,  wenn  die  Zahl 

q  =  lim 


n  =  ao    y\On 

existiert,  dieselbe  der  Wert  des  Konvergenzradius  ist.     Man  braucht 
nur  zu  bemerken,  daß  für  unendliches  n 


l™  Vun  -  lim  V\  anaf  j  -  -|i 

ist,  und  die  vorigen  Betrachtungen  zu  wiederholen,  indem  man  das 
Theorem  des  §  213  zu  Hilfe  nimmt.  Auf  diesem  Wege  gelangt  man 
auch  in  indirekter  Weise  dazu,  die  notwendige  Identität  (vgl.  142,  b) 
zwischen  den  betrachteten  Grenzwerten  zu  konstatieren.  Wenn  diese 
Grenzwerte  nicht  existieren,  so  kann  man  auf  das  folgende  Theorem 
rekurrieren. 

328.  Theorem  von  Hadamard.  Wenn  die  Zahlen  Y\an\  für 
n  —  1,  2,  3,  . . .  eine  endliche  Menge  bilden,  so  mißt  die  in- 
verse  Zahl  ihres  größten  Grenzwertes  den  Konvergenzradius 
der  Reihe  a0  +  c^x  +  a^x*  -\ .  *) 

In   der  Tat,   wenn  man   den  genannten  Grenzwert,    der   immer 

existiert  (§  175),  mit  —  bezeichnet,  so  ist  bekanntlich  (§  178)  von 
den  Ungleichheiten 

VW\<h  VW\>r        (r<7<*) 

die  erste  für  alle  Werte  von  n  erfüllt,  die  großer  als  eine  bestimmte 

1)  „Sur  le  rayon  de  convergence  des  senes  ordonnees  suivant  les  puissances 
d'une  variable14  (Comptes  rendus  de  l'Acadämie  de  Paris,  1888,  p.  259). 


Ki'ihoiientwicki'liingen 

Zahl   sind,  die  zweite   für   gewisse  Werte  i 

sind.     Nimmt  man  nun  in   der  gegebenen   Baute, 

Glied  w,  =  an3?  ist,  an  |i[<p,  so   kann   man  zwischen  \x\   und  i 

eine  Zahl  q<j  einschalten.     Wählt  man  ferner  l  derart,   daß  q  =— 

ist,  so  hat  man  von  einem  bestimmten  Wert  von  »  ab  immer 

VW\-\*\-V\K\«i<i,  K!<s*. 

und  die  vorgelegte  Reihe  konvergiert  daher  absolut,  da  ihre  Glieder 
dem  absoluten  Betrage  nach  schließlich  kleiner  sind  als  die  ent- 
sprechenden Glieder  der  konvergenten  geometrischen  Progression 
1  +  '/  +  ?'  +  ■■■  ■  Wenn  dagegen  |  x  |  >  p  ist,  so  kann  man  V  derart 
wählen,  daß  1  =  \  x  \  •  t'  ist,  und  man  wird  immer  noch  Werte  von  * 
antreffen,  für  welche 

ist.  Daraus  folgt  in  diesem  Falle,  daß  die  Reihe  nicht  konvergent 
ist,  da  die  für  die  Konvergenz  notwendige  Bedingung  lim ».  =  0 
nicht  erfüllt  sein  kann.  Also  ist  g  die  obere  Grenze  der  Werte  von 
[  x  | ,  für  welche  die  betrachtete  Reihe  konvergiert.  Man  bemerke 
schließlich,  daß  es,  um  p  =  oo  zu  haben,  notwendig  und  hinreichend 
ist,  daß  der  größte  Grenzwert  (nnd  folglich  auch  der  klein*: 
wert)  von  ^ja,,|  null  ist.  Also  ist  lim  y'\  a,  |  =  0  die  notwendige 
und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  Reihe 

(%  +  fyz  +  a,z*  +  ■  •■ 
für  alle  Werte  von  x  konvergiert. 

329.    Derivation.      Wir   gehen   jetzt   dazu    über,    die    aus    den 
Derivierten  der  Glieder  der  Reihe  (6)  gebildete  Reihe  zu  betrachten: 

(6)  <j{x)  -  o,  +  2a,x  +  30,*»  +  4o4«»  +  •  •  • . 

Der  Konvergenzradius  n'  dieser  Reibe  kann  nicht  größer  sein  als 
der  Radius  p  der  Itfihe  (5),  da  mit  unendlich  zunehmendem  n  das 
allgemeine  Glied  iio.j*-'  der  Reihe  (6)  schließlich  absolut  genommen 
immer  größer  ist  als  das  Glied  a^x*  der  Reihe  (5).  Andererseits 
lege  man  x  irgend  einen  positiven  Wert  |  bei,  der  kleiner  ist  als  p, 
aber  beliebig  nahe  an  9  liegt,  nnd  man  wähle  eine  Zahl  «  zwischen 
|  und  p.  Da  die  Reihe  fö)  für  x  =  a  konvergent  ist,  so  hat  man 
timft.«"-0,  mithin  (§318)  konvergiert  die  Reihe  (6)  in  (-£,5) 
absolut  und  gleichmäßig,  da  man  sich  denken  kann,  daß  sie  aus  der 
Reihe  1  -f  2  *  +  3^,'  +  ■  ■  ■,  deren  Konvergenz  (S  980, 
absolut  und  gleichmäßig  ist,  durch  Multiplikation  mit  den  Größen 
o,,  «,«,  Oj«*,  . .  .   entstanden    ist,   welche   eine   endliche  Wertraenj 
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bilden.  Also  kann  q  nicht  kleiner  sein  als  q.  Daraus  folgt,  daß 
die  Reihe  (6)  dasselbe  Konvergenzintervall  wie  (5)  zuläßt,  höchstens 
mit  Ausschluß  der  Grenzen,  in  welchen  die  Derivation  begreiflicher- 
weise Divergenz  oder  Unbestimmtheit  hervorrufen  kann,  während  im 
Innern  unverändert  die  absolute  und  gleichmäßige  Konvergenz  be- 
stehen bleibt  Auf  Grund  dieser  Gleichmäßigkeit  können  wir  be- 
haupten (§  323),  daß  g(x)  die  Derivierte  von  f(x)  ist;  und  da 
dieser  Schluß  f&r  jede  Potenzreihe  gilt,  so  wird  es  erlaubt  sein,  ihn 
auf  die  Reihen  anzuwenden,  die  man  durch  successive  gliedweise 
Derivation  der  Reihe  (6)  erhält,  sodaß  man  hat 

1  8 

r(*)-^»(«-i)(»-2)^*-», ... 

8 

Aus  diesen  Relationen  und  aus  (5)  ergibt  sich  sofort  für  x  =  0 
f(0)  =  a0,   /*(<>)  =  «i,   r(0)  =  2ai>  f(0)  =  6a,,    ..., 

und  man  gelangt  auf  diese  Weise  zu  dem  wichtigen  Schluß:  Wenn 
eine  Funktion  f(x)  durch  eine  Potenzreihe  darstellbar  ist, 
so  ist  diese  notwendig 

(7)     m  -  m  +  f  f  (0)  +  £|f  (o)  +  r^r  (0)  +  •  •  • . 

Wir  besitzen  somit  bereits  eine  Regel  zur  Entwickelung  einer  ge- 
gebenen Funktion  in  eine  Potenzreihe.  Aber  wir  haben  noch  nicht 
das  Recht  sie  anzuwenden,  da  uns  ein  Kriterium  fehlt,  welches  uns 
jedesmal  der  Legitimität  einer  solchen  Entwickelung  versichert.  Diese 
Lücke  wird  sofort  ausgefüllt  werden. 

330.  Formeln  von  Taylor  und  Mac-Laurin.  Man  kann  (7) 
eine  allgemeinere  Form  geben,  indem  man  zunächst  f(x)  in  fix  +  a) 
und  dann  x  in  x  —  a  verwandelt.  Auf  solche  Weise  erhält  man  die 
Entwickelung  von  f(x)  in  eine  Reihe,  die  nach  den  Potenzen  von 
x  —  a  fortschreitet: 

(«)  /•(*)-/f(«)+^r(a)+(£f#V'(«)  +  ^-V>)  +  ---. 

Um  Aber  die  Legitimität  einer  solchen  Entwickelung  entscheiden  zu 
können,  ist  man  immer  berechtigt  zn  setzen 

(9)  f(x) -/•(«) + ^/»  +  &=fr («)+•••+ ^9-^-i)(«)+ä, 

und  dem  Rest  Rn  die  Form  zu  geben 

n       (s  —  q)>(s) 
■""=BB    (n  —  1)!*    ' 
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wo  v  eine  beliebige  positive  Zahl  ist  und  qp  eine  gewisse  Funktion 
von  x,  die  auch  von  n  und  von  v  abhängt.  Wir  wollen  die  Existenz 
der  n-ten  Derivierten  von  f(x)  in  einem  ganzen  Intervall,  in  welches 
a  fällt7  zulassen  und  in  diesem  Intervall  für  den  Augenblick  eine 
andere  Zahl  b  fixieren,  um  dann  die  Funktion 

+  (n-l)!,»W 

zu  betrachten.  Nach  (9)  hat  man  F(a)  =/%(6),  und  es  ist  ferner  er- 
sichtlich, daß  F(b)  —  f(b)  ist.  Also  nimmt  die  Funktion  F(x)  an 
den  Grenzen  von  (a,  b)  gleiche  Werte  an,  und  ihre  Derivierte  muß 
daher  (§  303)  für  einen  Wert  £,  der  in  diesem  Intervall  liegt, 
verschwinden.     Nun  gibt  eine  leichte  Rechnung 

Drückt  man  daher  aus,  daß  diese  Funktion  f Ür  x  —  £  den  Wert  0 
annimmt,  so  findet  man  den  Wert  von  <p(b)]  und  endlich  erhält 
man,  nachdem  man  wieder  x  an  die  Stelle  von  b  gesetzt  hat, 


wo  £  zwischen  a  und  x  enthalten  ist.     Setzt  man  S  =  (l  —  0)a-\-0x, 
wobei  0  zwischen  0  und  1  enthalten  ist,  so  kann  man  auch  schreiben 


Die  Formel  (9),  vervollständigt  durch  diesen  Ausdruck  des  Restes, 
heißt  die  Taylorsche  Formel.  Im  besondern  findet  man  für  v  *■  n 
und  v  =■»  1  die  folgenden  Ausdrücke  für  den  Rest,  welche  bezüglich 
von  Lagrange  und  von  Gauchy  herrühren: 

Die  Form  von  Lagrange  ist  unzweifelhaft  die  einfachste,  gestattet 
aber  nicht  immer  sich  von  dem  Verhalten  von  Rn  Rechenschaft  zu 
geben,  wenn  n  unendlich  zunimmt.  Man  greift  alsdann  zu  der  Form 
von  Cauchy.  Aber  auch  diese  ist  in  manchen  Fällen  nicht  hin- 
reichend, und  man  ist  dann  gezwungen,  sich  der  allgemeinen  Form 
zu  bedienen.  Jedenfalls  hat  man,  wenn  eine  Funktion  f{x)  gegeben 
und  der  eine  oder  andere  Ausdruck  von  Rn  gebildet  ist,  und  wenn 
man  erkennt,  daß  derselbe  für  unendliches  n  nach  Null  konvergiert, 
das  Recht,  f(x)  in  eine  Reihe  nach  der  Formel  (8)  zu  entwickeln. 
Im  besondern  gelangt  man  für  a  =  0  wieder  zu  der  Entwickelung  (7). 
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Wir  können  aber  jetzt,  indem  wir  in  (9)  a  =  0  setzen,  mit  größerer 
Genauigkeit  und  Allgemeinheit  schreiben,  auch  wenn  f(x)  nicht  durch 
eine  Potenzreihe  darstellbar  ist, 

(io)  rt*)-rt<>)+ yr«>)  +  £r  (o)  +  •  •  •  +  ^Tfifo-m  +  *„, 

wo 

Rn-£f<"K6x)   oder    En  =  ^,(1  -  e)-*fV(6x) 

oder  allgemeiner 


jB-  =  (^I)T7(1-e)""^")(öaj) 


n 


ist  Die  Formel  (10),  vervollständigt  durch  einen  von  diesen  Aus- 
drücken des  Restes,  ist  die  Mac-Laurinsche  Formel.  Wenn  wir 
nun  auf  das  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  Gesagte  Bezug 
nehmen,  so  erkennen  wir,  daß  wir  dahin  gelangt  sind,  in  der  Unter- 
suchung von  Rn  für  unendliches  n  ein  Mittel  zu  besitzen,  um  ge- 
gebenen Falles  zu  beurteilen,  ob  die  Entwickelung  (7)  legitim  ist. 

331.  Bemerkungen,  a)  Man  glaube  nicht,  daß  die  Konvergenz 
der  Reihen  von  Taylor  oder  von  Mao-Laurin  genügt,  damit  die  ent- 
sprechenden Entwickelungen  legitim  seien.  Es  kann  z.  B.  sehr  wohl 
vorkommen,  daß  die  Reihe  (7)  konvergent  ist,  aber  nicht  f(x)  dar- 
stellt. Man  muß  in  der  Tat  beachten,  daß  Rn  nicht  der  Rest  der 
Reihe  ist,  sondern  einfach  die  Differenz  zwischen  f(x)  und  der 
Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe  (7),  und  daß  daher  nichts 
hindert,  daß  Rn  für  unendliches  n  einem  Grenzwert  g(x)  zustrebt, 
der  nicht  beständig  gleich  Null  ist,  in  welchem  Falle  die  Reihe 
nicht  f(x),  sondern  f(x)—g(x)  darstellen  würde.  Da  die  Ent- 
wickelung von  f(x)  —  g  (x)  nur  in  der  einen  durch  (7)  angegebenen 
Weise  statthaben  kann,  so  ist  g{x)  keine  beliebige  Funktion,  sondern 
so  beschaffen,  daß  sie  für  x  «=  0  mit  allen  ihren  Derivierten  ver- 
schwinden muß;  und  gerade  diese  Verpflichtung,  unendlich  vielen  Be- 
dingungen zu  genügen,  macht  die  Existenz  derartiger  Funktionen  g 
äußerst  schwierig.     Man   hat  jedoch  ein   einfaches   Beispiel   in   der 

_JL 
stetigen  Funktion  g(x)  =  e  *,  welche  für  x  =  0  notwendig  gleich 

Null  ist.     Zunächst  bemerke  man  unter  Berufung  auf  ein  früheres 

Resultat  (§  312,  a),  daß 

0'(O)  -]im9ix)-9{0)  =  limar  ^  =  lim  z^e-  -  0 

*  =  0  X  x  =  0  «  =  • 

ist  Es  ist  feiner  leicht  zu  zeigen,  daß,  wenn  für  x  =  0  die  Funktion 
(jW  null  ist,  auch  ^K"+1)  verschwindet.  In  der  Tat  führen  die  successiven 
Derivationen  von  g  für  x  ^  0  zu  Resultaten  von  der  Form 
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und  es  ist  daher 

^•+i>(0)-UmJg,^ar<a  +  1>e  *  =  J£41im*  *    e-  =  0. 

b)  Eine  andere  Bemerkung  erweist  sich  in  verschiedenen  Fallen 
als  nützlich,  insofern  sie  die  direkte  Prüfung  des  Verhaltens  von  Rn 
für  unendliches  n  überflüssig  macht.  Wir  haben  gesagt,  daß  es,  um 
über  die  Legitimität  der  Entwickelung  (7)  sicher  zu  sein,  unerläßlich 
ist  zu  konstatieren,  nicht  daß  die  Reihe  konvergiert,  sondern  daß  Rm 
der  Null  zustrebt.  So  oft  es  nun  aber  gelingt,  sich  zu  vergewissern, 
daß  die  n-te  Deri vierte,  mag  auch  n  unendlich  zunehmen,  in  dem 
Intervalle  (0,  x)  endlich  bleibt,  ist  jene  Bedingung  erfüllt  und  die 
Entwickelung  legitim.  Um  dies  zu  beweisen,  braucht  man  sich,  da 
der  absolute  Betrag  von  f^n)(6x)  bei  zunehmendem  n  eine  feste  Zahl 

nicht  übertreffen  kann,  nur  daran  zu  erinnern  (§  147),  daß  —  nach 
Null  konvergiert. 

332.  Übungen,  a)  Die  n-te  Derivierte  von  f(x)*=*(?  ist  fW(z)*=f, 
eine  in  jedem  Intervalle  und  für  jedes  n  endliche  Funktion  (da  sie  von  n 
nicht  abhftngt).  Es  ist  also  unnötig  den  Ausdruck  von  Rn  zu  unter- 
suchen, da  wir  auf  Grund  der  letzten  Bemerkung  a  priori  sicher  sind, 
daß  Rn  nach  Null  konvergiert,  wenn  n  ins  Unendliche  zunimmt.  Nun 
hat  man  f<n\0)  =  1  und  folglich  (vgl.  §  184) 

X  X  X  X 

^  =  1  +  "f  +  i7~2  +  1    2    3  +  12    3    4  "* 

für  jeden    Wert  von  x.      In   analoger  Weise    erhält   man    die  folgenden 
Entwickelungen : 

X  X  X  X 

008^  =  1-  —  +  ^ ,       sin*-*-  —  +- . 

b)  Für  f(x)  =  e*co*aco8(xsma)  oder  f(x)^et0<masin(xsma)  ist, 
wie  wir  wissen  (§  292,  e),  bezüglich 

/W(s)  =  «■""•cos^a  +  ssina),     fln)(x)  —  e»00iasin(na  +  rrsina), 

sodaß  fin)(Ö)  =  cos  na  bezw.  f^n)(0)  =  sin  na  ist,  mithin 

x  x%  x% 


e^^^cosfosina)  =  1  +  «cosa  +  «— ^  cos  2a  +  H    0   Q  cos  3a  +  • 

N  1  X  •  £  X  •  £  '  O 

X  X  X 

exco,asin(x8ina)  —  —  sina  +  7—5 sin  2a  +  «    0   Q  sin  3a  +  •  •  • 

X  1  1*6  l'fi'O 


Diese  Formeln  schließen  die  früheren  ein  für  a  — «  0  und  a  —  -^  •  Man 
findet  ferner  die  Entwickelungen  von  e'coso;  und  e*sinx,  wenn  man 
a  am  T   8e^  un<*  x  ^  x V%  verwandelt,  u.  s.  w. 
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c)  Für  f{x)  «  log  (1  +  x)  erhält  man 


/»w-(-ir-*=3S.  ^-«=3 


*-l 


Mithin  ist 


log  (1  +  x)  -  x  -  £  +  £ +  (-  1)»  ^  +  Bn , 

wo 


'» 


Mr-  (rr^)" oder  *» =  ( i+g/  GrÄ j 


ist  Für  s  >  1 ,  wie  flbr  x  <^  —  1 ,  können  wir  uns  die  Untersuchung 
der  Ausdrücke  des  Bestes  ersparen,  da  man  direkt  sieht  (§  218,  a),  daß 

in  diesen  Fallen  die  Reihe  nicht  konvergiert.      Nimmt  man  an,    daß   x 

x 
nicht  größer  als  1,  aber  positiv  ist,   so  ist  das  Verhältnis       .  fl     kleiner 

als  x  <  1,  mithin  bleibt  seine  n-te  Potenz  endlich,  während  —  nach  Null 

konvergiert     Daraus  folgt   bei  Anwendung  der  ersten  Form  des   Bestes 

lim  Ru  =*  0 .     Dagegen  muß  man  für  ein  #,  welches  größer  als  —  1 ,  aber 

negativ  ist,  zu  der  zweiten  Form  des  Bestes  greifen,  da  die  erste  nicht 

erkennen  läßt,  wie  sich  Rn  fax  unendliches  n  verhält     Da  nun  aber  die 

i  l  —  fl  i 

Verhältnisse   „   .  A     und    «   ,  A      bezüglich  kleiner  als  ^— : —    und    als    1 

1  -f-  UX  1  -f-  UX  °  1  -f-  X 

bleiben,  während  #"  nach  Null  konvergiert,  so  ist  auch  in  diesem  Falle 
offenbar  limi^«  0.  Also  ist  (vgl.  §  186)  in  dem  Intervalle  (—1,  1) 
mit  Ausschluß  der  unteren  Grenze 


x*    .    x9       x4 


log(l  +  x)  =  x  -  y  +  y  —  y  H 

d)    Um    die    Funktion   y  —  arctga    in    eine    Beihe    zu    entwickeln, 
wollen  wir  uns  daran  erinnern  (§  292,  e),  daß  die  n-te  Derivierte 

(n  —  1)! eoS"y  •  sinn  \y  +  yj 

ist     Der  Best  der  Mac-Laurinschen  Beihe   in    der  Form    von    Lagrange 

xn 
ist  das  Produkt  von  —  mit   einer  Größe,    die    endlich   bleibt  ohne  nach 

Null  zu  konvergieren,  folglich  konvergiert  Rn  nach  Null  nur  in  dem  Falle, 
wo  der  absolute  Betrag  von  x  die  Einheit  nicht  übertrifft.  Unter  dieser 
Voraussetzung  liefert  die  Formel  von  Mac-Laurin 

Diese  Formel  ist  benutzt  worden,  um  n  zu  berechnen.  An  den  Grenzen 
des  Konvergenzintervalls  liefert  sie 

SSS      I       —      -  -— -     -4"     ■■    —    —    — i-     ■■4»     •     ■    • 

4         L  3^6  7   ^  » 

kann  aber  so  nicht  zu  der  genannten  Berechnung  dienen,  da  die  Beihe 
sehr  langsam  konvergiert.    Es  würden  24000  Glieder  nötig  sein  (§  196,  c), 


Iloihe  n  en  t w  ie  ke !  u  ngen . 

-  Decira  abstellen  genau  m  erhalten.     Eine  sehr  vorteilhafte  Forme] 
i  worden.     Es  sei  tga  =  {,  mithin 
!  f>  I  120        ,     ,      1 

Wenn    man   bemerkt,  daß   tgia   die   Einheit  etwas   übertrifft,   wird 

ß  sehr  klein  ist.      Übrigens  ist 

na      _^  ._'_ 


daiu  geführt  za  setzen  4c  =  -'-  +  p\ 

tg4« 


ist,  so  hat  man 

£-r +  — l 

100*  ~         / 

•  .+  ■) 


tg4«+l" 

Da  also    —  •=  4n  —  0  =  4  arctgy  —  arctg- 

_  16/,  *        ,       i' 

W         6  \  aiOO"1"  5-100* 

~ö7121  "*"  S-fiT121T 

Unter  Benutzung  dieser  Formel  gelang  es  W.  Shanks  «  bis  auf  70" 
Dezimalstellen  zu  berechnen.  Die  ersten  30  kann  man  sich  leicht  mit 
Hilf»  der  folgenden  Verse  merken: 

IJue  j'  aime  ä  faire  appreudre  uti  noiubre  utile  aui  sagest 

Immortel  Archimäde,  aridste  Ingenieur, 

Qui  de  ton  jugement  peut  priser  la  valeur? 

Pour  moi  ton  probleme  eilt  de  parells  avantages. 

Wenn  man  jedes  Wort  durch  die  Anzahl  der  Buchstaben  ersetzt,  welche 
es  bilden,  so  findet  man 

nr  =  3,141592653589793238462043383279 
Zwei  weitere  Ziffern  kann  mau  hinschreiben,  wenn  man  sich  an  die  Be- 
merkung von  Catalan1)  erinnert,  daß  eine  solche  poetische  ArU.H  tkti 
fortgesetzt  werden  könnte,  weil  nach  einer  weiteren  5  eine  Null  auftritt 
Viel    nützlicher  ist  es    aber,   eineu  Näherungswert  von  n  zu  km 

geometrisch  verwerten  kamt.  So  findet  man,  wenn  man  sich  in 
n*  =  9,8696044  ...  auf  die  vier  ersten  Decimal stellen  beschrankt,  für  * 
den  Wert  0,26  ■  yT46  =  3,141591953  ,  .  . ,  dessen  geometrische  Deutung 
(unter  Benutzung  der  Bemerkung,  daß  14C  =  5*  4-  11*  ist)  eine  durch- 
Rektifikation  des  Kreises*)  gibt,  insofern  mau  sich 
bei  ihrer  Anwendung  um  ungefähr  ein  Millimeter  irren  würde  aul 
i  Kilometer  Durchmesser, 
e)  Wir  stellen  uns  schließlich  noch  die  Aufgabe,  (1  +  x)m  in  eine 
Potenzreihe  zu  entwickeln.     Die  M-te  Derivierte  dieser  Funktion  ist 


1)  „Nouvelle  Correepondance  mathcmatir|ue",  t.  V,  p.  1* 

2)  Sie  wurde  vorgeschlagen"  von  Specli  t  in  „Crelle»  Journal'',  Bd.  IM,  8.  8 
Kine    andere    Konstruktion ,    welche    für   n    den    weniger    angenäherten    Wert 
4  —  8^9  +  11/3  +  i[/  Ü  =  »,14377    ..  liefert,  i»t  kürzlich  vorgeschlagen  worden 
von  U.  Peirce  im  „IMletin  of  the  American  Math  «oeiely"  iJulv,  IB01,  p  4 


§  S32  Entwickelangen  in  Potenzreihen.  271 

f(*)(x)  =  m(m  -  1) (m  -  2)  . . .  (m  -  n  +  1)(1  +  x)m~n , 
mithin  gibt  die  Formel  (7) 

(11)     (1+i)»-Hti+     ^.2   >x>+  1-2A8 **»  +  •••, 

so  oft,  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  als  konvergent  vorausgesetzt,  außer- 
dem für  unendliches  n  ist  limJ2w  =  0.  Wir  werden  sogleich  sehen,  daß 
diese  Bedingung  immer  erfüllt  ist,  wenn  die  Reihe  konvergiert,  voraus- 
gesetzt, daß  die  linke  Seite  eine  Bedeutung  hat,  zu  welchem  Zwecke  man 
ausschließen  muß,  daß  tn  =  0  und  gleichzeitig  x  =  —  1  ist.  Wir  werden 
auch   ein  für  allemal  beiseite  lassen  den  trivialen  Fall  m  =  0,  da  man 

sofort  sieht,  daß  (11)  in  diesem  Falle  besteht,  welches  auch  x^  —  1 
sein  mag.  Dies  vorausgeschickt'  nehmen  wir  den  Rest  in  der  Form  von 
Cauchy  an: 

*„, = ..(i  + »,)--. .  (i^)-'— y-8";;,r-'V 

Man  beachte,  daß  2?„+1  auf  diese  Weise  in  drei  Faktoren  zerlegt  ist, 
deren  letzter  das  allgemeine  Glied  der  zu  dem  Exponenten  m  —  1  ge- 
hörigen Binomialreihe  ist,  einer  Reihe,  die  (§322)  für  \x\  <  1  bei  be- 
liebigem m  konvergiert,  ferner  auch  für  x  =  —  1  und  m  j>  1 ,  sowie  für 
x=  1  und  m  >  0.  In  allen  diesen  Fällen  bleiben  die  beiden  ersten 
Faktoren  endlich,  während  der  dritte  als  allgemeines  Glied  einer  konver- 
genten Reihe  der  Null  zustrebt,  und  es  ist  daher  limÄJI+1  =  0.  Wir 
haben  also  nur  noch  die  Fälle  zu  untersuchen,  in  welchen  die  zweite 
Reihe  nicht  konvergent  ist,  während  die  erste  konvergiert.  Es  sind  dies 
iwei  Fälle,  die  den  Annahmen  x  =  —  1  mit  0  <  m  <  1  und  x  =  1  mit 
—  1  <  m  <  0  entsprechen.  Im  ersten  Falle  enthält  der  Ausdruck  von 
Rn+x  im  ersten  Faktor  (1  — -  ff)1*"1,  und  man  kann  nicht  mehr  sicher 
sein,  daß  derselbe  endlich  bleiben  wird,  da  der  Exponent  m—  1  negativ 
ist  und  0,  wenn  es  auch  kleiner  als  1  bleibt,  sich  der  1  unbegrenzt 
nähern  könnte,  wenn  n  unendlich  zunimmt.  Im  zweiten  Falle  ist  es  der 
dritte  Faktor,  der  nicht  mehr  nach  Null  konvergiert,  da  sein  absoluter 
Betrag 

(.-=)(.-=).  ..(,-=)>,_„(,+>+...+£) 

mit  n  ins  Unendliche  wächst.  In  diesem  letzten  Falle  (x  =  1)  hilft  man 
sich  sofort,  indem  man  En  in  der  Form  von  Lagrange  annimmt: 

R     =  rn(1R  —  1)(W  —  2)'  •(™-n+l),1  Q\m-". 

1  *  2  •  3  •  •  •  ft  ^  ' 

Der  Faktor  (l  +  ö)m~w  bleibt,  wie  auch  0  mit  n  variieren  mag,  zwischen 
0  und  1  enthalten,  während  der  andere  Faktor  als  allgemeines  Glied  der 
betrachteten  Reihe  nach  Null  konvergiert.  Also  ist  lim  Rn  —  0.  In  dem 
andern  Falle  (x  =  —  l)  endlich  kann  keine  von  den  beiden  speziellen 
Formen  des  Restes  dazu  dienen,  zu  erkennen,  daß  derselbe  nach  Null 
konvergiert     Nimmt  man  in  der  Tat  den  allgemeinen  Ausdruck 


BL 


,-(-!)-+'(!  -er-- - 


[» 


-»)» 


-8)  --■(—») 


IS 


so    sieht    man    sofort.,   daß    man    nicht   rieher   HÜ    ksnil,    '.lull  der  Fakto 
(1  _  0)»-'    endlich    bleibt,    außer    wenn    v  <  m  <  I    ist.       Setet 
w  —  «t,  so    fallt   0    heraus,   uod    man    gelangt   zur   genauen  Kenntnis  de 
Kestes : 

Offenbar  hat  man,  da  m  positiv  und  kleiner  als    1    ist, 

-«.'->(' +  t)('  +  ?)-  ■•(»  +  ")  >'  +  -(>  +  !+••• 

und   es   ist    daher   limi^,.,  —0.      Wir   haben   also    nicht  nur 

als  Spezialfall  von  (ll)Fürs=  —  Isu  schreiben 

w       w(«-l)       M(W-i){m-2)  _ 

1    "•"        I    8  1    88  T  V| 

was    auch    m  >  0  sein    mag,    sondern    wir    erkennet)    auch,   daü    die 

Gleichung  sozusagen  der  Grenzwert  der  Identität 

m     mn-i)  _        „(M-i)...(B,-w  +  i) 
,  r       2  ■  ■■  i 

-('-?)  fr-« 

R}r   unendliches  «  ist. 

333.  Andere  nützliche  Anwendungen  lassen  sich  von  der  Taylor 
sehen  Formel  in  der  Theorie  der  numerischen  Reihen  machen.  Es  8 
die  Reihe  »,+  «,  +  «,+  ••■  mit  abnehmenden  positiven  Gliedern  l" 
geben,  und  wir  wollen  uns  eine  Funktion  f(x)  denken,  die  bei  wachse 
dem  x  beständig  abnimmt  und  dabei  für  JP—  1,  2,  3,  .  ,  ,  die  Warb 
"jj  "s»  un  •  •  ■  erhält.  Wir  woUen  ferner  annehmen,  daß  m;in  rtM 
f(x)  eine  primitive  Funktion  F(x)  kennt.  Diese  nimmt  mit  x  1 
ständig  zu,  da  (§  300)  ihre  Deriviertc  positiv  ist,  und  konvergiert  dahe 
(§  263)  für  unendliches  x  nach  einem  endlichen  oder  unendlichen 
Grenzwert.  Wenn  wir  nun  mit  a  und  ß  zwei  bestimmte  Zahlen  i 
Intervalle  (»i  —  1,  «)  nnd  (w,  «  +  1)  bezeichnen,  so  hat  man 
;••(»)  -  P(«  -  1)  -  f(a),  F(»  +  1)  -  *•(»)  _  f(ß),  rt«i  >».>  fit), 
mithin 

F(»+l)-jP{l)<ul  + «,  +  «,  +  •-.  +  «.  <F(«i 

Daraus   folgt,   daß  die   Reihe   ul  +u3  +  ut-\ konvergent   od« 

divergent  ist,  je  nachdem  F(x)  für  unendliches  x  nach  eine 
endlichen  Grenzwert   oder  nach  Unendlich   konvergiert, 
der  Tat,    im    ersten    Falle    bleibt    die   Summe    ihrer    »    ersten  Glied* 
während    sie    wächst,    kleiner   als    / -  > ,.  |        !'"■.    welches    der  Vorai 
setzung    nach    einen    endlichen    Grenzwirrt    zuläbt.     Im    zw-ntm    \-'». 
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muß  die  genannte  Summe,  da  sie  größer  als  F(n  + 1)  —  F(l)  ist, 
welches  gleichzeitig  mit  n  unendlich  zunimmt,  a  fortiori  über  alle 
Grenzen  wachsen.  Dieses  bemerkenswerte  Konvergenzkriterium 
verdanken  wir  Cauchy. 

334.  Die  Formel  von  Taylor  bietet  uns  jetzt  ein  Mittel,  immer 
mehr  in  das  Studium  der  gegebenen  Reihe  einzudringen,  auch  wenn 
die  Glieder  nicht  abnehmend  aufeinanderfolgen.  Vor  allem  wollen 
wir  folgendes  Theorem  von  Franel1)  beweisen:  Wenn  mit  unend- 
lich zunehmendem  x  die  als  einzig  vorausgesetzte  Deri- 
vierte  von  f(x)  nach  Null  konvergiert,  indem  sie  ein  be- 
stimmtes Vorzeichen  bewahrt  und  dem  absoluten  Betrage 
nach  abnimmt,  so  hat  der  Ausdruck 

(12)  t*i  +  w»  +  u»  H +  un-i  +  iM«  —  F(n) 

für  unendliches  n  einen  endlichen  Grenzwert  l.     In  der  Tat 

kann  man   diesem  Ausdruck  die  Form   vl+vi  +  v9-\ \-vn   geben, 

indem  man  setzt 

t>.-f(n-l)-f(n)  +  l{/-(n-l)  +  /-(n)}; 

und  andererseits  erhalt  man,  wenn  man  die  Formel  (9)  anwendet  und 
dabei  die  erste  Form  des  Restes  benutzt, 

F(n-$  -  F(n-l)  +  ±f(n-l)  +  */», 

F(n-\)  =  F(n)-±an)  +  $f(ß), 

wo  a  und  ß  zwei  bestimmte  Zahlen  sind,  die  bezüglich  in  der  unteren 
und  in  der  oberen  Hälfte  des  Intervalles  (n  —  1,  n)  gewählt  sind. 
Daraus  folgt  sofort,  wenn  man  die  beiden  obigen  Werte  von  F(n  —  $) 
einander  gleich  setzt, 

Auf  diese  Weise  bietet  sich  uns  vt  + 1?2  +  v8  H ,  wenigstens  von 

einem  bestimmten  Gliede  ab,  in  Form  einer  Reihe  mit  abwechselnd 
positiven  und  negativen  Gliedern  dar,  die  dem  absoluten  Betrage  nach 
bestandig  abnehmen  und  nach  Null  konvergieren.    Daraus  folgt  (§  195), 

daß  vt  +  v%  +  vB-\ eine  konvergente  Reihe  ist,  und  ihre  Summe  l 

stellt  gerade  den  Grenzwert  des  Ausdruckes  (12)  dar.     Bemerkt  man 

nunmehr,   daß  die  Summe  vw+i  +  t;ll+,H immer  zwischen  0  und 

~~~i/"(n)  bleibt,  so  kann  man  schreiben 

(13)  !«,  +  u,  +tt,+  . .  •  +  un  =  F(w)  +  if(n)  +  |rW  +  l, 

wo  0  zwischen  0  und  1  enthalten  ist  Diese  Formel  ist  sehr  nütz- 
lich für  die  angenäherte  Auswertung  mancher  Summen.  Aber  in  jedem 
Falle  wird  ™  nötig  8ein  .„+7+ •-+.  +  •••  direkt  zu  untergehen, 

1)  „Interm&Liaire  des  Mathämaticiens",  t.  I,  p.  284. 

Ccttro,  Anmlyti».  18 
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um  eine  größere  Annäherung  zu  erhalten.    Wir  werden  in  der 'Tat 

sehen,  daß  es,  wenn  man  in  (13)  Qn  an  Stelle  von  —f(n)  setzt,  sehr 

leicht  gelingt,  jedesmal  einen  befriedigenderen  Näherangsausdruck 
für  Qn  aus  der  direkten  Betrachtung  des  äquivalenten  Ausdruckes 
~"  (vn+i  +  vn+t  +  ' '  0  herzuleiten.  Übrigens  kann  in  dem  allgemeinen 
Falle  die  Taylorsche  Formel  analoge  Gleichungen  wie  (13)  liefern, 
die  immer  genauer  sind.  In  der  Tat  braucht  man  nur  in  der  ge- 
nannten Formel  zwei  Glieder  mehr  zu  nehmen,  um  dazu  geführt  zu 

werden  in  (13)  ^  -f'(n)  durch  j^ffa)  ±  Tfif"\n)  zu  Götzen*  voraus- 
gesetzt, daß  die  bereits  fQr  f  gemachten  Voraussetzungen  sich  auf 
/""  übertragen. 

335.  Beispiele,  a)  Mit  Hilfe  des  in  §  333  bewiesenen  Kriteriums 
von  Cauchy  gelingt  es  sehr  rasch  (vgl.  §  204),  die  Divergenz  der  Reihen 
zu  konstatieren,  die  durch  die  allgemeinen  Glieder 

11  1 

n  '     n  log  n '     n  log  n  log  log  n ' 

definiert  sind.  Man  braucht  nur  zu  bemerken,  daß  diese  Funktionen  für 
unendliches  n  abnehmend  nach  Null  konvergieren,  und  daß  sie  die  primi- 
tiven Funktionen 

log  n,     loglogn,     logloglogn,  .  . . 

zulassen,  die  mit  n  unbegrenzt  zunehmen.  Aus  dem  Franelschen  Theorem 
kann  man  noch  weitere  Angaben  über  die  genannten  Reihen  erhalten. 
So  kann  man  z.  B.  sicher  sein,  daß  die  Zahl 

ton  (l  +  1 +  -J-  +  ...+ 1 -log») 

existiert;  und  in  der  Tat  wissen  wir  bereits  (§  183),  daß  diese  Zahl  nichts 
anderes  als  die  Eulersche  Konstante  0  =  0,577215664901  ...  ist.  Ebenso 
existiert  die  Zahl 

deren  Wert  sich  auf  anderem  Wege  berechnen  läßt  und  0,794678645453 . . . 

ist1). 

b)  Mit  Hilfe  der  Formel  (13),  wenn  man  sie  in  der  allgemeineren 
Form 

(14)  M,  +  «,+  «,+  •  •  •  +  »„  =  F(n)  +  \f(n)  +  9.  +  1 

nimmt,  kann  man  in  der  angenäherten  Auswertung  der  linken  Seite  noch 
weiter  gehen.  Für  un  =  hat  man  z.  B.  f(n)  =  - ,  F(n)  =>  log «,  l  -■  C, 
und   es   bleibt   nur   noch    die   Summe   gn  =  —  (vn+i  +  vn+t  "^  *  * ")   *UB" 


1)  „Intermediaire  des  Matkumaticiens",  t.  V,  p.  101. 
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zuwarten,  von  der  wir  vorläufig  nur  wissen,  daß  sie  nach  Null  konvergiert, 
wenn  n  unendlich  zunimmt.     Im  vorliegenden  Falle  ist 

and  da  (§  219) 

l0g  n^l  "  2  \2n  — 1  +  8(2  n—1)«  +  6(2n—  I)*  ^        / ' 

T  \*^1  ~t"n)sm2  \2w— 1  "*"  (2n— 1)'  "*"  (2n  — l)6  +    *  */ 
ist,  so  sieht  man  sofort,  daß 

V»  "  4  \8(2n  — l)s  +  6(8n  —  l)ft  +  7(2n  — 1)T  "*        / 
ist,  mithin 

°<vn<  8(2n  — 1)  \(2n  —  1)"  +  (2n—  1)«  +  (2n  —  l)e  ^        J 

und  endlich  (§  247,  a) 

n  ^      ^      2n~1  JL  /      1       __  1\ 

U  ^  V"  ^  12 n»(n  —  1)"  ""  12  \(n  —  1)»       n«/  ' 

Also  ist  0  <  —  Qn  <    3  , ,  und  man  sieht  daher,  wenn  man  mit  0  eine 

zwischen  0  und  1  enthaltene  Zahl  bezeichnet,  daß  die  Summe  der  n 
ersten  Glieder  der  harmonischen  Reihe 

(15)  ^„-logn  +  ^-j^  +  C 

ist.  Auf  diese  Weise  sind  wir  z.  B.,  wenn  wir  nach  der  Summe  der 
ersten  100000  Glieder  gefragt  werden,  jetzt  imstande  zu  antworten,  daß 
die  gesuchte  Summe  12,090146  ...  ist.  Wir  brauchen  nämlich  nur  in  (15) 
auf  der  rechten  Seite  n  =-  106  zu  setzen.  Für  n  =  10  dagegen,  in  welchem 
Falle  man  die  linke  Seite  direkt  berechnen  kann,  liefert  die  Formel  (15), 
wenn  man  überdies  6  —  1  setzt,  C  mit  fünf  genauen  Decimalstellen. 

c)  Wenn  **„  —  logn  ist,  so  kann  man  F(n)  =  n  log*»  —  n  setzen,  da 
die  Derivierte  von  x\ogx  —  x  gleich,  log  x  ist.     Die  Zahl 

lim   (log(n!)  —  (n  +  ±)log»  +  n) 

existiert  auf  Grund  des  Theorems  von  Franel,  und  wir  werden  im  folgen- 
den ihren  Wert  l  berechnen  und  finden  l  —  log  y2n.  Um  inzwischen  die 
Formel  (14)  anzuwenden,  bemerken  wir,  daß 

~~  V»  ""  ~~  *  +  \n "~  T/  l0g n=l  "  8(1»  — l)1  +  6(2n— l)4  +  7(2n-l)e  + " " 
ist,  woraus  sich  ergibt 

U^      *»^  8  V(2n—  1)»  ^  (2n—  1)«  ^       /        12\n  — 1        n) 

18* 


und  fol  glich  0  <  pn  <  t=-  •     Jetzt  wird  die  Formel  ( 1 1 ) 
(16)  log  (n!)  =  («  +  *)  log n  -  n  +  £-  +  log  V*x , 

und  daraus  leitet  man  durch  Übergang  von  den  Logarithmen  m  den  Z 
die  bekannte  Formel  von  Stirüng  (§  221)  ab. 

Asymptotische  Auswertung  der  Potenzreiben. 

336.  Konvergiert  das  Verhältnis  von  zwei  Funktionen  nach  1, 
wenn  die  unabhängige  Veränderliche  ins  Unendliche  wächst  oder  wenn 
die  Funktionen  bei  der  Annäherung  derselben  an  einen  endlichen 
Grenzwert  über  alle  Grenzen  wachsen,  so  sagt  man,  daß  eine  der 
Funktionen  asymptotisch  zur  andern  ist.  Hat  man  eine  Funktion 
<p0  gefunden,  die  zu  einer  gegebenen  Funktion  /'  asymptotisch  ist, 
und  gelingt  es  eine  andere  ui,  zu  finden,  die  zu  /'  —  <pa  asymptotisch 
ist,  darauf  eine  weitere  tpt,  die  zu  f  —  to~  <Pt  asymptotisch  ist,  und 
so  fort,  so  erhält  man  eine  asymptotische  Darstellung  der  gegebt 
Funktion : 

ax)  =  ni*) + *(*) + %(*) + ■  •  ■  ■ 

Diese  Gleichung  ist  in  einem  konventionellen  Sinne  zu  verstehen  ab 
die  Zusammenfassung  der  folgenden,  deren  Bedeutung  uns  bekannt  ist 


Um 


fr) 

<r,.<" 


1,    lim 


1,     lim'- 


Offenbar  sind  die  Funktionen  g>„,  y, ,  <pt>  ■  •  BO  beschaffen,  daß 
Verhältnis  einer  jeden  zu  der  vorhergehenden  den  Grenzwert  0  hat 
Gelangt  man  also  bei  der  successiven  Bildung  der  Funktionen  <p 
einer  Konstanten,  so  haben  die  folgenden  Funktionen  alle  den  Grenz- 
wert 0.  Dies  alles  ist  anwendbar  auf  den  Fall  einer  Veränderlichen, 
die  durch  ganzzahlige  Werte  ins  Unendliche  wächst,  ond  dies  ist 
sogar,  wie   wir  sogleich  sehen   werden,  ein  besonders  wichtiger  Fall 

817.    Beispiele.      a)    Früher  (§  314,  j)    haben    wir    gesehen,    daß 

xF(x)    der  Einheit    anstrebt,    wenn  x   von   rechts   nach  Null   konvergiert 

Dies  läßt  sieb  auch  so  ausdrucken:  Auf  der  rechten  Seite  von  Null 

ist  r{x)  asymptotis 

Hm(r(«)- 


ist,  so  kaun  man  die  asymptotische  Gleichung  schreiben  r{x)  — ' 

Man  stellt  dieselbe  aber  einfacher  auf,  indem  man  rix  -f-  l)  in  eine 
reibe  entwickelt  und  dann  alles  durch  j  dividiert 


Bemerkt  man  ferner,  daß 
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b)  Um  Beispiele  für  asymptotische  Entwickelnden  von  Funktionen 
einer  ganzzahligen  Veränderlichen  zu  haben,  braucht  man  nur  zu  den 
Gleichungen  (15)  und  (16)  zurückzukehren,  indem  man  sie  in  folgender 
Weise  schreibt: 

log(rt!)  —  nlog»  —  n  +  —  logn  +  log|/2*  +  j^  H 

Wie  man  sieht,  konvergiert  das  Verhältnis  jedes  Gliedes  auf  den  rechten 
8eiten  zu  dem  vorhergehenden  Gliede  nach  Null,  wenn  die  Veränderliche 
unbegrenzt  zunimmt.  Die  Entwickelnden  könnten  ins  Unendliche  fort- 
gesetzt werden,  ohne  daß  man  sich  irgendwie  mit  ihrer  Konvergenz  zu 
beschäftigen  braucht;  denn  sie  sind  nicht,  wie  die  gewöhnlichen  Reihen- 
entwickelungen1), das  Resultat  eines  einzigen  Grenzüberganges,  sondern 
sie  implizieren  unendlich  viele  derartige  Übergänge,  die  nacheinander 
ausgeführt  werden. 

c)  Aus  der  Formel  von  Stirling  läßt  sich  leicht  eine  Eigenschaft  her- 
leiten, die  es  nützlich  ist  sich  zu  merken  wegen  des  häufigen  Gebrauchs, 
den  wir  von  ihr  machen  werden:    Der  Koeffizient  von  z"  in  der  Ent- 

wickelung    von  ist   asymptotisch    zu       -      In    der    Tat 

hat  man  V*~*  V*n 

6  —  16' 

1.3.6 (2n  —  1)  1.2.3...2n  (2n)l         e    Un  1 

2.4.6..  .2n        =(2.4.6...2n)«=34"(w!)fSS3     y^     "  y^  +  '  " ' 

1.8.6      .(2n-1)^t!        - 

9.      A.     A  v«  T 


2.4.6.. .2n 


«3«        -.-.--..--  y  <x 

d)  Zu  einer  anderen  interessanten  Gleichung,  die  wir  in  kurzem  be- 
nutzen werden,  gelangt  man,  indem  man  versucht  die  Gesamtzahl  der  Divi- 
soren der  n  ersten  ganzen  Zahlen  asymptotisch  auszuwerten  oder,  wenn 
man  mit  6(n)  die  Anzahl  der  Divisoren  von  n  bezeichnet,  die  Summe 
0(1)  +  0(2)  +  •  •  •  +  0(n).     Wir  gehen  von  folgender  Bemerkung  aus: 

0  im  allgemeinen 

1,  wenn  n  durch  p  teilbar  ist. 

Summiert  man  alle  diese  Ausdrücke,  während  p  die  Reihe  der  ganzen 
Zahlen  bis  zu  v  =  [yn]  durchläuft,  so  erhält  man  die  Anzahl  der  Divi- 
soren von  ft,  die  nicht  größer  als  |/n  sind,  d.  h.  im  allgemeinen  £0(n) 
und  wenn  n  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  -J-Ö(n)  +  \.     Daraus  folgt: 

#(1)  +  #(,)  +  ■  ■  ■  +  6(n)  =  2%    2  ([p]  "  [~])  "  "• 

As=  1  J9=  1 


[7]  -  Frl  " 


1)  Auch  für  diese  ist  eine  allgemeinere  Betrachtungsweise  von  Peano  an- 
gegeben worden  in  den  „Atti  dell'Accademia  delle  Scienze  di  Torino",  1891. 
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Inzwischen  reduziert  sich  die  Doppelsumme,  die  auf  der  rechten  Seite  auf- 
tritt, leicht  auf 

Also  ist 

0(1)  +  6(2)  +  . . .  +  0(„)  -  22}[j]  ~  *" 
und  folglich 


#--i  -*■ 


>(!)  +  fl(2)+-.+0(n)       k 


n 


»(».-■^)-?  +  i««?-iS"(f-[f])- 


,»        LP 


Da  man  andererseits  hat 

1  \»     *• 


so  ist  klar,  daß  für  unendliches  n 

<-'.  «-iS'e-e-])-« 


ist.     Also  ist 

H»  (»«l.»«  +  1.  +_•<•)  -  log „)  -  2 C  -  1  -  0,15443132 . . . 

Wir  sind  auf  diese  Weise  dazu  gelangt,  die  wichtige  asymptotische  Formel 
von  Dirichlet1)  aufzustellen: 

0(1) +  0(2)  +  -•-  +  0(n)-»log»  +  (2C  —  1)*  +  •-.. 

338.  Wir  wollen  uns  jetzt  speziell  mit  denjenigen  Funktionen 
beschäftigen,  die  in  einem  endlichen  Intervall  (—  Q,  p)  durch  eine 
Potenzreihe  darstellbar  sind.  Wir  wissen  bereits,  daß  diese  Funk- 
tionen stetig  und  sogar  derivierbar  sind,  solange  j#|<p  ist  Da- 
gegen wissen  wir  noch  nicht,  was  für  x  =  ±  q  eintritt,  und  doch 
kann  man  gerade  aus  dem  Verhalten  einer  Reihe  an  den  Grenzen  des 
Konvergenzintervalles  häufig  Nutzen  ziehen  für  die  asymptotische  Aus- 
wertung ihrer  Summe  in  der  Nähe  dieser  Grenzen,  Andererseits 
werden  wir  sehen,  daß  hei  gewissen  Fragen  die  Kenntnis  solcher 
asymptotischen  Ausdrücke  die  Stelle  derjenigen  der  genauen  Summe 
vertreten  kann,  die  fast  immer  unzugänglich  ist.     Wir  schicken  das 


i\  „Journal  de  Liouville",  1866,  p.  369.  Siehe  auch  eine  Mitteilung  von 
St  ieltjes  an  die  Akademie  der  Wissenschaften  tu  Paris  iComptes  rendus,  t  XCVI, 
p.  764V 
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folgende  Theorem  voraus:  Wenn  an  einer  Grenze  des  Konver- 
genzintervalles  eine  Potenzreihe  divergent  ist,  so  wächst 
die  durch  die  Reihe  dargestellte  Funktion  unbegrenzt,  wenn 
die  unabhängige  Veränderliche  vom  Innern  des  Intervalles 
aus  sich  der  betrachteten  Grenze  nähert.  Um  einen  bestimmten 
Fall  vor  uns  zu  haben  und  die  Beweise  zu  vereinfachen,  werden  wir 
immer  die  obere  Grenze  q  betrachten  und  p  =  1  annehmen.  Dies  ist 
erlaubt,  da  man  in  der  gegebenen  Reihe  nur  x  in  qx  zu  verwandeln 
braucht,  um  den  Konvergenzradius  auf  1  zu  reduzieren.     Es  sei 

f{x)  -*a0  +  a1x  +  0,3*  +  -",    a0  +  Oj  +  a,  +  •  •  •  =  oo, 

indem  wir  nötigenfalls  die  Vorzeichen  aller  Koeffizienten  umkehren. 
Es  handelt  sich  darum  zu  zeigen,  daß,  wenn  eine  beliebig  große  Zahl  l 
gegeben  ist,  f(x)  großer  wird  und  bleibt  als  l,  sobald  x  eine  be- 
stimmte Zahl  übertrifft,  die  genügend  nahe  an  1  liegt.  Man  wähle 
V>1,  benutze  die  Divergenz  der  Reihe  a0  +  ax  +  a,  +  •  •  • ,  um  v 
derart  zu  bestimmen,  daß  für  n  >  v  die  Summe  a0  +  ax  +  •  •  •  +  an 
großer  als  V  ist,  und  bemerke  dann,  daß  für  ein  zwischen  0  und  1 
enthaltenes  x 

(«o  +  ai  + h  a,+i)  +  (ao  +  <h  + f-  av+*)x 

+  («o  +  <*i  +  • ' '  +  0,+s)*'  +  •  • '  >  j4^ 
ist  oder 

K  +  «i  +  — I-  <0  +  a,+i  +  av+*x  +  a,+3*'  +  •••>*'. 

Nun  unterscheidet  sich  die  mit  xv+1  multiplizierte  linke  Seite  nicht  von 

(«o  +  «!  +  ••■  +  a,)xV+l~(ao  +  «!*  +  •■•  +  *9a?)  +  f{*\ 
Also  ist 
f(x)  >  a0(l  -  tf*+1)  +  a^{x  -  z*+1)  +  •  •  •  +  av(xv -  x"*1)  +  Vx*+K 

Laßt  man  jetzt  x  unter  Festhaltung  von  v  nach  1  konvergieren, 
so  konvergiert  die  rechte  Seite  nach  dem  Grenzwert  V  und  bleibt 
daher  schließlich  großer  als  die  gegebene  Zahl  l  <V.  A  fortiori 
wird  dann  sein  f(x)  >  l.    Mithin  ist  lim  f(x)  =  oo . 

339.  Theorem.  Zwei  Potenzreihen  mit  positiven  Koeffi- 
zienten seien  für  einen  und  denselben  Wert  x  =  q,  der  an 
der  Grenze  des  gemeinsamen  Konvergenzintervalles  liegt, 
divergent,  und  es  konvergiere  für  unbegrenzt  zunehmendes  n 
das  Verhältnis  der  Koeffizienten  von  xn  nach  einem  Grenz- 
wert Dann  konvergiert  auch  das  Verhältnis  der  durch  die 
beiden  Reihen  dargestellten  Funktionen  nach  demselben 
Grenzwert,  wenn  x  nach  q  konvergiert 


Dies  ist  das  Theorem,  auf  welches  sich  die  asymptotische  Be- 
stimmung der  Potenzreihen  stützt.  Man  reduziere  den  Konvergenz- 
radius auf  1  und  bemerke,  daß  die  Funktionen 

p(x)  —  a0  +  alx  +  a,x*  +  -  ■  ■ ,  i>(x)  =  ba  +  \x  +  \xl  +  ••- 
auf  Grund  des  vorigen  Theorems  unendlich  werden  müssen,  wenn  X 
nach  1  konvergiert.  Dann  erkennt  man,  daß  der  ausgesprochene  Satz 
sozusagen  das  Theorem  von  L'Hospital  (§  310,  b)  für  Potenzreihen 
ist.  übrigens  beachte  man,  daß  im  vorliegenden  Falle  die  Anwendung 
des  Theorems  von  L'Hospital  zu  nichts  führen  wurde,  da  sich  die 
Derivierten  von  <p  und  i>  wieder  in  der  form  von  Potenzreihen  dar- 
bieten, die  für  z  —  1  divergent  sind.  Dies  vorausgeschickt  nehmen 
wir  an,  daß,  wenigstens  von  einem  bestimmten  Werte  von  n  ab,  die 
Koeffizienten  «■„  und  lm  positiv  sind,  und  lassen  die  Existenz  di 
Grenzwertes  l  ihres  Verhältnisses  für  unendliches  n  zu,  so  daß  man, 
wenn  die  positive  Zahl  e  beliebig  gegeben  ist,  eine  Zahl  v  finden 
kann  derart,  daß  für  «  >  v  immer 


ist,  d.  b.  an  zwischen  (/  - 
(für  x  >  0) 


*)»„  und  (l+»)b9  liegt.     Daraus  folgt  auch 


.,*  +  « 


-  - 1  \<  t. 


iVndererseits   hat  aber  bei    Festhaltnng    von  v,  da  tp[ji   uml    f 
wenn  x  nach  1  konvergiert,  über  alle  Grenzen  wachsen,  das  Verhältnis 


f  ..n 


-(«,+„,«+-. ,+«^3 


9W 


i  +  h,tix  +  K+ix*  +  - 


i  +  'S  +  s* +  **+«**  + 

(ho  tlrfiizwert  1.  Man  wird  also  für  jede  positive  Zahl  *  links 
von    l  ein  hinreichend  kleines  Intervall   finden  können,  damit  man  hat 

((-.)(i-0<^|<(i  +  «)(i  +  0 

für  alle  Werte  von  x,  die  in  dem  genannten  Intervalle  gewählt  sind. 
Daraus  folgt,  daß  mau,  wenn  die  positive  Zahl  ij  beliebig  gegeben 
wird,  för  diese  Werte  von  x,  indem  man  z.  B.  t  =  It  =  \  q  <  l  nimmt, 
haben  kann 


I  tM 
I  *w 


i\<n, 


.daß  Um£gU 


3i0.  Wir  sind  jetzt  in  der  Lage,  das  zn  ergänzen,  was  wir  Bbw 
die  Stetigkeit  der  Potenzreihen  in  dem  Konvergonzintervall  gesagt 
nahen,  da  wir  hinzufügen  können,  daß  auch  an  den  Grenzen,  wenn 
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in  ihnen  konvergiert,  die  Reihe  eine  stetige  Funktion  darstellt. 
t  andern  Worten:  Wenn  an  einer  Grenze  des  Konvergenz- 
teryalles  eine  Potenzreihe  die  Summe  l  hat,  so  konver- 
ert  die  dnrch  die  Reihe  dargestellte  Funktion  nach  l, 
>nn  die  unabhängige  Veränderliche  vom  Innern  des  Inter- 
Ues  aus  nach  der  betrachteten  Grenze  konvergiert  Dieses 
chtige  Theorem,  welches  wir  Abel  verdanken,  ist  bereits  vervoll- 
ndigt  durch  das  Theorem  des  §  338.     Es  sei 

f(x)  —  a0  +  <hx  +  0,3*  +  •  •  •,      a0  +  ^  +  o>  +  •  •  •  =  l, 

d  man  nehme  an  l  >  0.  Dies  ist  immer  erlaubt,  da  man  im  ent- 
gengesetzten  Falle  a0  in  geeigneter  Weise  vergrößern  könnte.  Man 
trachte  jetzt  die  Reihe 

(p  (x)  —  a0  +  (a0  +  «i )  x  +  (a0  +  04  +  o, )  x*  +  •  •  • 

d  bemerke  zunächst,  daß  ihr  Konvergenzradius  (§  327)  gleich  1  ist 
tgegen  ist  sie  für  x  =- 1  divergent,  da  ihr  allgemeines  Glied  nach 
>  0  konvergiert  Da  die  Koeffizienten,  wenigstens  von  einem  he- 
mmten Gliede  ab,  alle  positiv  sind,  so  kann  man  das  Theorem 
b  vorigen  Paragraphen  auf  die  Funktion  <p  und  auf  die  andere 
=■  1  +  x  +  rr*  H anwenden.     Man  erhält 

n  (1  —  x)  <p(x)  =*]im(a0  +  1^  +  <%-{ f-  a„),    d.  k  lim  f(x)  —  l. 

-1  RS«  >sl 

341.  Bemerkung.  Man  halte  das  Theorem  von  Abel  nicht  rar 
ident  Man  beachte  in  der  Tat,  daß  in  demselben  die  Gleichheit 
lachen  den  Werten  zweier  Größen  behauptet  wird,  die  in  ihrer  Be- 
utung wesentlich  verschieden  sind: 

lim  fa  +  a^x  +  a^x*  H )    und    lim  (a0  +  ax-\ 1-  aj. 


»=00 


gibt  uns  das  genannte  Theorem  Sicherheit  von  der  Existenz 
b  ersten  von  diesen  Grenzwerten,  wenn  der  zweite  existiert  Es 
nn  aber  sehr  wohl  vorkommen,  daß  dieser  nicht  existiert,  wenn 
r  erste  existiert.     Ein  einfaches  Beispiel  dafür  ist  folgendes: 

lim  (1  —  x  +  a? )  =  i 

i  nicht  existierendem 

lim  (1  -  1  +  •    •  ±  1). 

)rigens  gilt  bei  andern  Reihen  das  Theorem  nicht,  da  die  Zahlen 
lim  fa(x)  +  ^(x)  +  Uifr)  +  - .  •),      lim  (u0(a)  +  ^(a)  + h un(a)) 

ide  existieren  können  ohne  gleich  zu  sein.    Z.  B.  ist 

a  ((#-&*) +  (**  —  s8)  +  (:r8-a4)  +  ...)  =  l,     lim  (0+0+ .+0)-0. 
1  »=00 
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342.  Übungen,  a)  Mit  dem  Theorem  von  Abel  haben  wir  ge- 
wonnen, was  uns  noch  dazu  fehlte,  um  in  viel  rascherer  Weise  zur  voll- 
ständigen Kenntnis  gewisser  Reihenentwickelungen  zu  gelangen  unter  Ver- 
meidung der  Mac-Laurinschen  Formel,  deren  Anwendung  oft  unbequem  ist. 
Um  z.  B.  log  (1  +  x)  und  arctg  x  in  eine  Potenzreihe  zu  entwickeln,  ge- 
nügt die  Bemerkung,  daß  die  Derivierten  dieser  Funktionen 

sind,  und  daß  die  Funktionen  selbst  für  x  —  0  verschwinden.  Man  kann 
dann  schon  auf  Grund  der  Angaben  in  §  329  schreiben 

log(l  +  x)  ■=  x  —  %%*  +  -J«8 ,     arctg«  —  x  —  \of  +  i «*  —  ••• 

in  jedem  Intervalle  (—  a,  a),  wobei  a  beliebig  nahe  an  1  liegt  (aber 
kleiner  als  1  ist).  Jetzt  berechtigt  uns  das  Theorem  von  Abel  die  letzten 
Resultate  auch  auf  den  Fall  a  —  1  auszudehnen  unter  Beachtung  der 
einzigen  Bedingung,  daß  die  Reihen  konvergent  bleiben.  Dies  ist  bei  der 
ersten  Reihe  für  x  =  1  der  Fall  und  bei  der  zweiten  für  x  —  ±  1. 
Also  ist 

log2-l-*  +  i ,     ^-_l-!  +  | 

b)  In  analoger  Weise  kann  man  die  Summe  der  Binomialreihe 
fix)  -  1  +  Tx+     \  g    'x>  +  -^—i-^i '*•+  ■  •  • 

bestimmen  für  alle  Werte  von  x  und  von  m,  für  welche  diese  Reihe  kon- 
vergiert, vorausgesetzt,  daß  nicht  gleichzeitig  x  —»  —  1  und  m  =  0  ist. 
In  der  Tat  hat  man 

/  {x)  =  m\l+    —-x+ — x  + j-^g **+"J, 

ferner  erhält  man  nach  Multiplikation  mit  1  +  x  und  unter  Benutzung 
der  Bemerkung,  daß 

(m  —  1)  (m  —  2)    •  •  (w  —  n  +  1)    ,   (m  —  1)  (m  —  2)  •  •  ■  (m  —  ») 

n! 


ist, 
d.  h. 


-  1)! 

T 

m(m—  1)  •  ■  ■ 

(m- 

~n+l) 

n 

1 

• 

(i  +  *)r'(*) 

—  «•/"(«)  1 

m 

—  . 

X 

Die  linke  Seite  ist  augenscheinlich  die  Deri vierte  von  \ogf(x),  die  rechte 
die  Derivierte  von  mlog(l  +  x),  und  diese  Funktionen  können  sich  daher 
nur  um  eine  Konstante  unterscheiden  (§  307,  b),  die  übrigens  gleich 
Null  ist,  da  für  x  =  0  die  Funktionen  beide  verschwinden.  Mithin  ist 
f(x)  -  (1  +  *)"■. 
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c)  Wir  wollen  jetzt  das  Theorem  in  §  339  dazu  benutzen,  die  Reihe 
f(x)  »  x  +  **  +  x9  +  •  •  •  asymptotisch  auszuwerten ,  die  offenbar  für 
x  —  1  divergent,  aber  links  von  1  konvergent  ist.  Zunächst  betrachten 
wir  die  Funktion 

9{x)  -  [/i]x + [/a]*« + [yiw + •  •  •  +  [ysi^  +  •  •  • , 

die  mit  f(x)  durch  die  evidente  Relation  (1 — x)q>(x)  =*  f(x)   zusammen- 
hingt, und  vergleichen  sie  mit  der  folgenden 

in  welcher  der  Koeffizient  von  x*  lautet  (§  337,  c) 

S-5    ••  (2n+l)        1.3...(2n-l)r  v=2n+l  y^ 

«4    •    2n       ""       2   4       2n       v'*t  L)        y^    "*"  "  \n  ' 

Der  Grenzwert  dfs  Verhältnisses  der  Koeffizienten   von  x"  in  den  beiden 
Reihen  ist  also 

V» 


»s=0O 


Daraus  folgt  auf  Grund  des  angezogenen  Theorems 

lim  (1  -  xjl  <p(x)  -  lim  (1  -  x)±f(x)  -  \Y^t, 

und  man  kann  daher  die  Gleichung  schreiben 


+*+*•+•• --4  l/d^> 


die  links  von  1  asymptotisch  richtig  ist.  Durch  Fortsetzung  der  Rech- 
nung gelangt  man  ohne  große  Schwierigkeit  dazu,  auf  der  rechten  Seite 
den  mehr  angenäherten  Ausdruck  zu  erhalten 


Zu  demselben  Ausdruck  gelangt  man  direkt,  wenn  man  eine  gewisse  Eigen- 
schaft1) von  f(x)  kennt,  die  wir  hier  dem  Leser  zur  Übung  vorschlagen, 
obwohl  sie  sich  nicht  mit  so  elementaren  Hilfsmitteln  nachweisen  läßt, 
wie  wir  sie  jetzt  zur  Verfügung  haben: 

Die  Zahlen  x  und  x,    welche   zwischen  0  und   1    gewählt  sind,    werden 

durch  die  Relation  log  —  •  log  -r  —  ***  gebunden  vorausgesetzt.    Auf  Grund 

x  x 


1)  Gauchy:  „Memoire  sur  la  thäorie  des  nombres"  (1830,  p.  614). 
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derselben  konvergiert  x   nach  Null,  wenn  x  nach  1  konvergiert,  und  unter 
dieser  Voraussetzung  erhält  man  sofort 

fim(*  +  *•  +  *»  +  ••  )Vl=~x  -  1  lim (J^yT^S 

-iy^iimi/^f-iV^. 

0g  ~x 

d)  Die  Reihe  f(x)  =  x  —  x4  +  s9  —  •  •  •  konvergiert  nicht  für  *  —  1, 
aber  dies  hindert  nicht,  daß  ihre  Summe  einem  Grenzwert  zustreben 
kann,  wenn  x  wachsend  nach  1  konvergiert.  Um  diesen  Grenzwert  zu 
finden  bemerke  man,  daß  in  der  Reihe 


fix) 


X  +  x%  +  X*  +  x9  +  X10  + h  x*  +  x*  +  x»  + 


1  —  X 

der  Koeffizient  von  x*  bezüglich  an  —  1  oder  an  —  0  ist,  je  nachdem  das 

größte  in  Yn  enthaltene  Ganze,    d.  h.  v  «-  [yn\,  ungerade  oder  gerade 
ist     Eine  leichte  Rechnung  gibt 

Ferner  erhält  man,  wenn  man  bemerkt,  daß  0  <j »  —  v* ^  2v  ist, 

«,+«,  + «^- ■■■  +  ,,,_     ±  ^n-^' 

n  +  1  a  2n  a 

Dies  vorausgeschickt  genügt  es  die  Reihe 

?(*)  —  aix  +  (at  +  «sO*1  +  («i  +  «i  +  öj)«8  H 

mit 

(j^y,  -  1  +  2*  +  3s*  +  4s8  +  •  •  • 
zu  vergleichen,  um  zu  sehen,  daß  man  hat  lim  (1  —  x)*<p(x)  —»  £-.    Übrigens 

ml 

ist  (1  —  x)*ip(x)  =  /"(s).     Mithin  wird 

lim  (x  —  x1  +  rc9  —  xl*  +  •  •  •)  —  \. 

x=l 

e)  Wenn  verlangt  wird  die  Funktion  /*(«)  —  x  +  i*4  +  •§■«•  +  •  •  • 
auszuwerten,  so  ist  es  zweckmäßig,  die  Reihen 

»(*)-Ä.   ♦(*)-rbl0«rb 

zu  betrachten,  in  welchen  die  Koeffizienten  von  x"  bezüglich  H9  und  Hn 

sind,  wenn  wir  wieder  mit  v  das   größte  in  |/n  enthaltene  Ganze  be- 
zeichnen.    Der  Grenzwert  des  Verhältnisses  dieser  Koeffizienten  ist 

—  «log»         «' 

und  /"(as)  ist  daher  asymptotisch  zu  — -  log    _—  •    Um  weiter  zu  gelangen, 
betrachte  man  die  Funktion 
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f{%)  —  y  log  YZTi  Ä  «i*  +  ^  +  *!**  +  •  • "  > 
in  welcher 

o,  +  0,  +  •••  +  «„  =  *,  -  yh»  =  YC  +  lo*^  +  •  •  • 

und  folglich  a1  +  a8  +  a8  +  ---  =  -J-C  ist.     Mithin  wird  auf  Grund  des 
Theorems  von  Abel 


Jm^-i-log^-ic 


Der  linken  Seite  läßt  sich  eine  andere  Form  geben,  wenn  man  bemerkt, 
daß  für  nach  1  konvergierendes  x 

logl  log-i  x 

ist  Wir  können  also  links  von  der  Einheit  die  asymptotische  Gleichung1) 
schreiben 

x  +  y  a*4  +  y«9  H —  —  y  log  log—  +  y  C. 

f)  Die  Funktion  f(x)  =  l"-1*  +  2"-1**  +  S"-1*?8  +  •  •  •    nimmt 

fftr   x  =  1    den   Wert    l**-1  +  2^"1  +  3"-1  H an,    der   endlich    ist 

(§  212,  a),  wenn  /x  negativ  ist.  Sie  wächst  dagegen  links  von  1  über 
alle  Grenzen  im  entgegengesetzten  Falle,  d.  h.  für  fi  I>  0.  Da  man  weiß, 
daß,  für  p  —  0,  /*(«)  —  —  log(l  —  x)  ist,  so  bleibt  nur  zu  untersuchen, 
was  im  Falle  eines  positiven  p  eintritt,  und  zu  diesem  Zweck  genügt  es 
f(x)  mit 

zu  vergleichen,  indem  man  sich  an  die  Definition  der  Gammafunktion 
erinnert  (§  252,  c): 

r(«  + 1)  -j^(a:+1)(a;+2w)...(a:+w)- 

Man  sieht  sofort,  daß  das  Verhältnis  der  Koeffizienten  von  g"  gerade 
nach  r(ß)  konvergiert,  wenn  n  ins  Unendliche  wächst,  und  es  ist  dalier1): 

lim^"-1*  +  2^lx%  +  3"-1*8  H )(1  -  *>•  -  r(ji). 

Diese  Formel  führt  zu  einer  andern  Betrachtungsweise  der  Funktion  T. 


1)  Sonin:  „8ur  les  polynömes  de  Bernoulli"  (Crelles  Journal,  Bd.  116t 
8.  147). 

2)  Appell:  J3ur  certaines  series  ordonnees  par  rapport  aux  puissances 
croissantea  d'une  variable41  (Comptes  rendus  de  l'Acad&nie  des  Sciences  de 
Paris,  1878). 
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Dem  Ausdruck,   der  auf  der  linken  Seite  erscheint,  läßt  sich  die  Form 
axx  +  0)2*  +  •  •  •   geben,  wenn  man  setzt 

an  -  f*-i  -  i (n  -  l)"-1  +  ^£f^(«  -  2>-1 . 

Das  Theorem  von  Abel  gestattet  uns  dann  r(ji)  als  Summe  der  Beihe 
<*!  +  Oj  +  %  +  •  •  •  auszudrücken,  und  da  man  hat 

fli  +  <4  +  ...  +  o<-^-i_JLpJ(H_1^-i  +  0t-it)»-»)(tl_2>.-»-...t 

so  sieht  man,  daß  man  nach  Verwandlung  von  p  in  2  -f  1  auch  schreiben 
kann1): 

r(x+l)-lim(»«-f(»-l)-  +  ^f^(».-2)--...). 


»=0O 


g)  Zum  Schluß  wollen  wir  die  Formel  von  Dirichlet,  die  in  §  337 
bewiesen  worden  ist,  auf  die  asymptotische  Auswertung  der  Lambertschen 
Beihe  (§  247,  c) 

anwenden.     Wir  wissen  bereits,  daß  man  diese  Beihe  in 

xO(l)  +  x*0(2)  +  s»0(3)  +  •  •  • 

umformen   kann.      Andererseits  legt  es  uns  die  zitierte  Formel  nahe,  die 
Funktion 

i 

für  den  Fall  zu  untersuchen,  daß  x  von  links  nach  1  konvergiert     Die 
Summe  der  n  ersten  Koeffizienten  ist 

0(1).+  0(2)  H +  0(n)  -  (»  +  l)Hn  +  n  -  C»  +  •  •  •, 

mithin  ist  die  Funktion  selbst,  dividiert  durch  C(l  —  jr),  asymptotisch  zu 

SS 

x  +  2x*  +  3x8  +  •  •  •,  d.  h.  zu rs-     Man  hat  also 

Diesen  Ausdruck  verwandelt  man  leicht  mit  Hilfe  einer  Bemerkung,  die 
wir  bei  der  Beihe  von  Sonin  gemacht  haben,  in 

C  —  log  log — 

f(x) —  +  ■•'. 

Man   findet  auf  diese  Weise  den  unendlich  großen  Teil  der  Entwicklung 
von  Schloemilch,  auf  die   wir  früher  (§  247,  d)  hingewiesen  haben,   und 


1;  „Intermädiaire  des  Mathämaticieiis",  t.  VI,  p.  148. 
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derselbe  gentigt,  um  uns  Rechenschaft  zu  geben  von  dem  Verhalten  der 
Lambertschen  Reihe  links  von  der  Einheit  Will  man  jedoch  die  Summe 
dieser  Reihe  mit  einer  gewissen  Annäherung  berechnen,  so  muß  man  die 
vollständige  Entwickelung  kennen: 

C-loglogl       x       legi-       (log]-)8 

.       1  +   4  144  86400 

log  — 

x 


Interpolationaformeln. 

343.  Eine  Funktion  y  =  f(x)  zu  konstruieren  von  der  Be- 
schaffenheit, daß  den  Werten  xlf  x%}  x^,  ...  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen gegebene  Werte  yl}  y%}  yZJ  .  . .  der  Funktion  entsprechen, 
daß  man  also  hat  f(xt)  —  ylf  f(x^)  =  y%,  ffa)  =  y8,  . . . :  dies  ist  das 
Problem  der  Interpolation,  ein  Problem,  welches  natürlich  im  all- 
gemeinen unbestimmt  ist  Wünscht  man  jedoch,  daß  y  eine  ganze 
Funktion  sei,  deren  Grad  Heiner  als  n  ist,  so  wird  es  genügen 
n  Paare  entsprechender  Werte  vorzuschreiben,  damit  die  Funktion 
vollkommen  bestimmt  sei.  Und  in  der  Tat  ist  bereits  aus  den  Ele- 
menten bekannt1)  die  notwendige  Identität  zwischen  zwei  Polynomen, 
die  f&r  Werte  der  Veränderlichen  gleich  sind,  deren  Anzahl  den 
Grad  der  Polynome  übertrifft.  Übrigens  reduziert  sich  dieses  spe- 
zielle Interpolationsproblem,  wenn  man  will,  darauf,  aus  dem  Glei- 
chungensystem 

Oo*«""1  +  «i  V*  +  <hx*~*  + h  *n-tXi  +  ««-i  s  Vi 

(t-i;  2,  3,  ...,») 

die  Werte  der  unbekannten  Koeffizienten  zu  ermitteln,  und  da  die 
Determinante  des  Systems  von  Null  verschieden  ist  (§  27,  d),  so  sieht 
man  sofort  (§  50),  daß  die  Lösung  einzig  ist  Ebenso  ist,  wenn 
lim  xn  =■  0  ist,  das  Problem  bestimmt,  sobald  man  wünscht,  daß  die 

•  =00 

Funktion  in  eine  Potenzreihe  entwickelbar  sei;  es  kann  aber  auch 
vorkommen,  daß  es  in  dieser  Form  keine  Losung  gestattet  Setzt 
man  in  der  Tat  voraus,  daß  zwei  solche  Funktionen  existieren,  so 
muß  ihre  Differenz  a0  +  a^x  +  a^x*  +  •  •  •  für  unendlich  viele  Werte 
von  x  verschwinden,  die  nach  Null  konvergieren,  und  muß  folglich 
wegen  der  Stetigkeit  für  x  —  0  verschwinden  Daraus  folgt  a0  —  0, 
und  wenn  man  bemerkt,  daß  auch  a^  +  &%x  +  ß*00*  +  •  •  •  durch  die- 
selben Werte  von  x  zum  Verschwinden  gebracht  wird,  so  findet  man 
analog  Oj  —  0,  darauf  o^  =  0  und  so  fort,  d.  h.  die  beiden  Funktionen 


1)  Baltzer:  „Elemente  der  Mathematik",  3.  Teil,  §  10. 
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fallen  zusammen.  Eb  ist  ferner  evident,  daß,  wenn  die  Zahlen 
.Vii  Vit  Vi'  •■■  gesetzlos  gegeben  sind,  die  Existenz  der  gesuchten 
Funktion  ganz  in  Frage  gestellt  ist,  da  es  vor  allen  Dingen  nötig 
ist,  daß  die  genannten  Zahlen  mit  unendlich  zunehmendem  «  nach 
einem  endlichen  Grenzwert  konvergieren. 

344.    Interpolierende  Funktionen1).     Der  Ausdruck 

heißt  die  erste  interpolierende  Funktion  von  fix)  und  ist  also  das 
zu  einem  gegebenen  Intervall  (xlt  x,)  gehörige  Zuwachs  Verhältnis 
(vgl.  §  281).     Die  zweite  interpolierende  Funktion  von  f(x)  ist 

d.  h.  sie  stellt  bei  festgehaltenem  (Gj  für  das  Intervall  (r,,  .'j  <'■•' 
erste  interpolierende  Funktion  von  f(xlt  x)  dar.  Fährt  man  so  lurt, 
so  gelangt  man  zu  der  (n  —  2)-ten  interpolierenden  Funktion,  und 
man  definiert  die  (n  —  l)-te  als  die  erste  interpolierende  Funktion 
von  fix,,  xi1  . . .,  #„_,,  x)  filr  das  Intervall  (a\_M  #.),  d,  h.  man  setzt 

Alle  diese  Funktionen  lassen  sich  direkt  ausdrücken  mit  Hilfe  im 
gegebenen  Zahlen  y,,  i/„  ys,  .. .     In  der  Tat  hat  man 

und,  wenn  man  subtrahiert  und  durch  xt  —  g,  dividiert, 

ffa ,  %i  ^)  -  (^-^jj.  .p.^)  +  ä— A)k-*k) + <*.-*.)  6 

Es  ist  leicht  das  allgemeine  Resultat  vorauszusehen 


/x*„  *.. ...,  i.)- 


(*.  —  *.)(*!  -*.)•(*.  -*j 


und  man  verifiziert  dasselbe  in  der  üblichen  Weise.  Diese  von 
Ampere  herrührende  Formel  zeigt,  daß  jede  interpolierende 
Funktion  von  /'(j)  in  Bezug  auf  die  Werte  von  x,  von  dene 
sie  abhängt,  symmetrisch  ist 


1)  Siehe  die  Atta  den"  Accademia  dt-lle  Scienzo  di  Torino  ilSHi,  83,  s»; 
Im   .Jahrg.   1878    findet   man   eine   erste   Abhandlung  von   Geoocchi    . 
interpolierenden    Funktionen "    inil    zahlrrichen    Hinweisen    auf   frühere    Onte 
■ncliungan. 
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845.  Formel  von  Newton.  Aus  der  Definition  der  ersten  inter- 
polierenden Funktion  von  fix)  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  Intervall 
(xy  xt)  ergibt  sich 

fix)  =  f(xx)  +  (x-  xx)f{x1}  x), 

und  da  analog 

f(x19  x)  -  f(x19  x%)  +  (z-  x%)f(xu  x%9  x) 

ist,  so  sieht  man,  daß 

f{x)  -  f{xx)  +  (x-  x^ffa,  x2)  +  (x-  xx)  (x  -  x2)f(xu  x%}  x) 

wird.  Fahrt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  gelangt  man  offenbar  zu 
der  folgenden  Formel: 

* 

(17)  f(x)^f(x1)  +  (x-x1)fix19xs)  +  (x-x1)(x-x2)f(x19xi9xi)  +  '^ 

+  (X  —  #J  (X  —  Xj,)  ...(#  —  xn-l)  f\Xl)   X%7    •  '  '}   Xn-1>   X)' 

Wünscht  man  jetzt,  daß  f(x)  ein  Polynom  vom  Grade  n  —  1  (oder 
eventuell  von  einem  niedrigeren  Grade)  sei,  so  bemerke  man,  daß 
unter  dieser  Voraussetzung  f(x)  —  f(xx)  durch  x  —  xx  teilbar  ist,  so 
daß  fipc19  x)  ein  Polynom  vom  Grade  w  —  2  wird.  Daraus  folgt,  daß 
f(xlt  xt9  x)9  betrachtet  als  erste  interpolierende  Funktion  von  f{xl9  x)} 
ein  Polynom  vom  Grade  n  —  3  ist,  und  so  geht  es  fort  bis  zu 
f{xu  x%9  . . .,  xn_19  x),  welches  sich  auf  eine  Konstante  reduzieren 
muß.     Also  ist 

f(x19  x%9  . . .,  xH_l9  x)  =  f  (x19  x29  . . .,  xn_19  #n) 
und,  wenn  man  dies  in  (17)  einsetzt, 

(18)  /,(«)-rt^)  +  (*-^)A^^)  +  (^-*i)(*-^)^»«b»^)  +  --- 

+  (x  —  xx)  (X  —  x%) . . .  {x  —  xn_1)f (xly  x29  x39  . . . ,  xj. 

Dies  ist  die  Formel  von  Newton,  mit  deren  Hilfe  man  immer 
das  einzige  Polynom,  von  einem  Grade  kleiner  als  n,  konstruieren 
kann,  welches  für  die'Werte  x19  x2y  . .  .,  xH  von  x  die  vorgeschriebenen 
Werte  y19  yt9  . ..,  yH  annimmt.  Der  Grad  des  Polynoms,  der  im 
allgemeinen  gleich  n  —  1  ist,  kann  niedriger  ausfallen,  und  tatsächlich 
findet  dies  statt,  so  oft  die  Zahlen  y  derart  gegeben  sind,  daß 
f(xlf  £,,  . .  .,  xj  gleich  Null  wird. 

346.  Formel  von  Lagrange.  Um  auf  der  rechten  Seite  von  (18) 
die  Zahlen  yly  y8,  . .  .,  yn  explicite  hervortreten  zu  lassen,  braucht 
man  nur  die  Amperesche  Formel  anzuwenden,  die  in  §  344  bewiesen 
worden  ist  Zunächst  bemerke  man,  daß  jede  interpolierende  Funktion 
sich  in  linearer  und  homogener  Form  durch  die  y  ausdrücken  läßt 
und  daher  auch  f(x)  diese  Form  hat,  d.  h.   daß  man  schreiben  kann 

(19)  f{x)  =  yxfx{x)  +  y%f,(x)  +  y%ft(x)  +  -  •  •  +  ymfu(x). 

C«afcro,  AnalyaU.  19 
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Dies  vorausgeschickt  bestimmt  sich  die  Funktion  fH 
Ampereschen  Formel  sofort,  nachdem  man  bonsriri 
letzte  Glied  von  (18)  ;/„  enthalt.  Es  wird  ferner  genügen,  X„  ia 
irgend  ein  xt  zu  verwandeln,  um  auf  Grund  der  Symmetrie  den  Aus- 
druck von  f[x)  zu  erhalten: 

(20)      ftr)  =  lX-   ^H-r-r-)-     ' 

Die  Formel  (19),  in  welcher  die  f,  die  Bedeutung  (20)  haben,  ist  die 
Formel  von  Lagrange.  Sie  läßt  sich  übrigens  auch  direkt  auf- 
stellen, wenn  man  folgendes  bemerkt:  Will  man  die  Lösung  den 
Problems  mit  einem  Ausdruck  von  der  Form  (19)  versuchen,  M  mufl 
notwendig  f](x)  ein  Polynom  von  einem  Grad  kleiner  als  »  sein, 
welches  für  x  •—  tct  gleich  1  wird,  während  es  für  jedes  x  —  xf  £ 
verschwindet.  Diesen  Bedingungen  genügt  man  augenscheinlich,  in- 
dem mau  f{(x)  den  Ausdruck  (20)  beilegt.  Ist  auf  diese  Weiae  eine 
ganze  Funktion  f(x)  gefunden,  die  der  Forderung  entspricht,  so 
wissen  wir  bereits,  daß  es  keine  andere  geben  kaiin,  wenn  nicht  Qu 
Grad  n  erreicht  oder  übertrifft. 

347.  Die  rechte  Seite  von  (1K)  stellt  eine  Funktion  dm-,  die  dir 
vorgeschriebenen  Werte  yl  =  ('(x,),  &  = /"fo),  ...,  y„  —  /"(*«)  *»- 
nimmt,  wenn  man  x  die  Werte  jr,,  #,,  . ..,  #,  beilegt  Dm  Diffttm 
zwischen  der  linken  und  der  rechten  Seite  ist  eine  Funktion  Kn(x\ 
welche  sich  nur  dann  identisch  auf  Null  reduziert,  wenn  /  d 
spezielle  ganze  Funktion  von  einem  Grad  kleiner  als  »  ist,  welche 
durch  die  genannten  Bedingungen  charakterisiert  ist.  Im  iiilgeiueiiii-n 
kann  man  dagegen  von  Iin{x)  nur  sagen,  daß  es  die  WazMh  <.. 
xt,  .  .  .,  xn  zuläßt.  Wir  wollen  diese  Zahlen  bereits  in  zunehmender 
Reihenfolge  geordnet  voraussetzen  und  bemerken,  daß  die  Üerivierte 
lljyx)  für  m  —  1  Werte  von  x  verschwinden  muß  ($  308),  die  be- 
züglich in  den  Intervallen  (*,,  £,),  (x,,  xt),  .. ., 
Ebenso  verschwindet  Rn"(z)  für  m  — 2  Werte  TOB  s.  iiie  siehst 
zwischen  xl  und  xn  liegen,  und  so  fort.  Endlich  muß  S,1"- "(j:)  für 
eine  dem  Intervall  (_xlt  .rj  angehörende  Zahl  |  verschwinden.  Nun 
bat  man 


BJ 

-'>(*)-/*-»(*)- 

-(»-1)1«*,  .» 

Also  ist 

(21) 

fdc,  ...    . 

/'-  ".ii 

Dieses    Theorem    ist    sehr    nützlich    bei    verschiedenen    geometrischen 
Fragen.     Man    bemerke,   daß,    wenn   xtl  xt,   . . .,   xK   gleii 
nach  n  konvergieren,  auch  Jj  nach  a  konYWgWt     Mithin  ist, 

man  die  Stetigkeit  von  /''"-  '\j-)   für  x  — ■  a  /ulüßt, 
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(22)  limffo,  xif  . . .,  xn)  =  ^—^m 

Zu  22n  zurückkehrend  bemerken  wir,  daß  sich  aus  (17)  nach  Ver- 
wandlung von  n  in  n  +  1  ergibt 

**-(*-  ^)(*  -  **)  •  •  •  (*  -  *Jf  (*i>  **>  •  •  •>  *«i  *)> 
und,  wenn  man  mit  £  eine  mitten  zwischen  x19  x2,  .  .  .,  xn  und  # 
gelegene  Zahl  bezeichnet, 

(23)  Rn  =  (*  -  *,)(*  -  x%)  . . .  (x  -  *„)Ä> . 

So  stellt  sich  die  Formel  von  Newton,  wenn  man  darin  auf  der 
rechten  Seite  diesen  Ausdruck  von  Rn  hinzufügt,  als  eine  Ausdehnung 
der  Formel  von  Taylor  (§  330),  vervollständigt  durch  den  Rest  von 
Lagrange,  dar  und  reduziert  sich  auf  Grund  von  (22)  tatsächlich  auf 
diese  letzte  Formel,  wenn  man  xx,  x%,  . . .,  xn  gleichzeitig  nach 
einem  Grenzwert  a  konvergieren  läßt. 

348.  Anwendungen,  a)  Die  Eigenschaft  (22)  setzt  uns  in  den 
Stand,  auf  eine  am  Schlüsse  von  §  343  angedeutete  Frage  zu  antworten, 
sie  gestattet  uns  nämlich  diejenige  in  eine  Potenzreihe  entwickelbare 
Funktion  f(x)  zu  finden,  welche  für  die  nach  Null  konvergierenden  Werte 

xn  Bfi  x*i  '  '  '  von  x  a  Pri°ri  vorgeschriebene  Werte  annimmt.  Es 
seien  «',  n",  n'",  .  .  .  beliebige  Zahlen,  die  voneinander  verschieden  und 
größer  als  n  sind.     Wenn  die  Zahlen 


»  =  «D  «ssco  n  =  ao 


existieren,  so  ist  die  gesuchte  Funktion  f(x)  =  a0  +  axx  +  o^A*  +  •  • 

b)  Die  Berechnung  des  gemeinen  Logarithmus  (mit  der  Basis  10) 
von  irgend  einer  Zahl  läßt  sich  immer  reduzieren  auf  die  Berechnung  des 
Logarithmus  einer  beliebig  großen  Zahl,  indem  man,  wenn  es  nötig  ist, 
die  gegebene  Zahl  mit  einer  Potenz  von  10  multipliziert.  Wir  wollen 
zeigen,  daß  man,  wenn  die  zur  Verfügung  stehenden  Tafeln  v- stellig 
sind,   die   Zahl  x   (von  der  man  den  Logarithmus    berechnen    will)    nur 

[t] 

größer  als  10L       zu  machen  braucht,  um  von  der  bekannten  Regel 

I*g*-Log«  +  (*-«)Log^±-1 

Gebrauch  machen  zu  können,  in  welcher  n  das  größte  in  x  enthaltene 
Ganze  darstellt.  In  der  Tat,  wenn  man  die  Formel  von  Newton,  vervoll- 
ständigt durch  den  Rest  .(23),  auf  die  Funktion  Log  x  anwendet  und 
dabei  ^  =  n,  #,  =  n  +  1  setzt,  so  erhält  man  gerade  die  obige  Gleichung, 
wo  aber  auf  der  rechten  Seite  hinzukommt 

R  =  (x-n)(n  +  l-x)~ 

Bemerken    wir   jetzt,    daß    (x  —  n)  (n  +  1  —  x)    als    Produkt   von    zwei 

19* 
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Faktoren,  deren  Summe  gleich  1  ist,  nicht  größer  sein  kann  als  £  (§314,  a), 
und  erinnern  wir  uns  daran  (§  220),  daß  M  <  \  ist  Dann  folgt  sofort, 
daß  innerhalb  der  Genauigkeitsgrenzen,  in  denen  die  Rechnungen  aus- 
geführt sind,  Ii  zu  vernachlässigen  ist,  da  man  hat 

16-10  L,J 

c)  Wenn  die  x  und  die  zugehörigen  y  als  Koordinaten  von  Punkten 
einer  Kurve  betrachtet  werden,  so  stellt  die  erste  interpolierende  Funktion 
den  Neigungskoeffizienten  einer  Sehne  MtMt  dar.  Denken  wir  uns  M% 
und  M%  in  der  Nähe  des  Punktes  M  gewählt,  der  der  Abscisse  a  ent- 
spricht, und  lassen  wir  sie  nach  M  hinrücken.  Wenn  die  Derivierte  jf 
für  x  —  a  stetig  ist,  so  gibt  die  Gleichung  (22)  *) 

und  sagt  uns,  daß  die  Tangente  in  M  die  Grenzlage  aller  Se- 
kanten MlM9  ist,  während  die  Definition  der  Tangente  uns  diese  Be- 
hauptung nur  dann  erlaubt,  wenn  ein  Endpunkt  der  Sehne  bereits  in  M 
fixiert  ist. 

d)  Auch  die  zweite  interpolierende  Funktion  hat  eine  einfache  geo- 
metrische Bedeutung.  Man  weiß  in  der  Tat  aus  der  analytischen  Geo- 
metrie, daß  der  Inhalt  des  Dreiecks  M1M%Mi 


*  =  h 


1  *i  yi 
1  *2  y* 
1  *»  y» 


-  K*i  -  *%)(*%  -  *i)(*i  -  *%)f(*t*  *n  **) 


ist  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Ecken  in  der  angegebenen  Reihen- 
folge von  einem  Punkte  getroffen  werden,  der  den  Umfang  durchlauft  und 
dabei  das  Innere  zur  Linken  läßt.  Wir  wollen  nun,  wenn  die  Kurve 
V  =  f(x)  gegeben  ist,  für  x  =  a  die  zweite  Derivierte  f'(x)  als  stetig 
und  von  Null  verschieden«  voraussetzen  und  in  der  Umgebung  von  a  ein 
Intervall  bestimmen  (§  273),  in  welchem  /"'(«)  das  Vorzeichen  von  f{a) 
bewahrt.  Dun  Grenzen  eines  solchen  Intervalles  entsprechen  auf  der 
Kurve  zwei  Punkte  P  und  Q,  und  auf  Grund  von  (21)  hat  für  drei  auf 
dem  Bogen  PQ  gewählte  Punkte  Mt,  M2,  Mz  die  Funktion  f(xly  xly  x,) 
offenbar  das  Vorzeichen  von  f\d).  Dies  vorausgeschickt  nehme  man 
nach  Fixierung  von  Mx  den  Punkt  M2  rechts  von  3ft  an,  d.  h.  so,  daß 
J%  >  x\  xs^">  un(^  w&hle  Ms  derart,  daß  ein  beweglicher  Punkt,  der  von 
il/,  nach  Jl/2  gelangt,  ist,  sich  nach  links  wenden  muß,  wenn  er  nach  Jf9 
weitergehen  will.  Unter  diesen  Bedingungen  wird  ö  positiv  sein,  und 
es    wird   daher   (jrs  —  jr,)(:ij  —  x2)  das  Zeichen   von  f"(a)  haben,   woraus 


1)  Diene  (ileichung  könnte  man  als  Definition  der  Derivierten  wählen 
und  würde  damit  gewisse  Vorteile  haben,  die  von  Peano  in  der  Mathesia 
(18U2,  p.  12)  angegeben  worden  sind. 
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folgt,  daß  f'{a)  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  x^  außerhalb  oder 
innerhalb  des  Intervalles  (o^,  x2)  liegt.     Nun  ist  leicht  zu  erkennen,  daß 
der  Punkt  3f8   außerhalb   des  Bogens  MxMt  liegen  oder  aber  ins  Innere 
dieses  Bogens  fallen  muß,  je  nachdem 
derselbe   konvex   oder  konkav  gegen 
den  unteren  Teil  der  Figur  ist.    Daraus 
folgt,    daß  f\(i)  im  ersten  Falle  po- 
sitiv,   im    zweiten    negativ   ist.      Zu 
diesem  Schlüsse  gelangt  man  einfacher, 
wenn    man    auf   der   Kurve    einen    be- 
liebigen   Punkt  M    zwischen    Mx    und 
Mt  annimmt  und  auf  der  Sehne  MXM% 
den  Punkt  M'  betrachtet,  welcher  die-  *< 
selbe  Abscisse  x   hat.      Die    Gleichung  Fig.  n. 

der  Geraden  MxMt  ist 

y  -  f(*i)  +  (*  -  *i)  /"(st.  *i)i 

und  die  Differenz  zwischen  der  Ordinate  von  M  und  derjenigen  von  M' 
ist  daher  nach  den  Formeln  (17)  und  (21) 

(x  -  xx)  (x  -  xj  f(xx,  s„  x)  =  i(x-  xx)  {x  -  x%) /"(£), 

wo  £  wie  x  zwischen  xt  und  x1  enthalten  ist.  Die  genannte  Differenz 
hat  also  das  entgegengesetzte  Zeichen  wie  /"(£)  °^er  f"(a)i  so  daß  die 
Punkte  M  alle  unterhalb  oder  alle  oberhalb  der  Sehne  MxMa  liegen,  je 
nachdem  f'{a)  positiv  oder  negativ  ist;  und  dies  gilt  für  jeden  in  MXM% 
enthaltenen  Bogen  und  die  entsprechende  Sehne.  So  kann  also  das  Vor- 
zeichen von  f"(x)  dazu  dienen,  um  längs  der  Kurve  zu  erkennen,  welche 
Bogen  (von  hinreichender  Kleinheit)  ihre  konkave  Seite  nach  oben  (/"  >  0) 
und  welche  sie  nach  unten  kehren  (f  <  0) . 

e)  Wenn  unter  den  oben  angegebenen  Umständen  die  Punkte  Mx, 
3fs,  3f8  gleichzeitig  nach  einem  festen  Punkte  M(x  =  a)  hinrücken,  so 
geht  auch  der  dem  Dreieck  MxMaM9  umbeschriebene  Kreis  nach  und  nach 
in  einen  festen  Kreis  über,  welcher  der  oskulierende  Kreis  der  Kurve  in 
M  heißt,  und  zwar  aus  Gründen,  die  im  folgenden  klarer  hervortreten 
werden.  Um  die  Existenz  eines  solchen  Grenzkreises  nachzuweisen,  braucht 
man  nur  zu  zeigen,  daß  der  Mittelpunkt  des  Kreises  M1M2M9  der  Lage 
auf  einer  festen  Geraden  zustrebt  und  der  Radius  nach  einem  Grenzwert  q 
konvergiert  Nun  ist  aus  den  Elementen  der  Geometrie  bekannt,  daß  man 
die  Länge  dieses  Radius  erhält,  indem  man  das  Produkt  ^  Vs  der  Seiten- 
langen des  Dreiecks  JMXM2M9  durch  4<r  dividiert.  Werden  andererseits 
mit  qp«,  <p2,  9>8  die  Neigungen  der  Seiten  gegen  die  as-Axe  bezeichnet,  so 
hat  man 

±  (*i  —  x») 0*8  —  *i) fe  —  *i)  —  hhh °°8(Pi  co8?* cosg>3. 

Daraus  folgt,  wenn  man  beachtet,  daß  diese  drei  Winkel  nach  dem 
analogen  Winkel  g>  konvergieren,  der  zu  dem  festen  Punkte  M  gehört, 
und  wenn  man  sich  an  die  Eigenschaft  (22)  erinnert, 

±  —  =*  2  lim/"(a^,  #2,  x9)  cos  9^  cos<p2  cosqps  =  f'(a)  cos'gp , 
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wobei  tgtp  =  f'(a)  ist.     Es  ist  also 


:     rw 


für  das  Studium  der  Kurven  Butterst  wichtig  Ist,  heißt 
iradius.  Man  bemerke  endlich,  daß  der  Mittelpunkt  des 
sich  beständig  auf  der  Mittel  senkrechten  von  -V,  .1/, 
wenn  JJ,  und  Na  nach  11  hinrücken, 
!  im  Punkte  .1/  übergeht,  so  ist  klar,  daß  die  geMantw 
Senkrechte  ihrerseits  mit  der  Normale  zusammenzufallen  strebt,  woraus 
folgt,  daß  der  oskulierende  Kreis  in  jedem  Punkte  einer  Kurve  %u 
Kreisen  gehört,  die  die  Kurve  in  dem  betrachteten  Punkte  berühren, 


[li.-s.-  I, finge,  i' 
der  KrÜmmun 
Kreises  JMlMtl 
findet.  Da  nm 
i  die  Tangei 
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349.  Verschiedene  wichtige  Funktionen  lassen  sich  nicht  mit 
Hilfe  der  Formel  (10),  d.  h.  der  Mae-Lauiinscbeu  Formel,  in  KM 
Potenzreihe  entwickeln,  weil  es  nicht  gelingt,  den  allgemeinen  Aus- 
druck der  »i-ten  Dorivierten  ZU  finden.  Zieht  man  auf  der  andern 
Seite  in  Betracht,  daß  in  der  genannten  Formel  eigentlich  nicht  die 
Buccessiven  Derivierten  der  Funktion  auftreten,  sondern  nur  ihre  Wert*1 
für  x  —  0,  so  begreift  man,  daß  mit  der  Berechnung  der  n  I 
vierten  von  f(x)  mehr  geschieht  als  für  die  Entwickelnng 
in  eine  Potenzreihe  genau  genOBinua  erforderlich  ist,  und  daß  sii 
folglich  doch  andere  Wege  darbieten  müssen,  nm  schlechthin  ra  & 
Kenntnis  einer  solchen  Entwiekelung  zu  gelangen.  In  dieser  Hinsieht 
erweisen  sich  als  sehr  nützlich  gewisse  Hpezielle  Zahlenfolgen,  mit 
deren  Eigenschaften  wir  uns  in  erster  Linie  beschäftigen  wollen. 
Ihre  Anwendung  führt,  wie  wir  bemerken  wollen,  häufig  zu  nicht 
konvergenten  Reihen,  die  aber  trotzdem  brauchbar  sind,  insofern 
die  Summe  der  n  ersten  Glieder  sich  rasch  einer  bestimmten  Größe 
nähert,  von  der  sie  sich  dann  wieder  mit  wachsendem  »  entfernt,  ho 
daß  Divergenz  oder  Uuhestinimthe.it  herauskommt.  Wegen  dieser 
Eigenschaft  heißen  derartige  Reihen  pseudokonvergent. 

#50.    Die  Theorie  der  erwähnten  Zahlenfolgen   gründet  sich  auf 
die  folgende  Bemerkung:  Die  Identität 
(24)  f(a  +  (h  +  ä})  =  f(t.a  +  !<)  +  .,), 

in  welcher  die  beiden  Seiten  als  nach  der  Taylorscbeu  Formel 
entwickelt  vorausgesetzt  werden,  bleibt  bestehen,  wenn  man 
die  Potenzen  der  Veränderlichen  *  durch  beliebige  Zahlen 
ersetzt.  Wendet  man  in  der  Tut  die  Tajlorsche  Formel  auf  die 
Entwickehmg  von  f'(a  +  h  +  x)  an,  so  kann  man  in 
Weisen  schreiben: 


irn 
iie 

s 

u 
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f((a  +  h)  +  z)-f(a  +  k)  +  £/■'(«  +  *)  +  ^f'(«  +  Ä)  +  •", 
f(a  +  (h  +  x))  =      f{a)     +  *±  *  /•'(«)  +  {^ff"{a)  +  ■■■. 

Wenn  wir  nun  in  der  zweiten  Reihe  alle  Glieder  zusammenfassen, 
welche  a?  enthalten,  so  müssen  wir  notwendig  (§  329)  den  Koeffi- 
zienten wiederfinden,  den  #"  in  der  ersten  Reihe  hat.  Daraus  geht 
hervor,  daß  die  beiden  betrachteten  Ausdrücke  miteinander  identisch 
bleiben,  wenn  man  die  Folge  1,  x,  x*,  x?,  . . .  durch  eine  andere  a0, 
Oj,  a^y  Oj,  . . .  ersetzt.  So  hat  man  z.  B.,  wenn  man  (a  +  h  +  x)2 
entwickelt, 

a*  +  2a(h  +  x)  +  (A*  +  2hx  +  x*)  -  (a  +  A)2  +  2(a  +  h)x  +  x*, 

kann  aber  auch  schreiben 

a,a0  +  2a(Äa0  +  ^)  +  (Ä2ao  +  2Aa1  +  ^)  =  (a  +  A)X  +  2(a  +  A)a1  +  cr2, 
welches  auch  die  Zahlen  a0,  c^,  a%  sein  mögen.     Den  Ausdruck 

pflegt  man  symbolisch  mit  f{x  +  aA)  zu  bezeichnen.  Besonders  be- 
merkenswert ist  die  Funktion  e"*,  d.  h. 

^T     1     ^  1.2  ^  1.2.8  T         ' 

welche  die  erzeugende  Funktion  der  Folge  a0,  04,  a,,  . . .  heißt. 
Es  ist  hier  nützlich  zu  bemerken,  daß  die  Regel  für  die  Multiplikation 
der  Reihen  (§  234)  sich  in  folgender  symbolischen  Gleichung  ausspricht 

(25)  eax  •  eß*  —  e<a+'*>x, 
die  wir  im  folgenden  häufig  anwenden  werden. 

351.    Bernoullisohe  Zahlen.     Bernoullische    Zahlen    heißen 
die  durch  die  symbolische  Gleichung  ; 

(26)  (B  +  iy  -  Bp  -  p 

definierten  Zahlen,  wobei  p  successiv  die  Werte  1,  2,  3,  ...  annehmen 
muß.  Überdies  wird  angenommen  B0  =  1.  So  findet  man  für  p  =  2 
2BX  +  1  =  2,  woraus  man  entnimmt  Bx  =  £•     Ferner  ist  für  p  =  3 

3£2  +  3Bt  +  1  -  3, 

woraus  man  entnimmt  JB^=»£,  und  in  derselben  Weise  erhält  man 
weiter  folgendes: 

£8  =  o,  #,  =  -£,  b5-o,  bs=;„  b,=o,  3, — i, 

*,5-0,    Bu  =  -*$,    £17-0,    B18  =  ^-,    ^19  =  0,.... 


i-    » 
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Dies  vorausgeschickt  hat  man  identisch 

0  =  CO 

f{x  +  (B  +  1)A)  -  f(x  +  Bh)  -2  (ß  +  ^ -  BP)  ^r^> 
und  die  rechte  Seite  reduziert  sich  auf  Grund  von  (26)  auf 
V(«)  +  hjf"(x)+  ~f"\x)  +  •  •  •  -  hr(x  +  h). 

Folglich  kann  man,  wenn  man  die  Identität  (24)  berücksichtigt 
schreiben 

(27)  f((x  +  h)  +  Bh)  -  f{x  +  Bh)  -  kr  (x  +  k). 

Dies  ist  die  Fundamentalformel  in  der  Theorie  der  Bernoullischen 
Zahlen.    Setzt  man  x  =  —  h  und  verwandelt  dann  hinx,  so  erhalt  man 

(28)  f{Bx)  -  f(Bx  -  x)  -  xf'(0). 

352.  Die  Bernoullischen  Zahlen  mit  ungeradem  Index 
sind  null  außer  Bx  —  %-    In  der  Tat  gibt  fttr  f(x)  -  af  die  Formel  (28) 

(29)  *-(#- 1)>-0, 

vorausgesetzt,  daß  nicht  p  =  1  ist,  in  welchem  Falle  die  rechte  Seite 
1  ist.  Für  p  >  1  hat  man  also  (B  +  1)'  -  (B  -  1)'  -=  p  oder  nach 
Verwandlung  von  p  in  2  p 

JVi  +  i  (2p-l)(2p-2)Btp_,  +  -..  +  *  (2p  - 1)  (2j>  -  2)  ^  -0. 

Setzt  man  nacheinander  j>  —  2,  3,  4,  . . . ,  so  sieht  man,  daß  BZf  Bif 
Bj,  .  .  .  alle  null  sind. 

353.  Für  f(x)  =  e*  liefert  die  Formel  (28)  die  erzeugende 
Funktion  der  Bernoullischen  Zahlen.  In  der  Tat  kann  man 
unter  Beachtung  von  (25)  successiv  schreiben 

cP*  —  eBx  '  e"x  «■*  x       e8*  ■— 

**— l 

oder 

xf_sl  +  ß  x+  Bi?l  +  A*?L  + i  +  *.  +  ?!_  ül  +  ... 

e*—l  ^     *     ^    1.2  ^1.2.8  ^  ^2^12        720^ 

Für  andere  Formen  von  f(x)  liefert  die  Formel  (28)  andere  inter- 
essante Reihenentwickelungen.    Z.  B.  erhält  man,  wenn  f(x)  —  cos#  ist> 

cos  Bx  —  cos  Bx  •  cosx  —  sinite  •  sin#  ■-  0. 
Nun  bemerke  man,  daß  wegen  i^  =  J56  =  -ßI='=0 

sin  Bx  =  B,x  -  B-*x%  +       B*x* * 

l  1.2.3^1.2.3.4.6  2 

ist.     Also  kommt,  wenn  man  x  in  2x  verwandelt, 

cos  2 Bx  =    -  --  —  x  cot#, 

1  —  COB  2  X  7 
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d.h. 

.  -        *B%x*    ,      **BAx*  48Ä.a;8 

Aus   dieser   Elitwickelung  lassen   sich   ferner   sofort   diejenigen   von 
- — ,  tgx  u.  s.  w.  ableiten,  wenn  man  bemerkt,  daß 

cot  -5-  —  cot  x  =-  - — ,    cot#  —  2 cot 2x  =  tax 

xl  8.  w.  ist     Man  erhält  auf  diese  Weise 

#  COt  £  =  1  —  -t t^t  — 


3         45        945        4725  ' 

"~"     *•     "T"       a  \        QfiA    "T"     1E1QA    "T~    AAJOAA        I 


sinx  '     6     '    360    '    15120    '    604800 

,  ,   x9    ,    2a;6    ,    17a;7   ,    62a;9   , 

tg  Z  =  X  +  y  +  l6-  +  -3^-  +  _-  +  ... . 

354.   Eulersche  Zahlen.    Eulersche  Zahlen  heißen  die  durch 
die  symbolische  Relation 

definierten  Zahlen,  wo  p  nacheinander  die  Werte  1,  2,  3,  . . .  bei- 
gelegt werden.    Man  erhält  so  die  Folge 

1,  0,  -  1,  0,  5,  0,  -  61,  0;  1365,  0,  -  50521,  0,  2702765, . . .. 

Es  ist  eine  evidente  Folge  der  Definition,  daß  die  Eulerschen 
Zahlen  mit  ungeradem  Index  alle  null  sind.  Inzwischen  hat 
man  identisch  auf  Grund  der  Definition 

fix  +  (E+l)h)  +  f{x  +  (E  -  1)  h)  =  2f(x), 

mithin  unter  Erinnerung  an  die  Identität  (24) 

f((x  +  h)  +  Eh)  +  f{(x  -  h)  +  Eh)  =  2  f{x). 

Dies  ist  die  Fundamentalformel  in  der  Theorie  der  Eulerschen 
Zahlen.    Setzt  man  x  =  0  und  verwandelt  dann  h  in  x}  so  erhält  man 

fiEx  +  x)+  fißx  -  x)  =  2/XO)/ 

Insbesondere  findet  man  für  f(x)  —  e*  unter  Beachtung  von  (25) 

eEx-€x  +  eExe—=*2,    eEx  =  —- 

Mit  andern  Worten,  die  erzeugende  Funktion   der   Eulerschen 

Zahlen  ist 

2  1  __  s»       hx^  __  61a;6       277a;8 


f+e~*  2     '     24  720     ■     8064 

Andere  interessante  Entwickelungen  erhält  man  für  andere  Formen 
von  fix).    Für  fix)  =  cos#  findet  man  z.  B.  cos  Ex  =  sec#,  d.  h. 

-    ,    x1    .    6x*   ,    61a;8    ,    277a;8   , 

sec  x  ■■  1  4 4- [- '  •  • . 


liichr-nK  lOMMHIgU 

355.    Die  Eulerschen  Zahlen  genießen   verschiedene    iftlnwMntc 

Eigenschaften.  Betrachtet  man  z.  B.  nur  die  nicht  verschwindenden 
Zahlen  mit  Ausschluß  von  E0,  so  ist  leicht  zu  bemerken,  daß  sie  alle 
von  der  Form  6k  —  1  sind,  und  daß  die  an  gerader  Stelle  befindlichen 
mit  einer  ö  endigen,  die  andern  mit  einer  1,  EL  s.  w.  Diese  Eigen- 
schaften sind  Lu  folgendem  Theorem  von  Sylvester1)  enthalten,  WtlÖbM 
wir  liier  nur  aussprechen  wollen:  Wenn  «,  rf,  y,  die  Divisoren 
von  p—p'  sind,  so  ist  die  Differenz  EJß  —  Elp.  teilbar  durch 
diejenigen  von  den  Zahlen  2«  +  1,  2(5  -f-  1,  *2y  -f-  1,  .  .  ..  w.-l.'iic 
Primzahlen  sind.  Im  folgenden  werden  wir  uns  j.-tzi  iiiiwseliließ- 
lich  mit  den  Beruoullischen  Zahlen  beschult  igen.  Wir  HroUon  fttwr 
zuvor  bemerken,  daß  dieselben  m  einer  sehr  einfachen  Beziehung  i 
den  Eulerschen  stehen.    In  der  Tat  hat  man 


gM- «•_«*«-*< 


ixe*' 


(<r*-e-")-- 


-  -  2xe' 


und  die    Vergleiehung  der  Koeffizienten  von  jf  liefert    uns  sofort  die 

>_vmlnuisehe  Gleichung 


?-i 

»p 

Umgekehrt 

läßt  sich 

11118 

der  Identität 

entnehmen 

—  c,B*  — 

■l,r. 

-1 

p(B+rf- 

t+f 

356.  Eutersche  Summen  formet.  Um  die  vorhin  erhaltenen  Eni 
Wickelungen  zu  rechtfertigen,  ist  es  notwendig  den  Fehler  zu  kennen, 
den  man  macht,  wenn  man  bei  irgend  einem  GUede  abschließt,  und 
dann  zu  beweisen,  daß  dieser  Fehler  nach  Null  konvergiert,  wenn  die 
Zahl  der  benutzten  Glieder  unbegrenzt  zunimmt.  Wenn  wir  die  Fun da - 
iiientallorinel  (87)  schreiben,  indem  wir  nur  «  +  1  Glieder  in  dm  Ent- 
wicklung jedes  Bestandteiles  der  linken  Seil«  nehm 
mit  /f.  bezeichnen,  so  linden  wir  die  Enlersche  Sumnienformel'l 


(00)       hf(x  +  h)  =  öf(x)  + 


.  »rw+ 


in  welcher  wir  noch  die  Grenzen  zu  suchen  haben,  zwischen   welchen 


i:  „ComptM  randni  d« 

■   ,  im   roa  Stern  herrührt,  steht  in  „(.'r-llr  .  .Tounml"  [Bd     I 
■  'ütionea  talculi  differentUJU"  (cap.  V). 
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Rn  variieren  kann.  Diese  Bestimmung  ist  von  Malmsten1)  ausgeführt 
worden,  der  für  gerades  n  folgende  beiden  Ausdrücke  gefanden  hat: 

K'^h^f^(x+0h),    Rn  =  ^*^±h-+>öf^(x). 

Da  der  Beweis  dieser  Formeln  die  Kenntnis  der  Integralrechnung2) 
erfordert,  so  werden  wir  uns  mit  einem  weniger  befriedigenden  Aus- 
druck begnügen,  der  aber  für  die  gewöhnlichen  Anwendungen  genügt 
und  sich  in  sehr  einfacher  Weise  aufstellen  läßt.     Auf  die  Funktion 

*•(*>  -  m + *-*+*»/» + . . .  +  <z=i±m  f*i(,) 

wende  man  das  Theorem  von  Lagrange  an 

(31)  F(x  +  h)  -  F{x)  -  hF'(x  +  Oh). 

Ferner  bemerke  man,  daß 

F(x)  -  f(x)  +  *£f'(x)  +  ^?7'»  +  -  +  -*?>>(*) 

ist,  während  man  auf  Grund  von  (29)  hat 

F(x  +  h)  -  fix  +  h)  +  **f\x  +  h)  +  ^-f"(x  +  »)  +  ..- 

+  ^>>(*  +  *)  -  V(*  +  *)•  ' 

Setzt  man  daher  in  (31)  ein  und  berücksichtigt  $ie  Formel  (30),  so 

kommt 

Rn hF'(x  +  Oh). 

Inzwischen  ist  leicht  zu  sehen,  daß 

m 
ist    Es  wird  also 


F(z)  =  {x-~*  +  Bh)n  fW(z) 


Rn lB-*fh*+*fi*+Q(z  +  0h). 


Um  diese  Formel  anwenden  zu  können,  ist  es  vor  allen  Dingen  nötig 
die  Grenzen  zu  kennen,  innerhalb  deren  der  symbolische  Ausdruck 
(B  —  0)n  variiert,  wenn  6  von  0  bis  1  variiert;  und  wir  werden 
sehen,  daß  man  auch  wissen  muß,  wie  Bn  variiert,  wenn  n  jede  Grenze 
überschreitet.  Am  Ende  dieses  Kapitels  werden  wir  in  der  Lage  sein, 
auf  diese  Fragen  zu  antworten,  und  werden  uns  dann  von  der  Legi- 

1)  „Crelles  Journal"  (1847,  S.  55).  Eine  andere  Form  von  Bn  ist  an- 
gegeben worden  von  Sonin  in  den  „Annales  de  l'ficole  normale  suplrieure" 
(1889,  p.  257). 

2)  Tannery:  „Fonctions  d'une  variable",  p.  853.  Darboux:  „Sur  les 
däveloppements  en  stSrie"  (Journal  von  Liouville,  8.  Serie,  Bd.  II). 
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timität  der  Entwickelungen  von ,  -  — ,  arcotx,   tgz  u.  s.  w. 

überzeugen  und  ermitteln,  mit  welcher  Annäherung  sich  andere  wichtige 
nicht  konvergente  Entwickelungen  anwenden  lassen,  die  wir  in 
kurzem  antreffen  werden. 

357.  Summenformel  von  Mao-Laurin.    Verwandelt  man  in  der 
Formel  (27)  x  in  x  +  h}  x  +  2h,  . . .  und  summiert  dann,  so  erhalt  man 

Ä{r(^+Ä)  +  r(^+2Ä)+...+r(a?+nÄ)}-/-(a;+nÄ+m)-/-(a;+BÄ). 

Im  besondem  ist  für  x  =  0  und  Ä  —  1 

(32)        f  (1)  +  f'{2)  +  f  (3)  +  •  •  •  +  f'(n)  -  f(n  +  B)-  f(S). 

Dies  ist  die  Summenformel  von  Mac-Laurin.  Man  bemerke,  daß 
die  rechte  Seite  nichts  anderes  ist  als  die  symbolische  Darstellung  von 

wo  l  eine  in  jedem  Falle  zu  bestimmende  Eonstante  ist  So  er- 
läutert und  vervollständigt  die  Formel  (32)  gewisse  in  §  334  mit 
größerer  Strenge  erhaltene  Resultate.  Es  versteht  sich  aber,  daß  man 
diese  Formel  nicht  ohne  Vorsicht  anwenden  darf,  wenn  man  darin 
nicht  zuvor  den  Ausdruck  des  Restes  eingeführt  hat 

358.  Anwendungen,   a)  Summe  gleicher  Potenzen  der  n  ersten 
ganzen  Zahlen.     Für  /,(x)  =  a?+1  gibt  die  Formel  (32)  sofort 


1*  +  2*  +  3*  + h  ** 


d.  h. 


P+l 


1'  +  2'  +  •  •  •  +  nP  =  **-+1  +  ~  «P  +  £*-* 


p(p  -  1) (p-2)        8 
72-0 t*      +.-•  +  *,«. 

Z.  B.  ist 

1  +  2  +  3  +  •  •  -  +  n  -  ?  +  £  -  -J-*(ii  +  l), 


2  2 

!*  +  2*  +  3>  +  •  •  •  +  n*  -  £  +  £  +  |  -  1  »(»  +  1)  (2*  +  1), 

li  +  2»  +  3*  +  •  •  •  +  n8  -  £ -  +  ?-  +  ^  -  ±*>  +  1)', 


!«  +  *  +  *  +  ...  +  *_•'  +  ?  +  £-£ 


SO 

!.  +  *  +  *  +  . ..  +  *_»?  +  *  +  £_g 


±n(n  +  1)  (2«  +  1)  (3n»  +  3n  -  1), 


-  ~  «»(»  +  1)«  (2n»  +  2«  -  1> 
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n1    .    n*   .    nb       n*    .    n 


l.  +  2»  +  3»  +  ...  +  n«  =  ^  +  ^  +  ^-^-  +  i 


7     '     2     '     2  6     '    42 

^  t?(n  +  1)  (2n  +  1)  (3n4  +  6n3  -  3n  +  l), 


42 

1.  +  f.  +  8.  +  ...+^-i,  +  ?  +  S:-^  +  g 


-  ^  »*("  +  l)*(3*4  +  6»8  _  n*  _  4»  +  2), 


b)  Harmonische  Reihe  (vgl.  §  335,  b).    Für  f(x)  =  logx  gibt  die 
Formel  (32) 

1+y+T  +  ,,,  +  ^Älo»(n  +  fi)~logfiÄC+logn+log(1+l)' 

d.  h.  in  pseudokonvergenter  Reihe 

Hn  =  Q  +  loSn  +  2n  ~~  12^  "*"  12Ön<  ~  262n«  "*"  24Ün»  ~~  132n10  "•  * 

c)  Formel   von   Stirling  (vgl.  §  335,  c).     Ebenso  erhält  man  für 
f(x)  «=  x  logrr  —  x 


n!  —  y2itn  •  *t"  e 


11  i  i,i 


13»      860»»      1260  n*      1680  n7      1188  n» 


darf  aber  nicht  vergessen,  daß  die  im  Exponenten  stehende  Reihe  nicht 
konvergiert.      Zur  Übung  kann  der  Leser  den  vorstehenden  Ausdruck  in 

transformieren.  Vernachlässigt  man  unter  dem  Wurzelzeichen  die  Glieder 
mit  — ,  so  findet  man  die  von  Forsyth1)  zur  Berechnung  von  n!  an- 
gegebene  Formel. 

359.   BernoulliBOhe  Polynome.     Man  nennt  so  die  Polynome 

K06)  <Pp(?)  Ä ^"+1 > 

die  für  ganzzahliges  x,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Summen  1^+2^ — 
+  (x  —  iy  darstellen.  Offenbar  ist  <pp(l)  =  0,  und  man  sieht  auch 
unter  Beachtung  von  (29),  daß  q>p(0)  =  0  ist.  Welches  ist  der  Wert 
yon  <pp(\)?  Man  hat 


X  X 

xe*  xe*  xe" 


1)  In  den  „Reporte"  der  „British  Association44  (Rep.  of  the  öS"1  meeting, 
1884 ,  p.  407). 


und   leitet   daraus,    indem   man   die   Koeffizienten   von     -  auf  beiden 

Seiten  einander  gleich  setzt,  ab 


G»~jy-?- 


(34) 


&)~»(1-**) 


p+1 


Daraus  folgt,    wenn  p  gerade  ist,  <p,(^)  =  0.     Übrigens    ist    M    leirlii 
ilem  Ausdmck   von  tpfix)   eine   Form   zu  geben,   die   die  Wurzeln  0, 
1,  J  in  Evidenz  setzt.     Wenn   man  die   rechte  Seite  von  (33),  nach 
dem  man  an  Stelle  von  x—  1  +  B  geschrieben  bat  (x  —  J) 
nach  Potenzen   von  x  —  \  entwickelt,    so  erhält  man   für  y 
Ausdruck 


.l."- 


,(*-»—+- 


welchem  das  letzte  Glied 


z» 


(»  -  VT 


(»-£)*(-*■) 


ist,  je  nachdem  ju  ungerade  oder  gerade  ist.     Man   bemerk. 

x  —  \  uur  sein  Zeichen  wechselt,  wenn  mau  x  in  1  — x  verwandelt, 

uud  daß  man  daher  hat 

(35)  ,,(i  -*>-(-  irv,M- 

Im  Falle  eines  ungeraden  p  kann  man  die  obige  Entwickelnng  nach 
Potenzen  von  x(x  —  1)  ordnen,  indem  man  bemerkt,  daü  i>  -  J] 
=-  *(x  —  1)  +  ■}  ist.  Das  Gleiche  lüßt  »ich  in  dem  andern  Pull. 
machen,  nachdem  man  x  —  -J-  in  Evidenz  gesetzt  hat.  Auf  diese 
Weise  gelangt  man,  wenn  man  den  Fall  eines  ungeraden  Index  von 
dem  eines  geraden  Inder  unterscheidet,  zu  den  folgenden  beuierkenn- 
werten  Ausdrücken: 

2p9>„,-,M -  «■(•  -  «■(«'-■(x- iy-'  ~pSl^ "-•(.'  -  Kr' 
^t-W-ve*-*^  _ ,,,-.  _. . .+ p9f  _ ,  1Vl 

■■(*-!)--■-... +  (4,,)- l'liY,, 


fO— ')(*-»)  Pf     l 


3(»0.  Wir  wollen  jetzt  beweisen,  daß  itt  dem  Intervall  (0, 
Bernoullischen    Polynome    mit   geradem    Indes    nur    an    in 
Grenzen  verschwinden  und  im  Mittelpunkte,  wo  sie  ili  I 
wecbgelu,    das    ferner    die    Polynome    mit    angaraden    [ndi 
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nur  an  den  Grenzen  verschwinden  nnd  ihren  größten  abso- 
luten Betrag  im  Mittelpunkte  des  Intervalles  erreichen. 
Wir  wissen  bereits,  daß  <p%p{x)  für  x  =  0,  £,  1  verschwindet,  und 
daß  es  nach  (35)  sein  Zeichen  ändert,  wenn  x  von  einer  Seite  von  £ 
auf  die  andere  übergeht.  Es  bleibt  uns  also  nur  übrig,  zu  zeigen,  daß 
(ptp  nicht  zwischen  0  und  ^  und  auch  nicht  zwischen  %  und  1  ver- 
schwindet Nehmen  wir  an,  dies  sei  richtig  für  qp2p_8(#),  so  daß 
also  diese  Funktion  zwischen  0  und  £  ein  bestimmtes  Vorzeichen 
und  zwischen  i  und  1  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  bewahrt,  und 
wenden  wir  auf  die  Funktion  f=<p2p  die  bekannte  Interpolations- 
formel (§  347) 

f{x)  =  f{xx)  +  (x-  xjfix,,  x2)  +  *  (x  -  xx)  (x  -  *,)/•"(£) 

an,  indem  wir  x1  =  0,  x%  =  £  setzen  und  beachten,  daß 

Vip{x)  =  2p(x  -  1  +  B)»-1-  2p(2p  -  l)<ptp_,(<c) 

ist     Dann  ergibt  sich 

<P*P(z)  =P(2p  -  1)  *(*  -  i)<P*pS)> 

wo  £  wie  x  zwischen  0  und  ^  enthalten  ist.  Diese  Formel  setzt  in 
Evidenz  nicht  nur,  daß  die  Funktion  <pip(x)  in  dem  Intervalle  (0,  1), 
abgesehen  von  den  Grenzen  und  vom  Mittelpunkt,  nicht  verschwinden 
kann,  sondern  auch,  daß  ihr  Vorzeichen  zu  demjenigen  von  9ip_8(#) 
bestandig  entgegengesetzt  ist.  Da  man  nun  direkt  sieht,  daß  die 
Funktion  <ps(x)  oder  ^x(x  —  1)  (2x  —  1)  links  von  i  positiv  und 
rechts  davon  negativ  ist,  so  darf  man  den  ausgesprochenen  Satz  für 
jeden  Wert  von  p  behaupten  und  kann  hinzufügen,  daß  <p2p(%)  links 
von  ^  das  Zeichen  von  (—  1)?+1  hat  und  rechts  das  entgegengesetzte 
Zeichen.     Ferner  ist  die  Funktion  g>9p^i(x)9  deren  Derivierte 

*i,-i(«)  =  (*  -  1  +  B)"-*  =  &P  ~  !)%,-.(*) 

lautet,  zwischen  0  und  %  wachsend  oder  abnehmend,  zwischen  \  und 
1  dagegen  abnehmend  oder  wachsend,  je  nachdem  p  gerade  oder  un- 
gerade ist  Sie  bewahrt  also  im  Innern  von  (0,  1)  das  Vorzeichen 
von  (—  1)'  und  erreicht  für  x  =>  \  den  größten  absoluten  Betrag. 

361.  Die  obigen  Eigenschaften  haben  Konsequenzen,  die  für  die 
Bernoullischen  Zahlen  von  Wichtigkeit  sind.  In  der  Tat  haben 
wir  in  §  352  zwar  bewiesen,  daß  die  Zahlen  2?8,  2?8,  ...  alle  null 
sind.  Es  ist  aber  noch  zweifelhaft,  ob  nicht  in  der  Reihe  i?2, 1?4, ... 
ebenfalls  Zahlen  vorkommen,  die  verschwinden.  Die  Formel  (34)  be- 
seitigt diesen  Zweifel  sofort  und  sagt  uns  überdies,  daß  das  Zeichen 
von  B%p  demjenigen  von  <p2p_i(-£-)  entgegengesetzt  und  folglich  das 
Zeichen  von  (—  1)*+1  ist.  Also  haben  die  Bernoullischen  Zahlen 
mit   geradem   Index   alternierende   Vorzeichen,     Das   Gleiche 
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läßt  sich  von  den  Eulerschen  Zahlen  behaupten.    In  der  Tat  liefert 
die  Formel  (33) 

(2p  +  l)<ptpÜ)  -  (B  -  *)■»+»,     (2p  +  1) <ptp(i)  -  (B-  *)»'+', 

woraus  unter  Berücksichtigung  von  (35)  folgt  (§  355) 

Etp  -  2*'+1fo,(*>  -  *,(*))  -  -  4"+'  %,(i). 

Also  hat  l?lp  das  Zeichen  von  (—  l)p. 

362.   Es  folgt  noch  aus  dem  in  §  360  Gesagten,  daß  man,  wenn 
n  eine  gerade  Zahl  ist,  in  dem  Intervall  (0,  1)  hat 

ifc(*)is*(i-£) 

Es  ist  mit  andern  Worten 


Bn 


\(B-0r-B»\gt2(i-±yBu\ 


für  jeden  Wert  von  0  zwischen  0  und  1.  Da  ferner  <pn_x  in  dem 
genannten  Intervalle  das  zu  dem  von  Bn  entgegengesetzte  Zeichen 
bewahrt,  so  hat  man 

l(B-qr-B*\-(i-£=£)\Bm\t 

folglich 

Wir  sehen  auf  diese  Weise,  daß  der  absolute  Betrag  von  (B  —  0)" 
niemals  den  von  Bn  übertrifft,  und  der  in  §  356  gefundene  Ausdruck 
des  Restes  -RÄ+8  ist  daher  dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  größer 
als  der  erste  der  von  Malnisten  gegebenen  Ausdrücke  von  Rn.  Dies 
beweist,  daß  beide  Ausdrücke  gleich  vorteilhaft  sind,  wenn  es  sich 
darum  handelt,  zu  beweisen,  daß  für  unendliches  n  der  Rest  nach 
Null  konvergiert.  So  etwas  kann  man  aber  nicht  mehr  sagen,  wenn 
man  \ltn\  zwischen  Grenzen  einzuschließen  sucht  bei  den  pseudokon- 
vergenten Reihen,  die  der  symbolische  Kalkül  liefert 

363.  Die  in  §  360  bewiesenen  Eigenschaften  der  Bernoullischen 
Polynome  finden  eine  leichte  und  interessante  Aufklarung  in  der  Mög- 
lichkeit, diese  Polynome  durch  die  eine  oder  die  andre  der  Reihen 

»=  30  »=00 

/0,.n  ^7  ain  nx        ^1  cos  nx 

(3b)  .4  —•  4i  ~^~ 

darzustellen,  je  nachdem  ihr  Index  gerade  oder  ungerade  ist  Vorher 
müssen  wir  aber  die  Summe  der  Reihe 

(37)  f(x)  =  Binx  +  £  sin  2x  +  \  sin  Sx  +  •  •  • 

auswerten,  indem  wir  eine  wichtige  Formel  beweisen,  die  wir  bereite 
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bei   zwei  Gelegenheiten  (§§  254,  g;  277,  f)   in  Ansprach   genommen 
haben.     Wenn  man  bemerkt,  daß 

2  sin  y  cos  mx  =  sin  ( m  +  —  \  x  —  sin  im  —  — 1  x 

ist,  so  findet  man  leicht,  daß  die  Derivierte  der  Summe  der  n  ersten 
Glieder  in  der  betrachteten  Reihe 

!         sin(ti  +  -)tf 

cos  x  +  cos  2x  +  cos  3x  +  •  •  •  +  cosnrc  =  --H 

2  sin— - 
2 

ist.     Daraus  folgt,  daß  die  Funktion 

C08(n  +  y)* 


1        •       r.  .       1  .      « 


.Ffa)  =  sin  #  +  -=■  sin2#  H 1 —  sin  nx  +  —  + 


X    > 


(2n+l)8in- 


die  in  jedem  Intervall,  welches  kein  Vielfaches  von  2%  enthält,  defi- 
niert ist,  die  Derivierte 

cob  -—  •  cos  In  -f  —  -  J  x 


F\x)  -  - 


4(n  +  2)sin'|- 


hat,  und  man  sieht,  daß  lim  F'(x)  —  0  ist.     Wenn  nun  k  die  größte 

in    —   enthaltene   ganze  Zahl   ist,   so   kann  man  das  Theorem  von 

Lagrange  (§  306)  auf  die  Funktion  F(x)  anwenden  für  jedes  Paar 
von  Werten  (z.  B.  x  und  n  +  2kx),  die  in  dem  Intervall  (2k 7t, 
2x  +  2k%)  mit  Ausschluß  der  Grenzen  gewählt  sind.  Auf  solche 
Weise  erhalt  man,  wenn  man  mit  £  eine  zwischen  x  und  %  +  2kn 
enthaltene  Zahl  bezeichnet, 

sin  x  +  -s-  sin  2x  +  •  •  •  H sin  nx 

2  n 


(•+t)- 


COB 

-  ^=^  +  ** i -'—  +  (*-*-  2ka)F'(i). 

(2n+l)«n|- 
Mithin  ist  für  unendliches  n 

(38)  «*)-  "  +  [£>• 

364.  Wir  sind  jetzt  imstande,  die  Summe  $,(#)  der  ersten  oder 
der  zweiten  Reihe  (36)  auszuwerten,  je  nachdem  p  ungerade  oder 
gerade  ist.  Bekanntlich  ist  (§  320,  b,  c)  die  Konvergenz  der  Reihen 
(36)  für  p  >  1  in  jedem  Intervalle  gleichmäßig,  und  das  Gleiche  läßt 
sich  für  p-1,   d.  h.  von  der  Reihe  (37),  behaupten,  vorausgesetzt, 

Castro,  Analyst«.  20 
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daß  man  die  Werte  von  x  ausschließt,  welche  Vielfache  von  2%  sind. 
Man  kann  also  behaupten  (§  323),  daß  man  hat 

(39)  ^'(^-(-l)'-1®,-!^). 

Wir  kennen  bereits  &x(x)  =  f(z),  welches  durch  die  Formel  (38)  ge- 
geben ist.     Diese  schreiben  wir  jetzt  zweckmäßig  Ox{x)  —  *(J5—  p), 

indem  wir  setzen 

x       r  x  ~\ 

Da  %{B  —  q)  die  Derivierte  von  —  n*{B  —  p)f  ist,  so  hat  man  (§  307,  b) 

wo  a  eine  Konstante  ist,  wenigstens  in  jedem  Intervalle  (2 ix, 
2%  +  2kn)  mit  Ausschluß  der  Grenzen.  Übrigens  hangt  a  nicht 
von  k  ab,  da  <2>2  und  (B  —  q)*  nicht  variieren,  wenn  man  x  um  ein 
Vielfaches  von  2n  variieren  läßt  Um  den  Wert  von  a  zu  erfahren, 
bemerke  man,  daß 

•.»-^--^♦»^--(i-i^ 

oder  9p(x)  «=»  —  ( 1 — j )  *p(0)  ist  für  jeden  geraden  Wert  von p,  und 

man  erinnere  sich  an  die  Gleichheit  \B—  y)   =  —  (l r^)BFl  die 

in  §  359  bewiesen  ist.     Für  p  =  2  ist 

•,(*)  -  x'(B-  1),+  ä--^H  +  « 
und  auch 

Also  ist  a  =  0.     Um  nun  #8(#)  zu  bestimmen,  hat  man 

und  da  n%(B  —  q)*  die  Derivierte  von  —  ■§■  je8  (J5  —  p)8  ist,  so  kann 
man  schreiben 

*s(^)  =  -i*,(b-p)»+/j, 

wo  die  Konstante  ß  sich  sofort  durch  die  Bemerkung  bestimmt,  daß 
auf  Grund  der  Stetigkeit  von  $s(x)  (§  322)  die  rechte  Seite  nach 
<Z>s(2Ä;r)  =  0  konvergieren  muß,  wenn  p  nach  Null  konvergiert 
Daraus  folgt  ß  =  0.     Um  $4(#)  zu  bestimmen  hat  man 

*/(*)- -*,(*)-i*»(2*-*)«, 
mithin 
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und  um  y  zu  berechnen  braucht  man  nur  zu  bemerken ,  daß  man  hat 

•*W  — T(B-f)*+r-T(1-ff)^+»' 

und  auch 

•«(«)-  -(i-£)**W-T(l-h)B*-{l-&)r> 

sodaß  y  «=  0  ist.  Fahrt  man  so  fort,  so  sieht  man,  daß  allgemein 
<&F=  Xp{B—  q)p  ist.     Um  Xp  zu  bestimmen  liefert  uns  (39) 

I»  p  J>-»  3.>...j>        v      ' 

Also  ist 

(40)  *,(*)  =  (-  i)L » J  •  »-'±(1* -  9y. 

Diese  Formel  sagt  uns,  in  welcher  Beziehung  die  Summen  $  zu  den 
Bernoullischen  Polynomen  stehen.  In  der  Tat  gelangt  man  unter 
Benutzung  der  Gleichungen  (33)  und  (35)  für  ein  zwischen  0  und  1 
enthaltenes  x  zu  der  Formel 

welche  die  in  §  360  bewiesenen  Eigenschaften  in  volle  Evidenz  setzt. 

365«    Anwendungen,     a)   Eine  der  interessantesten  Anwendungen 
der  Formel  (40)  besteht  in  der  Berechnung  der  Summen 

s   =H h  •  •  • 

P  2*       3*       4* 

für  alle  geraden  Werte  von  p.  Wenn  man  in  (40)  p  in  2p  verwandelt, 
so  erhalt  man 

cos*       cos2*       coeS*  ,        .      x     2,p.x^  ,ß  _    x,„ 

und  insbesondere  für  x  =*  0 


Z.  B.  ist 


"**  2**        8*p        4*p  1    2    3    •    2p 


*—~6~'     *4=~9Ö'     5«""946'     5«™Ö46Ö'    '  "' 


Wenn  jp  ins  Unendliche  wächst,  so  konvergiert  die  linke  Seite  nach  1, 
und  man  hat  daher,  wenn  man  sich  an  die  Formel  von  Stirling  (§  221) 
erinnert,   als  Antwort  auf  eine  am  Schlüsse  von   §  356    gestellte  Frage 


psco 

20* 
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Es  ist  bis  jetzt  noch  nicht  gelungen,  die  Summe  s  für  die  ungeraden 
Werte  von  p  zu  bestimmen.  Man  kennt  nur  Umformungen  in  stärker 
konvergierende  Reihen,  die  eine  schnelle  numerische  Berechnung  gestatten. 
So  hat  man  z.  B.  gefunden 

1  +  ä»  +  l*  +  i*  +    '  '  =  1,20205690315959428540  . .  . 

durch  Anwendung  von  wenigen  Gliedern  einer  andern  Reihe1). 

b)  In  ähnlicher  Weise  gibt  die  Formel  (40),  wenn  man  darin  p  in 
2  p  +  1  verwandelt, 

flin*  +  8in2*  +  ***£  + (_  iy .  2**  *****- (B  -  q)»+1 

%  l 

Für  #  =  -ö~  bat  man  nun  9  =  -7-,  und  in  §  361  haben  wir  gesehen,  daß 


('-t) 


ist.     Folglich  wird 

1  _  _1_   ,    _J 1_   ,  (-l)^,«"*1 

8f*  +  1        6,|,  +  l        7**  +  1        ""™4f+1.l.*.8...«p" 

Z.  B.  ist 

1         3   "^   6  4'  S8  ^  68  32 '     '  '  ' 

Während  man  nun  die  Summen  1 H — -  —  •  •  •  für  alle  ungeraden 

Werte  von  p  kennt,  kann  man  im  Falle  eines  geraden  p  nicht  einmal  die 
einfachste  von  diesen  Summen,  nämlich 

U        X         3«  ^  6«         7«  ^ 

ausdrücken,    über   die    es   eine    lange    Untersuchung   von   Catalan1)    gibt. 

1)  Dieselbe  lautet 

^S  (-l)"""1!8^8-  38 •    •  (n  —  l)8  / 1_ 5  \ 

^  12.3..(8n  — 2)  \(2ti  —  l)1  +  12n(3n  —  1)/ 

l 

Siehe  eine  Mitteilung  von  Markoff  an  die  Pariser  Akademie  (Comptes  rendus, 
16  Decembre,  188U).     Bis   zu  p  =  70  sind  die  Summen  s  bis  auf  82  Decimal- 

stellen  berechnet  worden  von  Stiel tj es  (Acta  mathematica,  1887). 

2)  Abhandlungen  der  Petersburger  Akademie  (7.  Serie,  Bd.  XXXI).    In  den 
Comptes  rendus  (t.  LXIV,  p.  1139)  hat  Bresse  gefunden 

Cr  =  0,91696569417721906460867  . . . 
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Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen. 

Grundbegriffe  and  Derivation. 

366.  Denken  wir  uns  n  Veränderliche  x,  y,  z,  . .  . ,  die  von- 
einander unabhängig,  d.  h.  so  beschaffen  sind,  daß  der  Wert,  den 
wir  einer  von  ihnen  erteilt  haben,  in  keiner  Weise  die' Freiheit  be- 
schränkt, irgend  einer  andern  einen  Wert  beizulegen,  der  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  in  unserm  Belieben  steht.  Der  Inbegriff  aller  Systeme 
von  Werten,  die  man  den  Veränderlichen  beilegen  kann,  bildet  ein 
n-dimensionales  Gebiet,  wovon  ein  Spezialfall  (für  n  =  1)  das  ist, 
was  wir  früher  Intervall  genannt  haben.  Wenn  man  jedem  Wert- 
system der  n  Veränderlichen,  welches  einem  gewissen  Gebiet  angehört, 
nach  irgend  einem  Kriterium  eine  Zahl  entsprechen  läßt,  so  bildet  der 
Inbegriff  dieser  Zahlen  eine  Funktion  der  n  Veränderlichen,  die  in 
jenem  Gebiet  definiert  ist  und  mit  f(x,  y,  z}  . . .)  bezeichnet  wird. 
Man  pflegt  auch  zu  sagen,  daß  die  Funktion  für  jeden  Punkt  des 
Gebietes  definiert  ist,  wobei  man  unter  Punkt  nichts  anderes  versteht 
als  irgend  ein  System  von  n  Werten,  die  den  unabhängigen  Ver- 
änderlichen beigelegt  sind.  Die  für  die  Funktionen  einer  Veränder- 
lichen bewiesenen  Eigenschaften  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  auf  die 
Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen  ausdehnen1). 

367.  Stetigkeit.  Wenn  man  den  unabhängigen  Veränderlichen 
die  Inkremente  dz,  dy,  . .  .  erteilt,  so  ergibt  sich  daraus  für  die 
Funktion  das  Inkrement 

8f=f(x  +  dx,  y  +  8y,  ...)-f(z,  y,    ••)• 

Die  Funktion  heißt  stetig,  wenn  8 f  immer  nach  Null  konvergiert, 
sobald  man  die  Inkremente  öx,  dy,  . . .  gleichzeitig  nach  Null  kon- 
vergieren läßt  ohne  irgend  eine  Beziehung  zwischen  ihnen  aufzu- 
stellen. Sind  die  Werte  von  w  —  1  Veränderlichen  fest,  so  kann  man 
f  als  Funktion  der  übrig  bleibenden  Veränderlichen  betrachten,  und 
es  ist  klar,  daß  die  Funktion,  wenn  sie  hinsichtlich  des  Systems  der 
Veränderlichen  stetig  ist,  auch  hinsichtlich  jeder  einzelnen  stetig  ist. 
Man  darf  aber  nicht  glauben,  daß  die  Umkehrung  richtig  ist,  daß 
also  die  Stetigkeit  von  f(x,  y, . . .)  einfach  in  der  Stetigkeit  hinsichtlich 
jeder  einzelnen  der  Veränderlichen  x,  y,  . . .  besteht.  Um  sich  zu 
überzeugen,  daß  eine  Funktion  unstetig  sein  kann,  obwohl  sie 
hinsichtlich  einer  jeden  der  Veränderlichen,  von  denen  sie 
abhängt,  stetig  ist,  braucht  man  z.  B.  nur  eine  Funktion  der  Car- 
tesischen  Koordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene  zu  betrachten,  die 


1)  Siehe  z.  B.  den  „Calcolo"  von  Genocchi  nnd  Peano  (§  129). 
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auf   den   Axeti   <len   Wert   1    hat  und   in  jedem  andern   Punkte    v 
schwindet.     Eine  solche  Funktion  ist  offenbar  im  Anfangspunkte  i 
stetig,   obwohl   sie   hinsichtlich   jeder  Veränderlichen  Htetig  ist,   wenn 
man    die    andere    gleich    Null    setzt       Es    genügt    die    einfache 
Wandlung    des  WerteB    1    im    Anfangspunkte    in    (|,    damit    bo 
Punkte  die  Funktion   die  Stetigkeit   hinäiehtliHi  jeder  'inv  I  ■ 
änderlichen  .verliert;  und  doch  kann  man  sagen,  daß  die  neue  Fi 
unendlich  viel  weniger  unstetig  ist  als  die  alte. 

368,    Partielle   Derivierte.      Wenn   man  f  als  Funktion   ton   . 
allein  oder  von  y  nilein  u  B.  w.  betrachtet,  so  heißen  ihre  Bin  i 
Derivierten  die   partiellen  Derivierten   nach  x,  nach  y,  . .  .    um 
werden    mit  /"j,  j"s,  f,'x.  f',\,  f'v'r,  .  ..   bezeichnet.      Z.  B.    hat   man  i 
Falle   von  zwei   unabhängigen  Veränderlichen,   nachdem  x  und  y  be- 
liebig fixiert  sind, 

«*,  y)  -  taStJilJ^ffljS,    f-lx,  „  _  yj,ÖSJttS=i 

ferner  leitet  man  aus  f,   in  analoger  Weise  f'j,  und  f,',  ab,  wie  f,' 
und    fY\    aus    fa    abgeleitet    werden,    u.  b.  w.      Damit   die    partielle 
Derivierten  existieren,  ist  natürlich  notwendig,  daß  die  Funktion  hii 
sichtlich  einer  jeden  Veränderlichen  stetig  ist,  aber  nicht  nötig  \* 
die  Stetigkeit   in   dem   umfassenderen  im   vorigen  Paragraphen   « 
klärten   Sinne.     Wir  wollen  jetzt  beweisen,  daß  bei  der  Aufsuchui 
der    successiven    partiellen   Derivierten   die   Ordnung,   in    welch 
die  Derivationen  aufeinander  folgen,  das  Resultat  nii-ht  In* 
einflußt,    vorausgesetzt,   daß    die  Funktionen,    die    man 
cessiv    erhält,   stetig   sind.      Wir   können    uns    offenbar   auf  den 
Fall   nur  zweier  Derivationen  beschränken  und   zeigen,   daß   die  Den 
vierte   von  f'x  nach  y  sich   nicht   von   der  Derivierten   von   > 
unterscheidet,  sobald  die  durch  die  Derivatiou  gelieferten  1 
d.  h.  /iy  und  /yi,   stetig  sind.     Man  erteile  x  und  y  die  Inkremen 
9x  =  h7  dy  =  k  und  betrachte  den  Ausdruck 

p  -  fix  +  h,  y  +  h)  -  f{x  +  h,  ,,)  -  fix,  y  +  t)  - 
Schreibt  man  ihn  in  folgender  Weise 

e=\f(x  +  h,  y  +  k)-f(x  +  h,  y))  -\f(x,!/  +  k)-f(x,y)\, 
so  stellt  er  das  Inkrement  dar,  welches  die  Funktion  f(x,  y  +  l' 
erfährt,  wenn  man  y  und  /.■  konstant  läßt  und  von  dein  Werte 
zu  dem  Werte  .r  -f  A  übergeht.  Mau  erhält  daher,  wenn  man  d 
Theorem  von  Lagrange  (§  306)  auf  die  genannte  Funktion  von 
anwendet, 

if~h[f;(x  +  0h,  y  +  k)-f;(x  \  i 

für  eine  passende  Zahl  0,  die  zwischen  0  und  1   enthalten  ist.     Jt<| 
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haben  wir  vor  uns  das  Inkrement,  welches  f^(x  +  dh,  y)  erfährt, 
wenn  man  anter  Festhaltung  von  x  +  Oh  der  Veränderlichen  y  das 
Inkrement  k  erteilt  Es  folgt  also  auf  Grund  desselben  Theorems, 
welches  wir  diesmal  auf  eine  Funktion  von  y  allein  anzuwenden  haben, 

Q  =  hkfx'y(z  +  8h,  y  +  ffk), 

wo  ff  zwischen  0  und  1  enthalten  ist.  Wenn  daher  die  Funktion  fx'y 
im  Punkte  (x,  y)  stetig  ist,  so  stellt  ihr  Wert  in  diesem  Punkte  für 

nach  Null  konvergierende  A,  h  den  Grenzwert  des  Quotienten  ^~  dar. 
Nimmt  man  dagegen  q  in  der  Form 

9  -  {f(x  +  h,y  +  K)-f(x,  y  +  *))-[f(x  +  *>»)-  f(x,  y)}, 

so  gelingt  es  zu  beweisen,  daß  der  genannte  Grenzwert  gleich  dem 
Werte  von  fy"x  in  dem  betrachteten  Punkte  ist,  vorausgesetzt1),  daß 
diese  Funktion  in  dem  Punkte  stetig  ist.     Es  ist  also  f'Jy  =  fy'x. 

369.  Zusammengesetzte  Funktionen.  Wenn  in  y  —  f(u,  v,w,.. .) 
die  Veränderlichen  u,  v,  w,  . . .  nicht  unabhängig  sind,  sondern  viel- 
mehr Funktionen  einer  und  derselben  unabhängigen  Veränderlichen  x 
sind,  so  ist  auch  y  eine  Funktion  von  x  allein,  obwohl  sie  als  eine 
Funktion  von  mehreren  Veränderlichen  erscheint.  In  einem  solchen 
Falle  pflegt  man  zu  sagen,  y  sei  eine  zusammengesetzte  Funktion 
und  u,  v,  Wj  . . .  die  zusammensetzenden  Funktionen.  Wir  wollen  be- 
weisen, daß,  wenn  die  ersten  partiellen  Derivierten  von  f  stetig  sind 
und  die  ersten  Derivierten  der  zusammensetzenden  Funktionen  exi- 
stieren, die  Derivierte  der  Funktion  gleich  der  Summe  der- 
jenigen Teilderivierten  ist,  die  man  durch  Anwendung  der 
Regel  für  die  Derivation  der  Funktionen  von  Funktionen 
erhält,  indem  man  f  der  Reihe  nach  als  Funktion  von  u 
allein,  v  allein  u.  s.  f.  betrachtet.  Selbstverständlich  werden  die 
partiellen  Derivierten  von  f  nach  den  Veränderlichen  u9  v}  w,  . . .  be- 
rechnet, indem  man  diese  als  unabhängig  behandelt.  Wir  können 
uns  der  Einfachheit  wegen  darauf  beschränken,  das  Theorem  im  Falle 
von  zwei  zusammensetzenden  Funktionen  zu  beweisen.  Entsprechend 
dem  Inkrement  6x  seien  h  und  k  die  Inkremente  der  Funktionen  u 
und  v.  Das  Inkrement  von  y  ist  8y  =  f(u  +  h,  v  +  k)  —  f(u,  v). 
Nun  hat  man  nach  dem  Theorem  von  Lagrange 

f(u  +  *,*)-  /•(«,  v)  =  hfu'  (u  +  eh,  v), 

/•(«  +  h,v  +  k)-  /•(«  +  *,»)-  kf,'(u  +  h,  v  +  6'k). 


1)  In  Wirklichkeit  setzen  wir  hier  zuviel  voraus.    Die  Bedingungen  dafür, 
nan  die  Gleichheit  f"  =  f"   behaupten  kann,  sind 

Minimum  reduziert  worden.    Siehe  Mathesis,  1890,  p.  153. 


Funktionen    von   melireil'u    Voriiiiclerlii'üei 

Daraus  folgt  durch  Addition   tuid  Division   mit  ix 

Ifti*  +  eh,  v)  +  e£f,-(u  +  h,  v  +  ff/n, 

ferner  durch  Übergang  nur  Grenze  und  unter  Be Achtung  der  ge- 
machten Voraussetzungen 

(1)  »'-«'/•.'(«,  »)  +  »7>,  «)• 

370.    Bemerkungen,      a)    Das    Theorem    besteht    offmbtt 
wenn    nur   eine    der    beiden    partiellen    Deri vierten    stetig    ist,    voraus- 
gesetzt, daß  die  andere  hinsichtlich  der  etitsim-rlirmlen  Veränderlichen 
stetig  ist. 

b)  Die  Hegel  (1)  schließt  als  Spezialfälle  alle  frfthe) 
bewiesenen    Derivationsregeln    ein.      Wenn    man   Z.  B     bat    ;/  =  ii  4-  c, 
uv, u.  b.  w.,  so  ist  bezüglich 

f.'-i,',  ;•,•••;  C'-i.i  <••  -,"■■• 

imd  (1)  gibt 

y  "  «*'  +  v,     vu  +  m  «*, pr»  •  *  *- 

c)  Ferner  gestattet  die  Regel  (1)  die  üerivierten  gewisser  Funk- 
tionen   direkt   zu   erhalten,    bei    denen    wir    früher    (g  292,  d)  auf    bfl- 

l lere   Kunstgriffe  rekurrieren  mußten.     Um   z.  B.  die  Drri  vierte  von 

y  =  x*  zu  berechnen,  gentigt  es  nacheinander  als  einzige  Venndeo> 
liebe  die  Basis  j:  und  den  Exponenten  x  zu  betrachten,  zu  deri- 
viereu  und  die  Resultate  zu  summieren,  sodaß  man  sofort  hat 

y  =  x-x1-'  -f- jtMog*  =  ;c*(l  -|-  log*), 
Allgemeiner    ist   die    Derivierte    von   wT,   wenn    u   und    r    FooktiOMD 
rot)  x  sind, 

|f  — «(*-*■  tt'+irVIog«  —  #{v-  +  r'logi»). 

871.  Homogeneitat.   Die  Funktion  f\x,  y,  g, . . .)  heißt  homogen 
vom  Grade  m,  wenn  man  identisch  hat 

£2)  fitz,  fat»,... )-<"/(*,  9,*,  -..)■ 

Solche  Funktionen  sind  z.  B.  die  im  ersten  Buche  [g  56)  botnub- 
teten  algebraischen  Formen,   und   insbesondere  die  quadratischen, 


welche    homogene    Funktionen    zweiten    Grades    sind,      Eb«U0 
homogen  von  den  bezüglichen  Graden  0,  },   -  1   ilie  Funktionen 


und 


Kjf+'  +  y*+*  +  l 


u,  s.  w.     Man   bemerke,   daß   die   ersten    partiellen    Derivi.rteu 
ner   homogenen   Funktion  vom   Grade  m  homogene  Funk 
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tionen  vom  Grade  m  —  1  sind.  In  der  Tat,  deriviert  man  die 
Gleichung  (2)  nach  x  und  dividiert  darauf  durch  t,  so  kommt  gerade 
die  Gleichung 

fx'(tx,  ty,  tz,  . . .)  -  *-Y,'fo  ff,*,.. .), 

welche  sich  von  (2)  nur  dadurch  unterscheidet,  daß  f  in  fj  und  m 
in  m  —  1  verwandelt  ist. 

372.  Die  homogenen  Funktionen  sind  charakterisiert  durch 
folgende  bemerkenswerte  Eigenschaft:  Die  Summe  der  ersten  par- 
tiellen Derivierten  einer  homogenen  Funktion  vom  Grade  m, 
jede  multipliziert  mit  der  zugehörigen  Veränderlichen,  ist 
identisch  gleich  dieser  Funktion,  multipliziert  mit  m.  In 
der  Tat,  bringt  man  (2)  auf  die  Form 


(3) 


ja  f(tx,  ty,  tz,  . . .)  =  fix,  y,z,.. .), 


so  leitet  man  daraus,  nachdem  man  x,  y,  z,  . . .  beliebig  fixiert  hat, 
durch  Derivation  nach  t  ab 

W  7.  [*£(**,  *y>  ■■•)  +  vf,'(t*>  <*■••)  +  ••  •}--£-/(<*» *y,~)-o» 

mithin  für  t  «=  1 

Dies  ist  das  Eulersche  Theorem.  Bemerken  wir  jetzt  folgendes: 
Wenn  in  der  letzten  Gleichung  x,  y>  z,  . . .  bezüglich  durch  tx,  ty, 
tz,  ...  ersetzt  werden  und  alles  durch  ^n  +  1  dividiert  wird,  so  kommt 
wieder  die  Gleichung  (4)  heraus,  welche  uns  sagt,  daß  die  Derivierte 
der  linken  Seite  von  (3)  nach  t  gleich  Null,  die  linke  Seite  selbst 
also  von  t  unabhängig  und  daher  immer  gleich  dem  Werte  ist,  den 
man  erhält,  wenn  man  t  =  1  setzt.  Man  gelangt  auf  diese  Weise 
wieder  zu  (2),  d.  h.  gerade  zur  Definition  der  Homogeneität. 

373.  Derivation  der  Determinanten.  Als  Anwendung  der  Regel  (1) 
betrachten  wir  die  erste  der  Determinanten 


y- 


"1 


t\       i0, 


t?*  Wc 


W.      V, 


Wy 


°t 

h 

o, 

bt 

«3 

h 

während  wir  annehmen,  daß  die  zweite  die  reziproke  der  ersten  ist. 
Die  partielle  Derivierte  von  y  nach  einem  ihrer  Elemente  ist  gleich 
dem  entsprechenden  algebraischen  Komplement.  In  der  Tat  hat  man 
z.  B.  y  ■»  Ojttj  +  o,m,  +  #3*43;  und  das  einzige  Glied,  welches  u{  ent- 
hält, ist  a{ut.  Überdies  ist  a-  unabhängig  von  u{.  Mithin  ist  y«.  =  a,. 
Wenn  ferner  alle  Elemente  Funktionen  einer  und  derselben  Verander- 


liehen   x  sind,  so  stellt  die  Determinante  ;/  eüae   l''iitikin.ii    roi 
deren  Derivierte  nach  (1) 

y'=  o,u,'4-  ",?'/  +  «3"s'  +  V'i'  +  V'i'+  6b"i'"+  V'i'  +  <i*j' 
ist.    Außer  der  Annahme,  daß  die  Element«  der  Determinante  dem-ier- 
bare  Funktionen  sind,  ist  keine  andere  erforderlich,  da  die  partiellen 
Derivierten   von   y  ala   Summen   von    Produkten    stetiger   Punktionen 
stetig  sind.    Dem  lebeten  Resultat  kann  man  die  folgend«  Form  g*brn: 


(5) 


Dies    ist   die  Regel    für   die  Derivation    einer  Funktion  von  X,    die  in 
Form   einer  Determinante  gegeben   ist.     Sie   gilt   offenbar 
minanten  von  beliebiger  Ordnung. 

874.  WronskiBche  Determinanten.  Besonder* 
gewissen  Anwendungen  die  Wronnktschcn  Determinanten  Bei  ihnen 
wird  die  erst-'  Vertikalreihe  gebildet  von  behelligen  Funktionen  ein« 
Veränderlichen  x,  während  die  folgenden  aus  den 
rivierten  dieser  Funktionen  bestehen,  Die  Berechnung  der  Deri 
vierten  solcher  Determinanten  kann  man  sehr  leicht  mit  HOft  d.i 
Hegel  (5)  ausführen.     rL  B.  hat  man,  wenn 


ist , 


sodaß  man,  um  irgend  eine  Wronskische  Determinante  n-ter  Ord- 
nung zu  derivieren,  nur  die  (n  —  l)-ten  Derivierten  der  Funktionen 
durch  die  »-ten  zu  ersetzen  braucht.  Bezeichnet,  inun  ferner  die 
Wronskische  Determinante  der  »  Funktionen  u,  r,  «*,  .  .  kurz  mit 
(«,  V,  W,  .  - .),  BO  ist  leicht  zu  sehen,  daß  man  hat 
(6)  {tu,  tv,  tw,  ,..)*-«■{•*,  t',  w,  ...), 

Diese  Eigenschaft,  welche  in  ihrer  Form  eine  so  große  Analogie  mit 
der  charakteristischen  Eigenschaft  der  homogenen  Funktionen  hat, 
beweist  man  sofort,  indem  man  die  TrMrisklBChfl  Determinante  der 
Funktionen  tu,  tv,  tte,  ...  bildet  und  bemerkt.  d:iß  in  der  zweiten 
Vertikalreihe  die  Glieder,  welche  I'  enthalten,  anterdrQekt  irgrdem 
dürfen,  da  sie  proportional  zu  den  Elementen  der  ersten  sind  Darauf 
darf  man  in  der  dritten  die  Glieder  unterdrücken,  welche  ("  od'T 
nihllten,  da  sie  bezüglich  proportional  zu  den  Gliedern  der  ersten 
oder  der  zweiten  Vertikalreihe  sind,  U-  s.  w.  Man  tindet  so  schließli. 
die  Determinante  (u,  v,  w,  .  .  .),  deren  sämtliche  Elemente  mit 
multipliziert  sind,  d.  h.  gerade  die  rechte  Seite'von  (6). 
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375.  Wir  wollen  jetzt  folgende  äußerst  wichtige  Eigenschaft  der 
Wronskischen  Determinanten  beweisen:  Damit  zwei  oder  mehr 
Funktionen  linear  unabhängig  seien,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  ihre  Wronskische  Determinante  nicht  ver- 
schwindet. Zunächst  muß  man  wissen,  daß  zwei  oder  mehr  Funk- 
tionen linear  unabhängig  heißen,  wenn  zwischen  ihnen  keine  lineare 
homogene  Relation  mit  konstanten  Koeffizienten  besteht.  Mit  andern 
Worten,  die  Funktionen  u,  v,  w,  .  . .  sind  nicht  linear  unabhängig, 
wenn  es  n  Konstanten  a,  6,  c,  . .  .  gibt,  die  nicht  alle  null  sind,  von 
der  Beschaffenheit,  daß  man  identisch  hat 

(7)  au  +  bv  +  cw  +  •  •  •  =  0. 

Wenn  dies  stattfindet,  so  ist,  da  man  auch 

au  +  bv  +  cw'  +...«=  0,      au"  +  bv"  +  cw"  +  •  •  •  =  0,  ... 

hat,  für  die  Verträglichkeit  dieser  Gleichungen,  die  man  als  lineare 
und  homogene  Gleichungen  in  den  Unbekannten  a,  6,  c,  . . .  betrachten 
kann,  erforderlich  (u,  v,  w,  . .  .)  =  0.  Worauf  es  mehr  ankommt,  ist 
der  Nachweis,  daß  umgekehrt,  wenn  diese  Determinante  identisch 
null  ist,  zwischen  den  Funktionen  u,  v,  w,  . . .  eine  Beziehung  wie  (7) 
besteht.  Zunächst  bemerke  man,  daß  für  n  =  1  die  Gleichung  (7) 
gerade  das  Verschwinden  von  (u)  =  u  ausdrückt.  Daraus  folgt,  daß 
man,  um  das  Theorem  zu  beweisen1),  dasselbe  für  weniger  als  n 
Funktionen  zulassen  und  dann  zeigen  kann,  daß  es  für  n  Funktionen 
gilt.  Wäre  u  =»  0,  so  würde  die  Relation  (7)  offenbar  richtig  sein 
für  a=-l,  6  =  c  =  —  =  0.  Wir  nehmen  also  an,  daß  nicht  identisch 
w  =  0  ist,  und  bemerken  unter  Erinnerung  an  das  Theorem  (6),  daß 

ist.  Aber  die  letzte  Wronskische  Determinante  ist  von  der  Ordnung 
n  —  1,   und   aus   ihrem  Verschwinden   kann   man  daher   den   Schluß 

ziehen  b  l—j  +  c  (—)  +  •  •    =  0,    wo    b,  c,  .  .  .    Konstanten   sind,    die 

nicht  sämtlich  verschwinden.     Also  hat  b \-  c \-  •  •  •  einen  kon- 

u  u 

stauten  Wert,  den  wir  —  a  nennen  können,  und  auf  diese  Weise 
sehen  wir  schließlich,  daß  die  n  Funktionen  durch  eine  Relation  wie 
(7)  verbunden  sind. 

Balhenentwiekelungen.    Minima  und  MaTlma. 

376.  Die  Formeln  von  Taylor  und  Mac-Laurin  lassen  sich  sehr 
leicht  auf  Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen  ausdehnen.  Man 
fixiere   einen  Punkt  (a,  6,  c,  . . .)  und   in   seiner  Nähe   einen  andern 


1)  Demoulin:  „Mathesis"  (1897,  p.  62). 
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Punkt  (x,  y,  z}  . . .),  beide  dem  Gebiet  angehörend,  in  welchem  die 
Funktion  f(x,  y,  z,  . . .)  definiert  ist.     Darauf  setze  man 

u  =  a  +  t (x  —  a),     v  =  b  +  t (y  —  6),     tu  =  c  +  £(*  —  c)}  . . . 

und  betrachte  f(u,  v,  w}  . .  .)  als  Funktion  der  Veränderlichen  t  allein. 
Die  erste  Derivierte  dieser  Funktion  F(i)  läßt  sich  leicht  mit  Hilfe 
der  Regel  (1)  berechnen,  wenn  man  beachtet,  daß  man  in  Bezug  auf 

die  einzige  Veränderliche  t  hat  tt  =z  —  af  r'  =  y  —  b}  w  *=  z  —  c, 

Auf  solche  Weise  erhält  man 

F'(t)  =  (x-a)  /•;(«,  »,  •  •  H(.y-V)  /",'(«,  «,•••)+ (*-c)£'(«,  *,  •  •  •)+•••• 

Eine  weitere  Derivation  liefert 

F'\t)={x-ayKx(u,v}..)+{y-b)^ 

+  2(x  —  a)(y -  b)fiy(u,  v, . . .)  +  2(s  —  a) (5 -  c)f*a(u}  v, . . .) 

+  2(y  —  b)(z-c)f,'9{u}  v,  ...)  +  •••• 

Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  erkennt  man,  daß  man  symbolisch 
schreiben  kann 

*w(0  -[(x-a)  /;'(«,  f,  •  •  •)  +  (y  -  &)/,'(«,  »,.••)  +  •••)", 

wenn  man  übereinkommt  jedes  Produkt  fx'fy'fy' ...  in  der  Entwicke- 
lung  der  n-ten  Potenz  zu  ersetzen  durch  die  Derivierte  /*"*  >  be- 
rechnet für  den  Punkt  (w,  r,  w,  . . .),  der  mit  (a,  6,  c,  . . .)  oder  mit 
(jr,  y,  z,  .  .  .)  zusammenfällt,  je  nachdem  man  2  =  0  oder  £  =-  1  setzt 
Dies  vorausgeschickt  braucht  man  nur  die  Ausdrücke  von  F,  F*9  F"9... 
in  die  Mac-Laurinsche  Fonnel 

F(l)  =  F(0)  +  F'(0)  +  I  F"(0)  + 1  F'"(0)  +  •  •  •  +  ±  2*">(«) 

einzusetzen,  um  zu  finden 

f(x,  y, . . .)  =  f(a,  b, ...)  +  (x-a)fx'(a,  b, . . .)  +  (y - 6)f,'(o,  6, . . .)  +•• • 
+  i  \(x-a)*fx'x(a,  b,...)  +  ...+2(x-a)(tf-b)fxp(a,  b,  ...)  +  ••  •) 

+  ^{(^-«)-^..,(s^,")+«^-«)--%-^i.,aij,-..)+-}, 

wo  £>  Vi  %>  -  •  •  Zahlen  sind,  die  bezüglich  zwischen  a,  6,  c,  . . .  and 
#,  f/,  j2t,  . . .  liegen.  Dies  ist  die  Taylorscho  Formel  für  die  Funk* 
tionen  von  mehreren  Veränderlichen.  Setzt  man  darin  a,  6,  c,  . . . 
gleich  Null,  so  erhält  man  die  Mac-Laurinsche  Formel 

/•(^y,...)  =  /*(0,0,....)  +  x/;'((),0,...)  +  yf;  (o,o,..  .)+••• 

+  H*V»(0,  0,  ...)  +  yV;;(0,  0,  ...)+•■•+  2xyfö(0,  0, ...)  +  ...j 
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Sie  liefert  uns,  unter  der  Voraussetzung,  daß  das  letzte  Glied  mit  un- 
endlich zunehmendem  n  nach  Null  konvergiert,  eine  Entwickelung  der 
Funktion  f(x,  y9  z,  .  .  .)  in  eine  Reihe  algebraischer  Formen  von  den 
Graden  0,  1,  2,  3,  ... . 

377.  Wir  kommen  jetzt  zur  Diskussion  der  Minima  und  der 
Maxima.  Wenn  man  sagt,  daß  irgend  eine  Eigenschaft  in  der  Um- 
gebung eines  Punktes  (a,  6,  c,  . . .)  stattfindet,  so  will  man  die  Exi- 
stenz einer  positiven,  wenn  auch  noch  so  kleinen  Zahl  h  behaupten 
von  der  Beschaffenheit,  daß  jene  Eigenschaft  für  alle  Punkte  (x}  y,z,.. .), 
die  den  Bedingungen 

(8)  \x  —  a\<.h}     |y  —  b\<ih,     \z  —  c\<^h,  ... 

genügen,  verwirklicht  ist,  höchstens  (a,  6,  c,  . . .)  selbst  ausgenommen 
Dies  vorausgeschickt  sagt  man,  daß  die  Funktion  /*(#,  y,  z}  . . .)  in 
(Oy  b,  cf  .  .  .)  ein  Minimum  (oder  Maximum)  wird,  wenn  in  der  Um- 
gebung dieses  Punktes  kein  Wert  der  Funktion  kleiner  (oder  größer) 
als  f(a,  6,  c,  . . .)  ist  Mit  andern  Worten,  man  muß  eine  positive 
Zahl  A  von  passender  Kleinheit  finden  können  derart,  daß  für  alle 
Wertsysteme  x,  y,  z, . . . ,  die  den  Bedingungen  (8)  genügen,  die  eine 
(oder  die  andere)  der  folgenden  Relationen  stattfindet: 

(9)  f(a,  b,  c,  . . .)  <,f{x,  y,  z,  .. .),     f(a,  b,  c,  . . .)  ^f(x,  y,  z, . . .). 

Ist  dies  der  Fall,  so  muß  offenbar  auch  die  vorhin  mit  F(t)  be- 
zeichnete Funktion  für  t  =  0  ein  Minimum  oder  Maximum  sein.  In 
der  Tat  hat  man  auf  Grund  von  (9) 

F(0)£F({)9    oder    F(0)^F(t) 

für  alle  Werte  von  t,  deren  absoluter  Betrag  nicht  größer  als  1  ist 
da  für  diese  Werte  die  Zahlen  u9  v,  w9  . . .  wie  x9  y,  z}  . . .  den  Be- 
dingungen (8)  genügen.  Auf  diese  Weise  ist  die  Aufsuchung  der 
Minima  und  Maxima  von  f(x,  y,  z9  .  .  .)  reduziert  auf  die  Aufsuchung 
der  Minima  und  Maxima  aller  Funktionen  F(t),  die  den  unendlich 
vielen  Punkten  (x9  y,  z,  . .  .)  entsprechen,  welche  man  beliebig  in  der 
Umgebung  jedes  Punktes  (a,  b,  c,  . .  .)  annehmen  kann. 

378.  Wenn  die  Veränderlichen  unabhängig  sind,  so  spaltet  sich 
die  bekannte  Bedingung  F'(0)  =  0,  d.  h. 

(x-a)fJ(a9b9c9...)+(y-b)fy\a9b9c,...)  +  (z-c)f;(a9b,c,...)  +  '-^09 

in 

f,'(a,b,c,...)  =  0,    fy'(a,b,c,...)  =  Q,    ft'(a,  b9  c,  ...)=*  0, .... 

Also  erhält  man  die  Wertsysteme  x,  y}  z,  ...,  welche  die 
Funktion  f  der  unabhängigen  Veränderlichen  xy  y,  z,  . .  .  zu 
einem  Minimum  oder  Maximum  machen  können,  indem  man 
das  Gleichungensystem 
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(10)    f,'(x,y,M,...)-0,   £'(*,  y,  *,...)- 0f  f/fe**---)-0*--- 
auflöst.    Um  zu  erkennen,  ob  man  ein  Minimum  oder  ein  Maximum 
hat,  betrachte  man  die  quadratische  Form 

*"'(0)  =  (*-a)V,",(o,  b, ...)+(»- W,(«,  6,...)+(*-c)Y."(o,  V-)+- 
+  2(x-a)(j-b)f:t(a,  b,...)  +  2(x-o)(e-c)f?.(o,  &,.••) 

+  2(t-b)(M-c)f;.(a,b,. ..)  +  ... 

der  n  unabhängigen  Veränderlichen  x  —  a,  y  —  6,  *  —  cf  . . .,  eine 
Form,  die  als  Diskriminante  (§  76)  die  Determinante 


H  = 


f" 

1  XX 

& 

f" 

Ixt    •    •    • 

19* 

f" 

199 

19*    •    '    • 

1  XX 

f>9 

f" 

la»    •    •    • 

berechnet  für  x  =•  a,  y  =  h7  jer  ==  c,  . . . ,  besitzt.  Diese  wichtige  Funk- 
tion J/(#,  y9  8,  . . .)  heißt  die  Hessesche  Form  von  /*.  Im  folgen- 
den werden  wir  den  Fall  H(a}  b,  c, . . .)  =  0  beiseite  lassen  und  uns 
daran  erinnern  (§  100),  daß  unter  der  Voraussetzung  H(a,  bf  c9 . . .)  ^0 

die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  daß  die  quadra- 
tische Form  F"(0)  wesentlich  positiv  ist,  folgende  sind: 


/»// 


(ii) 


£'«>o, 


/*rr  s»ff 

xx      fx* 


>0,  ...,  H>0. 


(12) 


fx'x  <  0, 


>0,  ...,  (-l)».ff>0 


/•fr  ftt 

9*      199 

für  x  =  a,  y  =*b,  z  —  c,  ....  Damit  dagegen  F"(0)  für  alle  Systeme 
von  (nicht  sämtlich  verschwindenden)  Werten,  die  den  Veränderlichen 
x  —  a,  y  —  b,  z  —  c,  . . .  erteilt  werden,  negativ  bleibe,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  man  hat 

/•"     /•"   i 

1*9      1*9 

nrr         r>tt 

ly*       199 

Wenn  also  für  ein  System  von  Werten  a,  6,  c,  . . .  der  Veränderlichen 
x,  y,  z,  . . . ,  welches  den  Gleichungen  (10)  genügt,  auch  die  Be- 
dingungen (11)  erfüllt  sind,  so  ist  die  Funktion  f(x,y,*,...)  für 
x  =  a,  y  =  b,  z  =  c, . . .  ein  Minimum.  Sie  ist  dagegen  ein  Maxi- 
mum, wenn  die  Bedingungen  (12)  erfüllt  sind.  Sie  ist  aber  weder 
ein  Minimum  noch  ein  Maximum,  wenn  weder  die  Bedingungen  (11) 
noch  die  (12)  erfüllt  sind,  während  H  >  0  ist.  Zweifelhaft  bleibt 
der  Fall  H  =  0,  welcher  weitere  Untersuchungen  erfordert 

379.  Wenn  man  z.  ß.  die  Minima  und  die  Maxima  einer  Funktion 
f(x,  y)  von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  haben  will,  so  hat  man  mit 
der  Aufsuchung  derjenigen  Werte  der  Veränderlichen  zu  beginnen,  welche 
die   ersten    Deri vierten   zum  Verschwinden   bringen,   um    sie  dann  in   die 
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zweiten  Derivierten  einzusetzen.  Es  können  sich  alsdann  folgende  Um- 
stände darbieten: 

fszfn  ~~  f*}  >  ö  (Minimum,  wenn  f£x  >  0,  Maximum,  wenn  /,Xx<0), 
w  „     <  0  (weder  Minimum  noch  Maximum), 

„  „    —  0  (Ungewißheit). 

Auch  bei  den  Funktionen  von  drei  unabhängigen  Veränderlichen  x,  y,  z 
kann  man,  wenn  fxxfyy —  fxp*K.O  ist,  kein  Minimum  oder  Maximum 
haben.  Dies  ist  aber  auch  dann  der  Fall,  wenn  man  hat  fxX  fy'y  —  fx9*  >  0, 
sobald  die  Hessesche  Form 

«"  ™  IxxJyylMz  T  "II*  iMxJxy         fxxfy*  lyyjsx  hxfxy 

nicht  das  Zeichen  von  fxx  annimmt.  Im  entgegengesetzten  Falle  hat  man 
ein  Minimum  oder  ein  Maximum,  je  nachdem  das  gemeinsame  Vorzeichen 
+  oder  —  ist.  Man  bemerke,  daß  die  Minima  und  die  Maxima  die  Tendenz 
haben,  immer  seltener  aufzutreten,  je  zahlreicher  die  Veränderlichen  werden. 

880.  Um  schneller  vorwärts  zu  kommen,  haben  wir  in  §  378 
eine  schwere  Lücke  bestehen  lassen,  welche  wir  jetzt  ausfüllen  müssen. 
Wenn  man  gefunden  hat,  daß  bei  Erfüllung  der  Bedingungen  (11) 
oder  (12)  immer  F"(0)  >  0  oder  F"(0)  <  0  ist,  so  kann  man  nur 
schließen,  daß  die  unendlich  vielen  Funktionen  F(t)  für  2  =  0  alle 
Minima  oder  alle  Maxima  sind.  Hieraus  darf  man  aber  nicht  folgern, 
daß  f{x,  y,  ef  . . .)  im  Punkte  (a,  b,  c,  . . .)  ein  Minimum  oder  Maxi- 
mum ist  Es  würde  in  der  Tat  nötig  sein,  die  Umkehrung  des  am 
Schlüsse  von  §  377  ausgesprochenen  Satzes  zu  Hilfe  zu  nehmen,  und 
diese  Umkehrung  ist  weit  davon  entfernt,  allgemein  gültig  zu  sein. 
Treten  wir  also  an  die  direkte  Untersuchung  des  Inkrements 

f{x,  y,  *,..)- f(a,  b,c,..)  =  \F"{ß), 

und  bemerken  wir,  daß  F"(ß)  als  eine  quadratische  Form  betrachtet 
werden  kann,  deren  Koeffizienten,  die  mit  x,  y,  z,  . . .  veränderlich 
sind,  (wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  der  zweiten  Derivierten)  nach 
den  analogen  Koeffizienten  von  F"(0)  konvergieren,  wenn  der  Punkt 
(x9  y}  £f  . . .)  in  irgend  einer  Weise  dem  Punkte  (a,  6,  c,  . . .)  zu- 
strebt, unter  welcher  Voraussetzung  der  Zwischenpunkt  (£,  17,  £,  . . .), 
für  den  die  Koeffizienten  von  F"{0)  berechnet  zu  denken  sind,  das 
Gleiche  tun  muß.  Dies  berechtigt  uns  offenbar  nicht  zu  behaupten, 
daß,  wenn  JF"(0)  in  der  Umgebung  von  (a,  6,  c,  . .  .)  ein  bestimmtes 
Zeichen  bewahrt,  F'(d)  dieses  Zeichen  anzunehmen  strebt.  In  der 
Tat  liegen  die  Werte  der  einen  und  der  andern  quadratischen  Form 
in  der  Umgebung  des  genannten  Punktes  unendlich  nahe  an  Null, 
und  es  ist  daher,  obgleich  sie  sich  voneinander  unendlich  wenig  unter- 
scheiden, nicht  ausgeschlossen,  daß  sie  entgegengesetzte  Zeichen  haben 
können.    Es  bandelt  sich  nun  gerade  darum,  zu  zeigen,  daß  dies  nicht 


der   Fall  ist,   und    dazu    ist   es   zweckmäßig,    die  beiden  quadratischen 
Formen  durch 

r»  =  (x  -  a)»  +  (jf  -  6)'  +  (#-«)•  +  -■• 
/,u   dividieren  uud    die  Quotienten   als  zwei   quadratische   Formen   in 
den  Veränderlichen 

■  -^t^i  ß  =  y~b>  r- ''~rC '  ■■ 

n    betrachten ,    die    durch    die    BelaÜOS    ua  +  ß1  +  y1  +  -  ■  ■  =  1 
bunden  sind.     Es  sei   in   der  Tat  k  dem   absoluten  Betrage  nach  der 
kleinste  unter  den  Koeffizienten  einer  kanonischen  Form  (§  92)  TOB 


*'"(0) 


ind   man   bemerke,    daß   diese  Koeffizienten   alle  positiv  O&n 


alle  negativ  sind,  je  nachdem  die  quadratische  Form  wesentlich 
positiv  oder  wesentlich  negativ  ist,  und  daß  man  dl 
|-f"(0)|  >  fcr*.  Das  Verhältnis  von  F"(0)  zu  r*  konvergiert  also 
nicht  nach  Null.  Dagegen  konvergiert  nach  Null  das  Verhältni 
von  F"(6)  —  F"(Q)  zu  r*,  da  es  eine  quadratische  Form  der  Vta 
ILnderlichen  <;,  ß,  y,  ■  ■  ■  ist,  die  alle  zwischen  —  1  und  +  1  ooihalttt 
sind,  und  ihre  Koeffizienten  nach  Null   konvergieren.     Mithin   ist 


Umf$-1  +  Üm( 


■  1. 


Daraus  folgt,  daß  in  im  immer  eine  positive  Zahl  li  finden  kann  derart, 
daß  für  alle  Werte  von  t,  y,  z,  .  .  . ,  die  rivn  Bedingungen  (S)  genügen, 
das  vorstehende  Verhältnis  z.  B.  größer  als  \  ist,  und  daß  man  folg- 
lich hat 

F"(6)>{kr*     oder     F"\6)<\lcr*, 

je  nachdem  k  positiv  oder  negativ  ist,  oder  f(x,  y,  z, . . .)  >  f(a,  h,  c,  . . .  I 
im   utten  und  f(x,  y,  s,  . . .}  <f(a,  b,  c,  . .  .)  im  /.weiten  Falle1). 

381.  Die  obigeu  Betrachtungen  sind  um  sn  notwendiger,  als  es 
in  dem  allgemeinen  Falle  sehr  wohl  passieren  kann,  daß  alle  Funk 
tionen  F(t)  für  t  =  U. Minima  oder  Masima  sind,  ohne  daß  die  Funk- 
tion l\x,  y,  z,  .  . .)  im  Punkte  («,  h,  c,  . . .)  ein  Minimum  oder  Maxi- 
mum ist  Um  die  Gründe  eines  solchen  Vorkommnisses  wohl 
verstehen,  ist  es  zweckmäßig  sich  auf  die  Betrachtung  einer  Funktion 
von  zwei  Veränderlichen  (x  =  a  -f  r  cos  &,  y  =  b  -f  r  sin  » )  zu  be- 
schränken, deren  Werte  in  der  Umgebung  des  Punktes  (a,  «)  also 
von  r  und  &  abhängen.  Wenn  für  einen  gegebenen  Wert  von  &  die 
Funktion  in  (a,  b)  ein  Minimum  hat,  so  bedeutet  dies,  daß  /"(<(,  li) 
<f[x,y)  ist  für  den  betrachteten  Wert  von  #  und  für  all.'  Wirt.' 
von  r,  die  in  einem  gewissen  Intervall  (—  p,  p)  enthalten  BÜ 


li   W«gm   «rtiöerer  Details   «ehe   i 
Peaao  (pp.  189,  197). 


i   dpa    ,,1'alcolu" 
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positive  Zahl  q  ist  für  jeden  Wert  von  &  vollkommen  bestimmt; 
wenn  man  übereinkommt  ihr  den  größtmöglichen  Wert  zu  erteilen. 
Beim  Variieren  von  #  zwischen  0  und  %  (die  eine  Grenze  aus- 
geschlossen) variiert  im  allgemeinen  auch  q,  und  das  entsprechende 
Punktepaar  (a  ±  q  cos  #,  b  ±  q  sin  #)  beschreibt  eine  geschlossene 
Kurve  von  der  Beschaffenheit;  daß  man  in  ihrem  Innern  immer 
f(Oy  V)  ^  f(x,  y)  hat,  während  außerhalb  in  Punkten,  die  beliebig 
nahe  an  der  Begrenzung  liegen,  f(x,  y)  kleiner  als  f(a,  b)  wird. 
Wenn  nun  die  Funktion  q,  wie   es   gewöhnlich  der  Fall  ist,  einen 

kleinsten  Wert  Äj/2  erreicht,  so  hat  man  sicher  f(a,  b)^f(x,  y), 
sobald  |  x  — •  a  |  <I  A,  |  y  —  b  |  <jj  A  ist.  Alsdann  hat  die  Funktion  f(x,  y) 
im  Punkte  (a,  b)  ein  Minimum.  Dies  ist  dagegen  nicht  der  Fall, 
wenn  die  Werte  von  q  nur  die  untere  Grenze  Null  haben;  denn 
wenn  A  beliebig  klein  gegeben  ist,  so  braucht  man  nur  #  in  hin- 
reichender Nähe  desjenigen  Wertes  zu  wählen,  in  dessen  Umgebung 

(§  259)  die  untere  Grenze  von  q  immer  null  ist,  um  q  <  A )/ 2 
machen  zu  können.  Dann  müssen  sich,  wenn  man  r>?  nimmt, 
Werte  von  x  und  von  y  finden  lassen  derart,  daß  man 

trotz  \x  —  a\<^h,    |y  —  b\^h    hat    f(x,  y)  <  f(a}  6). 

382.   Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  zwischen  den  n  Veränder- 
lichen m  (<  n)  Relationen 

(13)  9  (x}  jf,#,...)-0,    #  (x,  y,  b,  . . .)  —  0, . . . 

bestehen,  welche  so  beschaffen  sind,  daß  sich  m  Veränderliche  u,v,w}... 
als  Funktionen  der  übrig  bleibenden  n  —  m  betrachten  lassen1).  Diese 
letzteren  wollen  wir  besonders  mit  x,  y,  e,  . . .  bezeichnen  und  sie  als 
unabhängige  Veränderliche  wählen.  Die  Werte  der  Veränderlichen, 
welche  die  gegebene  Funktion 

f(x,  y}  2,  ...,  u,  v,  u>,  ...) 

zu  einem  Minimum  oder  Maximum  machen,  müssen  (§  378)  die  ersten 
partiellen  D er i vierten,  genommen  nach  den  unabhängigen  Veränder- 
lichen, zum  Verschwinden  bringen.  Im  besondern  muß  man  haben, 
wenn  man  die  Regel  für  die  Derivation  der  zusammengesetzten  Funk- 
tionen anwendet  (§  369), 

(w)  f:+<fu'+<f:+~--o, 

und  die  Derivierten  uj,  vj,  wj,  . . .  berechnet  man,  indem  man  die 
Relationen  (13)  nach  x  deriviert,  d.  h.  man  leitet  sie  mit  Hilfe  der 
Cramerschen  Regel  (§  50)  aus  folgendem  System  ab: 


1)  Von  den  Bedingungen  dieser  Möglichkeit,  zu  denen  die  Relation  (16) 
gehört,  und  von  der  Existenz  der  ersten  Derivierten  von  w,  t>,  «7,  . . .  werden  wir 
am  Anfang  des  sechsten  Buches  handeln. 

C«tfcro,  AnaljtU.  21 
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(15) 


f  9*+»,9u  +  v,  9,  + 


0, 

o, 


vorausgesetzt,  daß  man  hat 


(16) 


*. 


9.     9» 


^0. 


Aber  anstatt  die  aus  (15)  gefundenen  Werte  von  uj,  vj,  tvj,  ...  in 
die  Gleichung  (14)  einzusetzen,  können  wir,  indem  wir  dieselbe  dem 
System  (15)  anreihen,  unmittelbar  die  Bedingung  für  die  Verträglich- 
keit schreiben 


/*      tu      1 9   •  •  • 

9*'     <Pu     9w    •  •  • 


0. 


Es  genügt  in  der  ersten  Vertikalreihe  succeesiv  die  ersten  partiellen 
Derivierten  von  f,  <p,  ip,  ...  nach  den  n  —  ro  Veränderlichen  zu  setzen, 
die  wir  als  unabhängige  gewählt  haben,  um  n  —  ro  Gleichungen  zu 
erhalten,  welche  zusammen  mit  (13)  zur  Bestimmung  von  x,  y,  g, . . ., 
u,  v,  w,  . . .  ausreichen.  Die  Wertsysteme  x,  y,  z,  . . .  also,  die 
den  Gleichungen  (13)  genügen  und  die  Funktion  f(x9  y,  *,...) 
zu  einem  Minimum  oder  Maximum  machen,  gehören  zu  den- 
jenigen, welche  alle  großen  Determinanten  der  Matrix 

/*      tw      1 1    •  •  • 
9*'    9r'    9,'  •  •  • 

**'    *f '    */  •  •  • 


(17) 


zum  Verschwinden  bringen. 

383.  Um  den  Rechnungen  eine  größere  Symmetrie  zu  geben, 
pflegt  man  in  folgender  Weise  zu  verfahren.  Aus  dem  gleichzeitigen 
Verschwinden  der  größten  Determinanten  der  Matrix  (17)  folgert 
man  (§  58),  daß  eine  und  dieselbe  lineare  Relation  die  Elemente 
jeder  Vertikalreihe  verbindet.  Die  besagte  Relation  enthalt  not- 
wendig die  Elemente  der  ersten  Horizontalreihe.  Standen  nämlich 
q>',  4>',  ...  selbst  schon  in  einer  linearen  Beziehung,  so  wäre  jede 
große  Determinante  derjenigen  Matrix  gleich  Null,  die  aus  (17) 
durch  Unterdrückung  der  ersten  Horizontalreihe  entsteht  Das  wider- 
spricht aber  der  Voraussetzung  (16).  Man  kann  daher  für  passende 
Werte  von  A,  (i,  ...  schreiben 
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Mit  andern  Worten,  um  die  Minima  und  die  Maxima  der  Funktion  f 
zu  finden,  wenn  die  Veränderlichen  an  die  Relationen  (13)  gebunden 
sind,  setze  man  gleich  Null  nicht  die  ersten  Derivierten  von  f} 
sondern  vielmehr  die  der  Funktion 

f{*>  y>  *>  •  •  •)  -  **(*»  y>  *>  •  •  •)  -  ***(*>  y>  *7  •  •  •)  — 

Man  erhalt  dabei  n  Gleichungen,  die  sich  durch  Elimination  von 
Xyji, ...  auf  nur  n  —  m  reduzieren.  Fügt  man  dazu  die  Gleichungen  (13), 
so  entsteht  ein  System  von  n  Gleichungen,  welches  zur  Bestimmung 
der  n  Veränderlichen  dienen  kann. 

384.  Übungen,  a)  Nehmen  wir  eine  rechteckige  Platte  OABC, 
die  in  der  aus  der  Figur  ersichtlichen  Weise  an  der  Ecke  0  abgebrochen 
ist,  und  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  eine  andere  rechteckige  Platte 
daraus  zu  gewinnen,  deren  Flächeninhalt 
möglichst  groß  ist.  Es  ist  natürlich,  bei  der  V 
neuen  Platte  die  beiden  unversehrt  gebliebenen  Seiten  B 
AC  und  BC  beizubehalten  und  die  neue  Ecke  0', 
welche  C  gegenüberliegt,  auf  der  durch  den  Bruch 
geschaffenen  Seite  PQ  passend  zu  wählen.  Sind  p 
und  q  die  Längen  der  Abschnitte  OP  und  OQ,  so 
genügen  die  Koordinaten  der  unbekannten  Ecke  ff 
in  Bezug  auf  die  Achsen  OA  und  OB  der  Gleichung 
qz -\- py  =>  pq,  und  die  Funktion,  welche  man  zu 
einem  Maximum  zu  machen  hat,  ist  der  Inhalt 
(a  —  x)(b  —  y)  des  neuen  Rechtecks.  Es  müssen  also 
die  ersten  partiellen  Derivierten  dieser  Funktion, 
d.  h.  y  —  b  und  x  —  a,  proportional  zu  q  und  zu  p  sein.  Wenn  man  da- 
her zu  der  Geraden,  die  0  mit  dem  Mittelpunkte  von  PQ  verbindet, 
durch  C  die  Parallele  zieht,  so  trifft  diese  PQ  in  dem  gesuchten  Punkte  ff. 
Fällt  der  Punkt  ff  außerhalb  der  Strecke  PQ,  so  sieht  man  leicht,  daß 
man  ihn  durch  den  nächst  benachbarten  Endpunkt  derselben  ersetzen  muß. 
Allgemeiner  kann  man,  welches  auch  die  Form  des  Bruches  PQ  sein  mag, 
beweisen,  daß  eine  Diagonale  des  neuen  Rechtecks  parallel  werden  muß 
zu  der  Geraden,  die  den  Rand  PQ  in  ff  berührt. 

b)    Wir   wollen   zeigen,   wie   man   der   allgemeinen   Gleichung  eines 
Kegelschnitts 

(18)  ax*+by*  +  c+  2fy  +  2gx  +  2hxy  =- 0 

eine  bequemere  Form  geben  kann,  indem  man  die  Koordinaten  #0,  y0  des 
Mittelpunktes   in  Evidenz    setzt,    die    bekanntlich    durch   die  Gleichungen 

(19)  aso  +  Äyo+0  =  O,    hx0+by0  +  f~0 

oder  Ox(x0J  y0)  =»  0,  Q'9(x0,  y0)  —  0  gegeben  sind,  wenn  man  über- 
einkommt mit  0(xy  y)  die  linke  Seite  von  (18)  zu  bezeichnen.  Zunächst 
bemerke  man,  daß  die  Taylorsche  Formel  dieser  Funktion  sofort  die  Form 
zu  geben  gestattet 

21  • 


Fig.  II. 


nur  die   Identität 


Um    ferner    O(x0,  y0)   zu    berechnen,    braucht   i 
beachten 

*(*,  ")  =  («*  +  hy  +  .«)*  +  (Aar  +  by  +  /-)y  +  (p*  +  />  +  <■)- 

Das  ist  gleichbedeutend  mit  der  Anwendung  des  Eulerscken  Theorem* 
(§  372)  auf  die  linke  Seit«  von  (18),  nachdem  man  dieselbe  homogen 
gemacht,  hat.  Im  besondern  ist  t>(x0,  y0)  =  !UÜ -\- fji0  +  c,  und  man 
erhält  also,   wenn   man    aus   dieser  Gleichung   und    den  Gleichns 

■X0   und   y0   eliminiert, 

«  h  ff 
h  b  f 
ff    fr.-  *(afc,  .v 

woraus  sich  ergibt  <P  (x0,  y0)  =■=  ,  . , ,  wenn  man  mit  1)  die  Diskri 
minante  abc  -j-  2fyh  —  af*  —  btj*  —  rh*  bezeichnet. 

c)  Um  die  Längen  der  Achsen  dos  Kegelschnitts  (18)  zu  be 
reebnen,  ist  es  zweckmäßig,  zunächst  die  Gleichung  auf  die  in  der 
vorigen   Übung  gefundene  Form  zu  bringeu 

«(»  -  *„)'  +  b(„  -  „„)'  +  M(<       .,!<,  -  ,„,  +  j^  -  0. 

Es    handelt    sich    jetzt   darum   den    kleinsten   und    den    größten    W 
r*  =  {x  —  !„)'  +  (y  —  y0)*  zu  finden,    während    man    weiß,  daß  die  Ver- 
änderlichen x  und  y    an   die   obige   Gleichung  gebunden    sind.      Man    bat 
also  nach  Anleitung  des  §  380  zu  setzen 

j-i^iI^-j.I  +  Mj-j,)),   *  —  y0  =  * I * C^  —  ^«  -e  '■■  ■ 

Multipliziert    man    hier    die   erste    Gleichung   mit  x  —  xg,   die   zweite    nii 
y  —  y0,   so   erhalt   man    durch    Addition    {ab  —  f^jr*  "  —  ll).      Anderer- 
seits   kann    man    i    bestimmen,    indem    man    aus    denselben    Gleicht 
x  —  x0  und  y  —  y0  eliminiert: 


I  al  —  1 

|  hl 


=  (ab-h1)!"  —  («  +  6)A+  I. 


Daraus  folgt,  daß  die  Quadrate  der  Halbachsen  die  Wurzeln  dor  folgenden 
Gleichung  in  r9  sind: 

-*•)'  {ab 


t*  + 


(ab- 


->>•:■ 


■  u. 


d)  Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe  die  Achsen  des  ebenen 
Schnittes  zu  berechnen,  der  auf  einem  Ellipsoid  durch  eine  ge- 
gebene Diametralebene  hervorgerufen  wird.  Es  seien  a,  b,  c  die 
Langen    der    Halbachsen    und    a,  ß,  y    die  Kosinus   der   Winkel,    die   die 

HiLuptsL'hiiitte  mit  der  gegebenen   Ebene  bilden.      Werden   als  Koordinaten- 
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achsen  die  Achsen  des  Ellipsoids  gewählt,  so  sind  die  Gleichungen  dieser 
Flache  und  der  gegebenen  Ebene  bezüglich 

ä  +  S+f'=1'     «x  +  fijf  +  yt-O, 

und  es  handelt  sich  darum,  den  kleinsten  und  den  größten  Wert  von 
r*  «=  #*  -j-  y*  -f-  £*  zu  finden.  Nach  dem  in  §  380  Gesagten  kann  man 
sofort  setzen 

Summiert  man  diese  Gleichungen,  nachdem  man  sie  bezüglich  mit  x,  y,  e 
multipliziert  hat,  so  erhält  man  r3  =  X.  Setzt  man  daher  in  die  Gleichung 
der  Ebene  die  Werte 

ein,   die    durch  jene  Gleichungen  geliefert  werden,  und  bemerkt,   daß  p 

nicht    verschwinden    kann,    so    gelangt   man   zu    der    Gleichung    zweiten 

Grades  für  r* 

q'g»  b*ß*  cV     _ 

r*-a*  "^r1  —  b*  "*■  r%-c%  ""  u* 

Ihre  Wurzeln  sind  die  Quadrate  der  gesuchten  Halbachsen.  Errichtet 
man  im  Mittelpunkt  auf  der  Ebene  jedes  Schnittes  Lote,  die  gleich  den 
Halbachsen  dieses  Schnittes  sind,  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Lote 
auf  einer  Fläche  vierter  Ordnung,  die  für  das  Studium  der  Optik 1) 
äußerst  wichtig  ist  Da  die  Koordinaten  der  Endpunkte  der  erwähnten 
Lote  x  =  ±  «r,  y  =  ±  ßry  z  «—  ±yr  sind,  so  braucht  man  nur  in  die 
letzte  Gleichung  die  Werte  von  «,  0,  y  einzusetzen,  um  die  Gleichung 
der  Fläche  zu  erhalten 

t«   »   ,-«  i  ,,j  i  «« *«   >   ~« _i_  «,« _i_  »«  _  >.«       u- 


xi  +  y»-!.*1  — a«  ^S,  +  y,  +  **  —  6*    '    «»  +  y»  +  «»  — c1 

In  ganzer  Form  reduziert  sie  sich  auf 

(x*  +  y*  +  f)  (a  V  +  b V  +  cV)  -  (&'  +  c2)  aV  -  (c*  +  a*)  &V 

-(a^+^V^  +  aW^O. 

Dies  ist  die  Wellen  fläche.  Durch  die  Untersuchung  gewisser  Eigen- 
schaften derselben  wurde  Hamilton  dazu  geführt,  das  eigentümliche 
Phänomen  der  konischen  Refraktion  vorauszusehen,  welches  später 
durch  das  Experiment  bestätigt  wurde.  In  solchen  theoretischen  Ent- 
deckungen2) von  Naturphänomenen,  die  jahrhundertelang  der  direkten  Be- 
obachtung entgangen  sind,  liegt  der  beste  Beweis  für  die  hohe  Wichtigkeit 
der  Mathematik. 


1)  Siehe  z.  B.  die  „Theorie  mathematique  de  la  lumiere"  von  Poincare* 
(p.  296). 

2)  Es  gibt  dafür  andere  schöne  Beispiele  in  der  Physik  und  Astronomie. 
Siehe  eine  Mitteilung  von  G.  Cesäro  an  die  belgische  Akademie  (Bulletins, 
1891,  p.  608). 
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e)    Die    Berechnung    des    kürzesten   Abstandes    von    zwei   Ge- 
raden fahrt  zu  der  allgemeineren  Aufgabe,  den  kleinsten  Wert  von 

^  =  fo -*)*  + fo -*)' +  •••  +  (*„- sü' 

zu  bestimmen,  wenn  man  weiß,  daß  die  2n  Veränderlichen  den  2  h  —  2 
Bedingungen 

*i—  «i  M  Sj  — «t  ö  .  .  .  Ä  *n—  an        yi—l>i  ^  ft-ftf  .......  y«  —  *n 

genügen,  sodaß  r*  in  Wirklichkeit  eine  Funktion  von  nur  zwei  unab- 
hängigen Veränderlichen  ist.  Nehmen  wir  als  solche  die  Werte  u  und  v 
der  beiden  Reihen  von  Verhaltnissen  an  und  bemerken  wir,  daß  der  Aus- 
druck für  rs  durch  Einsetzen  von 

*,«=  ct{u  +  an    yi~,ßiv  +  bi    ($—1,8,3,...,*) 
in 

(20)  r%  —  au*  +  bv%  +  c  +  2fv  +  2gu  +  2huv 

übergeht,  wobei  gesetzt  worden  ist 

n  n  n 

1  1  1 


111 


Man  beachte,  daß  die  Determinanten 

a  h 
h  b 


a  h  g 
h  b  f 
ff  f   o 


die  Quadrate  der  Matrices 


.  .  .  ct. 


«1     «2 

ßl    ßt    '  •  '   ß, 


«1  -  bl     °1  -  bt      •  •  an  -  K 


a« 


ft 


<4 


A 


darstellen   (§  30).      Damit  r'   ein  Minimum  oder  Maximum  werde,   sind 
notwendig  (§  375)  die  Bedingungen 


(21) 


au  +  hv  +  g  —  0,    äu  +  bv  +  f  —  0. 


Wenn   sie    erfüllt   sind,   so    reduziert   sich  der  Ausdruck  (20)  nach  dem 
Eulerschen  Theorem  auf 


(22) 


i*  —  9*  +  fv  +  c. 


Die  Hessesche  Determinante  von  r1   ist   ab  —  Äf,  und  da  sowohl  a  als 
auch   ab  —  h*   Summen    von    Quadraten    sind,   so   kann    man   behaupten 


§884 
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§  379),  daß  tatsächlich  ein  Minimum  eintritt.     Inzwischen  leitet  man  aus 
21)  und  (22)  durch  Elimination  von  u  und  v  ab 

a  h  g 

h  b  f 

g  f  c-r% 

Das  gesuchte  Minimum  ist  also 


=  0,    d.  h. 


a  h  g 

a  h 

h  b  f 

= 

h  b 

9  f  o 

r*  = 


<*,—&,    a,  —  6,  .  .  .  a„  —  6, 


ft 


a. 


(3, 


a 


n 


ft. 


al     aJ    •  •  •   an 

ßl     ß%    •      •   ßn 

f)  Andere  Berechnungen  kleinster  Abstände  (Punkt  und  Ebene  oder 
Punkt  und  Gerade  in  der  Ebene  und  im  Baum)  fuhren  zu  der  Aufgabe, 
den  kleinsten  Wert  der  Summe  der  Quadrate  von  n  Veränder- 
lichen zu  bestimmen,  die  m  <  n  linearen  Gleichungen  genügen. 
Es  seien 

«11  *1  +  <hi  ^  +  «13  *3  + h  «In  Xn  —  *1  i 

(23^  «»1  ^1  +  «M  ^  +  «23  ^  H 1-  «»*  *«  =  *»; 


«*1*1  +  «ml*l  +  «*3*3  +  *  •  *  +  «****  -  ** 

die  Gleichungen,  und  keine  von  ihnen  sei  eine  Folge  der  übrigen, 
erfordert  (§  54,  a),  daß  die  großen  Determinanten  der  Matrix 


Dies 


«11       «1*       «18      •  *  * 

«In 

«21       «W       °13      '  •  ' 

<Hn 

«ml     «m*     «m3     ■  •  * 

«m» 

ß    folglich    (§    30) 

das 

<11      Cl%      Cjj     . . 

•    °lm 

Cjj       Cj2       Cj3      .  . 

•    ^m 

Cml     Cm2     CmS    •  * 

•    Cmm 

von  Null  verschieden  ist.  Um  nun  die  Minima  und  die  Maxima  der 
Funktion  r1  =  x±  +  aSj*  +  •  •  •  +  xn*  zu  finden,  wird  man  dazu  geführt 
zu  setzen 


(24) 


x. 


h<hi  +*jOii  + Mma 


mwml  i 


3.  — *i«i»  +^«1*  + Mm«row. 
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Summiert,   man   diese  Gleichungen,    nachdem    man    sie  mit  I,,  xt 
multipliziert  hat,  so  erhält  man 

(25)  r»-*tl1  +  i»*  +  *--  +  *J,toi 

und  alles  reduziert  sich  darauf,   die  Koeffizienten  A  zu  berechnen.      Multi 
pliziert    man    aber    die    Gleichungen    (24)     mit    ait,    ait, 
summiert  dann,  so  ergibt  sich 

*»-  *i«n  +  *i«i»  + f-  l»«h». 

Also  sind  die  Koeffizienten  1  bestimmt  durch  das  Kyitem 

|  *,   =  i,c„    +  !,«„    H (■  *„<-,„, 

\k,  =  AjC,,    -f  A.Cj,,    +  -  ■  ■  +  *„<-,„, 


ui 


I  *-«»i«-i  +  V»i +  ■•-  +  *»«.». 


welches  eine  einzige  Lösung  gestattet.  Es  ist  übrigens  unnötig  dies» 
System  aufzulösen,  da  es  genagt,  die  Vortrüglichkeit  mit  der  Relation  (25) 
auszudrücken,  um  sofort  die  Gleichung  zu  erhalten 


*k   *■ 


"a  •  •  •  ' 


i  den  gesuchte»  kleinsten   Wert  gewinnt: 


0 

*l 

■>    ■ 

•  K 

*l 

'll 

% 

• ',. 

*. 

<ii 

•n   ■ 

■  4. 

*» 

e^,, 

«».- 

■  «.. 

g)  In  den  Anwendungen  wird  man  oft  dazu  geführt,  zur  Bestimmung 
einer  gewissen  Zahl  von  Größen  x,,  i,,  .  .  .,  Xm  lineare  Gleichungen 
zustellen,  in  denen  die  Koeffizienten  und  die  bekannten  Glieder  durch  dio 
direkte  Beobachtung  geliefert  werden.  Es  wurden  n  Gleichungen  IDT  Bt 
Stimmung  der  Unbekannten  genügen,  wenn  sich  nicht  wegen  der  un- 
vermeidlichen Un Vollkommenheit  der  Messungen  notwendig  ungenau 
der  x  daraus  ergaben.  Führt  man  mehrere  neue  Messungen  aus,  so  ge- 
langt, man  schließlich  zur  Aufstellung  eines  Systems  (23)  mit  m  Gleichungen, 
wobei  m  bei  weitem  größer  ist  als  die  Zahl  der  Veränderlichen,  und  das 
Problem,  welches  sich  uns  dann  bietet,  ist  das  folgende:  In  welcher 
Weise  soll  man  alle  erhaltenen  Gleichungen  teilnehmen  latl 
an  der  am  wahrscheinlichsten  exakten  Bestimmung  der  We: 
der  Unbekannten?     Es  ist  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  nun 
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der  interessantesten  Zweige  der  Mathematik,  welche  die  Antwort  auf  diese 
Frage  gibt.  Sie  lehrt  uns,  daß  man  bei  der  Unmöglichkeit  alle  Fehler 
gleich  Null  zu  machen  (d.  h.  Werte  der  x  zu  finden,  die  die  Differenzen 
zwischen  den  linken  und  rechten  Seiten  aller  m  Gleichungen  zum  Ver- 
schwinden bringen)  die  Summe  ihrer  Quadrate  zu  einem  Minimum 
machen  muß.  Aus  dieser  Angabe  folgen  für  die  Bestimmung  der  x 
gewisse  rechnerische  Verfahrungsweisen,  welche  das  sind,  was  man  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  nennen  pflegt  Im  wesentlichen 
reduziert  sich  alles  darauf,  die  Funktion  von  n  unabhängigen  Veränder- 
lichen 

m 

J^tel*!  +  «<2*2  +  '"  +  *in*n  -  K)* 
1 

zu  einem  Minimum  zu  machen.  Es  muß  daher,  wenn  man  successiv 
nach  rEj,  sr8,  .  .  .,  xn  deriviert,  sein 

<ii  *i  +  r%i  *!  +  ••■  +  **1  *n  Ä  *1«11   +  **«21   +  •  •  ■  +  Kam  i 

<12  *1  +  <**    *t  +  '  '  '  +  Cn*  Xn  "  *1«12    +  *S«22    +      '  '  +  Ka«%  i 


^•«i  +  ctn**  +  •■•'+  cnn*u  -  klalu  +  ^o,,  +  •  -  •  +  hnaun. 

Dies  ist  das  System,  welches  für  die  x  die  annehmbarsten  Werte  liefert. 
Um  sich  dies  alles  besser  klar  zu  machen,  ist  es  gut  sich  auf  den  Fall 
einer  einzigen  Unbekannten  x  zu  beschränken,  zu  deren  Bestimmung  der 
Reihe  nach  n  Messungen  o1,  Oj,  .  .  .,  an  ausgeführt  worden  sind,  die  sich 
sehr  wenig  voneinander  unterscheiden.     Hier  hat  man  die  Summe 

(0  -  aj'  +  (0  -  d,)2  +  •  -  •  +  (0  -  aj 

zu  einem  Minimum  zu  machen,  zu  welchem  Zweck  man 

0  — Oj  +  0—  o,  H h  0  — am  =  0,  d.  h.  0  =  — (Oi  +  a^  -\ h  aj 

nehmen  muß.    Dies  ist  gerade  das,  was  man  für  gewöhnlich  zu  tun  pflegt1). 


1)  Quetelet:  „Theorie  des  probabiliteV',  p.  47. 
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385.  Ist  die  Maßeinheit  OA  gegeben,  so  lassen  sich  die  posi- 
tiven Zahlen  auf  einer  Geraden  darstellen,  nachdem  man  auf  derselben 
in   beliebiger  Weise   den  Anfangspunkt  0  fixiert  hat.     Dabei  wird 

^  jeder  Punkt  der  Geraden  bestimmt 

. t  durch  die  zugehörige  Abscisse, 

* l       0      l     A a  und    umgekehrt    laßt    sich    die 

Fi019'  Zahl  a,  welche  diese  Abscisse 

mißt,  als  dargestellt  durch  jenen  Punkt  betrachten,  den  man  kurz 
den  Punkt  a  nennt.  Um  ferner  den  Begriff  und  die  Darstellung  der 
negativen  Zahlen  einzuführen,  kommt  man  überein  eine  neue  Einheit 
OÄ  zu  betrachten,  die  der  ersten  gleich,  aber  entgegengesetzt  ge- 
richtet ist.  Auf  diese  Weise  lassen  sich  alle  reellen  Zahlen  durch 
die  Punkte  der  Abscissenachse  darstellen.    Welches  ist  der  analytische 

Ausdruck,  der  zur  Darstellung  der  andern 
Punkte   der  Ebene  geeignet  ist?     Wir 

\  wollen  zunächst  die  Punkte  der  y- Achse 

betrachten   und  eine  neue  Einheit  OB 
einführen,  die  immer  noch  gleich  OA 
,  ist,  aber  im  positiven  Sinne  der  y-Achse 

1  gerichtet  ist.    Bezeichnen  wir  diese  neue 

Einheit  mit  »',  sodaß  ia  eine  Länge  a 
bedeutet,  die  auf  der  y-Achse  im  posi- 
tiven  Sinne    abgetragen  .  ist,    wie    —  a 
pi    u  eine  Länge  a  bedeutet,  die  im  negativem 

Sinne  der  z-Achse  abgetragen  ist.  Mit 
andern  Worten:  das  Zeichen  i  dient  nur  dazu,  ebenso  wie  das  Zeichen  — , 
eine  neue  Richtung  festzusetzen,  nach  welcher  man  sich  von  0  aus- 


/ , 
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gehend  bewegen  muß,  um  den  darstellenden  Punkt  der 'betrachteten 
Zahl  zu  finden.  Man  kommt  jedoch  der  Einfachheit  wegen  überein 
t  anch  zur  Darstellung  der  Zahl  i  •  1  oder  des  Punktes  B  zu  benutzen. 

386.  Um  den  algebraischen  Kalkül  auf  die  jetzt  eingeführten 
Zahlen  anzuwenden,  ist  es  vor  allem  notwendig  die  Grundoperationen 
in  einer  von  der  Natur  der  ihnen  unterworfenen  Zahlen  unabhängigen 
Weise  zu  definieren.  Wir  wollen  sagen,  daß  die  Addition  einer  Zahl 
zu  einer  andern  in  der  Aufsuchung  dessen  besteht,  was  aus  jener 
Zahl  wird,  wenn  man  die  andere  als  Anfangspunkt  wählt.  Alsdann 
stellt  a  +  ib  den  Punkt  ib  dar  unter  der  Voraussetzung,  daß  man 
den  Anfangspunkt  nach  dem  Punkt  a  verlegt.  Die  Zahl  a  +  ib,  welche 
eine  komplexe  oder  imaginäre  Zahl  heißt,  stellt  also  den  Punkt 
der  Ebene  dar,  welcher  als  Koordinaten  a  und  b  hat,  und  umgekehrt 
stellt  dieser  Punkt  die  Zahl  a  +  ib  dar,  welche  das  Affix  des  be- 
trachteten Punktes  heißt.  Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  man  denselben 
Punkt  wiederfindet,  wenn  man  umgekehrt  a  zu  ib  addiert,  so  daß 
man  also  a  und  ib  in  a  +  ib  vertauschen  darf.  Die  Gleichheit 
zwischen  zwei  komplexen  Zahlen  bedeutet  das  Zusammenfallen  zweier 
Punkte  der  Ebene  und  spaltet  sich  daher  notwendig  in  zwei  Gleich- 
heiten, eine  zwischen  den  reellen  Teilen  der  beiden  Zahlen,  die 
andere  zwischen  den  mit  dem  Zeichen  i  behafteten  Teilen,  welche 
man  auch  die  rein  imaginären  Teile  nennt.  Insbesondere  ist  um 
a  +  ti  =  0  zu  haben,  notwendig  und  hinreichend,  daß  a  =  0,  6  =  0  ist. 

387.  Ebenso  kann  man  festsetzen,  daß  die  Multiplikation  von 
zwei  Zahlen  darin  bestehe,  zuzusehen,  was  eine  von  ihnen  wird, 
wenn  man  die  andere  als  Maßeinheit  der  positiven  Zahlen  annimmt. 
Man  bemerke,  daß  man,  um  i  zu  erhalten,  die  Maßeinheit   OA  um 

den  Punkt  0  um  —  drehen   muß,    und    zwar   im   entgegengesetzten 

Sinne  des  Uhrzeigers.  Mithin  ist  **  oder  i  •  i  das,  was  i  wird,  wenn 
man  OB  als  Maßeinheit  der  positiven  Zahlen  annimmt.  Um  i*  zu 
erhalten,  muß  man  also   OB  um  den  Punkt  0  in  dem  vorhin  defi- 

nierten  Sinne  eine  Drehung  um  \  ausführen  lassen  und   bekommt 

auf  diese  Weise  OÄ y  so  daß  i*  =  —  1  ist.  Man  kann  deshalb  den 
komplexen  Zahlen  die  Form  a  -+-  b  Y  —  1  geben. 

388.  Trigonometrische  Darstellung.  In  Polarkoordinaten  ist 
a  =*r  cos  0,  6  =  r  sin  0 ,  und  man  kann  daher  der  komplexen  Zahl 
a  +  ib  die  Form  r  (cos  0  +  i  sin  0)  geben,  wo 

r  -  }/a*  +  &f,     0  -  arctg  ~  +  2kit 

mit  beliebigem  ganzzahligem  Je  ist.    Der  Winkel  0  heißt  das  Argu- 
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ment  der  betrachteten  Zahl,  und  r,  welches  stets  positiv  (oder  null) 
ist,  ist  der  Modul  dieser  Zahl  und  wird  mit  ]  a  -{-  ib  \  bezeichnet. 
Man  beachte,  daß  zum  Verschwinden  einer  komplexen  Zahl 
notwendig  und  hinreichend  ist  das  Versehwinden  des  Modal s. 

389.  Addition  und  Subtraktion.  Die  Definition  der  Addition 
zeigt  sofort,  daß  die  Summe  der  Zahlen  c  und  e'  das  Affix  des 
Punktes  ist,   den    man  durch   Konstruktion  des  Parallelogrammen  mit. 

den  Seiten  Oc,  Oc  erhält  Die  Koor- 
dinaten dieses  Punktes  (der  ()  gegen- 
überliegenden Ecke  des  Parallelogramms) 
sind  offenbar  a  -j-  a,  h  -f  !•' ,  sodaß 
c  +  c  nicht  verschieden  von  c  -f  c  ist 
Mnn  hat  also 

Ebenso  beweist  man,  daß 
(a  +  ib)-(a'+ib')  =  (a-tt)  +  Hb-h') 
ist.  Der  Punkt  c  -  c  liegt  in  Bezug  auf 
c  symmetrisch  zu  f  +  c.  Er  ist  der 
Endpunkt  der  Strecke,  die  gleich  und  parallel  r'c  ist  und  i 
geht.  Es  ist  nützlich  zu  bemerken,  daß  die  Entfernung  zwischen 
zwei  Punkten  c  und  c'  durch  den  Modul  der  Differenz  e  —  c 
gemessen  wird.  Die  Figur  zeigt  außerdem,  daß  der  Modul  der 
Summe  von  zwei  komplexen  Zahlen  immer  zwischen  der 
Summe  und  der  Differenz  der  Modulen  der  beiden  Zahlen 
enthalten  ist. 

390.  Multiplikation.  Wenn  OA  die  Maßeinheit  ist,  so  erhält 
man  e',  indem  man  die  Achse  Ox  um  den  Punkt  0  eine  Drehung 
um  ff  ausführen  läßt    und  dann  auf  derselben  mm  Anfangspunkt  aus 

eine  Länge  nimmt,  die  zu  OA  im  Vtt 
hältnis  I-'  steht.  Betrachtet  man  jetzt 
Oc  als  Maßeinheit  der  positiven  Zahlen 
und  läßt  diese  Gerade  um  0  eine  Drehung 
um  ff  ausführen,  so  erhält  man  eine 
Gforads,  die  mit.  Ox  den  Winkel  0  +  ff 
bildet,  und  um  cc  /,u  Hilden,  muß 
auf  ihr  vom  Anfangspunkt  aus  ein» 
Länge  abtragen,  die  zu  r  in  dem  Ver- 
hältnis r  steht,  d.  h.  eine  Länge  rr. 
Man  bemerke,  daß  man  zu  dt 
Punkt  gelangen  würde,  wenn  man  c 
darzustellen  sucht,  so  daß  c'c  nicht  verschieden  von  cc  ist  Aus  dem 
Gesagten   folgt   nun  weiter,    daß   auch    ftir   mehr   als  zwei   Faktoren 
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a)  das  Argument   eines  Produkts   gleich    der  Summe   der 
Argumente  der  Faktoren, 

b)  der    Modul    eines    Produkts    gleich    dem   Produkt    der 
Moduln  der  Faktoren  ist. 

Mit  andern  Worten 

(a  +  ib)  (d  +  ib')  =  rr  [cos  (0  +  ff)  +  i  sin  (0  +  ff)] , 

oder,  wenn  man  die  rechte  Seite  entwickelt, 

(a  +  ib)  (d  +  ib")  =  (ad  -  bV)  +  i(ab'  +  ba'). 

Man  beachte  nunmehr,  daß  dies  gerade  das  Resultat  ist,  welches  man 
erhalten  hätte,  wenn  man  a  -f-  ib  mit  d  +  ib'  nach  den  gewöhnlichen 
Regeln  multiplizierte  und  dabei  die  Relation  i2  =  —  1  beachtete. 
Man  bemerke  im  besondern,  daß  das  Produkt  von  zwei  konju- 
gierten Zahlen  a  +  ib  und  a  —  ib  gleich  dem  Quadrat  des  gemein- 
samen Moduls  ist. 

391.  Damit  ein  Produkt  verschwinde,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  einer  der  Faktoren  verschwindet.  Es 
seien  r,  r',  r",  . . .  die  Moduln  der  komplexen  Zahlen  c,  c'}  c",  . . . 
Wenn  cc'c" '•  •  •  =  0  ist,  so  ist  auch  rrr" '•  •  •  =  0.  Daher  muß  min- 
destens eine  der  reellen  Zahlen  r,  r',  r",  . . .  verschwinden,  und  es 
wird  also  wenigstens  eine  der  komplexen  Zahlen  c,  c',  c",  . . .  null 
sein.  Wenn  umgekehrt  eine  von  diesen  Zahlen,  z.  B.  c,  null  ist,  so 
wird  man  nacheinander  haben  r  =  0,  rrr'  •  •  •  =  0,  cc'c"  •  •  •  =  0. 

392.  Division.  Aus  dem,  was  in  §  390  bewiesen  worden  ist, 
ergibt  sich  sofort,  daß  -r  der  Modul  und  0  —  0'  das  Argument  des 
Quotienten  von  a  +  ib  durch  d  +  iV  ist,  so  daß  man  hat 

J±£  =  f  [cofl(0  -ff)  +  »-sin(d  -  ö-)] 

oder,  wenn  man  die  rechte  Seite  entwickelt, 

a  +  ib        ad  +  bb'        .bd  —  ab' 
a'  +  ib'a  d*  +  V*   +ta'*+b'*> 

vorausgesetzt,  daß  /  >  0  ist.  Man  beachte,  daß  man  zu  dem  letzten 
Resultat  auch  gelangt  wäre,  indem  man  Zähler  und  Nenner  mit 
d  —  ib'  multipliziert.  Es  ist  also,  um  zusammenzufassen,  erlaubt, 
dem  algebraischen  Kalkül  die  komplexen  Zahlen  so  zu  unterwerfen, 
als  wären  sie  reelle  Zahlen  und  bedeutete  das  Zeichen  i  eine  Zahl, 
die  der  Gleichung  i*  =  —  1  genügt. 

393.  Fotenziernng.  Wendet  man  die  Regel  für  die  Multi- 
plikation der  komplexen  Zahlen  auf  n  Zahlen  cos0  +  isin0  an,  so 

ergibt  sich 

(cos  0  +  i  sin  0)n  =  cos  n  0  +  i  sin  n  0. 
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Dies  ist  die  Formel  von  Moivre.     Sie  läßt  sich  leicht  auf  den  Fall 

eines   beliebigen  n   ausdehnen.     Es   sei  n m  und  m  ganz  und 

positiv.    Man  hat  dann 

(cos  0  +  i  sin  0)"  — -  — A  .   .  . z 

v  '        (co8d  +  tsind)m       cosmO  +  tainma 

=  cosmö  —  isinmö  =-  cosnö  +  tsinnÖ. 

Wenn  n  =  —  mit  ganzzahligen  und  teilerfremden  pf  q  ist,  so  setze  man 

(cos  0  +  *  sin  0)"  — i  cos  f  +  *  sin  J. 

Erhebt  man  die  beiden  Seiten  zur  Potenz  q,  welche  man  immer  all 
positiv  voraussetzen  kann),  so  erhält  man 

cospß  +  isinpO  =  cosqt  +  t  singt. 
Mithin  ist 

qt=pO  +  2kx,    t  —  nO  +  — . 

Daraus  folgt,  daß  (cos0  +  tsin0)"  außer  dem  Wert  cosnö  +  *sinfi0, 
welcher  zu  k  — «  0  gehört,  noch  q  —  1  andere  Werte  hat,  die 

t- 1,  2,  3,  ...,  j- 1 

entsprechen,  da  für  £  =  q,  q  +  1,  . . .  sich  dieselben  Werte  unauf- 
hörlich reproduzieren.  Es  ist  ferner  leicht  zu  sehen,  daß,  wie  be- 
schaffen auch  n  sein  mag,  r"(cosfi0  +  *sinn0)  die  ti-te  Potenz  von 
r  (cos  0  +  i !  sin  0)  ist.  Endlich  bemerke  man,  daß  für  ein  ganz- 
zahliges n  die  Formel  von  Moivre  die  trigonometrischen  Linien  der 
Vielfachen  des  Bogens  0  als  Funktionen  von  cos0  und  sind  auszu- 
drücken gestattet.  Entwickelt  man  in  der  Tat  die  linke  Seite  nach 
der  Newtonschen  Formel,  so  erhält  fnan  sofort 

cosnö  =  cos"0  —  *  ?-^-  -cos*"1©  •  sinf0H , 

1     *     Ä 

sinnÖ  =  "cos— »0  •  sinÖ  -  ^^^f^- eotf-* 6  ■  ain»«  +  •  •  -. 

1  1  •  &  •  o 

394.  Einheitswurzeln.  Man  nennt  n-te  Einheitswurzeln  die- 
jenigen Zahlen,  welche  zur  n-ten  Potenz  erhoben  1  geben.  Nehmen 
wir  an,  r  (cos0  +  « sin0)  sei  eine  solche  Zahl,  so  muß 

f"(cos*0  +  isinn0)  =  1 

sein,  folglich  r=l,  cosn0=l,  sinn0»O,  d.  h.  nO  =»  2kx  mit 
ganzzahligem  k.    Die  n-ten  Einheitswurzeln  sind  also 

cos h  t  sin  — ,    cos h  »  ßm      f    cos h  *  sin  •— ,  •  •  • . 

Bezeichnet  man  die  erste  mit  co}  so  sind  die  andern  (auf  Grund  der 
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Moivreschen  Formel)  a>2,  a>8,  o>4,  .  .  .  An  n-ten  Einheitswurzeln 
gibt  es  also  n,  nämlich 

1,    ©,    o2,   . . .,    m"~l9 

da  co"  =  1,  <d"+1  =  a>,  . . .,  co"1  =  cd"""1,  .  . .  ist.  Sie  sind  die  Affixe 
der  Ecken  eines  regulären  Polygons,  welches  dem  Kreise  mit  dem 
Radius  1  und  dem  Mittelpunkt  0  einbeschrieben  ist.  Es  ist  ferner 
evident,  daß  man  die  n-ten  Wurzeln  irgend  einer  Zahl  r  (cos  0  +  i  sin  ff) 
erhält,  indem  man  eine  von  ihnen  mit  den  n-ten  Einheitswurzeln 
multipliziert.    In  der  Tat  ist 

rn  (cos — h  »sin — ■ 1  =  r*  (cos 1-  isin— )  •  cd*. 

Man  bemerke,  daß  die  Ecken  irgend  eines  regulären  n-Ecks  mit  dem 
Mittelpunkt  in  0  die  n-ten  Wurzeln  einer  und  derselben  Zahl  dar- 
stellen1). 


Grenzwerte,  Reihen  und  Punktionen. 

395.  Die  Definitionen  und  Fundamentalsätze  der  Theorie  der 
Grenzwerte  (§  122  u.  s.  w.)  bestehen  für  die  komplexen  Veränder- 
lichen z  =  x  +  iy  ebenso  wie  für  die  reellen.  Nur  muß  man  immer 
statt  des  absoluten  Betrages  den  Modul  jeder  Zahl  betrachten. 
So  werden  wir  sagen,  die  Folge  elf  z%}  z%,  ...  konvergiere  nach 
einem  Grenzwert  z,  wenn  jeder  noch  so  kleinen  positiven  Zahl  e  eine 
Zahl  v  entspricht  derart,  daß  für  n  >  v  der  Modul  von  zn  —  z  kleiner 
als  a  ist.  Mit  andern  Worten,  die  Punkte,  deren  Affixe  die  Zahlen 
e\>  *i>  *&>  •  •  •  sind,  müssen  schließlich  in  jeden  noch  so  kleinen 
Kreis  hineinkommen,  der  seinen  Mittelpunkt  in  z  hat  Geht  man 
von  dieser  Definition  aus,  so  erkennt  man  sofort,  daß  das  Theorem 
von  Cauchy  (§  139)  vollkommen  erhalten  bleibt,  und  daß  es  fol- 
genden Sinn  hat:  Wenn  jeder  positiven  und  beliebig  kleinen  Zahl  6 
eine  Zahl  n  entspricht  derart,  daß  die  gegenseitigen  Abstände  der 
Punkte,  deren  Affixe  die  Zahlen  *Ä+1,  0n+*,  0,,+t;  •••  sind,  alle 
kleiner  sind  als  e,  so  genügt  dies,  um  zu  behaupten,  daß  die  Folge 
ely  z%,  zi}  ...  einen  endlichen  Grenzwert  zuläßt. 

396.  Damit  eine  komplexe  Veränderliche  einen  Grenz- 
wert zulasse,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  der  reelle 
Teil  der  Veränderlichen  und  der  Koeffizient  von  i  Grenz- 
werte zulassen.  In  der  Tat,  wenn  e  gegeben  und  \zn  —  z\<e  ist 
für  n  >  v,  so  sind   a  fortiori  kleiner  als  €  die  absoluten  Beträge 

1)  Ober  die  Theorie  der  Einheitswnrzeln  und  ihre  Beziehungen  zur  höheren 
Arithmetik  siehe  das  „Lehrbuch  der  höheren  Algebra41  von  Weber  (Bd.  I,  Kap.  12). 


von  xn  —  x  und  yK  —  y ;  und  wenn  umgekehrt  für  « >  v  die«* 
letzteren  kleiner  als    -  sind,  an  ist  auch  n  fortiori  (§  389) 

mitbin  linirn  =  z  für  unendliches  n.  Diese  Bemerkung  erlaubt  es, 
sh.'ii  lffflrl»n  über  das  Bestehenbleiben  vieler  Sätze  der  Theorie  der 
li renn. werte    /u    vergewissem.      Außerdem    ist  noch   zu    beachten,   daß 

lim  (xn  -f  i  y„)  =  lim  xn  +  i  lim  y„ 

ist,  wenn  eine  der  beiden  Seiten  existiert,  und  daß,  wenn  der  Modul 
und  das  Argument  von  tm  für  unendliches  n  nach  den  Grenzwerten  I 
und  6  konvergieren,  auch  zn  nach  einem  Grenzwert  konvergiert,  der 
den  Modul  r  und  das  Argument  6  hat. 

397.  Dir  auf  die  reellen  Reihen  bezüglichen  Definitionen  sind 
auf  die  Reihen  von  komplexen  Zahlen  anwendbar.  Es  sei  u„^  an  -j-  ttj, 
das  allgemeine  Glied  einer  Reihe  und  Sn  =  An  +  '-ß,  die  Sa] 
H  ersten  Glieder.  Damit  SK  einem  Grenzwert  sich  nähere,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  dies  von  AH  und  Bn  gilt;  und  wenn  A 
und  B  die  Grenzwerte  von  A\  und  ßn  sind,  so  ist  A  -f  '-/■'  du 
Summe  5  der  gegebenen  Reihe.  Damit  algo  eine  Reihe  nrfl 
komplexen  Gliedern  konvergent  sei,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  die  Reihe  der  reellen  Teile  der  Glieder  und 
die  aus  den  Koeffizienten  von  i  gebildete  beide  konver- 
gieren. Da  man  nun  <z„  und  bm  erhält,  indem  man  \un\  mit  Zahlen 
multipliziert,  die  zwischen  —  1  und  +  1  enthalten  sind,  so  sind 
(§  189)  die  beiden  Reihen,  um  welche  es  sich  handelt,  sicher  kon- 
vergent, wenn  die  Reihe  [  m,  |  +  |  u3 1  -f-  |  w,  |  +  ■  -  konvergiert.  Also 
ist  eine  Reihe  konvergent,  wenn  die  Reihe  der  Moduln  der 
Glieder  konvergiert  Auf  der  andern  Seite  beachte  man,  daß  eine 
Reihe  mit  komplexen  Gliedern  auch  konvergieren  kann,  wi-mi  iliir 
Reihe  der  Moduln  ihrer  Glieder  divergiert.  So  bilden  bei  der  Reihe, 
welche  als  allgemeines  Glied  m„  =  (cos--  -f  »sin  — 1  hat,  die  Moduln 
die  divergente  (§  183)  harmonische  Heilie.  Aber  die  Reihe  selbst 
konvergiert,  und  ihre  Summe  ist 

-t  +  i-»  +  ---  +  >'(l-i  +  i )--logV»  +  H*. 

Auch  die  allgemeinen  Sätze  der  Theorie  der  Reihen  dehnen  sich 
leicht  auf  Reihen  von  komplexen  Zahlen  aus,  wobei  aber  überall 
wie  in  diesem  Paragraphen  das  Wort  Modul  statt  absoi 
trag  zu  setzen  ist.  Wir  werden  uns  im  nacustebomk'ti  diinuif 
schränken  als  Beispiele  die  Beweise  nur  zweier  Theoreme,  der 
Dirichlet  (§  230)  und  von  Abel  ($j  193),  auseinanderzusetzen. 


,if  be- 
r  von 
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398.  Damit  eine  Reihe  mit  komplexen  Gliedern  absolut 
konvergent  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  aus 
den  Moduln  der  Glieder  gebildete  Reihe  konvergiert.  Wenn 
die  Reihe  absolut  konvergiert  (§  225),  welche  als  allgemeines  Glied 
um «—  an  +  ibn  hat,  so  konvergieren  auch  die  Reihen  der  an  und  der 
bu  absolut,  da  jede  Umordnung  von  Gliedern  in  der  ersten  Reihe  sich 
in  identischer  Weise  bei  den  beiden  andern  wiederholt.  Es  konver- 
gieren daher  die  Reihen  der  \an\  und  der  \bn  ,  und  folglich  kon- 
vergiert die  Reihe,  welche  als  allgemeines  Glied  |#n|  +  ;&n|  hat. 
Also  konvergiert  auch  die  Reihe  der  Moduln,  da  \un\  nicht  großer 
ist  als  |  an  |  +  |  bn  | .  Wenn  umgekehrt  die  Reihe  der  Moduln  kon- 
vergent ist,  so  konvergieren  a  fortiori  die  Reihen,  welche  als  all- 
gemeine Glieder  \aH\  und  \bH\  haben,  da  diese  Zahlen  nicht  größer 
sind  als  |uw|,  und  es  sind  daher  die  Reihen  der  an  und  der  bn  ab- 
solut konvergent,  folglich  auch  die  Reihe  der  un. 

899.  Eine  Reihe  bleibt  konvergent,  wenn  man  ihre 
Glieder  mit  Zahlen  04,  a2,  a8,  ...  multipliziert,  die  so  be- 
schaffen sind,  daß  die  Reihe  c^  +  (a2  —  at)  +  («s  ~"  *»)  +  '' ' 
absolut  konvergent  ist  Es  sei  in  der  Tat  a  die  Summe  der 
Reihe  (mit  positiven  Gliedern) 

l«il  +  l«i  —  «J  +  !«•  —  **H — » 

die  auf  Grund  des  Theorems  von  Dirichlet  konvergiert.  Ist  die  posi- 
tive Zahl  *  beliebig  klein  gegeben,  so  laßt  sich  immer  v  derart  be- 
stimmen, daß  für  n  >  v  und  für  beliebiges  p 

ist     Es  ist  leicht  zu  sehen  (vgl.  §  192),  daß  die  Summe 
sich  identisch  umformen  läßt  in 

(««  +  1  -  ««  +  lK  +  l  +  (*»  +  !  -  a*  +  s)  (*„  +  l  +  «*„  +  ,)  +  •  •  • 
+  ««+,K  +  1  +  W*  +  l  +  •  • '  +  Um+p)  . 

Ihr  Modul  ist  daher  kleiner  als  das  Produkt  von  —  mit 

i  ««+t  -  ««+1 1  + 1 «.+» -  «.+» I  +  •  •  •  + 1  «„+,  -  ««+,-1 1  + 1 «.+, '  • 

Inzwischen  ist  klar,  daß 

I  ««  +  1  -  ««  +  1  I  +  I  ««+8  -  ««  +  »  I  +  *  •  •  +  I  «n+p  -  «n+p-1  I  <  « 

ist,  und  ebenso  ist  wegen 

a.+P  -  «i  +  («»  —  «i)  +  («s  -  «i)  +  •  •  •  +  («.+,  -  ««+,-») 
auch 

C.iro,  Analjrtla.  22 
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wircl.     Mithin  ist 


il  +  --  +  l«.«-«.„-1|<«. 

4-«...«..,l<««-i-» 


für  m  >  v  und  für  beliebiges  p.     Die  Reihe  et,«,  -f  «,»,  -f-  %«,  -f  ■ 
ist  also  (§ 


+00. 


konvergent. 
Funktionen.      Man    neu  Et    F  u  n  k  t  i  < 


der  komplexen 
Veränderlichen  i  =  x  +  iy  und  bezeichnet  mit  /'(*)  jeden  analy- 
tischen Ausdruck,  der  geeignet  ist  eine  Funktion  fix)  der  reellen 
Veränderlichen  x  zu  definieren,  vorausgesetzt,  duß  er  einen  Sinn  be- 
hält, wenn  man  die  Veränderliche  x  durch  z  ersetzt.  So  ist  nach 
dem  in  §  393  Gesagten  eine  Funktion  von  ■  jede  Potenz  von  z  mit 
einem  rationalen  (ganzen  oder  gebrocheneu,  positiven  oder  negativen) 
Exponenten.     Beispiele: 

**  —  &  —  y*  +  2ixy,    z*  =•  x*  —  Sxy1  +  i(3i*y  —  y*), 

Es  sind  demnach  auf  Gnind  desselben  und  der  ihm  voi 
Paragraphen  definiert  alle  algebraischen  Funktionen  (tj  254,  ■>) 
der  komplexen  Veränderlk'hen  K  Hier  ist  es  zweckmäßig  zn  be- 
merken, daß,  während  die  rationalen  Funktionen  offenbar  uniform, 
d.  h.  einwertig,  sind,  die  irrationalen  hingegen  mehrerer  Werf* 
fähig  sind  (vgl.  §  204,0).  So  bat  \rs  z.  B.  H  Werte  (§  3S 
es  ist  ferner  bemerkenswert,  daß  man,  wenn  der  Punkt  z  sich  in  der 
Ebene  stetig  bewegt  und  dann  zu  seiner  Anfangslage  zurückkehrt,  lll 
dieser  für  y»  einen  Wert  finden  kann,  der  von  dem  Ausgangswert 
verschieden  ist.  Läßt  man  z.  B.  Z  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt 
in  0  beschreiben,  und  geht  man  von  r  =  r(cos0  +  isiuö)  mit  dem  Wert 


r*(coa- 


+  «sin- 


V* 


kehrt  man  zurück  mit  dem  Wert 


Ebenso  hat  \* z  drei  Werte,  welche  sich  miteinander  vertauschen, 
wenn  z  ein  oder  mehrere  Male  den  Anfangspunkt  umkreist,  u.  s.  w. 
401.  Jede  Funktion  f(z)  hat  im  allgemeinen  komplexe  Werte 
und  muß  sich  also  auf  die  Form  u  +  iv  bringen  hissen,  wo  u  und  b 
reelle  Funktionen  der  reellen  unabhängigen  Veränderlichen  X  und  _y 
sind.  Aber  weit  entfernt  davon  willkürlich  zu  nein,  gehören  diese 
Funktionen  zu  der  ganz  besondern   und   wichtigen   Klasse  der   her- 
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monischen  Funktionen,  d.  h.  derjenigen  Funktionen  cp(x,  y),  für 
welche  die  Summe  q>xx  +  qpyy  identisch  verschwindet.  Man  betrachte 
in  der  Tat  f(z)  als  Funktion  der  unabhängigen  Veränderlichen  x 
und  y,  indem  man  z  als  eine  spezielle  Funktion  x  +  iy  dieser  Ver- 
änderlichen behandelt  und  i  als  irgend  eine  Konstante.  Läßt  man  die 
Existenz  der  Deri vierten  f'{x)  für  reelles  x  zu,  so  ist  klar,  daß  die 
ersten  partiellen  Deri vierten  von  f(z)  =  u  +  iv  lauten 

f  W  =  u*  +  iv'*  >     »TW  —  u'y  +  iv'y  > 
da  ex  —  1,  #y «—  i  ist.     Gibt  man  jetzt  i  seine  Bedeutung  wieder,  so 
sieht  man,  daß 

Mf  +  *ty  —  *  (u,  +  IV,)  —  tU,  —  Vx 

sein  muß,  folglich 

(1)  «£  — *V»    t^  =  —  vi, 

woraus  sich  ergibt 

W,x   +   tlyy  =   0,  fl„  +   Vyy   —   0. 

Wenn  man  u  und  v  willkürlich  wählen  würde,  so  wäre  u  +  iv  zwar 
eine  komplexe  Funktion  der  beiden  reellen  Veränderlichen,  aber 
nicht  der  einzigen  Veränderlichen  z,  und  es  wäre  daher  nicht  er- 
laubt, sie  mit  f(z)  zu  bezeichnen,  und  noch  weniger  könnte  man  f(z) 
irgend  eine  Bedeutung  beilegen.  Sind  dagegen  die  Bedingungen  (1) 
erfüllt,  so  ist  leicht  folgendes  zu  sehen: 

a)  In  dem  Ausdruck 

«(*»  sr) +  •«(*!  y) 

treten  die  Veränderlichen  x  und  y  nur  in  der  Kombination  z  =  x  +  iy 
auf.  In  der  Tat,  wenn  man  x  durch  z  —  iy  ersetzt  und  z  wie  eine 
reelle  Veränderliche,  i  wie  irgend  eine  Eonstante  behandelt,  so  ist  die 
partielle  Derivierte  des  so  erhaltenen  Ausdrucks 

nach  y  folgende:  —  t  (u'x  —  vy)  +  Uy  —  i*  t£  —  (1  +  i*)uy .  Sie  reduziert 
sich  daher  auf  Null,  wenn  man  annimmt  i*  =  —l.  Daraus  folgt, 
daß  der  betrachtete  Ausdruck,  wenn  man  darin  z  —  iy  für  x  setzt, 
sich  in  einen  Ausdruck  in  z  allein  verwandelt,  und  es  ist  folglich 
erlaubt  ihn  mit  f{z)  zu  bezeichnen. 

b)  f(z)  gestattet  dieselbe  Definition  wie  f'(x)  für  reelles  x. 
Geht  man  in  der  Tat  von  dem  Punkte  z  zu  dem  Punkte  z  +  öz 
über,  so  erfahren  bekanntlich  (§  376)  u  und  v  die  Inkremente 

du  —  uxdx  +  u'ydy  -\ —  • ,    dv  =  vxdx  +  vydy  H , 

wobei  wir  die  Glieder  vernachlässigen,  die  mit  öz  nach  Null  kon- 
vergieren, auch  nachdem  sie  durch  öx  oder  öy  dividiert  worden  sind. 
Daraus  folgt  unter  Beachtung  von  (1) 

22* 
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mithin 


Man  beachte,  daß,  wenn  die  Bedingungen  (1)  nicht  erfüllt  sind,  die 
linke  Seite,  falls  sie  existiert,  von  der  Art  und  Weise  abhängt,  wie 
man  ds  nach   Null  konvergieren   läßt. 

402.  Man  sagt  (vgL  §  261),   daß  für  nach  j„  konvergierende«  / 
die   Punktion  /'(z)   nach   einem   reellen    oder   komplexen    Grenzwert 
konvergiert,  wenn  jeder  beliebig  kleinen  positiven  Zahl  i  eine  positive 
Zahl  h  entspricht  derart,  daß  in  dem  Kreise  vom  Radius  h  mit  dta 

Mittelpunkt  in  eu  immer  \f(*)  —  l  <*  ist.  Für  die  Ems. 
solchen  Grenzwertes  ist  es  notwendig  und  hinreichend  (vgl,  §  2i>4], 
daß  | }\s)  —  /'(*")  |  <  *  ist  für  jedes  Paar  von  Funkten  g  und  t",  die 
im  Innern  eines  hinreichend  kleinen  Kreises  mit  dem  Mittelpunkt 
in  2U  gewählt  sind.  Es  ist  klar,  daß  das  Konvergieren  ton 
f{e)  =  u  +  »'"  nach  einem  Grenzwert  f  =  «  -j-  ib  gleichbedeutend  ist 
mit  dem  gleichzeitigen  Kouvergiereu  von  H  nach  S  und  von  v  nach  b. 
Otfenbar  sind  dann  u  und  v  stetig,  da  man  hat 

\imu(x,  y)  =  u(xni  j/0),     lim  v(x,  y)  =  »fo,  &), 
auf   welche  Weise    man   auch   e  =  x  +  iy   nach  t0  =  .(■„  -*t    •  «. 
gieren    läßt,    und    umgekehrt   zieht   die   Stetigkeit    ron    H    mtd    P 
Stetigkeit  von  f(g)  nach  sieb. 

403.  Eine  Potenzreihe 

1,2)  r„  +  Cjf  +  ctt*  +  ctt'  H 

definiert,    wenn    sie    konvergiert,    eine    Funktion    /'(/).      Di. 
Moduln  der  Glieder  gebildete  Reihe  ist  ihrerseits  eine  Potruzrcihi 
der  reellen   Veränderlichen  r=  \g\  und  hat  daher  (J  936)    ein    Kon- 
vergenzintervall  (—  p,  p),  welches   im  besondern  unendlich  sein  oder 
sich  auf  Null  reduzieren  kann.     Für  r  <  p  igt  die  Reihe  der  Moduln 

l^l  +  t*i|r+|*|r,+  |^lt»  +  ... 
konvergent,   und   es  konvergiert  daher  die  Reihe  (2)  absolut  (§  i 
Sie  konvergiert  dagegen    nicht   für  r  >  p,  da  ihr  allgemeines   (ilioi, 
welches    der    Null    zustreben    müßte,     nicht    einmal     endli 
Könnte  in  der  Tat  der  Modul  |', ;r"  dieses  Gliedes  für  r>p  klein« 
bleiben  a!w  eine  feste  Zahl  /;,  so  hätte  man,  wenn  /  zwisel;.  ■ 
gewählt  wird,  auch 

K|r-<t(f)', 

sodaß  die  Reihe  der  Moduln  außerhalb  des  Intervalles  ( -  p,  p)  koB 
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vergent  wäre  (§  190,  b).  Also  konvergiert  die  Reihe  (2)  in  dem 
Kreise  vom  Radios  q  mit  dem  Mittelpunkt  im  Anfangspunkt  und 
konvergiert  nicht  außerhalb  dieses  Kreises,  den  man  aus  diesem 
Grunde  den  Konvergenzkreis  der  Reihe  nennt.  Zweifelhaft  bleibt 
die  Konvergenz  immer,  wenn  z  das  Affix  eines  Punktes  der  Peripherie 
ist.  Auch  der  Begriff  der  gleichmäßigen  Konvergenz  (§  315)  und 
die  darauf  bezüglichen  Theoreme  (§  321  u.  s.  w.)  sind  leicht  über- 
tragbar auf  Reihen,  die  aus  Funktionen  der  komplexen  Veränder- 
lichen z  gebildet  sind.  Insbesondere  gelten  die  für  die  gleichmäßige 
Konvergenz  und  für  die  Derivierbarkeit  der  Potenzreihen  einer  reellen 
Veränderlichen  gegebenen  Beweise  (§§  325,  329)  auch  für  die  Reihe  (2) 
und  gestatten  zu  behaupten,  daß  die  Summe  dieser  Reihe  eine  stetige 
Funktion  f(z)  ist,  deren  Derivierte 

f  (*)  =  <i  +  2°**  +  3c8*2  +  4c4s3  +  •  •  • 

ist,  immer  vorausgesetzt,  daß  man  die  Punkte  der  Peripherie  aus- 
schließt 

404.  Wenn  in  der  Reihe  (2)  das  unabhängige  Glied  von  Null 
verschieden  ist,  so  kann  man  um  den  Anfangspunkt  einen  Kreis  be- 
schreiben, in  dessen  Inneres  keine  Wurzel  von  f(z)  fällt.  In  der  Tat 
gestattet  die  Stetigkeit  von  f(z)  eine  positive  Zahl  h  zu  finden,  die 
hinreichend  klein  ist,  damit  für  |  z  |  <  h  immer  |  f(z)  —  c$  |  <  |  c0  \ 
wird.    Nun  ist  aber  nach  der  Schlußbemerkung  in  §  389 

\n*)\>\co\-\c0-f(*)\>o. 

Also  verschwindet  f(z)  nicht  im  Innern  des  Kreises  vom  Radius  h 
mit  dem  Mittelpunkt  im  Anfangspunkt.  Dies  vorausgeschickt  wollen 
wir  folgenden  Satz  beweisen:  Wenn  zwei  Potenzreihen  für  un- 
endlich viele  Werte  der  Veränderlichen,  die  nach  Null 
konvergieren,  gleiche  Summen  haben,  so  sind  sie  identisch. 
Es  sei  in  der  Tat 

co  —  co  +  (<i  —  O*  +  (**  —  c*')**  +  "  •  • 

die  Reihe,  welche  man  durch  Subtraktion  der  gegebenen  Reihen 
voneinander  erhält.  Die  Summe  dieser  Reihe  verschwindet  für  un- 
endlich viele  Werte  der  Veränderlichen,  die  nach  Null  konvergieren, 
und  verschwindet  daher  in  jedem  noch  so  kleinen  Kreise  mit  dem 
Mittelpunkt  im  Anfangspunkt.  Also  kann  c0  —  c0'  unmöglich  von 
Null  verschieden  sein.  Wird  c0  =  c0'  gesetzt,  so  ist  es  jetzt  die  Reihe 
Cj  —  c/+  fa  —  cf)z  +  •  •  •,  die  f&r  unendlich  viele  Werte  von  z  ver- 
schwinden muß,  die  nach  Null  konvergieren;  mithin  ist  q  =  c/  u.  s.  f. 
Also  müssen  die  gegebenen  Reihen  notwendig  zusammenfallen.  Daraus 
folgt,  daß  die  Entwickelung  einer  Funktion  in  eine  Potenz- 
reihe nur  in  einer  einzigen  Weise  möglich  ist.    Übrigens  kann 
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man  sieb  leicht  überzeugen  (vgl.  §  329),  daß  diese  eine  Eutwickeiuug 
gerade  die  ist,  welche  die  Mac  -  Laurinsclie  Formel  liefern  *  ü  nlt 
Wie  man  aber  die  Legitimität  einer  solchen  Entwickelung  für  eine 
gegebene  Funktion  f[g)  a  priori  erkennen  kann,  auf  fliesen  Funkt 
können  wir  hier  nicht  eingehen  und  verweisen  den  Leser  auf  andere 
Werke1). 

405.  Welches  auch  der  Weg  sein  mag,  den  z  bei  unendlicher 
Annäherung  an  einen  Punkt  x0  im  Innern  des  Konvergenzkreises 
der  Reihe  (2)  durchläuft,  immer  nähert  sich  die  Summe  f{ä)  d 
Reihe  wegen  der  Stetigkeit  dem  Grenzwert  /!-„!.  Die«  kann  man 
nicht  mehr  behaupten,  nenn  ?0  auf  der  Peripherie  des  genannten 
Kreises  liegt,  vorausgesetzt,  daß  /"(*„)  existiert..  Für  diesen  Fall  hat 
Abel  bewiesen  (vgl.  §  340),  daß  man  auch  noch  lim/'Ul  ■■  f'\E0 "i 
hat,  falls  z  normal  zur  Peripherie  dem  Punkte  i0  zustrebt. 
Es  versteht  sich,  daß  z  vom  Innern  des  Kreises  herkommen  »mE 
Dies  drückt  man  aus,  indem  man  setzt  \z.  —  qp  mit  '/<  1,  sodaß 
nach  der  gemachten  Annahme  auch  z  =  i/£a  sein  muß.  Es  handelt 
sich  darum,  zu  zeigen,  daß  die  Differenz 

KO  -  f(>)  -  «11,(1  -q)  +  f,V(l  -  j*)  +  C,V(1  -«')  +  -■ 
nach  Null  konvergiert,  wenn  q  der  Einheit  zustrebt.  Setzt  man 
aber  »„  =  «,,«;,  a.  =  '  ~ 'i" •  *°  "e'ß  nnui  (§  399),  daß  die  Reihe 
«j«,  +  «jii,  +  -  ■  konvergent  ist,  da  nauh  der  Voraussetzung  die 
Reihe  m,  +  u^  -f  m,  -f  -  •  ■  konvergiert.  Aus  jenem  Paragraphen  M 
zu  entnehmen,  daß  jeder  noch  so  kleinen  positiven  Zahl  t  •■in  Wert 
von  n  entspricht,  von  welchem  ab  für  alle  in  Betracht  kommenden 
Werte  von  q 

ist.  TBt  H  einmal  fixiert,  so  kann  man  immer  einen  Wert  von  '/ 
finden,  der  nahe  genug  an  der  Einheit  liegt,  damit  man  hat 

la,«,  +  «,«,  +  •■■  +  <V'„|  <  !,  ■ 

Also  wird  für  ein  |#|,  welches  in  genügender  Nähe  von  p  liegt,  sein 
I  fi'a)  —  f(£)  I  <  *  nnd  folglich  lim /*(*)  =  /*(»„).  Aus  diesem  Satze 
leitete  Abel  sein  Theorem  Über  die  Multiplikation  der  Reihen 

I)  Bei  einem  ersten  Studium  wird  i'b  nützlich  nein. 
Ooan  d' Analyse"  von  Mansion  zu  liate  zu  ziehen.  Siehe  auch  die  „Principe* 
rl'imi:  tbe'orie  nouvelle  de«  fonetiona  dliJmeQtaires  dune  variable  iroaginaire' 
von  demselben  Autor  (Annalei  de  laSodJM  loHotifiqjH  de  BnnellM, 
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Wichtige  transcendente  Funktionen. 

406.  Exponentialfunktion.     Die  Reihe 

«        z  z*  zs 

ist  in  der  ganzen  Ebene  konvergent,  da  immer  die  aus  den  Moduln 
ihrer  Glieder  gebildete  Reibe  konvergiert  (§  184).  Es  ist  erlaubt 
ihre  Summe  mit  e*  zu  bezeichnen,  solange  dieses  Symbol  noch  nicht 
für  andere  als  reelle  Werte  von  z  definiert  ist.  Wenn  r  und  0  be- 
züglich der  Modul  und  das  Argument  von  z  sind,  so  zerlegt  sich  die 
betrachtete  Reihe  in 

l  +  ycos0  +  j^cos20  +  • ..  +  i(y  sinö  +  -~sin20  +  •  •  •)• 

Früher  (§  332,  b)  haben  wir  gesehen,  daß  die  erste  Reihe  die  Ent- 
wickelung  von  crco66cos(rsin0)  ist,  während  die  zweite  die  Enir 
wickelung  von  er°°*e sin (r sind)  ist.    Daraus  folgt 

e*  =  er**e{zo%  (r  sin  0)  +  i  sin  (r  sin  0)) , 
d.  h. 

0*+»*  =  g*(cosy  +  tsiny). 

Im   besondern   erhalt  man   für  x  =  0   die   wichtige   Formel   von 

Euler 

et*  =  cos  y  +  i  siny , 

auf  Grund  deren  die  vorige  Relation  in  «?+•*  =  g*  •  et*  übergeht.  All- 
gemeiner bemerke  man,  daß 

#  .  <?'  =  6*+x,(cos(y  +  y')  +  isin(y  +  y'))  =  *+* 
ist     Die  Funktion  e?  genießt  also  die  bekannte  Eigenschaft 

auch  wenn  die  Exponenten  nicht  reell  sind.  Endlich  ist  nach  dem 
am  Schlüsse  von  §  403  Gesagten  die  Funktion  e*  in  der  ganzen 
Ebene  stetig,  und  ihre  Derivierte  ist  e*. 

407.  Kreisfonktionen.      Ebenso    sind    wir,    um    die    trigono- 
metrischen Funktionen  imaginärer  Bogen  zu  definieren,  berechtigt  zu 

setzen 

z*     .         z* 


cos  xr  =  1  —  -r—  + 


12    '    12    3    4 

z  z*  z* 


Binz  =  n *   0  o  + 


1  1    2    3    '    12    3    4    6 


nachdem  wir  die  Konvergenz  der  angewandten  Reihen  konstatiert 
haben,  eine  Konvergenz,  die  in  der  ganzen  Ebene  absolut  und  gleich- 
mäßig ist,  da  die  Reihen  der  Moduln 
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r1  r*  r  r* 


~1    2~1    2    3    4~         '       1    ~  1    28  T  1    2-8- 4- 6  ~ 

für  jeden  Wert  von  r  konvergieren.  Bildet  man  nun  die  Funktionen 
cos*  +  i sinxr  und  cos*  —  isin*,  so  erhalt  man  die  Resultate 

1    •     1    ^  1-2     '  >  1^12  » 

sodaß  man  schreiben  kann 

e**  =»  cos*  +  isin*,     e~iM  =  cos*  —  tsimer. 

Die  Eulersche  Formel  gilt  also  auch  für  nicht  reelle  Bogen.  Man 
gewinnt  überdies  aus  den  letzten  Gleichungen 

cos  *  =  yC^*  +  «"'*)>      sin*  =  y.(^J  —  c"'*). 

Mit  Hilfe  dieser  Relationen  lassen  sich  leicht  die  Fundamental- 
formeln der  Trigonometrie  beweisen,  welche  man  auf  diese  Weise 
auf  das  Gebiet  der  komplexen  Zahlen  übertragen  findet.    Man  hat  z.  B. 

cos*  cos*'  —  l(^<»-o  +  e-«<»-0  +  *(*+*'>  +  e-^*1-')), 

sin*  sin/  -  i(*<-0  +  e-'C-O  -  rfO+1  -  e-'f+'O, 
ferner 

cos*  cos*  —  sin*  sin*'  =  $■(«?<* +*'>  +  c~,(*+*>)  —  cos(*  +  *) 

u.  s.  w.  Verwandelt  man  in  den  Definitionsformeln  *  in  —  *,  so  be- 
merkt man,  daß 

cos  (—  *)  =  cos*,     sin  (—*)  =  —  sin* 

ist,  und  die  letzte  Relation  wird  für  *'  =  —  * 

cos2*  +  sin2*  =  l. 

Endlich  beachte  man,  daß  (wie  im  Falle  eines  reellen  *)  die  Deri- 
vierte  von  cos  *  gleich  —  sin  *  und  die  Derivierte  von  sin  *  gleich 
cos*  ist.  Die  andern  trigonometrischen  Funktionen  definiert  man 
wie  in  der  reellen  Trigonometrie,  indem  man  setzt 

l  2  ,  sin*        l  «•*  —  «"** 

Um  zu  sehen,  eine  wie  große  Vereinfachung  die  Theorie  der  kom- 
plexen Zahlen  bei  gewissen  Fragen  mit  sich  bringt,  erinnere  man 
sich  an  die  erzeugende  Funktion  (§  354)  der  Eulerschen  Zahlen  und 
bemerke,  daß 

sec  *  =  e*1*  —  cos  Ez  +  i  sin  Ez  —  cos  Ez 
ist.     Ebenso  wird 

tg*  =  l(^+^-^-D"), 

sodaß  der  Koeffizient  von  zp  in  der  Entwickelung  dieser  Funktion 
folgender  ist  (§  355) 
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^i,c+»y-(»-y_^(B  +  1),_5^.ii„,(2,«._i)Btt 

Man  hat  mit  andern  Worten  wie  für  reelles  z 


•  i  +  ' 


tg«-«+-j 


.-+.... 


408.  Hyperbelfnnktlonen.  Da  die  Fundamentalformeln  der 
Trigonometrie  die  trigonometrischen  Funktionen  des  komplexen  Bogens 
*  —  x  +  iff  durch  die  Funktionen  des  reellen  Bogens  x  und  die  des 
rein  imaginären  Bogens  iy  auszudrücken  erlauben,  so  genügt  es  eine 
geometrische  Interpretation  dieser  letzten  Funktionen  zu  finden,  um 
zu  gleicher  Zeit  die  Interpretation  der  ganzen  komplexen  Trigono- 
metrie zu  erhalten.     Beachtet  man  nun  die  Formeln 

cos  ix  —  y  («*  +  C-I)i     sinia;  =      (e*  —  e-*), 
so  wird  man  dazu  geführt,  die  Funktionen 

ch  x  —  \{f  +  e~*) ,     sh  x  =  \{f  -  e~x) 
zu  .betrachten,  welche  man  bezüglich  den  hyperbolischen  Kosinus 
und  den  hyperbolischen  Sinus  der  reellen  Veränderlichen  x  nennt. 
Ebenso  definiert  man  die  hyperbolische  Tangente,  indem  man  setzt 
. ,  ah  x      «*  —  «"* 

eh*       (•  +  «-*' 
li.  s.  w.     Der  Grund  für  diese  Benennungen  ist  sofort  aus  der  evidenten 
Relation 

ch1  x  —  sh*  x  =  1 

zu  entnehmen,  welche  zeigt,  daß  chz  und  sh  x  die  Koordinaten 
eines  Punktes  Q  der  in  cartesischen  Koor- 
dinaten durch  die  Gleichung  X*  —  Y1  —  1 
dargestellten  Hyperbel  sind,  ebenso  wie 
cos  x  and  sin  x  die  Koordinaten  eines 
Punktes  P  auf  der  Peripherie  des  um 
den  Mittelpunkt  0  mit  dem  Radius  OA  =*- 1 
beschriebenen  Kreises  sind.  Sind  ferner  P" 
und  Q'  die  in  Bezug  auf  die  Abscissenacbse 
zu  P  und  Q  symmetrischen  Punkte,  so 
wird  die  Fläche  des  Kreissektors  OPP" 
gerade  durch  die  Zahl  x  gemessen,  und  es 
ist  leicht  zu  zeigen,  daß  analog  die  Fläche 
des  Hyperbelsektors  OQQ'  durch  die 
zugehörige  Zahl  x  gemessen  wird.  Man 
projiziere  in  der  Tat  die  Punkte  A  und  Q 
in  B  und  S  auf  eine  Asymptote  und  bemerke,  daß  auf  Grund  der 
Äquivalenz  der  Flächen  OÄB  und  OQR  die  gesuchte  Fläche  doppelt 


Flg.  17 


so  groß  ist  als  die  des  krummlinigen  Vierecks  ABHQ.  Im  folgendet 
werden  wir  sehen,  daß  diese  durch  den  natürlichen  Logarithmus  des 
Verhältnisses  Ton  OR  zu  OH  gemessen  wird.     Andererseits  ist  offenhar 


OB. 


Vi' 


OB- 


Mithin  ist  OQQf  =  löge*  =  X.  Endlich  bestimmen  die  Radien  vektoren 
<U',  iiQ  auf  der  gemeinsamen  Tangente  der  beiden  Kurven  vom 
Punkte  A  aus  Abschnitte,  die  bezüglich  durch  tgx  und  thz  ge- 
messen werden.  Nur  in  ihrer  Art  zu  variieren  bieten  die  Hyperbel 
funktionen  bedeutende  Unterschiede  gegenüber  den  KreisftfiktiOBäl 
Wenn  nämlich  x  von  0  nach  Unendlich  variiert,  no  variiert  cb.c  von 
1  nach  Unendlich,  ahx  von  0  nach  Unendlich,  fax  von  0  nach 
der  Einheit,  und  für  negative  Werte  der  Veränderlichen  hat  mau  die 
Relationen 

ch  (—  af)  =  eli  X .      SB  |        '  i  lh  -'■ ,     tli  l       j  i  i  li  t 

409.  Wir  wollen  jetzt  beweisen,  daß  jeden  Wert.'  ron  x  ein 
Winkel  |  zwischen  den  Grenzen  —  =  und  -  entspricht  (die  hyper- 
bolische Amplitude  von  x)t  dessen  trigonometrische  Linieu  in 
anderer  Reihenfolge  die  hyperbolischen  Linien 
von  x  wiedergeben.  Es  sei  P  ein  Punkt 
des  um  den  Mittelpunkt  0  mit  dem  Radius 
OA  ^  1  beschriebenen  Kreises.  Q'  und  </' 
seien  die  Punkte,  in  welchen  die  Tugeotfl 
des  Kreises  in  /'  nnd  in  A  sich  mit  OA 
l..v.u  DJ  trtmsL  Die  Parallele  nnd  die 
Senkrechte  zu  0.i ,  die  durch  0"  und  ','  he 
züglich  geführt  sind,  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  Q,  welcher  der  darstellenden  Kurve 
äst  llv[..T!'elfiniktinneu  angehört;  denn  bezeichnet  man  mit  |  den 
Winkel    POx,   so  hat  man 

0(?'=  Off'-aeet,      QQ-  =  AV=t%$, 
mithin   OQf—Qfp  —  l.     Nun  sind   die  loteten   (,1,'ielnuigrn  gleich- 
wertig mit  folgenden  andern 

ch  x  =  sec  | ,     eh  X  — •  tg  \. 
Aus  diesen  leitet  man  sofort  ab 

tha:  =  sio£,     coth  j  =  cosecg,     sech  x  •=  cosg,     cnsechi  —  cot{. 
Also    sind    der    hyperbolische    Binus    ttfcd    dl6    byperholiwjll« 
Tangente  von  .r  bezüglich   gleich  der  (trigonometrischen)  Tan- 
gente   und    dem    (trigonometrischen]    Sinus   der   hyperbolischen 
Amplitude   von  .r.     Ähnliches  laßt   sich   von  der  Kosekante   und 
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dar  Kotangente  sagen,  ebenso  vom  Kosinus  und  der  Sekante. 
Um  ferner  zu  sehen,  welche  Beziehung  zwischen  einer  Veränderlichen 
x  und  ihrer  hyberbolischen  Amplitude  §  besteht,  braucht  man  nur  zu 
bemerken,  daß 

^-ch*  +  8hs  =  8ecg  +  tg5  =  I^jp  =  tg(4  +  J) 

ist,  woraus  sich  ergibt  x  =  log  tg  (y  +  y )  •  Dieser  Relation  kann 
man  auch  die  von  Laisant  herrührende  Form  geben 

ttf  =  tgf 

Man  beachte  schließlich  noch  die  zwischen  den  darstellenden  Kurven 
bestehende  Korrelation.  Wenn  P'  und  P"  die  Projektionen  von  P 
auf  Ox  und  auf  AQ"  sind,  so  ist  zunächst  zu  bemerken,  daß  die 
Tangente  der  Hyperbel  im  Punkte  Q  durch  J?  hindurchgeht,  ebenso 
wie  die  Tangente  des  Kreises  im  Punkte  P  durch  Q'  hindurchgeht. 
Es  ist  in  der  Tat  bekannt,    daß   der  Neigungskoeffizient  der  ersten 

Tangente  -^  «=  ^rL  ist     Die  beiden  Tangenten  schneiden  sich  auf 

der  Geraden  AP"(]f'>  und  wie  nach  der  Konstruktion  Q"  der  Geraden 
OP  angehört,  so  gehört  P"  der  Geraden  0^  an  u.  s.  w. 

410.  Die  Hyperbelfunktionen  kann  man  auch  wieder  für  nicht 
reelle  Werte  der  Veränderlichen  definieren,  indem  man  setzt 

ch*  =  %{<?  -f  e-*),    sh*  =  %(<?  -  e~*), 

und  ihre  Beziehungen  zu  den  Kreisfunktionen  ergeben  sich  unmittelbar 
aus  der  Definition,  da  man  hat 

chje?  =  cositf,     shz  =  — : — 

Aus  diesen  Gleichungen  ist  zu  entnehmen,  daß  die  Relation 

ch8#  —  sh8#  =  1 
fortbesteht.     Es  lassen  sich  ferner  leicht  die  Formeln  beweisen 
eh(*  +  /)  =  chs  chz  +  sh*  shY,     sh(s  -f-  je?')  =  shsch/  +  chssh/, 

und  viele  andere,  die  denen  der  gewöhnlichen  Trigonometrie  analog 
sind.  Auf  diese  Weise  wird  eine  besondere  Rechnungsart  begründet, 
die  bei  der  Behandlung  gewisser  Fragen  viele  Vorteile  bietet1).  Man 
bemerke  endlich,   daß  jede  Kreis-  oder  Hyperbelfunktion   von   einer 

1)  Für  ein  weiteres  Studium  sei  genannt  „Die  Lehre  von  den  Hyperbel- 
fonktionen"  von  Günther  und  auch  „Parabolische  Logarithmen  und  para- 
bolische Trigonometrie'4  von  demselben  Autor. 


komplexen  Veränderlichen    sich    immer  durch  Kreis-  und  Hyperbe 
funktionen  von  reellen    Veränderlichen  ausdrücken  läßt.     So  ist  z.  T 
cos*  =  cos;r.  chy  —  isin-r,  shy,     che  =  cosy  ch  #  -+-  irnny  shx, 
sin  e   -  sünrrhy  +  i'cobj  sh.v,     sha  =  cosy  sb.r  +  isiny  ch.r. 
+11.    Die   Punktion    Logarithmus.      Die    Eukiwhe    F<rni'I    n 
stattet   jeder   Zahl    s  'die    Form   ti'"   zu    gehen      Dt»   man  6   imm 
durch    ß  +  Vkit   ersetzen    darf,   wo   !■    eine   guua   Zahl   ist,    bo 
man  auch  achreiben 


mithin,   wenn 
dehnt 


die    Definition    der    natürlichen    Logarithmen    ai 
log(jr)-  logf  +  »fl  +  Sit*. 


Das   Symhol   log(*)   wird  angewandt,   um   den   allgemeinen   Logst 
rithmus   von   z  darzustellen.     Wenn   ?  eine  positive  Zahl  r  ist. 
liefert  die  letzte  Formel 

logM  =  logc  +  2»'*Ä 
und   zeigt,    daß   eine    positive   Zahl  außer  dem   reellen   gewöhnliche* 
Logarithmus    unendlich    viele    andere     imaginäre    Logarithmen    bat 
Man    hat    ferner   log (2)  =  log(r)  +  iß.     Durch   Addition    von 
jedem  Logarithmus    von  r    erhält  man  also  die  unendlich  vielen   Lo- 
garithmen von  rrf*.     Diese  sind  die  Affix.'  von  äqnidistanten  Punkte 
auf  einer  zur  Achse  der  reellen  Zahlen  senkrechten  Geraden.     Beweg 
sich  *  auf  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt   im  Anfangspunkt   liegt 
so  verschiebt  sich  die  Gerade   in  sich,   da  sie   immer  die  Achse  Or 
in   dem    Punkte    trifft,    der    den    gewöhnlichen    Logarithmus    von 
darstellt.     Beschreibt  übrigens  z  eine  beliebige  geschlossene    Kui 
um  den  Anfangspunkt,  so    oszilliert   die  Gerade   der  Logarithmer 
während  sie  sich    immer    in    demselben    Sinne    in    sich  verschiebt 
seitlich  zwischen  zwei  äußersten  Lagen,  sodaß  die   verschiedenen  1 
Stimmungen   von   log*    schließlich    ineinander    übergehen,    indem 
eine  einzige  sinusförmige  Kurve  beschreiben.     Wenn   dagegen  £  ein 
geschlossene   Kurve  durchläuft,  die  den  Anfangs puukt   nicht   in  ihre 
Innern  enthält,  so  kehrt  nicht  nur  die  Gerade,  welche  diemud  trans- 
versal und  longitudinal  oszilliert,  in   die  alte  Lage  zurück,  sondern 
dasselbe  gilt  auch  für  jeden  von  ihren  Punkten,  sodaß  die  unendlich 
vielen    Bestimmungen    von     log(r)     voneinander    WH 
und  ebenso  viele  Ringe  beschreiben,  die  zwischen  den  äußersten  Lttf 
der  Geraden  liegen. 

412.    Man  setzt  die  Bedeutung  von  f  für  c  —  a  +  ib  fest,  indei 
man  übereinkommt  zu  schreiben 
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Modul  und  Argument  von  sf  sind  also  die  Zahlen 

9  =.  e«iogr-6(e+2*Ä)^    t  Ä  &logr  +  a(ß  +  2kn)  +  2k' n 

mit  beliebigen  ganzzahligen  &,  &'.  Denken  wir  uns  für  einen  Augen- 
blick die  unendlich  vielen  (z  gleichen)  Zahlen,  welche  den  Modul  r 
und  die  Argumente  0  ±  2*r,  0  ±  4jt,  . . .  haben,  als  verschieden 
von  Zj  obwohl  durch  denselben  Punkt  dargestellt.  Wenn  wir  die 
gewöhnlichen  Regeln  angewandt  hätten,  um  zur  Potenz  c  zu  erheben 
sei  es  die  Zahl  z,  sei  es  irgend  eine  andere  demselben  Punkt  an- 
geheftete Zahl,  so  hatten  wir  erhalten 

d.  h. 

Um  also  z  zur  Potenz  c  zu  erheben,  muß  man  die  gebräuchliche 
Rechnung  auf  die  unendlich  vielen  Zahlen  anwenden,  die 
mit  ß  einem  und  demselben  Punkte  angeheftet  sind.  Es  gibt 
also  unendlich  viele  Werte  von  zc.  Sie  bilden  eine  geometrische* 
Progression,  welche  das  Verhältnis  &inc  hat,  uitd  sind  Punkten  an- 
geheftet, welche  längs  einer  logarithmischen  Spirale  mit  dem 
Pol  im  Anfangspunkt  verteilt  sind.  Diese  Kurve  trifft  die  Achse  der 
y  parallel  zu  Oc  und  reduziert  sich  daher,  wie  wir  bereits  gesehen 
haben  (§  394),  auf  einen  Kreis,  wenn  c  reell  ist.  Sie  wird  dagegen  eine 
Gerade,  wenn  c  rein  imaginär  ist.  Es  ist  gut  auf  die  obigen  Be- 
merkungen zu  achten,  wenn  man  die  beiden  Seiten  einer  Gleichung 
zu  einer  Potenz  erhebt.  Sonst  könnte  man  z.  B.  aus  der  richtigen 
Gleichung  e~u*  —  &in}  indem  man  beide  Seiten  zur  Potenz  %  erhebt, 
die  absurde  Gleichung  etn  =  e~*n  ableiten,  während  man  doch  nur 
behaupten  kann,  daß  die  Zahlen  e***1-*)  =  e-**(1+*0  für  passende 
Werte  von  k  und  k'  zusammenfallen  müssen,  wie  es  tatsächlich  der 
Fall  ist,  wenn  man  k  —  kf  =  2  hat. 
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413.  Krummlinige  Koordinaten.  Wenn  zwei  reelle  Funktionen 
der  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y  zwei  gegebenen  reellen  Kon- 
stanten bezüglich  gleich  gesetzt  werden,  so  stellen  die  Gleichungen  u^a, 
t?  =  6,  welche  man  auf  diese  Weise  erhält,  zwei  bestimmte  Linien  in  der 
Ebene  dar.  Wenn  es  ein  einziges  Paar  von  Werten  a,  b  gibt  derart,  daß 
die  beiden  Linien  durch  einen  gegebenen  Punkt  M  hindurchgehen  und 
keine  andern  gemeinsamen  Punkte  haben,  wenigstens  in  einem  gewissen 
Gebiet  der  Ebene,  so  können  a  und  b  dazu  dienen  die  Lage  von  M  in 
jenem  Gebiet  zu  definieren  und  heißen  deshalb  die  krummlinigen 
Koordinaten  dieses  Punktes.     Wenn  ferner  u  und  v  aus  der  Zerf&llung 


einer  Funktion  der  komplexen  Veränderlichen  i  —  %  -f-  \\l  in  den  reellen 
Teil  m  und  den  rein  imaginären  te  herstammen,  so  trc-flVn  die  nnendliffe 
vielen  Linien,  mlehe  durch  die  Gleichung  h  =  a  für  unendlich  \ 
Wcrto  von  «  dargestellt  werden,  überall  unter  rechtem  Winkel  die 
durch  die  Gleichung  v  =  b  dargestellten  Linien.  Dies  drückt  mau  aus, 
indem  mau  sagt,  duB  man  es  mit  einem  System  von  ort hogon ftlon 
krummlinigen  Koordinaten  zu  tun  hat.  In  der  Tat  sagen  die  in  §  401 
gefundenen  Bedingungen  (l)  gerade  ans,  daß  die  KögangdEi 
der  Tangenten  an  die  beiden  durch  einen  gegebenen  Punkt  (x,  y)  hin- 
durchgehenden Kurven, 


der  Orthogonalitätsbedirgung  genügen,  da  ihr  Produkt  gleich  —  1  ist 
Das  gewöhnliche  System  der  rechtwinkligen  c artesischen  Koordinaten 
ist  durch  die  Funktion  b  oder  allgemeiner  durch  MJ  -+-  ß  charakterisiert, 
welches  auch  die  reellen  oder  komplexen  Zahlen  a  und  ß  sein  mögen. 
Nimmt  man  dagegen  — ,  so  wird  die  eine  Kurvenschar  von  & 
Beitigcn  Hyperhein  gebildet,  die  n  Ox  and  Oy  asymptotisch  sind;  die 
andere  Schar  erhält  '  man,  indem  man  diese  Kurvun  um  ihren  gemein- 
samen Mittelpunkt  eine  Drehung  um  -—  ausführen  lüBt.  Die  PmuVtioS 
ys  gibt  alle  Parabeln,  welche  die  Achse  Ox  und  den  Brennpunkt  O 
gemein  haben.     Nimmt  man  noch  die  Funktionen 


log? 


flog«,      logx^^, 


M  findet  mau  drei  interessante  Koordinatensysteme.  Das  erste  ist 
das  gewöhnliche  System  der  Polarkoordinaten,  bei  dem  /weiten  besteht 
die  eine  Kurvenschar  aus  logantfettjscbftn  Spiralen  mit  dem  Anfangspunkt 
als  Pol,  das  dritte  System  endlich,  das  der  dipolaren  Koordinaten, 
welches  in  der  Elektrostatik  sehr  nützlich  ist'),  hat  eine  fundi 
Wichtigkeit  in  den  geometrischen  Anwendungen  der  komplexen  Zahlen. 
Sind  r,  und  rt  die  Entfernungen  zwischen  z  und  den  Punkten  «,  und  *,, 
und  ist  <p  der  Winkel,  unter  welchem  man  vom  Punkte  t  au« 
b.  i,  sieht,  so  hat  man 


logr^7 


-log(^*), 


sodaB    man 


■  loS  -, 


setzen    kann.      Die    Sa 
(j,  —  Oonat  obanktenneii 
und  r,    (die  Pole)    hindurch 

Kurven  der  andern   Schar,  die  durch  die  Gleichung  —  —  Const. 

terisiert  werden,  sind  ebenfalls  Kreise   und   notwendig  orthogonal  xu  i 


Scher    sind    durch    die    Gleich i 
also   die  Kreise,  welche    durch 


I)    Vgl.    Be tti :    „Teoriea    delle    föne    newtonu' 

.    |.     WH. 
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ersten,  zu  denen  auch  die  Gerade  zxz%  gehört,  die  folglich  die  Mittelpunkte 
der  Kreise  der  zweiten  Schar  enthält.  Man  kann  hier  den  Einwand 
machen,  daß  die  beiden  Kreise,  welche  sich  in  z  schneiden,  sich  noch 
einmal  in  einem  zweiten  Punkte  treffen.  Dieser  hat  jedoch  zwar  dieselbe 
Koordinate  u  wie  der  erste,  nicht  aber  dasselbe  v,  da  die  Pole  den  ersten 
Kreis  in  zwei  Bogen  teilen,  längs  deren  einem  man  hat  v  =  9,  während 
auf  dem  andern  v  =  n  —  9  ist. 

414«   Die  Funktion 

log  fyz  —  zx  +  Y z  —  Zi) 

liefert  den  Inbegriff  aller  Kegelschnitte,  welche  die  Brennpunkte  zx  und 
jp,  gemein  haben.    Wir  können  in  der  Tat,  nachdem  wir  von  der  gegebenen 

Funktion  die  Konstante  log|/j?2  —  zx  subtrahiert  haben,  setzen. 

yz-zx  +  Yz-z%  =  ]/*,  -  zx  •  e"+* 
und  folglich 


Vz  —  Zi  —  Y*  —  *%  =  V*%  -  h  -  *>-*-" 


» 


woraus  sich  ergibt 


Yz  —  zx  =  Y*t  ""  e\  (cn u  cosv  +  *sh«  sint?), 

Yz  —  z%  =  Y*%  —  zi  (8n  u  C08  v  +  *  ch  u  sin  t;) . 

Nimmt  man  jetzt  die  Quadrate  der  Moduln,  so  erhält  man 

rx  =  r  (ch2i*  cos2  v  +  sh2  u  sin2  v) ,     r,  =  r  (sh2  u  cos2  v  +  ch2  u  sin2  v) , 

wo  r  die  Entfernung  zwischen  den  Punkten  zx  und  z%  darstellt.  Es  ist 
daher 

rx  +  r2  =  r  ch  2  u ,     fj  —  r2  =  r  cos  2 1?. 

Daraus  folgt,  daß  die  Linien  u  =  Const.  Ellipsen  mit  den  Brennpunkten 
in  zx  und  z%  sind  und  die  Linien  v  =  Const  Hyperbeln  mit  denselben 
Brennpunkten.  Man  bemerke  überdies,  daß  re*u  und  re~%u  die  Moduln 
der  Zahlen 

sind,  und  daß  man  daher  behaupten  darf,  daß  die  Summe  der  Ab- 
stände eines  Punktes  z  von  zwei  beliebigen  Punkten  zx  und  z% 
gleich 

,Q.                         I'  -  i('i  +  '2)  +  y(*-'i)  (*-**)  I 
\  /  1  / 1 

+  I*  -  i('i  +  *)  -  V  ('  -  *i)  (*  -  '*)  I 

ist.  Dieses  Resultat  läßt  sich  übrigens  auch  direkt  nachweisen ,  wenn 
man  sich  daran  erinnert  (§  389),  daß  die  Moduln  der  Summe  und  der 
Differenz  zweier  Zahlen  c,  c  die.  Längen  der  Diagonalen  des  Parallelo- 
gramms messen,  welches  über  den  Seiten  Oc,  Oc  konstruiert  ist  Da 
die  Summe  der  Quadrate  der  Diagonalen  gleich  der  Summe  der  vier 
Seiten  ist,  so  hat  man 

«|,  +  kl,-i(l«  +  «r|,  +  l«-«'T)- 
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Man  braucht  nur  c  =  Yz  —  zx ,  c'  =  Yg  —  zt  zu  setzen  und  zu  bemerken, 
daß  immer  |c|*=  |c*|  ist,  um  zu  erkennen,  daß  der  Ausdruck  (3)  nicht 
verschieden  von  \z  —  zx  |  +  | z  —  zt\  ist. 

415.  Um  eine  interessante  Anwendung  von  diesem  letzten  Resultat 
zu  machen,  betrachte  man  die  Funktion  f(z)  =  (ß  —  ^)  (e  —  e^)  (e  —  ^), 
welche  in  den  Punkten  zx,~£%,  z9  verschwindet  Im  folgenden  werden  wir 
sehen,  daß  man  jedem  Polynom  dritten  Grades  die  obige  Form  geben 
kann.     Die  Derivierte 

(4)  f{z)  =  3*2  -  2  {zx  +  z%  +  zt)  $  +  (Vs  +  44  +  44) 

verschwindet  in  zwei  Punkten  f  und  f,  die  symmetrisch  zu 

*(t+n-i(*i+«t+*»)=-£o, 

d.  h.  zu  dem  Schwerpunkt  f0  des  Dreiecks  zlztzt  liegen,  und  dies  ist 
eine  erste  bemerkenswerte  Eigenschaft.  Im  Mittelpunkt  einer  Seite,  z.  B. 
in  t,  =■  \{z%  +  z9),  nimmt  die  Funktion 

f  W  -  ('  -  **)  ('  -  's)  +  (*  -  's)  (*  -  *i)  +  (*  -  *i)  (*  -  's) 
den  Wert  —  J  (zt  —  zs)*  an.     Man  hat  also,  da  auch 

roo-s(f-ö(f-o 

ist, 

Folglich  werden  die  Zahlen,  deren  Moduln  in  dem  Ausdruck  (3)  auf- 
treten, wenn  man  denselben  auf  die  Berechnung  der  Summe  der  Ent- 
fernungen von  tj  bis  f  und  £'  anwendet, 

rt  -  y  (?  +  ?')  ±  ^  (*""%)  Ä  ~  T'i  +  T^  +  *»)  ±  6  (*  ""  f»)- 
Führt  man  nun  die  imaginären  dritten  Einheitswurzeln  ein  (§  394) 

so  kann  man  den  genannten  Zahlen  nach  Umkehrung  der  Vorzeichen  die 
Form  geben 

i«i  +  i[(»  +  •")(*  +  's)  T  (»  -  »*)(«s  -  %)]■ 
Sie  werden  also  ^  und  f2,  wenn  man  setzt 

(6)  zx  +  w*4  +  <ozs  —  3  ^ ,     4  +  a>*,  +  ©**,  —  3  J,. 

Also  ist  die  Summe  der  Entfernungen  zwischen  xt  und  den  Wurzeln  von 
f(z)  gleich  |?i|  +  itjl-  Betrachtet  man  xt  oder  rs  anstatt  rt,  so  muß 
man  die  Zahlen  (6)  bezüglich  durch  die  folgenden  ersetzen 

zt  +  a>*zs  +  uzl  =  3  wfj ,     jej'+  a>*8  +  (0*4  -=  Smftf  i 

£8  +  c»**,  +  ttig  =-  3cö,t1,    *8  +  mzl  +  »'4  —  SeoJ, . 

Der  Ausdruck  (3)  wird  in  diesen  Fällen 

l-tkl  +  l^fcl.   l-"fcl  +  Kl. 
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d.  h.  immer  |  ?i  |  +  |  ?j  |,  da  |  » |  =  1  ist.  Daraus  folgt,  daß  die  Punkte 
Tj,  t,,  ts  einer  Ellipse  angehören,  die  ihre  Brennpunkte  in  £x  und  £,, 
ihren  Mittelpunkt  folglich  in  £,  hat  Es  folgt  ferner  (§  390)  aus  (5), 
wenn  man  mit  arg  $  das  Argument  einer  Zahl  z  bezeichnet, 

Dies  bedeutet,  daß  die  Strahlen  frx  und  {fxt  gleiche  Neigung  gegen  die 
Gerade  ztzs  haben.  Dieselbe  ist  also  die  Tangente  der  Ellipse  in  xv 
Wenn  also  die  Punkte  *lt  zt1  zz  bekannt  sind,  in  denen  ein  Polynom 
dritten  Grades  verschwindet,  so  verschwindet  die  Deri vierte  des 
Polynoms  in  den  Brennpunkten  der  Ellipse,  die  die  Seiten  des 
Dreiecks  zli  *g,  zz  in  ihren  Mittelpunkten  berührt1).  Bemerken 
wir  schließlich  noch,  daß  die  Wurzeln  £  und  f  leicht  ausdrückbar  sind 
durch  die  Zahlen  {^,  J^,  f2.  Multipliziert  man  in  der  Tat  die  Gleichungen  (6) 
miteinander  und  beachtet,  daß  1  +  w  +  a2  =  0  ist,  so  erhält  man 

Nun  ist  aber  auch 

*i*  +  ***  +  *s*  +  2***s  +  2¥i  +  **i*%  =  96>'- 

Also  ist  z%zs  +  H*i  +  H*%  "■  ^  (6>*  ~~  Si$s)-  Dies  vorausgeschickt  wird 
der  Ausdruck  (4)  für  die  Derivierte 

folglich 

(7)  t-to+viÄ,  t'-^-y^- 

416.  Lineare  Substitutionen.  Setzt  man  /  =  f{z)y  so  wird  da- 
durch eine  geometrische  Transformation  definiert,  welche  jeden  Punkt  e 
in  einen  bestimmten  Punkt  z  überführt  Wenn  man  z.  B.  die  Trans- 
formationen 

(8)  /  =-  z  +  c ,     *'  =  ce  y     z  =  — 

• 

studiert,  so  erkennt  man  sofort,  daß  die  HinzufÜgung  der  Eonstanten  c 
zu  den  Affixen  aller  Punkte  einer  Figur  gleichbedeutend  ist  mit  einer 
Translation,  der  man  die  Figur  unterwirft.  Diese  Translation  wird  in 
Größe  und  Richtung  durch  die  Strecke  Oc  gemessen.  Multipliziert  man 
die  Affixe  mit  einer  Konstanten,  so  bedeutet  dies,  daß  man  die  Figur 
einer  Rotation  um  0  unterzieht,  die  durch  das  Argument  der  Eonstanten 
gemessen  wird,  und  einer  Dilatation  (oder  Eontraktion)  von  0  aus,  die 
durch  den  Modul  jener  Eonstanten  gemessen  wird.  Endlich  ist  die 
Transformation,  durch  welche  man  von  den  Punkten  z  zu  den  Punkten 

—  gelangt,  gleichwertig  mit  der  'Vereinigung  einer  Inversion  (Verwan- 


1)  Dieses  interessante  Theorem  wurde  in  allgemeinerer  Fassung  für  ein 
Polynom  beliebigen  Grades  angegeben  von  Van  den  Berg  (Nieuw  Archief  voor 
Wiskunde,  t.  XV,  p.  140). 

Ctttro,  Aiurijtli.  28 


delung  von  r  in  I  oder  Transformation  durch  reziproke  Radien  in  Bern*: 
auf  den  Kreis  vom  Radius  1  mit  dem  Mittelpunkt  in  0  und  einer 
Spiegelung  der  Figur  (Vemandehmg  von  ö  in  —  0)  in  ihrer  eigen«» 
Ebene  an  der  Achse  der  reetieu  Zahlen.  AJIb  diese  Transformationen  sind 
Bpttillflüe  der  folgenden 

welche  man  eine  lineare  Substitution  nennt.  Mau  muH  aber  dabei 
annehmen,  daß  die  Determinante  der  Substitution  A  =  aä  —  ßy  von 
Null  verschieden  Bei.  Sonst  würde  man  haben  c  =  l'onst. ,  d.  h.  allen 
Punkten  der  Ebene  entspräche  ein  einziger  Punkt  z.  Es  genügt  ferner 
schreiben 


■f(. 


m  in    sieb 

■■Tili.lt  um     ' 


überzeugen,   daß  jede    lineare    BnbBÜtotJon 
!  die  (8)  zerlegbar  ist. 


einfach!  Sib 


417,     Doppelverhaltnissc.      Sind  vier  Zahlen  r,  *,,  s,,  r,  gegeben, 

so  ist  es  allgemein  möglich  drei  Werte  fr,,  frj,  fr,  mit  der  Summe  Null 
zu  finden,  die  nicht  sämtlich  verschwinden  und  so  beschaffen  sind,  daß  die 
Relation 


0) 
bestellt. 


Man  braucht  nur  zu  setzen 

*,-(««,+  «,«,)  -(»»,+  «,«,)-('  -«,)(•,  -  ',). 
k,  -  (u,  +  «,«,)  -  («,  +  ,,,,)  -  («  -  «J  («,  -  «,) , 
1,  -  (»«,  +  «,«,)  -  (**,  +  .,.,)-(«-  «,)(',  -  «,)  - 


und  zwar  nennt  man  gerade  das  Verhältnis 


das  Doppel  Verhältnis  < 


Die  Werte  der  gegenseitigen  Verhältnisse  der  ife,  genommen  mit  Ter 
änderten.  Vorzeichen,  sind  die  Doppel  Verhaltnisse  der  vier  Zahlen 
k, 
~  K 

vier   Zahlen   e,  c, ,  £,,  ra,    betrachtet   in   der  Reihenfolge,  in    i.l>  ■ 
geschriebeu  sind,  und  bezeichnet  es  mit  (tttite^).     Es  ist  also 

v    .in  1---I.K«.  -«.)      »— *    '.  -«. 

Wenn    man    von    iler    Ueihenfolge    absiebt,    so    hat  man   seehs   Wort*  di 
Doppelverhaltnisses 


'-!■ 


i  -l     ~± 

*  reduzieren  sich  auf  drei   verschiedene  Werte,  —  1,  |,  2,    wenn  im 
ffirienten   fr    einander    gh-icii    •.iml.    und   auf   uui 

Kubikwurzeln  von   —  1 ,   wenn  die  drei  Koeffizienten   1    . 


fr,-!-*,      i-i 
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Kubikwurzeln  der  Einheit  sind.  Die  Lage  der  vier  Zahlen  heißt  im 
ersten  Falle  die  harmonische,  im  zweiten  die  äquianharmonische. 
Wenn  rpq  der  Modal  von  z  —  z  ist,  d.  h.  die  Entfernung  der  Punkte 
zp  und  *  ,  so  hat  das  Dopperverhältnis  {zzxz2z^)  den  Modul 

r01    .  fll,  =  r01  r!9 
*08        ri8  r08rU 

und  ein  Argument  gleich  der  Differenz  oder  der  Summe  der  Winkel,  unter 
denen  man  von  den  Punkten  z  und  zx  aus  die  Strecke  z2z8  sieht.  Daraus 
folgt  insbesondere,  daß,  wenn  das  Doppelverhältnis  reell  ist,  die 
vier  Punkte  einem  Kreise  angehören  und  umgekehrt.  Die  Be- 
deutung des  Doppelverhältnisses  ist  also  eine  wesentlich  geo- 
metrische und  bleibt  daher  bei  jeder  beliebigen  Verschiebung  der  Achsen 
ungeändert.  Da  nun  eine  solche  Verschiebung  gleichwertig  ist  mit  der  Sub- 
stitution z'  =  ccz  +  0,  wobei  |  oc  |  =  1  ist,  so  wird  man  von  selbst  dazu 
geführt,  den  Einfluß  irgend  einer  linearen  Substitution  auf  das  Doppel- 
verhältnis von  vier  Punkten  zu  untersuchen.  Führt  man  der  Reihe  nach 
die  elementaren  Substitutionen  (8)  aus,  in  welche  jede  lineare  Substitution 
zerlegbar  ist,  d.  h.  verwandelt  man  jedes  *    in  z p  +  c  oder  in  czp  oder 

in  — ;  so  bleibt  die  Relation  (9)  immer  noch  erfüllt.     Also  ändern  die 

linearen  Substitutionen  die  Doppelverhältnisse  nicht.  Daraus 
folgt  insbesondere,  daß  eine  lineare  Substitution  die  Kreise  der  Ebene 
wieder  in  Kreise  transformiert,  denn,  wie  wir  sahen,  haben  vier  auf 
einem  Kreise  gelegene  Punkte  reelle  Doppelverhältnisse.  Da  diese  bei 
der  Transformation  ihre  reellen  Werte  behalten,  so  gehören  die  vier 
Punkte  nach  wie  vor  einem  Kreise  an. 

418«  Betrachten  wir  wieder  für  einen  Augenblick1)  irgend  eine 
lineare  Substitution,  um  zu  beweisen,  daß  die  Aufsuchung  des  Punktes  je', 
der  z  entspricht,  im  allgemeinen  darauf  hinauskommt,  diejenige  Zahl  z  zu 
suchen,  die  mit  z  und  mit  zwei  andern  bestimmten  Zahlen  ein  gegebenes 
Doppel  Verhältnis  bildet.  Zunächst  bemerke  man,  daß  die  Substitution 
zwei  Punkte  in  Ruhe  läßt  (die  sogenannten  Doppelpunkte).  Sie  werden 
dargestellt  durch  die  Wurzeln  zly  %  der  Gleichung,  die  man  durch  die 
Forderung  fl  «—  z  erhält,  d.  h. 

yz%  —  (a  —  S)z  —  ß  =  0. 

Aus  dieser  Gleichung  leitet  man  ab 


2yzt  —  a  -  ö  +  }/(«  +  d)a "—'  4z/,     2y*2  =  a-ö  -]/(«  + d)2  -  4z/. 

Beachtet  man  nun  die  Relationen  u  —  d  =  y  (zt  +  z^j ,  ß  =  —  y  zx  z9 ,  so 
findet  man  leicht 

'  -  *  -  TfqS  (*  -  *) .    *  -*-  ^f+-J  (*-*) ' 


1)  Andere  Kenntnisse  über  die  linearen  Substitutionen  kann  sich  der  Leser 
aneignen  aus  der  „Theory  of  functions  of  a  complex  variable11  von  Forsyth 
(p.  612). 

23* 


woraus  unter  der  Voraussetzung,  «laß  nicht  ex  ~»J*j  ist,  folgt 


■  +  *+V<«+*)' 

Denken  wir  uns,  daß  dur  Wert  k  dieses  Verhältnisses  variiert,  wahrem! 
hei  Festhaltung  der  Doppelpunkt«  auch  der  Punkt  z  fest  bleibt,  so  ist 
klar,  daß  t  sich  in  der  Ebene  verschiebt  derart,  daß  jedem  Werte  von  l 
eine  Lage  von  z    entspricht.     Nun  ist  aber 

lö8  tEtI  "  ,0& l  +  loK  7ZTT ' 

und  das  am  Ende  dos  §  413  Gesagte  berechtigt  uns  zn  der  Behauptung, 
daß,  wenn  nur  der  Modul  von  l  variiert,  der  Punkt  z  einen  durch  *, 
und  Zf  hindurchgehenden  Kreis  beschreibt-,  wenn  dagegen  nur  das  Argument 
von  l  variiert,  so  beschreibt  /  einen  zu  dem  ersten  orthogonalen  Kreis, 
der  seinen  Mittelpunkt  auf  *,/,  bat. 

419.  Wir  sind  jetzt  in  der  Lage  die  Punkte  z  zu  konstruie 
die  mit  drei  gegebenen  Punkten  ein  harmonisches  oder 
aquianharmonisches  Quadrupel  bilden.  Verlangt  man  zunächst, 
daß  (zzlztZa)  =  —  1  sei,  so  wissen  wir  bereits,  daß  x  auf  dem  Kreise 
z1ztzl  liegen  muß.  Andererseits  seien  0,,  Ot,  03  die  Schnitt  punkte  der 
Seiten  des  Dreiecks  z1etzs  mit  den  Tangenten  dos  um  beschriebe  neu  Kreise« 
in  den  gegenüberliegenden  Ecken.  Der  durch  I,  nindurchguli'ß-to  Ena 
mit  dem  Mittelpunkt  0,  ist  in  der  Elfi- 
mentargeometrie  als  der  tut  Bake,  c, 
gehörige  Apollonische  Krail  des  Dni 
ecks  z1xit3  bekannt.  Da  er  augeiisehi 
lieh  orthogonal  zu  dem  Kreise  *!«,*, 
ist,  so  ist  er  also  der  Ort  der  Punkte  *, 
für  welche  der  Modul  von  (rr,*,«,)  den 
Wert  bewahrt,  don  er  für  z  =  it  hat, 
iL  h.  1.  Mithin  ist  der  gesuchte  Punkt 
z  nichts  anderes  als  der  asden  ScIuhk 
punkt  n'  der  beiden  Kr-i  ■■ 
der  Punkt.,  den  man  alt  dm  hnrnio 
niscb  konjugierten  von  ;. 
auf  ztet  btMsehaat  Ebenso  treffen 
die  beide»  andern  Apolloni«  I 
und  is  noch  in  den  haruioni-.eh  kon 
Bezug   auf  f,/,    und    zjc1 


den    Kreis    /,£,*, 
JBgicvtan 


außer 


ferner  nach  einem  wohlbekanntem  Baku  ",.  ".,.  ".  anj  .■:■ 
so   gehen   die  Geraden  *,*,',   •,*,',   ztz,'    durch  einen   Punkt      Dies* 
Qendn    sind    nämlich    die    Polaren    von    0,,    0„   Os    in    Bezug    auf    den 
Kreis  «,%«,  und  treffen  sich  dalier  in  dem  Pol  der  Geraden  0,OtOit  d.  b* 
in  dem   Lemoincscheu   Punkte  des  Dreiecks  Jt,;,/,. 

■*-'*.     Wil    suchen  nunmehr  au  zweiter  Stelle  die  Paukt«  -- 
Beschafleubeit,    daß    (sztettl)    einen    der    Werte    —  u,    —  w*    bat 
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Punkt  z  —■  t,  welcher  den  Wert  des  Doppel  Verhältnisses  (zz1zizs)  gleich 
—  oo  macht,  muß  sich  (wie  es  för  jeden  Wert  von  iL  mit  dem  Modul  1 
der  Fall  ist)  auf  dem  ersten  Apollonischen  Kreise  des  Dreiecks  zxztz9 
befinden.  Da  nun  nach  bekannten  Eigenschaften  der  kubischen  Einheits- 
wuneln 

ist,  so  muß  der  genannte  Punkt  auch  auf  den  beiden  andern  Kreisen 
liegen.     Ebenso  ist  der  Punkt  r',  för  welchen  man  hat 

der  zweite  Schnittpunkt  dieser  Kreise,  die  sich  also  in  nur  zwei  Punkten 
schneiden,  was  übrigens  aus  den  Elementen  der  Geometrie  wohlbekannt 
ist.  Diese  Punkte,  welche  viele  interessante  Eigenschaften1)  haben,  pflegt 
man  die  isodynamischen  Zentra  des  Dreiecks  z1ztB9  zu  nennen. 
Man  beachte,  daß  die  Dreiecke  z1ztzs  und  0/W  die  Apollonischen 
Kreise  und  folglich  die  isodynamischen  Zentra  gemein  haben.  Überdies 
bestimmt  jedes  von  diesen  mit  den  Ecken  des  einen  oder  des  andern 
Dreiecks  ein  solches  Quadrupel,  daß  jeder  Punkt  isodynamisches  Zentrum 
in  dem  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreieck  ist.  Bemerken  wir 
schließlich,  daß  aus  der  Relation  (9),  angewandt  auf  den  vorliegenden 
Fall,  unmittelbar  die  Ausdrücke  für  r  und  x   sich  ergeben: 

_^_        z9z9  +  a>*ziz1  +  <p*i  *t         /_        z9zn-t-a>eiz1  +  m*z1zf 
™°  Zx  +  at*Zf  +  mzB         '  zx  +  azf  +  <°*h 

Inzwischen  leitet  man  aus  den  Formeln  (6),  wenn  man  sich  daran  er- 
innert, daß  $x  +  z%  +  zs  =  3  to  ist*  leicht  ab 

*\  -  to  +  fi  +  ti ,     *%  —  £o  +  ©  Ji  +  »% ,     h  —  £o  +  »*?i  +  » & , 

mithin 

Diese  Relationen  können  zusammen  mit  (7)  verschiedene  interessante  Re- 
sultate liefern,  von  denen  wir  nur  folgendes  angeben  wollen:  (ffW)  =  —  1. 
Die  Punkte  f,  f',  t,  t  gehören  also  einem  Kreise  an,  auf  dem  die  beiden 
ersten  die  beiden  letzten  harmonisch  trennen. 


Quaternionen. 

421.  Die  Theorie  der  komplexen  Zahlen,  welche  wir  oben  in 
der  ihr  von  Argand  gegebenen  geometrischen  Form  entwickelt  haben, 
ist  zwar  nicht  mathematisch  streng,  aber  doch  diejenige,  welche  sich 
am  leichtesten  den  Bedürfnissen  des  Unterrichts  anschmiegt,  während 
sie  gleichzeitig  wertvolle  Hilfsmittel  bietet  sowohl  för  rein  analytische 

1)  Neuberg:  „Memoire  sur  le  tätra&dre"  (M£m.  de  l'Acad&nie  de  Bel- 
gique,  1884). 


iv,  a 

i  als  auch  für  das  Studium  der  geometrischen  Verhült- 
-i  ist  aber  immer  zu  wünschen,  daß  eine  Theorie 
i  Algebra  sich  m  rein  algebraischer  Weis'-  n 
i  erreicht  man  leicht  und   mit  aller  Strenge,  wenn   man  die 
l  Zahl    ■*  4-  'h   als   ein  Aggregat   Ton   zwei    reellen  (irößin  " 
Art  betrachtet     Man   wird  alsdann  naturgemäß 
inen    heterogenen    Komplex    von    ZahUs 
,  den    man   durch   o0  —  1,0,  4-  !,«,  +  ■■ 
wb*i  fit   Zeichen    i,,  i'ä,  »s,  ...    nur    zur  Charufck- 
tter   verschwdenen   Natur   der   a   dienen    sollen.     Dieselben 
Symbol»    dieora    auch    iur    kurzen    Darstellung    der    Maßeinheit     für 
Jvuart,  souaß  man  also  einfach  ir  schreibt  anstatt  1, .  1     Man 
nun    aber    immer   darauf  achten,   daß  nur    in  diesem  Sinne    die  i  als 
wirkliche    Zahlen   in    den    Rechnungen    vorkommen.     Die    lileirlilicii 
twischeu  »wei  komplexen  Zahlen  schließt  diejenige  der  entsprechenden 
Bcataiulteile   der   beiden    Zahlen   ein,   da   die   verschiedenen    Einheiten 
*!a  irreduzibel  auf  dem  Wege  der  Addition  vorausgesetzt  nwd 
au*  demselben  Gninde  schließt  das  Verschwinden  von  %  +  i,  al  +  ilnt-r- 
da«  Verschwinden  von  a0~  n, ,  at, .  ■  ■  ein  und  umgekehrt.     1   : 
definierten   komplexen    Zahlen    kann    man    leicht    einen    algebraischen 
Kalkül    begründen,   indem   man  sich  von  einem   Prinzip    leiten    läßt, 
ll.mkel   du*  Prinzip  der  Permanenz   der  Rechmn ig 
iii       Was  die  Addition  anbelangt,  so  geschieht  dieselbe,  in  dem 
Liehen  -Sinne  des  Wortes  aufgefaßt,  natürlich  durch  Sun 
il,i   ratsprechendes  Teile  der  Zahlen,  also: 

«,.         »,  4(a,     W',T    "      •)  +    »,(«,+  &,+  I 

Die  Multiplikation  dagegen  hat  gur  keinen  Sinn,  und  wir  können 

•  nach   Belieben  einen  solchen   beilegen,  indem   wir,  Boweil 
lieh  ist,  das  Prinzip  der  Permanenz  befolgen.    Wenn  wir  haht*n  vollen, 
daß    die    Multiplikation    von    u    und   b   sich    wie    in    der    geWÖl 
Algebra    vollziehen    soll,    so    müssen    wir    vor    allem    die    sogenannte 
i  Eigenschaft  zu  bewahren  suchen,  deren  Fehlen  die  Rtefc 
innigen   gründlich    verwirren   würde,   und  zu   diesem   Zweck    wird  es 
genügen   anzunehmen,   daß  die    Einheiten    selbst  die    genannte   ESgflB- 
Ncbaft  genießen,   sodaß  z.  B.  (iri^i,  —  ',(',<*)■  ■  -  ■  'B*-    Man  lw 
nicht  »benso  wie  in  der  Theorie  der  gewöhnlichen  komplexen  Zahlen 
du«  kommotativa  Eigenschaft  bewahren,  und  es  wird  daher  nötig 

,  von  itit.  in  imteTscheidsn.    Man  muß  jedoch  bei 
daß  die  geirShnliohe    Bedeutung  der  Multiplikation    bestehen    bleibt, 
ml   ilali  daher    MOh   die  gewflhnlicheai    Regeln    für  die  Multiplikation 
fön  nr«j  Zahlen  srftÜH  sind,  falls  eine  von  ihnen  reell  ist.    In  t 
Falle  hat  man  /,.  It. 

iigl  +  1,0,0  +  i((i,;.  +        —  öa 
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422.  Wir  wollen  hier  die  Qnaternionen  studieren,  d.  h.  die- 
jenigen komplexen  Zahlen,  welche  ans  der  Vereinigung  von  vier  ver- 
schiedenen Größenarten  entstehen: 

a=*aQ  +  ^Oj  +  h<h  +  h<h' 

Damit  die  Rechnung  mit  diesen  Zahlen  als  Spezialfall  diejenige  mit 
gewöhnlichen  komplexen  Zahlen  enthalten  könne,  ist  es  nötig,  daß 
eine  von  den  Einheiten  als  Quadrat  —  1  habe,  und  diese  Bedingung 
wird  dann  durch  die  Symmetrie  auch  den  andern  Einheiten  auferlegt. 
Diese  sind  alle  unter  sich  irreduzibel  auf  dem  Wege  der  Addition. 
Will  man  aber  haben,  daß  die  Multiplikation  mehrerer  Qnaternionen 
wieder  eine  Quaternion  liefern  soll,  so  muß  man  annehmen,  daß  das 
Produkt  von  mehreren  Einheiten  linear  ausdrückbar  durch  die  Ein- 
heiten sei.  Zu  diesem  Zwecke'  werden  wir  nach  dem  Erfinder  der 
Qnaternionen1)  folgende  Gleichungen  ansetzen: 

(1)  t,' 1,    ith  =  -hh-h, 

{   ts  =  —  1,     t^  =  —  %t%x  =  fg. 

Sie  verletzen  offenbar  die  kommutative  Eigenschaft  der  Multiplikation, 
lassen  aber,  wie  man  leicht  sieht,  ihre  associative  Eigenschaft  un- 
berührt. Es  sind  dies  die  einfachsten  Voraussetzungen,  die  man 
machen  kann,  aber  nicht  die  einzigen.  Nichts  steht  zum  Beispiel  im 
Wege,  die  Quadrate  der  Einheiten  gleich  Null  zu  setzen,  und  man 
erhalt  dann  einen  besonderen  algebraischen  Kalkül,  in  welchem  zum 
Verschwinden  eines  Produktes  nicht  mehr  das  Verschwinden  eines 
Faktors  erforderlich  ist  Dieser  Kalkül,  der  sogenannte  Kalkül  der 
alternierenden  Zahlen,  gestattet  überdies  die  Theorie  der  Deter- 
minanten in  äußerst  einfacher  Weise  zu  entwickeln,  da  eine  Deter- 
minante n-ter  Ordnung  sich  sofort  als  das  Produkt  von  n  komplexen 
Zahlen  darbietet.  Grassmann  verdankt  man  diese  alternierenden  Zahlen, 
wie  viele  andere  kühne  und  weittragende  Begriffe,  die  er  zur  Grund- 
lage seiner  „Ausdehnungslehre"  machte8). 

423.  Definitionen.  Wenn  04  =  0,  o,  =  0,  fl3  =  0  ist,  so  redu- 
ziert sich  die  Quaternion  auf  die  reelle  Zahl  a0  und  heißt  ein  Skalar. 
Wenn  dagegen  a0  =  0  ist,  so  nennt  man  die  Quaternion  einen  Vektor. 
Jede  Quaternion  a  besteht  also  aus  einem  skalaren  Teil,  den  man 
mit  cPa  bezeichnet,  und  aus  einem  vektoriellen  Teil,  den  man  mit 

Va  bezeichnet:  0        _ 

a  =  ®a  +  Va. 

1)  Hamilton:  „Elements  of  Quaternions"  (London  1866).  Siehe  die  Lehr- 
bücher von  Tait,  Hoüel,  Laisant. 

2)  „Ansdehnungslehre"  (Stettin  1862).  Siehe  auch  Peano:  „Calcolo  geo- 
metrico"  (Torino  1888). 


3C0 


IV.  t     (/uabenrionen. 


Modul  oder  T«nsor  genannt  und  mit    a    oder  Ca  bescsduet  wird 

die  Zahl  f^a0*  4-  a,*  -f  at*  -f  a,*,  die  immer  reell  und  positiv  ist 
Wen/i  der  Modul  1  ist,  so  heißt  die  Quaternion  eine  Einheitsqua- 
ternion.  Jede  Quaternion  a  ist  gleich  dem  Produkt  ihres  Moduls 
mit  einer  Einheitsqu&ternion,  welche  man  den  Versor  Ton  a 
und  mit  21  a  bezeichnet: 


31a 


a 


ML  °» 


Der  Versor  des  vektoriellen  Teiles  von  a  ist  ein  Einneitsvet  tor, 
und  man  nennt  ihn  die  Achse  der  Quaternion.  Wenn  A  der  Modul 
von  a  int,  so  kann  man  offenbar  setzen: 

a0  =*  A  cobö,     l/^T1  +  «i*  +  fli*  —  A  sin  0, 

und  der  so  definierte  Winkel  6  ist  das  Argument  der  Quaternion. 
Wird  die  Achse  äl^a  kurz  mit  k  bezeichnet,  so  hat  man 

gP«  =  A  cos  6f    Va  =  A^4  Bin  0. 

Daraus  folgt,  daß  man  der  Quaternion  immer  die  Form  geben  kann 

a  «  A  (cos  0  +  k  sin  6) , 

wo  /l,  0,  k  der  Modul,  das  Argument  und  die  Achse  sind.  Die 
Quaternion  A  (cosfl  -  k  sinfl)  heißt  zu  a  konjugiert  und  wird  mit 
a  oder  Ka  bezeichnet.  Zwei  konjugierte  Quaternionen  unterscheiden 
sich  nur  im   Vorzeichen  des  vektoriellen  Teils. 

424.  Geometrische  Darstellung.  Der  Vektor  ^o,  +  40,  +  ^o, 
wird  geometrisch  dargestellt  durch  eine  gerade  Strecke,  deren  Pro- 
jektionen auf  drei  orthogonale  Achsen  die  Strecken  Oj,  o,,  at  sind. 
Insbesondere  stellt  jeder  Radius  einer  Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  im 

Anfangspunkt  und  dem  Ra- 
dius 1  einen  Einheitsvektor 
dar.  Wir  können  aber  auf 
der  Oberfläche  der  Kugel  jede 
Einheitsquaternion  darstellen. 
In  der  Tat  ist  jeder  Einheits- 
vektor k  bestimmt  durch  den 
Punkt  P,  den  Endpunkt  des 
^  ihn  darstellenden  Radius,  und 
•*  zwei  diametral  gegenüber- 
liegende Punkte  auf  der  Kugel 
sind  die  Bilder  von  zwei 
konjugierten  Vektoren.  Ist  nun  ein  Versor  von  der  Achse  k  und 
dem  Argument  0  gegeben,  so  können  wir  ihn  auf  dem  größten 
Kreise  darstellen,  der  seinen  Pol  in  P  hat,  indem  wir  auf  ihm  von 
einem    beliebigen    Anfangspunkte   aus   einen   Bogen   0   auftragen    in 
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einem  gewissen  Sinne  oder  in  dem  entgegengesetzten,  je  nachdem  0 
positiv  oder  negativ  ist.  Man  kommt  überein,  daß  der  Sinn  der  posi- 
tiven 0  dem  der  Bewegung  eines  Uhrzeigers  entgegengesetzt  sein  soll 
für  einen  in  P  befindlichen  Beobachter.  Ein  bestimmter  Bogen  stellt, 
je  nachdem  er  in  dem  einen  oder  dem  entgegengesetzten  Sinne  auf- 
getragen wird,  immer  zwei  konjugierte  Yersoren  dar,  da  die  Ver- 
wandlung von  X  in  —  l  mit  der  Verwandlung  von  0  in  — 6  gleich- 
bedeutend ist. 

425.  Addition  der  Vektoren.     Die  Addition  der  Vektoren 
(2)            a=*i1a1  +  i%a%  +  i^,    6  =  itbx  +  i26,  +  isb9)  . . . 
vollsieht  sich,  wie  oben  gesagt  worden  ist,  sofort,  indem  man  schreibt 
a  +  b  +  •  •  •  =-  *!  fa  +  bx  +  •  •  •)  +  i,  (o*  +  6,  +  •  •  )  +  »3  (a,  +  6,  +  • .  ) , 

sodaß  die  Summe  von  mehreren  Vek-  a^ 

toren  gleich  demjenigen  Vektor  ist, 
den  man  erhält,  wenn  man  eine  poly- 
gonale Linie  konstruiert,  deren  Seiten 
den  gegebenen  Vektoren  gleich  und 
parallel  sind,  und  diqpelbe  dann  schließt. 
Diese  Konstruktion  zeigt  deutlich,  daß 
der  Modul  einer  Summe  von 
mehreren  Vektoren  die  Summe 
der  Moduln  dieser  Vektoren 
nicht  übertrifft.  Fi«  21 

426.  Multiplikation  der  Vektoren.  Man  multipliziere  nach  den 
gewöhnlichen  Regeln  die  Vektoren  (2),  indem  man  die  Relationen  (1) 
berücksichtigt  und  darauf  achtet,  daß  man  die  Reihenfolge  der  Fak- 
toren nicht  ändert.     Man  erhält 


(3) 


cPaft  —  —  («A  +  0,6,  +  o,6s), 

Vab  -  ^  (a*6,  -  Ojfc,)  +  i,  (a^  -  atb9)  +  t,  (a^,  -  a^bx) 

und  erkennt,  daß 

cP&a-Gpa&,    Vba Vab, 

ist     Insbesondere  ist  ^?(a2)  —  —  ^?(a2)  *=  0 ,  mithin 

a*  —  ^(a2) «  +  a,2  +  a82)  -  -  |a|2. 

Noch  spezieller  ist  das  Quadrat  eines  Einheitsvektors  gleich 
—  1.     Zum  Schluß  wollen  wir  die  Formeln  notieren 

cPa&  -  \{ab  +  6a),    Vab  =  £  (ab  -  6a), 

welche  bei  den  Rechnungen  oft  von  Nutzen  sind. 

427.  Man  erhält  leicht  die  geometrische  Interpretation  des  Pro- 


ilukt. ■>   von  zwei   Vektoren.     Es  seien   A   und   B  die   Moduln 
Vektoren,  0  der  Winkel  zwischen  ihnen  und 

'i«i  +  'ä"t  +  H'Hi     'ift  +  'ißt  +  Hßt 
ihre     Einheitsvektoren.     Aus     der    analytischen     Geometrie    ist     be- 
kannt, daß 

cos  fl  =  er,  /},  +  «jft  +  O] A 
ist.     Mithin  ist 

^ ab—  -  AB  cos  0. 

Der  skalare  Teil  des  Produkte  zweier  Vektoren  ergibt  sich  also  durch 
Multiplikation  der  Projektion  des  einen  von  ihnen  auf  die  Verlängerung! 
des  andern  mit  dem  Modul  dieses  letzteren.  Ist  ferner  ilyl  +  >\yi  +  iAyt 
der  Einheitevektor  i,  welcher  auf  der  Kugel  durch  den  Pol  des  vom 
Punkte  a  nach  dem  Punkte  b  hinführenden  größten  Kreises  darge- 
stellt wird,  so  ist  ebenfalls  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannt. 
daB  man  hat 

Y, r,_  V. i 

«,  A  -  ".  A     «s  A  -  «.  Ä      «,  A  -\  A  S  B ' 

Mithin  ist 

^(ifc  =  -,4i;  (i,y,  +  i,)',  +  /„^isinO ,4_WAsin0. 

Man   erhält   also   den  vektoriellon  Teil   des   Produktes   des  Vektors  <• 
mit  dem  Vektor  b,   indem   man   auf  dem   zu   A   konjugierten    Vektor 
eine  Länge  aufträgt,  deren  Malizahl  dieselbe  ist,   wie  die   dl  i 
des    Parallelogramms,   das    über    den    Seiten    a    und    !•    konstruiert   ist 
Mau   hat  also 

ab Ali  (cos  6  -i-  A  sin  II) 

mit    A*<— —  1,    und    diese    Relation    erhält    eine    unmittelbare    Inter- 
pretation auf  der  Kogelflaehe.    Man  beachte,  daß  der  Parallel) 
der  Faktoren  notwendig  und  hinreichend   ist,  damit  ■ 
dnkt  skalar  werde,  wahrend  ihre  Orthogonal) tat  notwendig 
und   hinreichend  ist,  damit  das  Produkt  ein  Vektor   ■ 

4-28.    Multiplikation    der    Quaternionen.     Es    sei    n     imdlipli 
zieren 

a  =  <£a  +  Va  mit  b  =  ofi  +  Wb. 
Mau   hat 

ab  -  efa  -  effr  +  cC«  .  W,  +  V>t    <fb  +  <9fl    VI, 

ferner,  wenn  mau  beliebtet,  daß  tf&x  =  ^cfx  —  ()  ist, 

(  eToe  -  tfo  •  oft  4  «f  C9o  ■  W) 


9o«     9(«ofe  +  *oPa) 

Andererseits  erhält  man  durch  Anwendung  der  Formeln  (8) 
Vektoren  "9a  und  ^d 
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tf(Va   Vb)  =  -  (a.b,  +  a%b%  +  a868), 
V (Va  •  Vb)  —  ^  (ogftj  —  03&2)  +  i%  (a,^  -  0463)  +  *3  (»A  —  a*&i)- 

Es  wird  also 

oPa&  —  a060  -  (a^  +  0,6g  +  a8&3), 

Vab  =  ^  [(»0&!  +  atb0)  +  (a^  -  036,)] 
+  h  [(«<&  +  «A)  +  («A  -  »A)] 

Man  sieht  sofort,  daß 

tfab  =  tfba,    Vab^=Vba 

ist.  Im  allgemeinen  hängt  also  der  Wert  eines  Produktes  von  der 
Reihenfolge  der  Faktoren  ab.  Damit  ab  gleich  ba  sei,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  Va  -^b  skalar  ist,  d.  h.  daß  die  vektoriellen 
Teile  von  a  und  von  b  dieselbe  Richtung  oder  entgegengesetzte  Rich- 
tungen haben.  Weiter  unten  werden  wir  die  Multiplikation  der  Qua- 
ternionen auf  der  Kugel  interpretieren. 

429.  Bemerkungen,  a)  Das  Produkt  von  zwei  konjugier- 
ten Quaternionen  ist  gleich  dem  Quadrat  des  gemeinsamen 
Moduls.    In  der  Tat  ist 

a  •  ä  =  (ofa  +  Va)  (ofa  -  Va)  =  (oft*)2-  (?a)* 

=  a0!  +  at*  +  o,2  +  V  —  l«lf  • 

b)  Die  konjugierte  von  dem  Produkt  zweier  Quater- 
nionen ist  gleich  dem  Produkt  der  konjugierten  dieser  Qua- 
ternionen, geschrieben  in  umgekehrter  Reihenfolge.  Beachtet 
man  in  der  Tat,  daß  nach  der  Definition 

oPä  —  oPa,    ^ö  =  —  Va 

ist,  so  liefern  die  Formeln  (5) 

of(ä  .  5)  =  ofa  •  oP&  +  oT(^a  •  Vb)  =  ofafc  =  oP&a, 
V(S  •  b)  -  ^(äcTfc  +  Mo)  +  V(Va  •  Vb) 

-  -  ^(aoffc  +  6cPa)  -  ^(W  •  ^a)  =  -  Vba, 

mithin  

ä  •  b  =  oP&a  —  ^6a  =  6a . 

c)  Der  Modul  eines  Produktes  ist  gleich  dem  Produkt 
der  Moduln  der  Faktoren.  In  der  Tat  ist  nach  den  vorigen  Be- 
merkungen 

\ab\*  =  ab  •  ab  =  a    bb  •  ä  =  aa  •  |6(2  =  \a\*  •  |6|2, 

mithin  \ab\  »  |a|  •  |6|.  Aus  diesem  Satze  läßt  sich,  wenn  man  be- 
merkt,  daß  zum  Verschwinden   einer  Quaternion   das  Verschwinden 


3M 
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tt 


ihr**.  Moduln  notwendig  und  hinreichend  ist.  wfiwt  Mim.  ii^L 
$  Mtl),  daß  /um  Versah winden  eines  Produkte*  ti»bi  Qtzater- 
nioneri  da»  Verschwinden  eines  Faktors  notw*ainc  mmi  hin- 
reichend int. 

430.   Division  dor  Quaternionen.   Man  nennt  invers  u  «  ud 
Ix^ichwt  riiii        diejenige   Quaternion,   welche   mit  m 
I   gielit.     Kin«  solche  Zahl  existiert,  und  zwar  ist 


1 

a 


In  «1er  Tat  int  nach  der  ersten  dor  drei  obigen  Bemerkungen 

1  aä       - 

■  a  —  .     t  -■  l. 

a  |a|» 

Dien   vorausgeschickt  heißt  Quotient  von  b  durch  a  und  wird  mit 
bezeichnet  diejenige  Zahl,  mit  welcher  man  a  multiplizieren  muß, 
um  h  zu  erhalten.     Diese  Zahl  ist 

-=       •  h ,    da    a  •       h  —  ( a    -  - )  6  —  b 
an9  a  \       af 

ist.    Man  nehme  insbesondere  an,  daß  a  und  &  zwei  Vektoren  seien 
mit  don  Moduln  A  und  B.     Dann  hat  man 


l 


mithin  (§  427^ 


a  A 


a  h  a^ 


h         ft 

-^   ,-(cos0  +  AsinöV 

a         A  v 


4SI,  Die  letzte  Formel  liefert  sofort  die  geometrische  Inter- 
pretation der  Multiplikation  der  Versoren.  Wenn  a  and  6 
zwei  Kiuheitsvektoren  sind,  so  sieht  man,  daß  der  Versor  cos  6+  Asin0 
gerade  gleich  dem  Quotienten  von  b  durch  <i  ist,  wenn  man  annimmt» 

daß  der  darstellende  Bogen  auf  der 
Kugel  in  dem  Sinne  ab  verläuft.  Um 
nunmehr  zwei  Versoren  zu  multipli- 
zieren, verschiebe  man  ihre  darstellenden 
Bogen  auf  den  bezüglichen  größten 
Kreiden,  bis  sie  in  einem  Punkt  zu- 
sammentreffen, der  der  Anfangspunkt 
des  einen  uud  der  Endpunkt  des  andern 
Bogen»  ist.  Der  Bogen,  welcher  vom 
Anfangspunkt  des  zweiten  Bogens  nach 
dem  Kmipunkt  des  ersten  führt,  stellt  den  Produktvereor  dar. 
haben  m  der  Tat   ein  sphärisches  Dreieck   konstruiert,  dessen 


f 


Vi< 
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drei  Einheitsvektoren   a7  h,  c  darstellen,   während   zwei   Seiten   die 

beiden  gegebenen  Versoren  darstellen,  die  bezüglich  gleich  —  und  -=- 

sind.  Die  dritte  Seite  stellt  den  Quotienten  von  c  durch  a  dar  und 
ist  gleich  dem  Produktversor  der  beiden  ersten,  da 

b      c        l  /,     l\  1  c 

ab         a  \       bj  a  a 

ist  Die  Multiplikation  der  Versoren  vollzieht  sich  also  auf 
der  Kugelflache  so  wie  die  Addition  der  Vektoren  in  der 
Ebene  (§  389).  Zu  diesem  Resultat  kann  man  auch  auf  rein  trigo- 
nometrischem Wege  gelangen.  Umgekehrt  ist  es  leicht,  aus  dem 
soeben  erhaltenen  Resultate  die  Fundamentalformeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  abzuleiten1). 

432.  Produkt  von  drei  Vektoren.  Wir  wollen  die  Resultate 
des  §  428  zur  Aufsuchung  des  Produktes  von  drei  Vektoren  a,  b,  c 
anwenden.    Zunächst  ist 

abc  =-  a$bc  +  aWbc, 
mithin 

$abc  =  ${aWbc) ,    Vabc  =  atfbc  +  V(aVbc). 

Aus  §  426  ergibt  sich,  daß  der  skalare  Bestandteil  des  Produktes  der 
Vektoren  a  und  Vbc  gleich 

-  «i  Q>i%  -  h^)  -  öj  (b^  -  b^)  -  aj^c,  —  ft^) 

ist.     Mithin  ist 

ax     bx     (^ 

«s      Jj      Cj 

fl»     h     cz 

Wir  sehen  auf  diese  Weise,  daß,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  der 
skalare  Teil  des  Produktes  von  drei  Vektoren  das  Volumen  des  über 
diesen  Vektoren  konstruierten  Parallelepipeds  darstellt.  Daraus  folgt, 
daß  das  Produkt  von  drei  Vektoren  nur  dann  ein  Vektor  ist, 
wenn  die  Faktoren  in  einer  und  derselben  Ebene  gegeben 
sind.  Was  den  vektoriellen  Bestandteil  anbetrifft,  so  erhält  man  bei 
Anwendung  der  Formeln  (4) 

2Vabc  =  2a$bc  +  cNbc  -  V(bc)  -  a 

=  a  (oPfcc  +  Vbc)  +  (oP&c  —  Vbc)  a  —  abc  +  cba 
und  weiter 

2Vabc  =  a(bc  +  cb)  —  (ac  +  ca)b  +  c(ba  -f  ab) 
oder,  wenn  man  wieder  auf  die  Formeln  (4)  zurückgreift, 
(6)  Vabc  =  aoTftc  —  ftofca  +  coTaft. 

• 

1)  Siehe  Hoüel:  „Theorie  ellmentaire  des  quantitäs  complexes"  (p.  482). 


ofa&C  —  — 
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433.  Aus  der  Loteten  Formel  läßt,  eich  leicht  eine  nndere  ab- 
leiten, die  man  in  der  Quaternionenrecbjiung  häufig  braucht.  Ver- 
suchen wir  deu  vektorielleu  Teil  des  Produktes  von  "tyab  mit  'Prii 
auszudrücken  unter  der  Annahme,  daß  u,  h,  c,  d  Vektm 
Offenbar  ist 

VaU  -  ^[J(o6)  ■  c  +  W(ab)  ■  c\  -  etfab  +  ~9&{*b)    >\. 
mithin  wird  die  Formel  (t>) 
(7)  i&{4(ab)  •  c]  =  atfbc  -  bfca. 

Nun  beachte  man,  daß 

oTicd  -  cf(6cfcd  +  ^rii]  -  pf(J9cd) 
ist.      Verwandelt  mau  also  in  der  Relation  (7)   c  in  'fcd,  so   kommt 

^(V«/>  ■  "9«d)  -  adVrf  -  &«fW. 

434.  Formel  von  Moivre.  Die  bjQweÜM  Analogie  der  Quater- 
niouen  mit  deu  gewöhnlichen  komplexen  Zahlen  tritt  deutlich  hervor, 
wenn  mau  nach  Fixierung  des  Einheitsvektors  X  nur  die  QuatersiOMB 
betrachtet,  die  X  als  Achse  haben.  Alsdann  gelten  alle  gewöhnlichen 
Rechuuugsregebi,  und  man  hat  z.  B. 

(cos  0  +  X  sin  0)  (cos  ff  +  X  sin  ff)  {cos  ö"  +  inaö")  .  .  . 

=  cob(Ö  +  0'  +  0"  -I )  -I   Asin(0  +  ff  +  &'  +  -  ■  -). 

Insbesondere  ist  für  ganzes  positives  n 

(cos  0  +  X  sin  0)"  —  cos  »0  +  A  sin  n  0 . 

Es  ist  ferner  leicht,   dieses  Resultat  in  der  bekannten   Weiae  i^  ■'•'■■■• 
auf  den  Fall  eines  beliebigen   »   ;ms/mlehnen 

435.  Theorem  von   Hamilton.     Der   Vektor  «   wird,    wenn 


■i)  r  den  Veraor 


er  sich  um  die  Achse  /  um  8  dreht,  t      nr   , 
cos  u  -  Xaia6  darstellt 

Es  seien  a  und  h  die  Vektoren,  welche  man  durch  Projektion 
von  »  auf  die  Achse  X  und  auf  die  zn  X  senkrechte  Ebene  erhält, 
sodaß  m  =  «  +  b  ist  Wenn  die  Ebene  der  Vektoren  X  nad 
um  0  um  die  Achse  X  dreht,  so  bleibt  der  Vektor  a  ungvlinderi, 
während  der  Vektor  6  in  br  übergeht  (§  43Ü).  Also  bringt  die 
Drehung  u  mit  dem  Vektor  v  >=  a  +  In  zur  Deckung.  Es  hmdaH 
sich  darum  a  und  b  ah*  Funktionen  von  u,  X,  0  zu  liercc.liueu.  Du 
A*  =  —  1   ist,  so  hat  man  id.-tit.isch 

U  =  -  X*U  =  -  X^XU-X^X». 

Sahen  in  g  li'T  gesehen,  dub  die  Projektion  von  «  auf  X  gieicl 
i-l,    iiiiI    diese   Kahl    stellt  daher  den   Modul   des  Vektors  i 
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dar.     Da   ferner  A   der  Versor   von  a  ist,   so  kann   man   schreiben 
a  «  —  AoPAu,  mithin 

h  =  u-a  =  -X*u  +  AoPAti A^Ati. 

Endlich  wird 

v AoPAii-A^(Ati)r. 

Um  diesem  Resultat  die  elegante  von  Hamilton  herrührende  Form  zu 
geben,  schreibe  man 

v  =  -  a[qP(Au)iT*  +  ^(Au)t*]t* 

und  beachte,  daß  nach  der  Formel  von  Moivre 

x   *  =  cos  —  —  A  sm  y ,    xz  —  cos  y  +  A  sin  -- 


2 


ist     Daraus  folgt 

eP(A«)  t~*  +  V (Au)  t*  -  (<fAti  +  ^Au)  cos  |  -  (oPAu  -  ^Au)  1  sin 

=  Am  cos  y  —  ti^sm-r-  =*  Aticos  -  +  usin  —  =  (Acosy  +  sin-ju 

=  a(cos  —  —  Asinyjw  =  Ar   *w. 
Also  ist 

t?  =  —  A*r      ut    =  r      wr   . 

Diese  äußerst  einfache  Relation  enthält  in  sich  die  in  §  75  bewiesenen 
Eulerschen  Formeln.  Sie  bietet  also  ein  bemerkenswertes  Beispiel 
der  außerordentlichen  Kürze,  welche  die  Methode  von  Hamilton  in 
gewisse  Rechnungen  einzuführen  erlaubt. 


Fünftes  Buch. 
Algebraisehe  Gleichungen. 


Existenz  und  Zählung  der  Wurzeln. 

Elimination. 

436.  Um  uns  auf  das  Studium  der  Wurzeln  der  algebraischen 
Funktionen  vorzubereiten,  ist  es  zweckmäßig  einige  kurze  Betrach- 
tungen über  die  Elimination  voranzuschicken.  Unter  den  unendlich 
vielen  Gleichungen,  welche  notwendige  Folgen  eines  gegebenen 
Systems  sind,  kann  es  möglicherweise  gelingen,  eine  zu  finden, 
die  eine  bestimmte  Veränderliche  nicht  enthalt.  Man  sagt  «J^"^ 
dieselbe  sei  eliminiert.  Sind  z.  B.  die  Gleichungen  f(x)  —  0, 
g(x)  =*  0  gegeben  und  ist  es  gelungen  aus  ihnen  ab  notwendig  die 
Gleichung  &=■=()  herzuleiten,  die  von  x  unabhängig  ist,  so  ist  die 
Elimination  von  x  ausgeführt  Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  die  er- 
haltene Gleichung  eine  notwendige  Bedingung  für  die  Existenz 
eines  Wertes  von  x  ist,  der  die  Funktionen  f  und  g  gleichzeitig  zum 
Verschwinden  bringt.  Verhält  es  sich  ferner  so,  daß  die  genannte 
Bedingung  auch  hinreichend  ist,  so  nennt  man  &  die  Resultante 
dieser  Funktionen.  Man  bezeichnet  also  ab  Resultante  von  zwei 
Funktionen  von  x  einen  Ausdruck,  der  von  x  unabhängig  ist,  und 
dessen  Verschwinden  notwendig  und  hinreichend  ist,  damit 
die  betrachteten  Funktionen  wenigstens  eine  gemeinsame 
Wurzel  zulassen. 

437.  Beispiele.     Es  seien  gegeben  die  Gleichungen 

Multipliziert  man  die  erste  mit  b0,  die  zweite  mit  a^  und  subtrahiert 
dann,  so  erhält  man  r01  =  0,  wenn  man  allgemein  zur  Abkürzung  setzt 
c\j  =  ai^j  ~  afii-     Ebenso  multipliziere  man,  wenn  die  Gleichungen 

«0x*  +  axx  +  «,  =  (),      b0x*  +  \x  +  bt  —  0 
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gegeben  sind,   einmal  mit  bQ  und  a0  und  ein  anderes  Mal  mit  \  und  Og 
beziehungsweise.     Man  erhält  dann  durch  Subtraktion 

und  daraus  unter  Benutzung  des  vorigen  Resultates  c01  qs  —  c^  =  0  oder 

Verfahrt  man  in  analoger  Weise  mit  den  Gleichungen 

(1)      a0x*  +  04s*  +  a^x  +  o,  -  0,      b0x*  +  bxx*  +  b%x  +  bs  -  0, 

so  erhält  man  zunächst  die  Gleichungen 

coi**  +  °mx  +  cc»  —  ° »      «bs«*  +  «is*  +  ^s  —  ° 
und  leitet  dann  nach  dem  obigen  daraus  die  Bedingung  ab 

(<\ttC$i  +  CQgCos)  Ofa^S  +  C08C8l)  +  (^l^S  ""  C08  )    =0. 

Man  entwickele  die  linke  Seite,  indem  man  auf  die  Identität 

Bücksicht  nimmt,  die  eine  unmittelbare  Übertragung  der  folgenden  andern  ist: 

°o    °1    «2    °I 

=  0. 


»0 

&1 

h 

\ 

«0 

«1 

<h 

«. 

&0 

&1 

h 

*» 

Dann  erhält  man 

W    <w(<i»  "~  2<ioi^)8^a  +  ^os^^si  +  coi^i   +  ^as^t»  ~~  ^l^t^s)  "  0." 

Jede  von  den  drei  gefundenen  Bedingungen  ist  sicher  notwendig  für 
das  Zusammenbestehen  des  betreffenden  Paares  von  Gleichungen.  Während 
man  aber  leicht  direkt  erkennen  kann,  daß  die  beiden  ersten  auch  hin- 
reichend sind,  kann  man  dies  von  der  Bedingung  (2)  nicht  behaupten. 

Sie  ist  in  der  Tat  erfallt,  wenn  —  =  r5-  ist,  und  es  liegt  auf  der  Hand, 

daß  dies  nicht  genügt,  damit  die  Gleichungen  (1)  eine  gemeinsame 
Wurzel  zulassen.  Die  ausgeführten  Rechnungen  haben  anstatt  zu  der 
wahren  Resultante  zu  führen  einen  fremdartigen  Faktor  hineingebracht. 
Wir  werden  nämlich  sehen,  daß  die  Resultante  der  Gleichungen  (1)  zwar 
nicht  die  linke  Seite  von  (2)  ist,  wohl  aber  diese  linke  Seite,  befreit  von 
dem  Faktor  c^. 

438.  Das  letzte  Beispiel  dient  dazu  die  Notwendigkeit  von 
Methoden  zu  zeigen,  die  es  erlauben  die  Elimination  derart  auszu- 
führen, daß  man  mit  Sicherheit  zu  der  Resultante  gelangt.  Da  ferner 
solche  Methoden  benutzt  werden  sollen,  um  die  Existenz  der  Wurzeln 
der  algebraischen  Funktionen  zu  beweisen,  so  ist  es  unerläßlich,  sich 
wenigstens  eine  zu  verschaffen,  welche  die  Voraussetzung  dieser 
Existenz  nicht  einschließt.  Mit  Rücksicht  hierauf  werden  wir,  indem 
wir  uns  von  jetzt  ab  auf  die  Betrachtung  der  ganzen  Funktionen 

Cttfcro,  Anftlyiis.  24 
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at3f  +  al3f-'  + h»„      g(x)~bQar  +  ft,x"-1  +  • 


beschränken ,  ab  Resultante  der  Polynome  f  and  </  eine  Funktion  der 
Koeffizienten  bezeichnen  vnn  der  Beschaffenheit,  daß  ihrVer  schwinden 
notwendig  und  hinreichend  int,  damit  die  genannten  Pol] 
nome  einen  gemeinsamen  Teiler  zulassen')  oder,  wie  man  zu 
sagen  pflegt,  nicht  relativ  prim  nfan.  E£b  bleibt  uns  diinu  mich 
übrig  zu  zeigen  (§  450,  a),  daß  diese  provisorische  Definition,  die 
allein  wir  im  folgenden  Paragraphen  benutzen  werden,  mit  der  um 
Schlüsse  dew  $  43*1  gegebenen  gleichbedeutend  ist. 

4S9.  Methode  von  Euler.  a)  Wenn  die  Polynome  f  und  jj 
beide  den  Teiler  8  zulassen,  wenn  also  zwei  andere  Polynome  /\  und 
;/,  existieren,  deren  Grade  bezüglich  kleiner  sind  als  du*  von  /'  urnl  7 
und  die  so  beschaffen  sind,  daß  f  =  f\Ö,  g  =  g,d  ist,  so  hat  ml 


(3) 


/ft  "  <//i  ■ 


0. 


Ist  umgekehrt  diese  Bedingung  identisch  erfüllt,  und  bezeichnet  n 
mit  SD  den  größten  gemeinsamen  Teiler  von  /",  und  gt  (wobei  SD  - 
angenommen  wird,  wenn  (\  prim  zu  </,  ist),  so  hat  uiau  /",  =/*,S 
.'/;  </.,2>.  und  /„  und  r/„  sind  relativ  prim.  Die  Relation  (3)  gehl 
über  in  fgt  —  gft.  Nun  ist  /'...  (reiches  fg%  teilt  und  zu  gt  prim  i 
in  f  enthalten,  sodaß  f—  f.,d  ist,  wo  A  ein  Polynom  bedeutet,  im 
Orad  mindestens  gleich  der  Einheit  ist,  da  der  Grad  von  /',  den  > 
ft  nicht  übertrifft  und  daher  kleiner  ist  als  der  von  f.  Setzt  mai 
in  der  Gleichung  fgt  =  gft  statt  /'  ein  ft6,  so  erliiilt  nun 
,'/  ■"  gt8.     Also  haben  /'  und  ;/  den  gemeinsamen  Teiler  r). 

b)  Aus  dem  Obigen  folgt,  daß  die  notwendige  und  hinreichend« 
Bedingung  dafür,  daß  die  Polynome  /'  und  </  nicht  relativ  prim  muri, 
zusammenfällt  mit  der  notwendigen  und  hinreiehemlen 
für  die  Möglichkeit,  die  Polynome 

ß-«^a— l  +  «,a!—  •+•■•  +  «,_,,    &-Aaf,-,  +  A*"-,  +  "-  +  At_ 
derart  zu  bestimmen,  daß  die  Identität  (3)  Gesteht,  daß  man  also  hat 


(aaof  +  a,ie"**  *  +  ■  • 


Setzt  man  die  Koeffizienten  derselben  PotesMO  vnn  %  euutntl 
so  erhalt  man  das  System 


1     Vit  nehmen  an,   daß   die  Theoria  der  aUrflbrai>«--li<'ri  Teilbarkeit  in  1 
Elementen  bereit«  eDtwickelt  Ut.    Siehe  dun  „Corw  di    Aualisi  tlgi 
i'»jielli  und  Garbieri  (Tl.  $  -',  »>  oder  den  „Co um  d'AI|rebre  inpi  < 
«aiou  lUand,  1B89,  lit  p.  16). 
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Elimination. 

<hßo                            -  &o«o 

=  o, 

i 

0100  +  «oA                 —  6i«o  -  60«l 

=  o, 

«*A>  +  «ift  +  »oft  -  b*ao  —  Ml  " 

-  60a,  =  0, 

371 


von  n  +  m  linearen  und  homogenen  Gleichungen  in  den  n  +  m  Un- 
bekannten ä0f  cclf  . . .,  /30,  /Jj,  ...  Damit  sich  für  diese  Koeffizienten 
Werte  finden  lassen,  die  nicht  alle  verschwinden,  ist  (§  56)  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  die  Determinante  des  Systems  null  ist. 
Diese  kann  man  auch,  indem  man  die  Vertikal-  zu  Horizontalreihen 
macht  und  vom  Vorzeichen  absieht,  in  folgender  Weise  schreiben1): 

ao    ai    #2  •  •  •  0 
0     a0    ax  .  .  .  0 


0     0     0 

•   •    an 

b0    bx    b% 

.  .  .   0 

0     b0    \ 

.  .  .   0 

0     0     0   ...  b 


m 


Sie  ist  also  die  gesuchte  Resultante. 

* 

440«  Zu  derselben  Form  der  Resultante  gelangte  Sylvester  in 
anderer  Weise.  Man  betrachte  z.  B.  zwei  Gleichungen,  eine  vom 
dritten  und  eine  andere  vom  zweiten  Grade: 

%&  +  c^x*  +  a^x  +  Og  =  0,     \x*  +  \x  +  b%  —  0, 

Multipliziert  man  die  erste  mit  x,  die  zweite  mit  x  und  x*,  so  erhält 
man  das  System 

a0s^  +  t^x9  +  a^x1  +  asx  =0, 

%x?  +  a^x*  +  a%x  +  as  =  0, 

b^  +  btx*  +  btx*  -0, 

b^  +  b^  +  b^x  =0, 

b0x*  +  bxx+  bt  =0, 

welches  man  betrachten  kann  als  bestehend  aus  fünf  linearen  und 
homogenen  Gleichungen  in  fünf  Veränderlichen,  deren  Werte  sich 
dann  als  proportional  zu  den  Zahlen  z4,  ar3,  #2,  x,  1  erweisen  müssen 
für  einen  passenden  Wert  von  x.  Die  gesuchte  Resultante  im  Sinne 
des  §  436  ist  also 


1)  Über  Determinanten  von  dieser  Form  siehe  §  XI  der  „Teoria  dei  deter- 
minantiu  von  Trndi. 

24* 
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«0 

«1 

«8 

<h 

0 

0 

«0 

Öl 

<h 

<h 

h 

h 

b, 

0 

0 

0 

h 

h 

6, 

0 

0 

0 

K 

K 

6» 

da  ihr  Verschwinden  offenbar  notwendig  und,  wie  wir  im  folgenden 
sehen  werden ,  auch  hinreichend  ist  für  das  Zusammenbestehen  der 
gegebenen  Gleichungen. 

441.  Methode  von  Betont,  a)  Es  sei  zunächst  n  —  m.  Man 
betrachte  überdies,  um  einen  bestimmten  Fall  vor  sich  zu  haben, 
zwei  Gleichungen  vom  vierten  Grade: 

a0a?  +  c^x*  +  w*  +  a^x  +  a4  —  0, 
60a^  +  bxa*  +  btx*  +  bzx  +  64  —  0. 

Multipliziert  man  die  erste  mit  b07  die  zweite  mit  a0  und  subtrahiert 
dann,  so  erhält  man 

^Ol**  +  C02#*  +  CWX  +  C04  —  °- 

Multipliziert  man  dagegen  die  erste  mit  b0x  +  b19  die  zweite  mit 
aQx  +  alf  so  erhält  man 

cnx*  +  (cM  +  t^Jx*  +  (cw  +  cls)x  +  cu  —  0. 

Ebenso  ergeben  sich,  wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  b0a?  +  btx  +  bt 
und  die  zweite  mit  a0x*  +  a^x  +  a^,  ferner  die  erste  mit  b0x*  +  b^x? 
+  b%x  +  b$  und  die  zweite  mit  a0x*  +  a1#2  +  a8a:  +  aB  multipliziert, 
durch  Subtraktion  die  Gleichungen 

«W**  +  (^04  +  O^  +  («14  +  <w)*  +  ^  a  °> 
^04^  +  W*  +  ^4*  +  <*4  -  0. 

Man  stellt  auf  diese  Weise  ein  System  von  vier  Gleichungen  her, 
welche  man  als  linear  und  homogen  betrachten  kann  und  als  erfüllt 
von  Werten  der  Unbekannten,  die  proportional  zu  den  Zahlen 
x*,  #',  x,  1  sind.  Die  Determinante  des  Systems  ist  (nach  dem,  was 
wir  am  Schlüsse  des  folgenden  Paragraphen  sagen  werden)  die  ge- 
suchte Resultante: 


01 


'0* 


Cn 


03 


'0*  ^oa  °04 

+  Cj8      fw  +  Cis  ^14 

13  *14     i     ^|3      ^4 


03 
*04 


f aj   +  C 


i  • 


Es  ist  leicht  ihr  Bildungsgesetz   in  dem  allgemeinen  Falle  von  zwei 
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Gleichungen  n-ten  Grades  zu  ermitteln1):  das  allgemeine  Element  ist 

W  Co,i+j-i  +  ci,<+i-i  +  ^'i+i-s  +  •  •  •  +  ci-ij? 

vorausgesetzt,  daß  man  die  Koeffizienten  mit  Indices  größer  als  n  als 
verschwindend  ansieht.  Zu  demselben  Resultate  gelangte  Cayley  durch 
andere  Betrachtungen8). 

b)  Wenn  n  >  m  ist,  so  multipliziert  man  die  zweite  Gleichung 
mit  rc""m  und  erhalt  auf  diese  Weise  zwei  Gleichungen  vom  Grade  n. 
Dann  wendet  man  die  obige  Methode  an,  die  nur  m  Gleichungen 
liefert  Die  andern  n  —  m  kann  man  erhalten,  indem  man  die  zweite 
Gleichung  successiv  mit  1,  x,  x1,  . . .,  af"m""1  multipliziert.  Man 
betrachte  z.  B.  eine  Gleichung  vom  vierten  und  eine  vom  zweiten 
Grade : 

a0a?  +  c^x?  +  c^t?  +  a^x  +  aA  —  0,    b0x*  +  \x  +  b%  =  0. 

Multipliziert  man  die  zweite  mit  x*  und  wendet  die  oben  auseinander- 
gesetzte Methode  an,  so  erhält  man  nur  zwei  Gleichungen: 

CMX*  +  (C08  +  C1*)X%  +  (C04  +  O*  +  °1A  =  0. 

Die  beiden  andern  sind,  wenn  man  will, 

b0x?  +  bxa?  +  b%x  —  0,    \x%  +  bxx  +  \  —  0. 
Man  gelangt  so  zu  der  Resultante 

ao6i  —  aih    ao62  —  ^fy) 

0  b0 

Man  beachte,  daß  die  Methode  von  Bezout  vor  derjenigen  von  Euler 
den  Vorzug  hat,  die  Resultante  in  einer  mehr  zusammengedrängten 
Form  zu  liefern8).  In  der  Tat,  während  die  Eul ersehe  Resultante 
eine  Determinante  (n  +  m)-ter  Ordnung  ist,  ist  die  von  Bezout  von 
n-ter,  wenn  man  n^m  voraussetzt. 

442.  Gewicht.  Wenn  ein  Monom  aus  Buchstaben  zusammen- 
gesetzt ist,  die  mit  Indices  versehen  sind,  so  heißt  die  Summe  der 
Indices  aller  Faktoren,  seien  sie  gleich  oder  ungleich,  das  Gewicht 
des  Monoms.  Jede  Summe  von  Monomen,  die  alle  dasselbe  Gewicht 
haben,  heißt  i  so  bar.  Es  ist  z.  B.  isobar  der  Ausdruck  (4):  sein  Ge- 
wicht   ist    »+j—  1.      Die    Resultanten    von    Euler    und    von 


-<*A 

-°A 

-  o,6,  -  atbQ 

-«A 

bt 

0 

*i 

6» 

1)  Jacobi,  Crelles  Journal,  Bd.  XV,  S.  102. 

2)  Philosophical  Transactions ,  1857. 

3)  Von  der  einen  Form  zur  andern  kann  man  leicht  mit  Hilfe  von  Eigen- 
schaften der  Determinanten  übergehen.    Siede  Trudi,  1.  c,  p.  101. 
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Bezout  sind  isobar.  In  der  Tat  hat  in  der  Resultante  von  B&out 
das  Glied,  welches  man  erhält,  wenn  man  aus  den  n  Horizontalreihen 
der  Reihe  nach  die  an  den  Stellen  ilt  i%,  . . .,  in  befindlichen  Elemente 
herausgreift^  in  seinen  m  ersten  Faktoren  ein  Gesamtgewicht  gleich 

r  =  m 

h  +  (S  +  1)  +  (H  +  2)  +  •••  +  (*„  +  *-  l)=2Ui»(»-l) 
und  in  den  übrigen  Faktoren  das  Gesamtgewicht 

(»m  +  l  -  1)  +  ••■  +  (».-»  +  •»)-  ^  »r  -*(»-•»)  (M  -  »  +  1). 

r  =  m+  1 

Daraus  folgt,  daß  das  Gewicht  jedes  Gliedes 

£  n  (n  +  1)  +  £  ro  (m  —  1)  —  J  (w  —  m)  (n  —  m  +  1)  —  nm 

ist,  daß  es  also  von  einem  Gliede  der  Determinante  zum  andern  sich 
nicht  ändert.  Dieselbe  ist  also  isobar,  und  ihr  Gewicht  ist  gleich 
dem  Produkt  der  Grade  der  gegebenen  Polynome.  Ebenso 
hat  in  der  Eulerschen  Resultante  jedes  nicht  verschwindende  Glied 
m  erste  Faktoren  mit  dem  Gesamtgewicht 


r  =  m 


(h-l)  +  («»-2)+-+(tw-m)  =  2'ir-im(m+l), 
während  das  Gewicht  des  Produktes  aller  übrigen  Faktoren 

r  —  n  +  m 

('•  +  1  -  1)  +  (»-  +  •  -»)  +  •••  +  (<.  +  »-»)-  ^K  -*»(*  +  1), 

r  =  m  +  l 

also  das  Gewicht  des  ganzen  Gliedes  immer 

J(m  +  m){n  +  m  +  1)  —  %n{n  +  1)  —  \m{m  +  1)  «=»  nm 

ist  Die  durch  die  Methoden  von  Euler  und  Bezout  gelieferten  Resul- 
tanten haben  also  dasselbe  Gewicht.  Dies  genügt,  um  sicher  zu  sein, 
daß  die  Methode  von  Bezout  keine  fremdartigen  Faktoren  einführt. 

443.  Wenn  die  erste  Gleichung  vom  Grade  n  und  die  zweite 
vom  Grade  m  in  den  beiden  Veränderlichen  z  und  y  ist,  so 
können  die  linken  Seiten  in  Bezug  auf  x  geordnet  werden,  und  in 
diesem  Falle  sind  a{  und  bi  Polynome  in  y,  deren  Grad  nicht  größer 
ist  als  i.  Es  seien  cxi  und  ß.  die  Koeffizienten  von  y*  in  a{  und  b{. 
Wenn  man  x  eliminiert,  so  ist  offenbar  die  Resultante1)  eine  ganze 
Funktion  von  yf  deren  höchstes  Glied  man  erhält,  wenn  man  in 
jedem  Element  dieser  Resultante  cctf  und  /3{y*  bezüglich  an  die  Stelle 

1)  Dies  gilt  nur,  wenn  a0  und  b0  beide  nicht  verschwinden,  da  die  iiir 
Auffindung  der  Retmltante  befolgte  Methode  wesentlich  voraussetzt,  daß  die 
vorgelegten  Gleichungen  keine  Graderniedrigung  erfahren. 
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von  a{  und  b{  setzt.  Nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  Gesagten 
sieht  man  sofort  ein,  daß  das  so  berechnete  Glied  das  Produkt  von 
yT*n  mit  einer  Eonstanten  ist,  welche  die  Resultante  der  Polynome 

darstellt.  Es  existiert  daher,  wenn  diese  relativ  prim  sind,  wie  es 
im  allgemeinen  der  Fall  ist,  in  der  Resultante  der  betrachteten 
Funktionen  wirklich  ein  Glied  vom  Grade  nm.  Also  ist  der  Grad 
der  Resultante  gleich  dem  Produkt  der  Grade  der  gegebenen 
Gleichungen  und  kann  sich  nur  in  speziellen  Fällen  erniedrigen, 
falls  nämlich  die  Polynome  die  man  erhält,  wenn  man  nur  die  Glieder 
höchsten  Grades  beibehält  und  in  ihnen  y  =  1  setzt,  einen  gemein- 
samen Teiler  haben.  Dies  ist  das  Theorem  von  Bezout,  welches 
in  der  analytischen  Geometrie  folgende  bemerkenswerte  Interpretation 
findet:  Zwei  allgemeine  Kurven  von  den  Ordnungen  n  und  m 
schneiden  sich  in  nm  Punkten.  Man  beweist  ferner,  daß  die  Er- 
niedrigung von  nm  auf  nm  —  r  nicht  auf  dem  plötzlichen  Ver- 
schwinden von  r  Punkten  beruht,  sondern  auf  ihrem  Fortrücken  ins 
Unendliche,  sodaß  man  sagen  kann,  daß  für  irgend  zwei  spezielle 
Kurven  von  den  Ordnungen  n  und  m  die  Anzahl  der  (reellen 
oder  imaginären,  im  Endlichen  oder  im  Unendlichen  gelegenen) 
Schnittpunkte  immer  nm  ist.  Das  Theorem  von  Bezout  läßt 
sich  leicht  auf  den  Fall  einer  beliebigen  Anzahl  von  Gleichungen  aus- 
dehnen1). 


Bxiatenx  der  Wnneln. 

444.  f(x)  sei  eine  explicite  algebraische  Funktion.  Die  Gleichung 
f{x)  =  0  läßt  sich  immer  auf  eine  einfache  Form  bringen,  indem  man 
die  Radikale  herausschafft.  Dieses  Ziel  erreicht  man  in  folgender 
Weise.  Jedes  Radikal  bezeichne  man  mit  einem  Buchstaben,  und  es 
seien  ti,  t?,  u?,  .  . .  die  v  neuen  Veränderlichen,  die  dadurch  eingeführt 
werden.  Die  Gleichungen,  welche  sie  definieren,  liefern  nach  ge- 
eigneten Potenzierungen  v  rationale  algebraische  Relationen  zwischen 
diesen  neuen  Veränderlichen  und  der  ursprünglichen  x.  Fügt  man  sie 
zu  der  gegebenen  Gleichung  hinzu,  so  erhält  man  ein  System  von 
v  -f  1  rationalen  Gleichungen  in  den  v  +  1  Veränderlichen  x9  uy  v, . . . 
Nun  versteht   es  sich   aber,   daß  sich  die  Elimination  der  v  letzten 

1)  Wegen  dieser  Verallgemeinerung  und  wegen  anderer  wichtiger  Satze 
über  die  Elimination  siehe  Salmon-Fiedler:  „Vorlesungen  über  die  Algebra 
der  linearen  Transformationen'1  (2.  Aufl.,  S.  91);  Laurent:  „Traue*  d'Algebre 
(i*""  e\i.  3*m«  partie,  p.  134);  Serret:  „Cours  d'Algebre  8upe*rieureu,  deutsch 
von  Wertheim  (2.  Aufl.,  Bd.  I,  S.  166);  Petersen:  „Theorie  der  algebraischen 
Gleichungen"  (Bd.  I,  S.  60). 
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derart  ausführen  läßt,  daß  keine  Radikale  hineinkommen.  Man  ge- 
langt auf  diese  Weise  zu  einer  rationalen  Gleichung  in  *,  die  man 
offenbar  auf  die  Form 

(5)  a0af  +  a1j--'  +  a,*"-,  +  --'  +  H„  =  0 

bringen  kann  mit  a„  >  0.  Im  folgenden  wird  immer  still- 
schweigend Torausgesetzt  werden,  daß  die  Gleichung  bereits 
auf  die  Form  (5)  reduziert  sei.  Die  Frage,  welche  sich  uns  hier 
darbietet,  ist  folgende:  Hat  die  Gleichung  (ö)  immer  eine  Wurzel? 

445.  Für   Werte    von   x,   deren   Modul    über   alle    Grenzen    zu- 
nimmt, verhält  sich  die  ganze  Funktion 

/VI  =  a0x»  +  (*#•-'  +  atx"*  +  ■  •  •  +  a. 
schließlich   wie   das   Glied  höchsten  Grades.      Man    sieht   du- 
wenn  man  schreibt 

fix)  -  af  («,  +  Ä  +  J  +  •  -  +  £) 

und  beachtet,  daß  die  Große  in  Klammern  sich  bei  unendlich  zu 
nehmendem  |jc|  dem  Grenzwert  a0  nähert.  Daraus  folgt,  insbesondere, 
daß  ein  Polynom  geraden  Grades  mit  reellen  Koeffizienten 
das  Vorzeichen  des  höchsten  Gliedes  annimmt  und  bewahrt, 
wenn  man  der  Veränderlichen  Werte  mit  hinreichend  grobem 
absoluten  Betrage  beilegt.  Dagegen  nimmt  ein  Polynom  un- 
geraden Grades  mit  reellen  Koeffizienten  das  Vorzeichen 
des  höchsten  Gliedes  oder  das  entgegengesetzte  Zeichen  an 
und  bewahrt  es,  je  nachdem  man  der  Veränderlichen  posi- 
tive oder  negative  Werte  mit  hinreichend  großem  absoluten 
Betrage  beilegt. 

446.  Wenn  die  Gleichung  (5)  reelle  Koeffizienten  hat,  so  kann 
man  in  manchen  Fällen  leicht  die  Existenz  einer  Wurzel  lunu 

Ist  z.  B.  der  Grad  ungerade,  so  läßt  sich  auf  Grund  dl 
Satzes  ein  Intervall  (—  a,  a)  angeben,  an  dessen  Grenzen  die  linke 
Seite  fix)  entgegengesetzte  Vorzeichen  annimmt,  d.  h.  das  /.enln'ii 
an  der  unteren  und  das  Zeichen  -f  an  der  oheien  Grenze,  wenn 
wir  immer  die  Annahme  "„>')  machen.  Daraus  folgt,  daß  die 
Funktion  f(x)  wegen  ihrer  Stetigkeit  (g  875)  wenigstens  einmal  in 
dem  betrachteten  Intervalle  verschwinden  muß.  Wir  haben  also  den 
Satz:  Jede  Gleichung  ungeraden  Grades  mit  reellen  Koeffi- 
zienten besitzt  wenigstens  eine  reelle  Wurzel.  Man  kann 
hinzufügen,  daß  das  Vorzeichen  dieser  Wurzel  dem  des  un- 
abhängigen Gliedes  entgegengesetzt  ist.  In  der  Tat,  wenn  das 
genannte  Glied,  welches  offenbar  gleich  f(0)  ist,  positiv  ist,  so  muß 
f(x)  in  dem  Intervall  (—  a,  0)  verschwinden,  d.  h.  für  einen  uegu- 
tiven    Wert  von  x;  und   neun  /\U)   negativ    ist,   so    verscbwi" 
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in  (0,  a).  Wenn  nun  der  Grad  gerade  ist,  so  kann  man  a  hin- 
reichend groß  wählen,  sodaß  an  den  Grenzen  des  Interralles  (—  a,  d) 
die  Werte  der  Funktion  positiv  ausfallen.  Ist  dann  f(0)  negativ,  so 
verschwindet  f(x)  sowohl  in  (—  a,  0)  als  auch  in  (0,  a).  Wir  haben 
also  den  Satz:  Jede  Gleichung  geraden  Grades  mit  reellen 
Koeffizienten  und  negativem  unabhängigen  Gliede  besitzt 
wenigstens  zwei  reelle  Wurzeln,  eine  positive  und  eine 
negative. 

447.  Konjugiert  mögen  zwei  Polynome  f(z)  und  g(z)  heißen, 
bei  welchen  die  entsprechenden  Koeffizienten  konjugiert  sind,  sodaß 
man,  wenn  man  die  reellen  Teile  der  Koeffizienten  von  den  rein 
imaginären  Teilen  trennt,  schreiben  kann 

f(z)  =  u(z)  +  iv(z),     g{z)  =  u>(*)-iv{z), 

wo  die  Polynome  u(z)  und  v(z)  reelle  Koeffizienten  haben.  Jedes 
dieser  Polynome  läßt  sich  nun  seinerseits  in  komplexer  Form  aus- 
drücken, wenn  man  in  z  den  reellen  Teil  x  von  dem  rein  imaginären 
Teil  iy  trennt.     Die  Taylorsche  Formel  liefert 

<p{x  +  iy)  -*(*)-  ±yV'(*)  +  •  •  •  +  iy  {*'(*)  -  i»V»  +  •  ■  •} 

und  zeigt,  daß,  wenn  tp  ein  Polynom  mit  reellen  Koeffizienten  ist, 
die  Verwandlung  von  y  in  —  y  nur  einen  Zeichenwechsel  in  dem 
rein  imaginären  Teil  nach  sich  zieht,  sodaß  man  schreiben  kann 

u(x  +  iy)  =  Ut  +  iut,    u{x  —  iy)  =  ux  —  tu, , 

v(x  +  iy)  —  t>!  +  ivs ,     v  (x  —  iy)  —  vt  —  %v% , 
mithin 

f{x  -  iy)  -  tij  +  t«,  +  i(vx  +  iv2)  =*ut  -  vs  + ifa  +  vx) 

g(x  -  iy)  -  w1  -  iu,  -  i(vt  -  t  rf)  =  uA  -  t>,  -  i(uf  +  t\). 

Es  gilt  also  der  Satz:  Für  konjugierte  Werte  der  Veränder- 
lichen nehmen  zwei  konjugierte  Polynome  konjugierte 
Werte  an.  Man  leitet  daraus  sofort  ab,  daß,  wenn  eine  Zahl  ein 
Polynom  zum  Verschwinden  bringt,  die  zu  ihr  konjugierte 
das  konjugierte  Polynom  zu  Null  macht.  Ein  Polynom  mit 
reellen  Koeffizienten  ist  zu  sich  selbst  konjugiert.  Wir  haben  daher 
den  Satz:  Jede  Gleichung  mit  reellen  Koeffizienten,  die  eine 
imaginäre  Wurzel  zuläßt,  läßt  auch  die  konjugierte  Wurzel 
zu.  Daraus  folgt,  daß  die  Anzahl  der  imaginären  Wurzeln  einer 
Gleichung  mit  reellen  Koeffizienten  notwendig  gerade  ist. 

448.  Theorem  von D'Alembert1).  Jede  algebraischeGleichung 

1)  Der  hier  folgende  Beweis  hat  den  Vorzug  rein  algebraisch  zu  sein. 
Wir  verdanken  ihn  Clifford,  und  er  wurde  dann  von  Walecki  noch  einmal 
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§448 


mit   reellen   oder   komplexen  Koeffizienten   hat   eine  reelle 
oder  komplexe  Wurzel. 

a)  Betrachten  wir  wieder  die  Gleichung  (5)  oder  f(x)  —  0,  indem 
wir  der  Einfachheit  wegen  a0  =  1  annehmen.  Wenn  21,  die  höchste 
Potenz  von  2  ist,  welche  in  n  aufgeht,  werden  wir  sagen,  n  sei 
von  der  Geradheit  r.  Setzt  man  x  =  y  +  h  und  ordnet  f(x) 
nach  y,  so  hat  man 


+  K, 


wo 


(6) 


n 


n(n  — 1) 


12 

n  (n  —  1)  (n  —  2) 
12    3 


A*  +  -j—  «iA  +  Oj 


*'  + 


(n-l^n-j) 

i-2 


»iÄ2 +  ^— OjÄ  +  O,, 


k  bn  =  A"  +  OjÄ"-1  +  OjAn-2  H \-an 

ist.     Wenn  man  die  Glieder  von  f(x)  in  folgender  Weise  gruppiert 

/X«)  -  (y  +  M"-'  +  •  •  •  +  K)  +  y&ir-1  +  ^sjr-4  +  •  •  •  +  »..O, 

n  =  2v  setzt  und 

0  (s)  =  #*  +  btx'~l  +  \x*-%  +  --  +btv, 

so  kann  man  auch  schreiben 

f(z)  =  <P(f)  +  yW(f). 

Man  betrachte  jetzt  die  Resultante  von  <D  und  ^P*: 

1     6,    &4  .  .  .  0 
0     1     bt  .  .  .  0 


91 


0 

0 

0    . 

■  •  6t, 

»1 

h 

*k. 

. .  0 

0 

bt 

h- 

.  .  0 

I  o  o  o  . . .  &,,_! 


gefunden  (Nouv.  Annale«  de  Math.,  1883,  p  241).  Vgl.  auch  im  ersten  Bande 
der  Kivista  di  Matematka  eine  interessante  Studie  von  Loria  unter  dem  Titel: 
II  teorema  fondamentale  della  teoria  delle  equazioni  algebriche.  Ein  anderer 
Beweis  wurde  kürzlich  von  Weierstraß  veröffentlicht  in  den  „Sitzungs- 
berichten der  Kgl.  Akad.  der  Wiss.  zu  Berlin44  (1891). 
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Offenbar  ist  dl  eine  ganze  Funktion  von  h,  deren  Grad  gleich  dem 
Gewicht  in  den  6  ist.  Dieses  Gewicht  (§  442)  würde  sein  v  (y  —  1), 
aber  die  Indices  der  Koeffizienten  von  O  finden  sich  verdoppelt  und 
diejenigen  von  *P  nach  der  Verdoppelung  um  eine  Einheit  vermehrt. 
Hierdurch  ist  das  Gewicht  folgendes  geworden: 

2v(v-  l)  +  v  =  v(2v-  1). 

Die«  ist  also  der  Grad  von  dl.  Um  aber  dessen  sicher  zu  sein,  muß 
man  noch  zeigen,  daß  der  Koeffizient  des  Gliedes  höchsten  Grades 
niemals  null  ist.  Es  ist  klar,  daß  man  dieses  Glied  erhält  (vgl.  §  443), 
indem  man  in  dl  an  Stelle  jedes  Elements  das  Glied  höchsten  Grades 
in  diesem  Element  setzt.  Daraus  folgt  unter  Beachtung  der  Gleichungen  (6), 
daß  der  gesuchte  Koeffizient  das  ißt,  was  aus  dl  wird,  wenn  man 
die  Koeffizienten  au  o,,  . . . ,  an  als  verschwindend  annimmt  und  A  =  1 
setzt  Er  ist  also  die  Resultante  von  <P  und  *P  in  dem  speziellen 
Falle  f(x)  =  xn  und  A  —  1.  Unter  diesen  Voraussetzungen  liefert  die 
Gleichung  (7) 

(y  +  1)«  =  0  (y*)  +  yW(y*) ,    (y  -  1)-  -  O  (y*)  -  yWtf) . 

Wenn  die  genannte  Resultante  null  wäre,  so  würden  <P  und  W  einen 
gemeinsamen  Teiler  zulassen,  der  auch  die  Polynome  (y  -f  l)n  und 
(y  —  1)"  teilen  würde,  die  offenbar  relativ  prim  sind.  Also  fehlt  das 
Glied  vom  Grade  v(2v  —  1)  nicht  in  dl,  und  der  Grad  von  dl  ist 
daher  sicher  von  der  Geradheit  r—  1,  wenn  derjenige  der 
vorgelegten  Gleichung  von  der  Geradheit  r  ist. 

b)  Dies  vorausgeschickt  wollen  wir  annehmen,  daß  die  vorgelegte 
Gleichung  reelle  Koeffizienten  habe  und  vom  Grade  n  =  2v  mit 
ungeradem  v  sei.  Die  Gleichung  dl  =  0  hat  dann  ebenfalls  reelle 
Koeffizienten,  und  da  ihr  Grad  v(2v  —  1)  ungerade  ist,  so  gibt  es 
(§  446)  einen  reellen  Wert  A,  der  dl  zum  Verschwinden  bringt.  Es 
ist  bekannt  (§  439),  daß  für  diesen  Wert  von  A  die  Polynome  <J> 
und  *P,  deren  Koeffizienten,  wie  man  aus  den  Formeln  (6)  ersieht, 
reell  sind,  einen  gemeinsamen  Teuer  z  erhalten.     Man  hat  also 

*  (*)  =  <P  (*)  X  (*) ,      V  (x)  =  i>  (x)  x  (x). 

Mithin  wird  die  Gleichung  (7) 

oder,  wenn  man  y  durch  x  —  h  ersetzt,  f(x)  =*  fi(z)fi(%)f  wo  fx  und 
/*2  zwei  neue  Polynome  mit  reellen  Koeffizienten  sind,  deren 
Grade  die  Summe  n  ergeben.  Wenn  diese  Grade  gerade  Zahlen 
wären,  so  wäre  eine  derselben  wie  n  das  Doppelte  einer  ungeraden 
Zahl,  d.  h.  eins  von  den  Polynomen  ft,  f%  befände  sich  unter  den- 
selben Bedingungen  wie  f.  Verfahrt  man  dann  mit  ihm  wie  mit  f9 
so   kann   man  eine  Folge  von  Polynomen  mit  reellen  Koeffizienten 


konstruieren,  deren  Grade  abnehmen,  und  eine  von  diesen  Polynomen 
wird  schließlich  einen  ungeraden  Grad  oder  aber  den  Grad  2  haben 
müssen,  folglich  eine  Wurzel  besitzen,  die  auch  das  Ursprung  liebe 
Polynom  zu  Null  macht.  Bei  allen  diesen  Überlegungen  ist  die 
Existenz  des  Polynoms  ''tF  stillschweigend  vorausgesetzt.  Wurde 
dasselbe  aber  für  den  betrachteten  reellen  Wert  von  h  verschwinden, 
wären  also  b1,  oa,  &ft,  ...  alle  gleich  Null,  so  würde  sirli 
gelegte  Gleichung  auf  Q>  (yr)  ■-  0  reduzieren.  Sie  hatte  reelle  Koeffi- 
zienten und  wäre  von  ungeradem  Grade  in  t/*,  ließe  also  eine  Wurzel 
zu.  Das  Theorem  ist  daher  richtig  für  alle  Gleichungen  mit  reellen 
Koeffizienten,  deren  Grad  das  Doppelte  einer  ungeraden  Ziihl  ist. 

<;]    Es    ist  auch   richtig  für  alle  Gleichungen  ungeraden   Grades 
mit  reollen  oder  komplexen  Koeffizienten.     Es  sei  in  der  Tat 
f(e)   ein    Polynom    von    ungeradem   Grade,   und   um 
konjugierte  Polynom  bezeichnet.      Die   Funktion 

f(»)0{*)-(u-     ■  »»  +  «*, 

welche   reelle   Koeffizienten    bat    und    einen    Grad,    der   dal    Doppelt« 
einer  ungeraden  Zahl  ist,  läßt  eine  Wurzel  a  +  iß  zu,     Diee* 
wenn  sie  nicht  eine  Wurzel  von  f(i)   ist,   notwendig  g(g)  zum  Ver- 
schwinden,   und    in    diesem    Falle    (fl   -147  i    ist    ea    die    Zahl    a  —  iß, 
welche  f(s)  zu  Null  macht. 

d)  Es  bleibt  endlich  noch  zu  zeigen,  daß  das  Theorem,  wenn 
wir  es  als  richtig  annehmen  für  den  Fall,  daß  der  Grad  n  von  einer 
Geradheit  kleiner  als  r  ist,  auch  für  die  Geradheit  r  besteht.  Hierzu 
genügt  es,  sich  die  obigen  Betrachtungen  bei  einer  Gleichung  mit 
reellen  oder  komplexen  Koeffizienten  wiederholt  zu  denken  Bild  BD 
bemerken,  daß  die  Gleichungen  31  =  0  und  *  —  0,  deren  Grade  von 
der  Geradheit  r  —  I  sind,  nach  der  Voraussetzung  durch  einen  ge- 
wissen Wert  von  h  oder  von  y*  erfüllt  werden.  Man  wird  also  immer 
dazu  gelangen,  /'  in  ein  Produkt  von  zwei  andern  Polynomen  /',  und 
/j  zu  zerlegen  von  den  Graden  «,  und  «,.  Wenn  eine  dieaei  Zahlen 
von  einer  Geradheit  kleiner  als  r  ig) ,  so  IKBt  <!;■.'•  entsprechend« 
Polynom  eine  Wurzel  zu,  die  auch  /'  angehört.  Andernfalls  ist  eine 
von  ihnen,  z.  B.  n,,  von  der  Geradheit  r;  denn  wären  beide  von  einer 
Geradheit  größer  als  r,  BO  wünle  die«  aOOi  WS  "  ■  ',  !■  »,  gelten 
gegen  die  Voraussetzung.  Man  wiederhole  nl^diBB  bei  /',  'I"-  obigen 
Betaachtnngen   und  konstruiere   so   eine    Folge  omen,  die 

aotwendig  begrenzt  ist,  da  die  urrada  abnehmen.    Bliebe  die  Geradheit 

r  bestehen,  so  käme  man  Im  UtgOnntigatH  Falle  zu  .'irietu  Pnly  ii'itn 
vom  Grade  2r,  auf  «relchea  notwendig  ein  Polynom  von  einem  Stada 
kleiner  als  2',  dessen  Geradheit  also  kleiner  als  r  ist,  folgen  (Tarda, 
Ein  solches  Polynom  hat  nach  der  Voraussetzung  eine  Wurzel,  und 
diese  gebort  auch  zu  dem  ursprünglichen  Polynom. 
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449.  Folgerang.  Jede  Gleichung  n-ten  Grades  mit  reellen 
oder  komplexen  Koeffizienten  hat  genau  n  reelle  oder  kom- 
plexe Wurzeln.  Wir  haben  gesehen,  daß  f(x)  wenigstens  eine 
Wurzel  «j  zulaßt.  Beachtet  man  (vgl.  §  500),  daß  f(x)-f{a) 
immer  durch  x  —  a  teilbar  ist,  so  kann  man  unter  der  Annahme 
<*  =  (*!  schreiben 

f(*)-(*-«i)/i(*)> 

wo  /i  (x)  ein  Polynom  vom  Grade  n  —  1  ist,  welches  wenigstens  eine 
Wurzel  at  zuläßt  und  daher  in  (x  —  a2)  ft  (x)  zerlegbar  ist,  u.  s.  w. 
Fahrt  man  so  fort,  so  erhalt  man 

(8)  f(x)  =  (x  -  at)(x  -  a2)(x  -  a8)  .  . .  (z  -  «J. 

Da  nun  zum  Verschwinden  des  vorstehenden  Produktes  das  Ver- 
schwinden irgend  eines  Faktors  notwendig  und  hinreichend  ist,  so 
kann  man  behaupten,  daß  as,  a8,  . . .,  an  ebenso  wie  ax  Wurzeln  von 
f(x)  sind,  und  daß  im  Gebiete  der  reellen  oder  komplexen  Zahlen1) 
keine  andern  Wurzeln  existieren. 

450.  Bemerkungen,  a)  Zwei  Polynome,  die  eine  gemeinsame 
Wurzel  a  haben,  sind  nicht  relativ  prim,  da  sie  beide  nach  (8)  den 
Teiler  x  —  a  zulassen.  Wenn  umgekehrt  zwei  Polynome  einen  ge- 
meinsamen Teiler  zulassen,  so  bringt  jede  Wurzel  desselben  diese 
Polynome  zum  Verschwinden..  Die  gleichzeitige  Teilbarkeit 
zweier  Polynome  durch  ein  drittes  und  'ihr  gleichzeitiges  Ver- 
schwinden für  einen  und  denselben  Wert  der  Veränderlichen  sind 
also  zwei  vollkommen  gleichwertige  Dinge. 

b)  Nichts  hindert,  daß  einige  von  den  Wurzeln  a  einander  gleich 
sind.  Es  wird  also  zweckmäßiger  sein  an  Stelle  von  (8)  allgemeiner 
zu  schreiben 

f(x)  =  (x  -  ajl  (x  -  aj*  (x  -  «8)r*  ...  (x  -  aj', 

wo  die  a  alle  verschieden  sind  und  die  Summe  f x  +  r2  +  •  •  •  +  rv 
immer  gleich  dem  Grade  n  der  Gleichung  ist.  Obwohl  es  nun  in 
Wirklichkeit  nur  v  verschiedene  Werte  von  x  gibt,  die  f(x)  zum 
Verschwinden  bringen,  so  ist  es  zweckmäßig,  auch  jetzt  noch  zu 
sagen,  daß  f(x)  n  Wurzeln  hat,  von  denen  rt  gleich  a19  rs  gleich 
Oj  u.  s.  w.  sind. 

c)  Wenn  f(x)  r  Wurzeln  hat,  die  gleich  a  sind,  während  alle 
andern  von  a  verschieden  sind,  so  ist  es  leicht  zu  zeigen,  daß  a  eine 
vielfache  Wurzel  von  der  Ordnung  r  ist  oder  eine  r-fache  Wurzel 


1)  Man  beachte  die  Notwendigkeit  dieser  Einschränkung  hinsichtlich  der 
Natur  der  Wurzeln  und  Koeffizienten.  In  der  Tat  hat  Hamilton  bewiesen, 
daß  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  z.  B.  sechzehn  Wurzeln  zu- 
läßt, wenn  das  Zahlengebiet  soweit  ausgedehnt  wird,  daß  es  die  Quaternionen 
umfaßt. 


in  dem  früher  definierten  Sinne  (§  304,  b).  In  der  Tat  erhält  man 
aus  f{x)  =  (x  —  a)rip(x},  wo  ■>(*)  eine  andere  gitnze  fiinktii>n  b* 
deutet,  die  nicht  teilbar  dnrch  x  —  a  Jet,  durch  üerivation 

f'{x)  -  (x  -  ay~'[r9 {*)  +  (*-  «>9>»1- 
Der  Ausdruck  in  Klammern  ist  nicht  teilbar  durch  x  —  a ,  da  er 
sieh  für  x  =  a  auf  rtp(a)  =f=  0  reduziert.  Also  hat  l"(x)  nur  r  —  1 
Wurzeln  gleich  a,  folglich  haben  f"{x\,  / ""(■'"),  ■  •■  deren  bezüglich 
r  —  2,  r—  3,  .  .  .,  sodoß  zuletzt  (vHa)^Q  ist.  Also  ist  «  eine  r-fache 
Wurzel  von  f(x)  und  auch  eine  (r  —  l)-fache  Wurzel  von  f'(x),  eine 
(r  — 2)-fache  Wurzel  von  f"(x)  u.  s.  w„  endlich  eine  einfacht'  Wurzel 
von  fir~Xi(x)  und  keine  Wurzel  TOD  /"■(./)  Soll  eine  Wurzel 
von  f(x)  eine  vielfache  sein,  bo  ist  dazu  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  sie  eine  Wurzel  von  f'{x)  ist 

d)  Wenn  die  Koeffizienten  von  f(x)  reell  sind,  so  gehört,  *M 
wir  am  Endo  von  §  44t  gesehen  haben,  zu  jeder  imaginären  Wurzel 
a  eine  konjugierte  Wurzel  «.  Wir  konneu  jetzt  hinzufügen,  daß, 
wenn  n  eine  vielfache  Wurzel  von  einer  gewissen  Ordnung  r  ist, 
auch  «  von  derselben  Ordnung  vielfach  ist.  In  der  Tat  ist  ja  a 
eine  Wurzel  des  Polynoms  /"<r_1>(x)  mit  reellen  Koeffizienten 
und  keine  von  fir)(x),  und  es  muß  daher  auch  ö  das  erste  Polynom 
zum  Verschwinden  bringen,  dagegen  nicht  das  zweite.  Daraus  folgt, 
daß,  wenn  man  f(x)  auf  die  Form  (8)  bringt,  die  den  V. 
und  u  entsprechenden  Lineurfaktoren  sich  zu  einem  Produkt  von  der 
Form  (j*  -f-  px  +  <if  mit  reellen  p,  q  vereinigen,  da  p  =  —  («  +  5), 
H  -  au  ist.  Also  läßt  sich  jedes  Polynom  mit  reellen  Koeffi- 
zienten in  ein  Produkt  von  linearen  und  quadratischen 
Faktoren  mit  reellen   Koeffizienten  zerlegen. 


Genieineaine  Wurzeln  zweier  Gleichungen  und 

vielfache  Wurzeln 

451.    Gemeinsame  Wurseln.    Wenn  SD  (x)  der  größte   gemein- 
same Teiler  von  fix)  und  g(x)  ist  und  man  setzt 

f(x)  -f,(.)S(<),  J(J)-J,  (*)»(*), 
ho  ist  klar,  daß  jede  Wurzel  von  SD  eine  Wurzel  von  f  und  von  ff 
ist  und  daß  umgekehrt  jede  gemeinsame  Würz»'!  dieser  beiden  Poly- 
nome eine  Wurzel  von  SD  ist;  denn  die  Polynome  /",  und  gu  welche 
relativ  prim  sind,  können  nicht  gleichzeitig  versohwiädan.  Also  iiit<3 
die  gemeinsamen  Wurzeln  von  zwei  ganzen  Funktionen  alle 
die  und  nur  die,  welche  den  grüßten  gemeinsamen  Teiler 
dieser  Funktionen  zum  Verschwinden  bringen 
setzt  die  Zerlegung  des  größten  guneiammeii  Tauen  in  Linsir&ktona 
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in  Evidenz.  Wenn  die  Funktionen  f  und  g  nur  r  Wurzeln  gleich  a, 
s  gleich  ß,  t  gleich  y  u.  b.  w.  haben,  so  ist  ihr  größter  gemeinsamer 

Teiler 

©(s)  =  (x  -  a)r(x  -  ß)'(x  -  ry  . .  . 

Wir  werden  sogleich  sehen,  daß  die  Aufsuchung  der  gemeinsamen 
Wurzeln  unmittelbar  mit  den  Methoden  der  Elimination  zusammen- 
hängt. 

452.  Der  Satz,  welcher  der  Eulerschen  Methode  als  Grundlage 
dient  (§  439,  a),  laßt  sich  leicht  ausdehnen,  wenn  man  beachtet,  daß 
die  Möglichkeit 

f<  -  «o*"'  +  «iS"-'-1  +  •  •  •  +  «*-„ 

9i  -  ßo*"'  +  ßi*?-'-1  +  •  •  •  +  ßm-< 
derart  zu  bestimmen,  daß  man  identisch 

(9)  f9i-9ft-0 

hat,   notwendig   und   hinreichend   ist,   damit   die   Polynome 

einen  gemeinsamen  Teiler  zulassen,  dessen  Grad  nicht  kleiner 
ist  als  t.  Die  Identität  (9)  spaltet  sich  nun  (vgl.  §  439,  b)  in  ein 
System  von  linearen  und  homogenen  Gleichungen  in  den  a  und  den 
ß,  und  die  Möglichkeit  f{  und  gi  zu  bestimmen  ist  gleichbedeutend 
mit  dem  gleichzeitigen  Verschwinden  (§  56)  der  großen  Determi- 
nanten einer  gewissen  Matrix,  die  sich  aus 

.     0 


ft 


ergibt  durch  Unterdrückung  der  i  —  1  letzten  unter  den  n  ersten  Hori- 
zontalreihen und  der  i  —  \  letzten  von  allen.  Unterdrückt  man  noch 
die  2»  —  2  letzten  Vertikalreihen,  von  denen  die  *  —  1  letzten  aus 
Nullen   bestehen,    so    erhält   man   eine   Determinante   %&i_l9   welche 

ö^l-i  t  ^1— i»  •  •  f  ^1'— i^  w^y  wenn  man  ihre  letzte  Vertikalreihe 
successiv  durch  die  *  —  1  folgenden  Vertikalreihen  ersetzt.    Damit  die 
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Identität  (9)  stattfinden  könne,  sind  die  Bedingungen  notwendig  und 
hinreichend 

(10)      91^  -  0,     Äjll1  -  0,     fllj^  -  0,  ...  ,     ÄjlT^-  0. 

Um  die  Bildung  der  Determinanten  3ii_l  zu  erleichtern,  ist  es  nütz- 
lich, die  n  ersten  Horizontalreihen  von  dl  in  umgekehrter  Reihen- 
folge zu  schreiben,  sodaß  man,  um  die  Matrix  zu  erhalten,  welche 
die  Determinanten  (10)  enthält,  die  ersten  und  letzten  t—  1  Hori- 
zontalreihen unterdrücken  muß. 

453.  So  liefert  z.  B.  bei  zwei  Gleichungen  vierten  Grades  das  Schema 
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sofort  die  Determinanten  31,  dlt,  Slj  und  3lj  =  a^  —  04^0*  Es  ^ 
ferner  leicht  zu  erkennen,  daß  man  den  Elementen  des  Schemas  auch  fol- 
gende Anordnung  geben  kann: 
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454.    Dies   vorausgeschickt   wollen   wir   die   Eulersche  Methode 
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nach  Sylvester  interpretieren  (§  440)  und  die  Gleichungen  derart 
schreiben,  daß  die  Koeffizienten  die  an  letzter  Stelle  angegebene  An- 
ordnung haben.  Man  unterdrücke  die  i  ersten  und  die  i  letzten 
Gleichungen  und  betrachte  die  übrigbleibenden  n  +  m  —  2i  als  lineare 
Gleichungen  in  den  Potenzen  von  x  bis  zur  (n  +  m  —  i)-ten  aus- 
schließlich. Eliminiert  man  die  Potenzen  mit  einem  höheren  Ex- 
ponenten als  i,  so  erhält  man  die  Gleichung 

(11)  &,*•'  +  9Jp4~  *  +  &<*>*■•- *  +  •  ■  •  +  ftjo  =  0. 

Wenn  nun  p  der  Grad  von  2)  ist,  so  ist  es  klar,  daß  f  und  g,  die 
gleichzeitig  durch  alle  linearen  Divisoren  von  SD  teilbar  sind,  auch 
gemeinsame  Teiler  von  jedem  Grad,  der  nicht  größer  ist  als  p,  aber 
von  keinem  größeren  Grade  zulassen,  d.  h.  daß  die  Identität  (9)  für 
i  -»  1,  2,  3,  .  . .  ,  p  erfüllt  ißt,  nicht  aber  für  i>p.  Es  sind  also 
auf  Grund  von  (10)  die  Determinanten  &,  SVU  9l2, . . . ,  9^p^.x  gleich 
Null,  und  die  Gleichung  (11)  ist  illusorisch,  solange  i<p  ist;  da- 
gegen ist  nicht  illusorisch  die  Gleichung 

(12)  &paf  +  Ä£>af-1  +  ftWof-1  +  •  •  •  +  ftW-0. 

Dieselbe  kann  überdies,  da  sie  von  jeder  der  p  gemeinsamen  Wurzeln 
erfüllt  werden  muß,  nicht  von  einem  kleineren  Grade  als  p  sein,  und 
es  ist  daher  (Ä,  4-0.  Also  ist  die  Anzahl  der  gemeinsamen 
(gleichen  oder  ungleichen)  Wurzeln  durch  den  Index  des  ersten 
nicht  verschwindenden  Gliedes  in  der  Reihe  dl,  dl19  dlg, 
&s>  •  •  •  gegeben;  und  die  Werte  der  Wurzeln  erhält  man  durch 
Auflösung  der  Gleichung  (12). 

455«    Man  nehme  z.  B.  wieder  die  Gleichungen  des  §  453  vor  und 
bilde  das  System 

'   ciqX1  +  axx*  +  atxb  +  c^x*  +  a4x8  =  0 

a0x*  +  ax3fi  +  OjX4  +  a^x*  +  aAx*  =  0 

a0x*  +  axx*  +  a2xs  +  a8x2  +  aAx  =  0 

üqX4  +  axx*  +  <%x*  +  asx  +  aA  =  0 

b0x*  +  \x*  +  hx*  +  hx  +  \  =  ° 

bo°^  +  *i**  +  \x*  +  hx*  +  KX  t=a° 

Kx*  +  \*b  +  \^  +  hx*  +  \x*  -  0 

k   60x7  +  btafi  +  btx*  +  b9x*  +  bAx*  —  0 

Wenn  die  Bedingungen  91  —  0,  SVj  «-  0,  dlg  +  0  erfüllt  sind,  so  kann 
man  sofort  behaupten,  daß  die  betrachteten  Gleichungen  nur  zwei  ge- 
meinsame Wurzeln  haben,  zu  deren  Bestimmung  es  genügt  z3,  z4,  x5  aus 
den  vier  mittleren  Gleichungen  zu  eliminieren.  Man  erhält  auf  diese 
Weise  die  Gleichung 

C«tfcro,  Analytik  25 
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oder 
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456.  Vielfache  Wurmein.  Zur  Bestimmung  der  vielfachen 
Wurzeln  der  verschiedenen  Ordnungen  pflegt  man  in  der  praktischen 
Rechnung  folgendermaßen  zu  verfahren.  Es  sei  fx(x)  das  Produkt 
derjenigen  Faktoren  x  —  <i,  die  den  einfachen  Wurzeln  von  f{x)  ent- 
sprechen. f%{x)  sei  das  analoge  Produkt,  welches  den  Doppelwurzeln 
entspricht  u.  s.  w.,  so  daß 

ist.  Aus  den  oben  angegebenen  Gründen  (§  450,  c;  §  451)  ist  der 
größte  gemeinsame  Teiler  von  /'  und  f 

Ebenso  ist  der  größte  genieinsame  Teiler  2),  von  2>t  und  seiner 
Derivierten  /"8/%4s . . . ,  derjenige  von  2Df  und  seiner  Derivierten  f4  . . . 
u.  s.  w.  Man  dividiere  /'  durch  2\,  dann  S>t  durch  2),  u.  s.  w.,  und 
die  Quotienten  seien  <pl}  <pt,  ...     Man  hat  dann 

*t(*)-/i(*)/i(*Vi^)---,  »i^-/t(*VsW---»  »«v) -/•(*) ••>••• 

und  endlich 


/ua  ;;;5-/;^,  j$-/ii*v.. 


Es  genügt  ietzt.  die  Gleichungen  f\  —  0,  ft  —  0,  /*,  —  0,  ...  einzeln 
aufzulösen.  Die  Aufsuchung  der  vielfachen  Wurzeln  setzt  sich  also 
aus  vier  Reihen  von  Operationen  zusammen,  nämlich  einer  Reihe 
von  Bestimmungen  größter  gemeinsamer  Teiler,  zwei  Reihen  von 
Divisionen  und  einer  Reihe  Auflösungen  von  Gleichungen  mit  ein- 
fachen Wurzeln  l\ 

45?«  Die  Diakriminante.  Soll  eine  ganze  Funktion  vielfache 
Wurzeln  haben,  so  ist  dazu  notwendig  (§  450.  c>  die  Existenz  ge- 
meinsamer Wurzeln   dieser   Funktion   und   ihrer  Derivierten,  und  m 


V  Ctor  die  vielfachen  Wuneln  siehe  noch  die  JTeoria  dei  determinaati* 
von  Trudi  vp   179 
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muß  daher  die  Resultante  der  beiden  Funktionen  gleich  Null  sein. 
Diese  Resultante  heißt  die  Diskriminante  der  vorgelegten  Gleichung 
und  wird  mit  A  bezeichnet.     Um  sie  zu  erhalten,  ist  es  nützlich  die 

Gleichung  homogen  zu  machen,  d.  h.  x  durch  —  zu  ersetzen  und  dann 

alles  mit  y*  zu  multiplizieren.     Die  Gleichung  wird  dann 

f(x,  y)  —  a0&  +  (^af—^  +  a^ixT"  V  H h  anlf  —  0. 

Da  nun  auf  Grund  des  Eulerschen  Theorems  (§  372)  xfj  +  yf9'  =  nf 
ist,  so  sieht  man,  daß  jede  vielfache  Wurzel  von  f  auch  f  zum  Ver- 
schwinden bringt,  und  daß  umgekehrt  jede  Zahl,  welche  fx'  und  f' 
gleichzeitig  zu  Null  macht,  eine  vielfache  Wurzel  von  f  ist.  Also 
kann  sich  die  Diskriminante  der  vorgelegten  Gleichung  nur  um  einen 
konstanten  Faktor  von  der  Resultante  der  partiellen  Derivierten  ihrer 
linken  Seite  unterscheiden. 

458.  Man  betrachte  z.  B.  die  Gleichung  dritten  Grades 

a0a?  +  Zc^x*  +  3a%x  +  Oj  =»  0. 
Setzt  man 

/"(*>  y)  —  «o*8  +  3ai*2y  +  3a,sy*  +  ^y8, 
so  hat  man 

i  fx  —  flo**  +  2ai*y  +  «*?*>      i  fp  —  <hx*  +  %<hxy  +  a%v%- 

Die  Diskriminante  der  betrachteten  Gleichung  ist  also  (§  437;  vgl.  §102) 

A  -  4(o0o,  -  aflfa o,  -  o, *)  -  (o0o,  -  o^)8, 
d.  h. 

A  —  30^0,*  +  6(^0!  0,0,  —  o^a,8  —  4o0a28  —  4o8o18. 

Ebenso  erhält  man  für  die  Gleichung  vierten  Grades 

a^  +  40J«8  +  60,«*  +  4a,sc  +  o4  —  0, 

wie  Boole  bemerkt  hat, 

A~  I*-21J\ 

wo  J  und  J  die  Invarianten  (§  87) 

1  «=  o^  —  40^  +  3a2f,     J=  «o«*^  +  20^0,  —  o,8  —  o^8  —  o^8 

der  biquadratischen  binaren  Form  OqS4  +  4oi£8y  +  •  •  •  sind.  Die  Dis- 
kriminante der  allgemeinen  Gleichung  vom  Grade  n  ist  eine  Funktion  der 
Koeffizienten,  welche  den  Grad  2  (n  —  1)  und  das  Gewicht  n  (n  —  1)  hat. 
Allgemeiner  nennt  Sylvester1)  Diskriminante  einer  algebraischen  Form  in 
v  Veränderlichen  die  Resultante  ihrer  ersten  partiellen  Derivierten.  Sie 
ist  eine  homogene  und  isobare  Funktion  der  Koeffizienten,  welche  den 
Grad  v(n  —  l)*"1  und  das  Gewicht  n(n  —  l)*"1  hat. 


1)  Philosophical  Magazine,  18M. 
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459.  Schon  die  bloße  Tatsache  (§  449),  daß  jedes  Polynom  n-ten 
Grades  in  ein  Produkt  von  n  linearen  Faktoren  zerlegbar  ist,  gestattet 
zahlreiche  Folgerungen  und  kann  zu  wichtigen  und  mannigfachen  Anwen- 
dungen führen.  Wir  beginnen  mit  einer  kleinen  Übung,  die  uns  im  folgen- 
den von  Nutzen  sein  wird.  Von  dem  Polynom  x*  —  1  sind  uns  bereits 
die  Wurzeln  bekannt  (§  394) 

cd*  =  cos f-  ♦  sin (k  —  0,  1,  2,  . .  .  ,  n  —  1), 

und  wir  können  jetzt  behaupten,  daß  man  identisch  hat 

s*  _  1  -(*-  1)  (s-w)  (x  -©*)...  (ä-©—  *) 

oder,  wenn  man  durch  x  —  1  dividiert, 

af-1  -f  a*~*  +  •  •  •  +  1  -  («  -  a>)(x  —  c»1)  •  •  •  (x  —  cö"""1), 

mithin  für  x  =•  1 

n  -  (1  -  cd)(1  -©*)...  (1  —  w"-1). 
Nun  ist 


1  —  ar  I  =  y  II  —  cos j    +  sin* —»  2  sin  —  • 


n 


Nimmt  man  also  von  den  beiden  Seiten  der  vorigen  Gleichung  die  Moduln, 
so  kommt 

ft-t    .     *    .    2*    .    8*          .    (n  —  l)x 
n  =«  2"    l  sin  —  sin  —  sin  —  •  •  •  sin  * —  • 


n  n  n  n 


Wenn  wir  jetzt  den  Viertelkreis  in  n  gleiche  Bogen  A  teilen,  so  sind  wir 
imstande  das  Produkt  der  Sinus  der  Winkel  A,  2A,  3A, ...  (n  —  l)A  su 
berechnen.  In  der  Tat  läßt  sich  dieses  Produkt  in  zwei  verschiedenen 
Weisen  schreiben 

sin  A  sin  2A  sin  3A  . .  .  sin  (n  —  1)7*,    cos  A  cos  2 A  cos  3A  ...  cos  (n  —  l)A, 

da  rA  und  (t»  —  r)A  komplementär  sind.  Daraus  folgt,  daß  sein  Quadrat, 
multipliziert  mit  2"_1, 

sin  2A  sin  4 h  . . .  sin  (2tt  —  2)A  =  sin  -  sin •  •  sin —  ««  — - r 

K  '  n  n  n  j«-i 

ist.     Also  haben  wir1) 

sin  A  sin  2A  sin  3A  .  .  .  sin  (n  —  1)A  —  ~zi  • 

460*  Jeder  rationalen  Funktion  von  x  kann  man  die  Form  eines 
Quotienten  von  zwei  ganzen  Funktionen  f(x)  und  g(x)  geben,  die  relativ 
prim   sind.     Denkt  man   sich  überdies  den  ganzen  Teil  dieses  Quotienten 

1)  Was  den  Beweis  verschiedener  interessanter  Formeln,  die  su  dieser 
analog  Rind,  anbetrifft,  so  verweisen  wir  auf  das  „Lehrbuch  der  Algebra11  von 
W-»        '«4.1,  S.  424  ff.). 
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bereits  hervorgezogen,  so  ist  es  erlaubt,  den  Grad  von  f  kleiner  als  den 
von  g  anzunehmen.      Sind    die  Wurzeln    von  g  bekannt,    so    ist   es   von 

f(x) 
großer  Wichtigkeit,  den  Bruch  -j^.  in  eine    Summe   von   einfachen 

Brüchen  zerlegen  zu  können,  d.  h.  von  Brüchen,  deren  jeder  nur  für 
eine  einzige  Wurzel  von  g(x)  unendlich  wird.  Nehmen  wir  für  den  An- 
fang an,  daß  die  n  Wurzeln  a,  0,  y,  .  .  . ,  X  von  g(x)  alle  einfach  seien, 
und  daß  g(x)  auf  die  Form  (8)  gebracht  sei.  Da  nach  der  Voraussetzung 
f(x)  und  g(x)  keine  gemeinsamen  Wurzeln  mit  g{x)  haben,  so  existieren 
die  Zahlen 

und  sind  alle  von  Null  verschieden.  Nun  bemerke  man,  daß  die  Funktion 
a(x  —  ß)(x  —  y)  -  •  •  +  b(x  —  a)(x  —  y)  ...  -f  ...  +  \{x  —  a)(x  —  ß)  .  .  . 
sich  für  x  =  a  auf 

°(«  —  ß)(«  —  ?)••■  —  ag'(u)  —  f(ci) 

reduziert,  ebenso  auf  f(ß)  für  x  ■»  ß  u.  s.  w.,  daß  sie  also  für  n  verschie- 
dene Werte  von  x  dieselben  Werte  annimmt  wie  f(x).  Da  aber  ihr  Grad 
ebenso  wie  der  von  f(x)  kleiner  als  n  ist,  so  ist  sie  nicht  verschieden  von 
f(x)j  weil  sonst  die  Differenz  zwischen  ihr  und  f(x)  mehr  Wurzeln  haben 
würde  als  der  Grad  angibt.     Folglich  ist 

(13)  ^  -  Zr—z  +  z—r  + r 


g(x)       x  —  a   '   x  —  ß  '    x  — 1 

Gehen  wir  nun  zu  dem  allgemeinen  Fall  über,  wo  g(x)  =  (x  —  a)r(x  —  ß)'* . . 
—  (x  —  a)r(p(x)  und  <p(a)  +  0  ist.     Bei  beliebigem  ar  ist  identisch 

flr(«)  ""  (x  —  a)r  "*"  (x  —  *)r<p(x) 

Man  kann  aber  die  Zahl  ar  derart  fixieren,  daß  f  —  arq>  durch  x  — a 
teilbar  wird,  wozu  notwendig  ist  /*(«)  —  ar9(«)  —  0,  d.  h. 

r        9(«)  0<r)(«) 

Nennt  man  alsdann  £  und  ^  die  Quotienten  von  f—ar<p  und  von  </ 
durch  x  —  a,  so  hat  man 

0(x)™"(x  —  «)r  "*"  &(x) 

f 
und  wird  dazu  geführt,  den  Bruch  —  zu  zerlegen.    Derselbe  ist  einfacher 

als  — ,  da  die  Ordnung  von  a  als  Wurzel  des  Nenners  auf  r  —  1  er- 
niedrigt ist.  Denkt  man  sich  die  früheren  Betrachtungen  wiederholt,  so 
kann  man  ohne  weiteres  schreiben 

A(*)„     ar-i       .  ft(x) 

9x&)  ™  \x  -  a)r~l       ftW 


gelangt 

jetzt    EU 
andern   Wurzel 
gelangen  wird 


114) 


es  fort,  bis  man  zu 
ffr(j)   oder   71  (j)    njcbt  mehr  die  Wurzel  1 


/» 


hat     Gebt  man 

Betrachtung   der  Wurzel   j9    und    dann    der   Reibe    nach    tu    d«n 

siebt  man,   daß    man  schließlich  zu  der  Formel 


i\"i  _     "1       1 


5  + 


w 


(*->>' 


+  •■ 


welche   sich    für   r  — »  —  ■■•—•  1    auf  (13)    reduziert.      Die    Koeffizienten 

haben  komplizierte  Ausdrücke,  die  wir  in  kurzem  finden  werden.  Abir  roo 
diesen  Ausdrücken  macht  man  beim  praktischen  Rechnen  Selten  Gebrauch, 
wo  man,  nachdem  es  einmal  gelungen  ist  die  Möglichkeit  einer  Darstellung 
des  Bruches  in  der  Form  (14)  zu  konstatieren,  lieber  zur  Methode  der 
unbestimmten  Koeffizienten  seine  Zuflucht  nimmt. 

461.  Gewöhnlich  hat  der  gegebene  Bruch  reelle  Koeffizienten,  und 
es  ist  aus  Gründen,  die  wir  später  werden  einsehen  können,  zweckmäßig 
ihn  in  Bräche  zu  zerlegen,  welche  ebenfalls  reelle  Koeffizienten  haben.  Zu 
diesem  Zweck  läßt  man  die  Linearfaktoren  von  y,  welche  zwei  konjugiert 
imaginären  Wurzeln  a  und  et  entsprechen,  vereinigt  (vgl.  §  450,  d)  in  dem 
Produkte  ar1  +  l'x  +  '1  mit  reellen  Koeffizienten.  Da  (§  447)  die  Zahlen, 
welche  man  erhält,  wenn  man  in  -.  einmal  n,  das  andere  Mal  «  einfuhrt, 
konjugiert  sind,  so  werden  die  genannten  Wurzeln  in  der  Formel  (18)  zu 
der   Summ« 

1 B  ■!-(._ 


-    ^   ■ 


x'+px+q 


TenolaMug    geben,    wo    nun    auch   <i    und    b  reell  sind,   da  11  =-  »n  +  m, 
6«--(*ä+üi»)  ist      Geben   wir  jetzt  zu  dem  Vnl\r  -,  ii  Ihn-i.  ■■ 
Über,    so    werde    gesetzt   g{x)  —  (x*  +  px  +  q)r<p(x)    und    bemerkt,    daß 
man  in  der  Identität 


7  + 


!■:■>■     ■        ■•■'    +  D»« 


?<*)       (** +**+«)'  """  (x'  +  px  +  ?)'»(*) 
ober   die   Konstanten  u  und  b  derart    verfugen    kann,  daß  f—  (ax  +  b)y 
durch  x*  +  px  +  q  teilbar  wird.     Es  genügt  m  —  ^-j-  zu  berechnen  und 
aa  -f  o  =  «,  «o  +  fc  =  wi  zu    setzen,    woraus    reelle  Werte    fiii 
hervorgehen.     Fahrt    man    so    fort  wie    im  vorigen  Paragraphen,   so  sieht 
mau,   daß  jedes    Paar  von  konjugierten    imaginären  Wurzeln  bei  der  Zer- 
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f 
legung  von  —   in   einfache  Brüche   zu   einer   Summe  von   folgender  Form 

v 

Veranlassung  gibt: 

axx  +  bx  «!*  +  &!         ,  arx  +  br 

+  Mi^iMti r 


x*  +  px  +  q    '   (x%-\-px-\-q)%  (^,  +  P^  +  9f)r 

462.  Wir  wollen  jetzt  die  Frage  des  §  460  noch  einmal  und  auf 
andere  Weise  behandeln,  um  auch  die  allgemeinen  Ausdrücke  der  Koeffi- 
zienten zu  finden.  Nehmen  wir  an,  g  gestatte  v  verschiedene  Wurzeln 
*?  ft  7t  •  •  •  y  *  von  den  bezüglichen  Ordnungen  r,  s,  £,  .  .  .  ,  fc,  so  daß 

g(x)  -  (*  -  a)r(s  -  §y(x  -  y)' .  .  .  (*  -  A)* 

ist.     Setzen  wir  zur  Abkürzung 

g1(*)-(x-ßY(x-r)i---(*--ty  ft(*)-(*-r)'---(*--*)*i  •••> 

Da  ^  für  x  =  et  nicht  verschwindet,  so  kann  man  bei  der  Division  von 
f  durch  gx  den  Quotienten  nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  et  ordnen. 
Der  Grad  von  f  ist  kleiner  als  »,  der  von  gt  ist  n  —  r,  und  es  wird 
daher,  nachdem  man  r  Glieder  erhalten  hat,  so  daß 

ist,  der  Grad  von  ft  kleiner  ausfallen  als  n  —  r.  Ebenso  erhalt  man, 
wenn  man  /j  durch  gt  dividiert,  welches  den  Grad  n  —  r  —  s  hat,  nach 
5  Gliedern 


(16) 


wo  f%  einen  Grad  hat,  der  kleiner  als  n  —  r  —  s  ist.  Fährt  man  so  fort, 
so  gelangt  man  zu  einer  Funktion  fv_x,  deren  Grad  nicht  größer  als  k—  1 
ist,  und  man  kann  schreiben 

Jetzt  dividiere  man  (15)  durch  (a?  —  a)r,  ferner  (16)  durch  (x  —  ß)'  u.  s.  w., 
endlich  die  letzte  Gleichung  durch  (x  —  A)*.  Man  findet  auf  solche  Weise 
durch  Summation  die  Formel  (14)  wieder.  Es  geht  überdies  aus  dem 
zur  Aufstellung  der  Gleichung  (15)  eingeschlagenen  Verfahren  hervor,  daß 
ar>  ar-i>  ar-s>  -  *  *  ^i®  r  er8^en  Koeffizienten  in  der  Reihenentwickelung 
der  Funktion 

nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  a  sind.     Nun  hat  man 

'w-(.-4,+('-'^+(>-^+- 
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und  die  Multiplikation  der  Reihen 

«,  +  «,-,(*-«)  +  «,-,(*-«)'  +  •••>  ^  +  (*-«)£nyi+'" 

muß  die  Reihe  liefern 


Es  wird  also,  wenn  man  identifiziert, 

r! 


1     "*ar-i     r!      +<*'(r+l)! 

(17)      \   cm      n       ^M    ,  n      g(r+1)(«)    .   a  g^fr) 
12  ~ar-i     r!      "*"•"-»>  + 1)!    "rB«,(r  +  *)l 


(r— 1)!  *     r!      ^°»(r  +  l)!    ^         ^a'(2r— 1)! 

Aus  diesem  System  linearer  Gleichungen  leitet  man  der  Reihe  nach  die 
Werte  der  Koeffizienten  ar,  ar_19  #r_i>  •  •  •  ab;  ferner  ergeben  sich  aus 
dem  analogen  zur  Wurzel  ß  gehörigen  System  die  Werte  von.  ö„  6#_1, 
&,_j,  . . .  In  der  Tat  sind  dieselben  die  ersten  8  Koeffizienten  in  der 
Reihenentwickelung  der  Funktion 

SS  -  <—  »SS  -  <»  -  *  &  -  «■-  ff »« 

nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  ß.  Dabei  stellt  h  (x)  eine  rationale 
Funktion  dar,  die  für  x  =  ß  endlich  bleibt  und  sich  daher  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  —  ß  entwickeln  läßt.  Da  nun  aber  die  Entwickelung  von 
(x  —  ßyh(x)  nur  die  Potenzen  von  der  s-ten  aufwärts  enthält,  so  sieht 
man,  daß  &„  bimml,  &,_j,  •  •  •  auch  die  8  ersten  Koeffizienten  in  der  Ent- 

Wickelung  von  (x  —  ß)'  ~-  sind  und  daher  dem   System  (17)  genügen, 

9\X) 

in  welchem  et  und  r  in  ß  und  8  zu  verwandeln  sind.  Entsprechendes  gilt 
von  cn  c,_n  c,_2,  ...  u.  8.  w.  Zu  einer  allgemeineren  Formel  als  (14) 
gelangt  man  durch  analoge  Betrachtungen,  wenn  man  von  irgend  einer 
Zerlegung  von  g  in  ein  Produkt  ganzer  Funktionen  ausgeht,  die  paarweise 
relativ  prim  sind: 

g  (x)  -  <pr(x)f(x)  %f(x)  ... 

Auf  solche  Weise  findet  man 

9(x)  ™  -<£  l  »(*)  r  9*(S)"  "*"  "  '  "*"  **>)  l  ' 

wobei  a<,  b0  ...  passende  ganze  Funktionen  bezeichnen,  deren  Grade  be- 
züglich kleiner  sind  als  die  Grade  von  qp,  %,  ...  Aus  dieser  Formel 
folgt  insbesondere,  wenn  man  sich  an  die  Schlußbemerkung  in  §  450  er- 
innert, die  im  vorigen  Paragraphen  angegebene  Zerlegung  in  Brüche  mit 
linearen  oder  quadratischen  Nennern,  deren  Koeffizienten  reell  sind. 


§  463  Übungen  und  Anwendungen.  393 

463.  Eine  andere  nützliche  Anwendung  der  Formel  (8)  ist  die  Ent- 
wickelung  von  sing  und  cosg  in  unendliche  Produkte.  Wir  gehen  aus 
von  der  in  §  393  bewiesenen  Formel 

smmO  =  ^cos*-1*»  sinö  -  » (»  -  *)  (»  -  »)  cosm-3ö  sin3ö  +  . . . 

m    sei    eine    ungerade    Zahl    2 n  +  1 ,    und   es    werde    gesetzt   md  =  x, 
sin*  0  =*  *.     Wir  können  der  obigen  Gleichung  die  Form  geben 


sing 


(2*+l)sin 


—  (i_,).-!i!ejzi)l(1  _,)-.  +  .... 


2n+  1 


Die  rechte  Seite  ist  eine  ganze  Funktion  von  &  vom  Grade  n.  Zerlegen 
wir  sie  in  ihre  Linearfaktoren,  nachdem  wir  bemerkt  haben,  daß  das  un- 
abhängige Glied  1  ist: 

v        '     '        2n  +  l 

Die  Wurzeln  a  berechnet  man,  indem  man  diejenigen  Werte  von  x  auf- 
sucht, welche  den  Zahler  sing  zum  Verschwinden  bringen,  mit  Ausschluß 
des  Wertes,  x  =  0,  der  auch  den  Nenner  zu  Null  macht.  Für  x  =  »,  2», 
3  % ,  ...  ergeben  sich  die  Wurzelwerte : 

*  sin*  = r-r  •    •  •  .  *    «-  =  sin* 


"»"■»'ln+l' 

«« 

Also  ist 

(18) 

2*1+1'     *  '  M    "«       ~"  2n+l 


Bing 


(2n-f  1)  sin 


•    »•C\/  •    •         g        \  /  •    •        g 

sin"  - — r— r  i    /  sin* : — -  \  /  Bin1 


! LL+J      h ÜLti      ...      i 8n+1 


»in*  - — r—r  1    \  sin*  - — r-r  /  \  sin* 


n» 


2n+l/     \  2n+l/  \  2n+l. 

Nach  Fixierung  von  g  sei  v   eine  beliebige  ganze  Zahl,  die  nicht  kleiner 

g 
ist  als  das  größte  in    —    enthaltene  Ganze,  und  man  wähle  n  >  v.    Die 

Faktoren,  welche  in  dem  Produkte  (18)  auf  den  v-ten  folgen,  sind  alle 
zwischen  0  und  1  enthalten,  und  ihr  Produkt,  welches  kleiner  als  die 
Einheit  ist,  ist  größer  (§  155)  als 

•       «g  •       «  g  .       «  g 

Bin1 t—t  Sin" r—r  »in1 


(19)    i  -  I !*±I  + 2n  +  1  +  . . .  + !*+! 

8111    2n+f       8m    2n  +  l  8m    2n+l 

Nun  bemerke  man   folgendes:  Wenn  6  dem  absoluten  Betrage  nach  von 
0  bis  — -    variiert,   wie   es   bei    allen    Bogen,    die    in    dem    vorstehenden 
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Ausdruck  auftreten,  der  Fall  ist,  so  nimmt  — ^—  von  1  bis  —  ab,  sodaß 
man  hat 

^<sin*e<ev 

Also  ist  die  Größe  in  Klammern  in  dem  Ausdruck  (19)  sicherlich  kleiner  als 

T  ^  r*<T<£  r(r—  1)  s  4v' 


*■ 


und  der  Ausdruck  selbst  läßt  sich  daher,  weil  er  zwischen  1  und  1  —  t- 
enthalten  ist,  auf  die  Form  1  —  -r—  bringen,  wo  t  eine  (mit  x,  »,  v  ver- 
änderliche) Zahl  bedeutet,  die  zwischen  0  und  1  liegt.  Jetzt  können  wir 
der  rechten  Seite  von  (18)  die  Form  geben 


•       m  X  \         /  •       •  *  \  /  •  SC 

sin*  - — r—  \  I  8m1  - — r~z  \  I  nn" 


«ü±i     i *»±i   ...   i 8n+1 

sin"  - —  .-—  /   \  sin*  - — t-—  I  \  sin5 


v        it        II             .   .      2ä       I           1             .   .      vit 
if .- —  /    \  sin* : —  /  \  im1 r- 


('-£) 


Dies   vorausgeschickt   wollen   wir   v   fixieren   und   n   ins   Unendliche    zu- 
nehmen lassen«     Offenbar  ist 

x 


sm 


hm  (2  n  +  1)  sm  r — r—r  =  x ,     hm i—  —  — 

v         '      '        2n+l  '  .mm 

2n  +  1 

für  jeden  Wert  von  r.     Was  den  letzten  Faktor  anbetrifft,  in  welchem 

nur  t  variiert,  so  muß  er  einem  Grenzwert  zustreben,  da  er  der  Quotient 

sin  x 

einer  Größe  mit  dem  Grenzwert  durch    eine    andere    ist,    die    sich 

x  ' 

einem  von  Null  verschiedenen  Grenzwert  nähert,     t  hat  also  einen  Grenz- 
wert 0,  der  notwendig  zwischen  0  und  1  enthalten  ist.     Folglich  ist 


- 1  • 


— -(i-SH'-SJ-fr-ÄM-S 

Läßt  man  endlich  v  ins  Unendliche  zunehmen,  so  kommt 
(20)  sin,  =  ,(l-f;)(l-^)(l-^).... 

Analoge   Betrachtungen   würden  erlauben   die  Entwickelung  von  cosx   in 
erhalten.     Es  ist  aber  einfacher,  sich  der  Gleichung 

sin2x 

cos«  —  =—. — 

Ssina 

zu  bedienen,  welche  mit  Hilfe  der  vorigen  Formel  liefert 

OD  «.._(,-3)(,_{3(,_<g).... 

Diese  beiden  Formeln  verdankt  man  Euler. 
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464«    Wir  wollen   zum  Schluß    auf   einige    der    wichtigsten    Folge- 
rungen der  letzten  Formeln  hinweisen. 

a)  Für  x  =  ~  liefert  die  Formel  (20) 

4-('-i)('-ä)(«-ä(>-Ä)('-^)- 

Der  allgemeine  Faktor  dieses  Produktes  läßt  sich  folgendermaßen  schreiben: 

1    ^2n— 1     2n+l 

4n*  ~      2n  2n 

Also  ist 

2S=ST,"3"'3*6""6""7"y,y"9"'''* 

Dies  ist  die  Formel  von  Wallis. 

b)  Früher  (§  221)  haben  wir  gefunden 

i  o 

(22)  n\  =  an      2e        12". 

Jetzt  erlaubt  uns  die  Formel  von  Wallis  die  Konstante  a   zu  bestimmen. 
In  der  Tat  kann  man  schreiben 

n        ..       2       2       4               2n                     1    /     2-4-6      -2n     \* 
—  =  lim  —  .  —  .  —  .  .  . a  hm  —  I 1  • 

2       „™    1       3       3  2n  — 1       ^2n\l-8'5.-.(2n-iy 

Andererseits  erhält  man  unter  Anwendung  der  Formel  (22) 

4    6        2n       __  (2-4-6- --2n)'  _  4" (n !)'  "I  A*!L    ^TT 

wo  0  und  0*  zwischen  0  und  1  enthalten  sind.     Also  ist 

'       2         »«odI/Th^       2  2 

und  endlich  a  =  |/2« . 

c)  Nimmt   man  die  Logarithmen  der  beiden  Seiten  von   (20)    und 
deriviert  dann,  so  erhält  man 

/oo\  i  1        /     2x        .        2x         .         2x         .         \ 

Diese    Entwickelung   ist   legitim,    da    (§323;    §  319,  a)    die    Reihe    in 
Klammern  gleichmäßig  konvergiert     Man  bemerke,  daß  man  wegen 

2a;  1 1 

n%ie%  —  x%       nn —  x       nn-\-x 

auch  schreiben  kann 

cot«-»  ^ • 

^i  x —  nn 


2 


—  OD 


Auf  diese  Weise  sind  die  Werte   von  x  in  Evidenz  gesetzt,   welche  die 
Funktion  cot«  unendlich  machen,  ebenso  wie  die  Formeln  (20)  und  (21) 
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diejenigen    Werte    in   Evidenz  setzen,  welche  sin«   und   cobx   nun    Ver- 
schwinden bringen. 

d)  Die  Formel  (23)  hat  eine  wichtige  Anwendung.  Sie  gestattet  die 
Summe 

s.=  H h  •  •  • 

*  &       &       4F 

für   alle   geraden  Werte   von  p  zu  berechnen.     In  der  Tat  leitet  man 
aus  (23)  ab 

v™^-1- Ztt-^*1- 2i  ws*  + *&  +  **  +  --•) 

i  i 

oder 

,cot,=  l-2(^-,  +  ^-4  +  ^+-)- 

Andererseits  ist  bekanntlich  (§  353) 

(±B%x%      OBAxA    ,   4»Ä«f  \ 

scot*=l-(-^ il— +  — 61 )' 

Aus  der  Yergleichung  ergibt  sich  die  Formel 

t    ,   _L  ,  _1_   ,   JL   ,  _  (r-iy-l*'-lB%p*%> 

"^  2>p        32p       4>J>  ""  1-8-8      -2p  » 

die  wir  früher  (§  365,  a)  auf  anderem  Wege  erhalten  haben. 

e)  Zu  den  Eigenschaften  der  Funktion  F,  die  in  §  252  bewiesen 
worden  sind,  sind  wir  jetzt  in  der  Lage  eine  neue,  sehr  wichtige  hinzu- 
zufügen.    Die  Formel  von  Weierstraß  gibt  sofort 

%mnx 


)r(i-x)s=s  11  V      n") 


r(i  +  x)  T(l  —  x)      11  \         nV         nx    ' 

1 

mithin 

r(x)  r(i  -  *)  -  -r 


sin  «05 
Insbesondere  ist  r*(%)  ■=»  ä,  woraus  folgt  T(^)  —  Y*. 


Bymmetrisoke  Funktionen  und  mehrwertige  Funktionen. 

465«  Symmetrische  Funktionen.  Eine  Funktion  von  n  Veränder- 
lichen alf  at9  .  ..,  an  heißt  symmetrisch,  wenn  sie  ihrer  Form 
nach  ungeändert  bleibt  bei  jeder  Vertauschung  der  Veränderlichen. 
Es  sind  z.  B.  symmetrisch  die  Summen  cp  aller  möglichen  Produkte 
von  je  p  der  Veränderlichen,  d.  h. 
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Dies  sind  die  elementaren  symmetrischen  Funktionen.  Setzt 
man,  was  immer  möglich  ist, 

a^ar  +  c^a?-1  H h  an  =  a0(x  -  aj {x  —  a2)  .  . .  (x  —  an), 

so  erhalt  man,  indem  man  die  rechte  Seite  entwickelt  und  dann 
identifiziert,  die  Relationen 

welche  festzuhalten  sind.  Insbesondere  vergesse  man  nicht,  daß  bei 
jeder  algebraischen  Gleichung  die  Summe  der  Wurzeln  gleich 
dem  Koeffizienten  des  zweiten  Gliedes  ist,  dividiert  durch 
den  des  ersten  Gliedes  und  mit  dem  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen versehen.    Wichtig  sind  auch  die  symmetrischen  Funktionen 

sp  —  «ip  +  <V  +  «s*  +  '  • "  +  af, 
spezielle  Falle  der  Funktionen 

(24)  2  *£**{**{*  . . .  «/», 

welche  man  erhält,  indem  man  alle  Veränderlichen  auf  alle  mög- 
lichen Arten  vertauscht.  Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  diese  letzten 
Funktionen,  wenn  man  sie  miteinander  linear  kombiniert,  alle  ganzen 
symmetrischen  Funktionen  liefern,  die  man  sich  denken  kann. 

466«  Formel  von  Girard.  Deriviert  man  die  ganze  Funktion 
/*(#),  nachdem  man  sie  in  ihre  Linearfaktoren  zerlegt  hat,  so  er- 
hält man 

f'to-    l    +_!_  +  ...+     l 


f(x)       x  —  cfj        x —  a,  x — as 

Nun  hat  man  für  |  x  |  >  |  a  \ 

1  1  a        a" 

4-  _  -1.  _  _J_  .  .  . 


x  —  a        xxJ 

Wählt  man  also  x  seinem  Modul  nach  größer  als  alle  a,  so  ist 

f(x)      x  "*"  x*  "*"  x*  "■        » 
d.  h.  es  besteht  die  Identität 

(!-*  +  >  — ■)(*  +  *  +  *  +  -) 

=-n-(n-l)5-  +  (n-2)^,-.... 

Die  Reihen  sind  hier  unendlich,  wenn  man  übereinkommt  cp  =  0  zu 
setzen,  sobald  p  größer  ist  als  n.  Vergleicht  man  miteinander  die 
Koeffizienten  von  x~p,  so  erhält  man 

(»  -  P)  CP  -  V,  -  *ic,-i  +  V>-t ±sp 
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oder 

P°P  —  5iVi  —  s*cp-*  +  **e*-*  —  ^  V 

Dies  ist  die  Formel  von  Girard1),  welche  gestattet  durch  successive 
Rechnungen  die  s  und  die  c  als  ganze  rationale  Funktionen  voneinander 
auszudrücken.     Man  findet  dabei  die  Relationen 

s9  -  c,8  —  3ct(?2  +  3^,  %  —  i(«i8  —  3^*,  +  2s,), 

467«    Formeln  von  "Waring.     Zu  denselben  Relationen  gelangt 
man  direkt,  wenn  man  von  der  Identität  ausgeht 

(>-*)(»-*)-(i-5)-»-*+a— -±* 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

u  =  *  -  x*  +  *•' >     *  "  5"  +  £"'  +  ii  +  * '  *' 

so  ergibt  sich  aus  der  vorigen  Gleichung,  wenn  man  die  Logarithmen 
ihrer  beiden  Seiten  nimmt  und  bekannte  Entwickelungen  (§  332,  a,  c) 
anwendet 


•  •  • 


(25)  v  -  -  log  (1  -  u)  -  u  +  *  u»  +  i  w*  + 

vorausgesetzt,  daß  \x  groß  genug  ist,  um  |ti|  <  1  zu  machen;  dies 
ist  immer  möglich,  da  u  mit  unendlich  zunehmendem  x  nach  Null 
konvergiert.     Umgekehrt  ist 

(26)  .-l-ar.-i-^  +  jJ^-.... 
Bezeichnen  wir  nun  mit 

p 

die  Summe  aller  Produkte  *<,*</*,  •  •  •  *o  m  welchen  die  il9  i,,  •,, . . . ,  ir 

als  positive  ganze  Zahlen  vorausgesetzt  werden,  die  gleich  oder  un- 
gleich sind  und  die  Summe  p  haben.     Setzen  wir  mit  andern  Worten 

12  p 

p  p  p 

Dies  vorausgeschickt  braucht  man  nur  die  Koeffizienten  von  x~p  in 


1)  Ein  geistreicher  anschaulicher  Beweis  findet  sich  bei  Lucas  „Theorie 
des  nonibres"  (p.  268). 
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den  Relationen  (25)  und  (26)   miteinander   zu   vergleichen,   um   die 
Formeln  von  Waring  zu  erhalten: 

«•  =  #!        / 


r=l      \  P       ' 


*>         jL^i    \  T\ 


468.  Theorem.  Jede  ganze  symmetrische  Funktion  ist 
eine  ganze  rationale  Funktion  der  elementaren  symme- 
trischen Funktionen. 

Dieses  wichtige  Theorem  haben  wir  bereits  bewiesen  für  die 
Funktionen  $lf  st,  ss,  . . .,  d.  h.  für  die  Funktionen  vom  Typus  (24) 
in  dem  speziellen  Falle  v  =  1.  Es  genügt  also  zu  zeigen,  daß  es 
für  einen  gegebenen  Wert  von  v  gilt,  wenn  es  für  jeden  kleineren 
Wert  richtig  ist.  Führt  man  nun  bei  der  Funktion  (24)  eine  erste 
Summation  aus,  so  laßt  sich  dieselbe  folgendermaßen  schreiben: 

2*p  «2A  •  •  •  «*  i x  (*„  -  <*  -  «/* <:  J 

Die  Funktionen,  welche  auf  der  rechten  Seite  auftreten,  sind  alle  vom 
Typus  (24),  abgesehen  von  der  Verwandlung  von  v  in  v  —  1  oder  in  1. 
Sie  lassen  sich  daher  als  ganze  rationale  Funktionen  der  elementaren 
symmetrischen  Funktionen  ausdrücken,  und  das  Gleiche  laßt  sich  also 
von  der  linken  Seite  behaupten.  Faktisch  setzt  die  vorstehende  Um- 
formung voraus,  daß  die  Exponenten  p  alle  verschieden  seien;  aber 
wenn  es  passiert,  daß  zwei  oder  mehr  Exponenten  einander  gleich 
sind,  so  sind  die  Reduktionen,  die  man  dann  erhält,  nicht  derart, 
daß  sie  das  Theorem  zu  Falle  bringen.  Es  genügt  ferner,  sich  die  s 
durch  die  entsprechenden  Ausdrücke  in  den  c  ersetzt  zu  denken,  um 
sich  von  der  Richtigkeit  des  ausgesprochenen  Satzes  zu  überzeugen. 

469.  Hier  einige  Beispiele.    Die  Funktion  (24)  ist  für  v »  2  gleich 

Jta*  («2a  +  a8A  +  . .  •  +  a*)  -  JiV«  (*A  -  «iA)  • 
Also  ist 

(27)  -2V'«*A  =  »„**-**+*' 

wenn  aber  px  =  pt  =  p  ist,  so  ist  jedes  Glied  zweimal  gerechnet,  und 
man  muß  daher  das,  was  aus  dem  Ausdruck  (27)  wird,  auf  die  Hälfte 
reduzieren: 

Ebenso  ist 

Benutzt  man  jetzt  (27),  so  kann  man  für  den  letzten  Ausdruck  schreiben 


„>-(», 


„)-(< 


A  Ä+ft      >.•** 


(88)     2" 


.  +  V. 


-*M 


-»',*,  +  »%,)■ 


470.  Bei  der  praktischen  Rechnung  ist  es  zweckmäßig,  i 
weg  über  die  Funktionen  s  zu  vermeiden,  und  dieses  Ziel  erreicht 
man,  wenn  man  sich  von  der  Betrachtung  des  Gewichts  und  Hat 
Grades  des  gesuchten  Ausdrucks  leiten  läßt  In  den  Gliedern  die-.es 
Ausdrucks  können  nicht  mehr  als  p  Faktoren  e  vorkommen,  wenn  p 
der  größte  Exponent  in  der  Funktion  (24)  ist;  denn  jedes  c  ist 
ersten  Grade  in  jedem  a  Dagegen  ist  der  Grad  eines  jeil-.ii  e  in 
allen  Veränderlichen  genau  gleich  seinem  indes,  und  dns  QtWÜht 
des  gesuchten  Aasdrucks  muß  daher  gleich  der  Tonil  an  zahl  der  glttdiMi 
oder  ungleichen  Veränderlichen  sein,  die  in  jedem  Glied« 
vorkommen,  d  h.  gleich  ft  +ft H !-  /',  sein.  Es  werde  z.  B.  verlaugt, 

>«iV 

durch  die  elementaren  symmetrischen  Funktionen  auszudrücken      hu 
Formel  (28)  gibt  sofort" 

J2,«,ß,,ai*  ""  siV»  —  (sis6  +  -V«  +  V)  +  2V 
Aber   man   müßte  jetzt  noch   alle  s  durch   ihre   Aotdrllok«    In    >JM 
ersetzen,  und  die  auszuführende    Rechnung  wäre  zu  lang,  und   ihr  lt< 
sultat  ließe  sich  nicht  leicht  verifizieren.     Dagegen  gestatten  «In    na 
hin  gemachten  Bemerkungen  sofort  zu  schrei  Urn 

Man   bestimmt  dann  die  numerischen  Konstanten  k,  indem  man  dii 
Gleichung  sieben  Mal   schreibt  für  sieben   beliebig  gewählte  spezielle 
Fälle.     Auf  diese  Weise  gelangt  man  im  allgemeinen   /.nr  AlrfrttlHng 
eines  Systems   von   linearen   Gleichungen,    welches   die  Werte    der 
liefert.     Im  vorliegenden  Falle  erhält  mau1) 

^■«jKj'ttj'  —  —  12c„  +  7c,Cg  +  4c,c,  —  3c,s  —  3f,"c4  +  «J«»«». 

471.  Berechnung  der  DiskrimJnante.    Von  großem  [ttJWMM   ig* 
die  symmetrische  Funktion 

*  -  («i  -  «i)*(«i  -  %)'(*»  -  *>)* •    -  («.- 1  -  «Üj 

1)  Hau    hat   Tafeln    der   ijmmetrischen    Funktionen   l>ii  mm  clrr.iiohntan 

Grade   konstruiert,   wo   man   ihre  Ausdrucke  durch   die  elementaren  Funktionen 

ji-he    die    „Algebra    der    linearen    Transformation.«],-'     von    Silmun- 

Fiedler  (3.  Aufl.,  S.  Hl). 
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welche  man  die  Diskriminante  (§  33,  b)  der  Zahlen  Oj,  «j, . . . ,  an 
nennt  Da  ihr  Verschwinden  notwendig  nnd  hinreichend  für  die 
Gleichheit  zwischen  zwei  oder  mehr  Größen  a  ist,  so  ist  klar  (§  457), 
daß  die  Diskriminante  einer  algebraischen  Gleichung  sich  von  der 
Diskriminante  ihrer  Wurzeln  nur  um  einen  konstanten  Faktor  unter- 
scheiden kann.  Wir  haben  also  eine  neue  Methode  für  die  Berech- 
nung der  Diskriminante  einer  gegebenen  Gleichung.  Die  Diskrimi- 
nante der  Gleichung  dritten  Grades 

a?  —  c1x%  +  c^x  —  c,  =  0 
ist  z.  B. 

^  -  («i  -  *»)*("»  ~  "d\*i  -  «*Y> 

wenn  o^,  o,,  o,  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind.  Um  dieselbe 
durch  die  c  auszudrücken,  wollen  wir  die  im  vorigen  Paragraphen 
auseinandergesetzte  Methode  anwenden.  Beachten  wir,  daß  jedes  a  in 
der  Entwickelung  von  d  im  vierten  Grade  vorkommt,  daß  jedes 
Glied  der  Entwickelung  aus  sechs  Faktoren  besteht,  die  gleich  oder 
ungleich  sind,  und  endlich,  daß  cp  =  0  ist,  wenn  p  größer  als  3  ist, 
so  müssen  wir  vor  allem  die  Zerlegungen  von  6  in  Summen  von  vier 
ganzen  Zahlen  aufsuchen,  die  zwischen  0  und  3  einschließlich  ent- 
halten sind.     Es  sind  dies  folgende: 

0  +  0  +  3  +  3,     1  +  1+2  +  2,    0  +  2  +  2  +  2,     1  +  1  +  1+3, 

0+1  +  2  +  3. 

Jetzt  können  wir  sofort  setzen 

A  —  Vi2  +  K*\C\  +  Ktf  +  hci9cz  +  hWOs- 

Um  die  k  zu  bestimmen,  erteilen  wir  den  a  verschiedene  Systeme  von 
Werten.  Zunächst  bemerken  wir,  daß  für  a8  =  0  die  vorstehende 
Gleichung  in 

übergeht.  Es  ist  also  h^  =»  1,  Ä,  =  —  4.  Nehmen  wir  ferner  an,  die 
a  seien  gleich  den  kubischen  Einheitswurzeln,  und  beachten  wir,  daß 
«d*  —  1  *■»  ©(©  —  a)1),   1  —  <d  «=  ©2(cd  —  ©*)   ist,   so   ergibt  sich  d  = 

(©  —  (D2)6  —  (y~-  3)6  —  —  27.  Andererseits  wird,  da  q=»  %  =  0,  cs  —  1 
ist,  d  —  Jc0.  Also  ist  A^  =■  —  27.  Setzen  wir  noch  die  a  gleich  2, 
2,  —  1,  so  daß  cx  —  3,  %  —  0,  c,  =  —  4  wird,  so  finden  wir  4fc0=»  27 Ä,, 
woraus  wir  entnehmen  fcj  =  —  4.  Setzen  wir  dagegen  die  a  gleich 
1,  1,  —  1,  sodaß  also  ^  =  1,  c^  —  c,  —  —  1  wird,  so  erhalten  wir 
*b  +  *i  -  *,  -  *b  +  t4  -  0,  also  t4  -  18.    Mithin  ist  (vgl.  §  458) 

(29)  4 27c,*  +  <± V  -  W  -  W<>i  +  18^^. 

Man  bemerke,  daß  in  der  Diskriminante  einer  Gleichung  n-ten  Grades 
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immer  das  Glied  —  v"c^~l  auftritt.  Endlich  ist  es  zweckniiitii^,  liier 
daran  za  erinnern  (§  33,  1»),  daß  d  sich  in  den  s  durch  das  Quadrat 
der  Vaiidermond eschen  Determinante  ausdrückt  Bei  der  Gleichung 
dritten  Grades  ist 


i  Ausdruck,  < 


sich   mit  Hilfe  der  Formeln  am  Schlüsse  des  §  466 


auf  die  Form  (29)  reduzieren  läßt. 

472.  Die  Theorie  der  symmetrischen  Funktionen  führt.  zu  einer 
Eliminationsmethode,  die  man  vom  theoretischen  Gesichtspunkte 
aus  als  die  befriedigendste  betrachten  kann.  Wenn  f  und  g  zwei 
ganze  Funktionen  sind,  welche  die  Wurzeln  a,,  o,,  . .  . ,  am  bezw. 
ßn  ßa  ■  ■  i  ßm  haben,  so  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  daß  f  für  eine  Wurzel  von  g  gleich  Null  wird,  das  Verschwinden 
des  Produktes  /XWAft)  ■  ■  /  (ß,j>  welches  eine  sym metrische  Funk 
tion  der  Wurzeln  von  g  ist.  Die  Theorie  der  symmetrischen  Funk 
tionen  lehrt  uns  das  vorstehende  Produkt  in  eine  ganze  rationale 
Funktion  der  Koeffizienten  der  beiden  Polynome  zu  verwandeln,  und 
man  hat  auf  diese  Weise  eine  neue  Methode  zur  Bestimmung  der 
Resultante.  Die  Resultante  von  /'  und  g  kann  sich  also  nur  um  kon- 
stante Faktoren  von  den  Produkten 

fWjf<H--f(fJ,  fM#W—#to 

unterscheiden.     Hiernach    ist   das  Theorem   von   Bezout  (§  443)    evi- 
dent.    Bringt  i 
auf  die  Form 

«*)-(*-. ,)(i-«j. ..(z-O,   »(*)-(*- A)(*-M  ■■(*-«, 

so  sieht  man  nach  dem  Obigen  sofort,  daß  die  Resultante  gleich 


ferner,  was  immer  geschehen  kann,  die  Polynome 


77(».  -  m«.  -  w  • 


U  77«. 


ist,  d.h.  gleich  dem   Produkt  der  Differenzen  zwischen  allen  \Vnr/..)ii 
des  eiuen  Polynoms  und  allen  denen  des  andern 

473.    Die  letzt«  Eliminationsniethode  kann  auch  zur  Berechnung  ge- 
wisser Determinanten  dienen.      So   ist    /.  1).  di«   Besulttnte  >le.r   FnnkttMM 

nach  ditr  Eulergrheu  Methode 
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dl 


«1 

<h 

a,  . . . 

**-i 

«*• 

0 

0  .  .  . 

0 

0 

«i 

Oj   . .  . 

«*-t 

«»-i 

an 

0  . .  . 

0 

0 

0 

Oj  . . . 

a—s 

**.-» 

«*-l 

aÄ  ... 

0 

0 

0 

0    ... 

0 

«i 

«* 

Oj    . . . 

an 

-1 

0 

0    ... 

0 

0 

1 

0    ..  . 

0 

0 

-  1 

0   ... 

0 

0 

0 

1    ... 

0 

0      0    ...  -1 


0 


0 


0    ...     1 


Addiert  man   zu  den   n  —  1    ersten  Vertikalreihen    der    Reihe    nach   die 
n  —  1   letzten,  so  erhalt  man 


(so) 


ft 


«i        <h 

0,    .  . 

•    an 

an           «1 

<h  • 

•    ö«-l 

a«-l      an 

al  ' 

•  '    »•-« 

a. 


a, 


a« 


a 

b 

c 

c 

a 

b 

b 

c 

a 

Zu  dieser  Resultante  gelangt  man  sofort  mit  Hilfe  der  Methode  von  Bezout. 
Andererseits  nahen  wir  gesehen,  daß  die  gesuchte  Resultante  gleich 
f(i)f(w)f(a>*)  .  .  .  /X»"""1)  ist,  wo  1,  a>,  a>8,  .  .  .  ,  cö"-1  die  n-ten  Einheits- 
wurzeln sind.  Durch  Vergleichung  leitet  man  den  Wert  der  Zirkulante 
(30)  ah  (vgl.  §  33,  c).     Z.  B.  ist 


=  (a  +  b  +  c)(a  +  mb  +  <o*c)(a  +  w*6  +  wc). 


Führt    man    die   Multiplikation    aus    und    berücksichtigt    die    Relationen 
»  +  »*  —  —  1  und  a>8  =»  1,  so  wird  die  rechte  Seite 

(a  +  b  +  c)(a*  +  b'+c*-bc  —  ca-  ab)  =  a*  +  b*  +  <?  -  Sabc. 

474.  Funktionen  mit  awei  oder  mehr  Werten.  Für  jedes 
System  von  Werten,  die  man  ihren  n  Veränderlichen  beilegt,  ist  eine 
Funktion  im  allgemeinen  fähig  n!  Werte  anzunehmen,  d.  h.  so  viele 
Werte,  als  es  Permutationen  gibt,  die  sich  mit  den  Veränderlichen 
vornehmen  lassen.  Es  versteht  sich  jedoch,  daß  die  Zahl  der  Werte 
für  spezielle  Funktionen  niedriger  sein  kann.  So  haben  z.  B.  die 
symmetrischen  Funktionen  nur  einen  Wert  für  jedes  System  von 
Werten,  die  den  Veränderlichen  beigelegt  werden,  und  man  kann 
leicht  zeigen1),  daß  diese  Eigenschaft  jene  Funktionen  charakterisiert. 


1)  Siehe  die  „Substitutionentheorie11  von  Netto,  S.  1. 


26* 
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Die  Determinante  von  Vandenuonde  (§  27,  d;  §  471)  oder  Y-ä  ist 
nur  imstande  zwei  Werts  anzu nehmen,  da  sie  bei  jeder  Traiispusitinn 
zweier  Veränderlicher  nur  ihr  Zeichen  ändert,  so  daß  jede  gerade 
Substitution  sie  uugeändert  läßt,  während  eine  ungerade  Substitution 
sie  in  —  Y  j  verwandelt.  Die  Funktionen,  welche  wie  \ \d  nur  zweier 
Werte  fähig  sind,  die  sich  nur  im  Vorzeichen  unterscheiden,  heißen 
alternierend. 

475.  Die  allgemeine  Form  der  alternierenden  Funktionen 
ißt  sY-d,  wo  g  eine  symmetrische  Funktion  bezeieb.net.  Es 
gibt  mindestens  eine  Transposition,  welche  die  gegebene  Funktion  9; 
in  —  tp  verwandelt.  Sonst  bliebe  tp  überhaupt  bei  jeder  Substitution 
(§  5)  umgeändert,  wäre  also  symmetrisch  («<«<)  sei  die  Transposition 
um  welche  es  sich  handelt.  Sie  bringt  keine  Änderung  in  <r  mit 
sich,  wenn  a{  =  aj  ist,  und  es  innß  daher  unter  dieser  Voraussetzung 
tp  =  —  tp  sein,  d.h.  97  muß  gleichzeitig  mit  a{  —  a,  verschwinden 
Daraus  folgt,  daß  die  Funktion  tp,  die  wir  in  dieser  ganzen  Theorie 
als  ganz  und  rational  in  jeder  ihrer  Veränderlichen  voraussetzen,  durch 
a(  —  ttj  teilbar  ist,  mithin  tp*  teilbar  durch  (a{  —  aj)*.    Aber  A 

tion  tp1,  die  offenbar  symmetrisch  ist,  kann  nicht  den  Faktor  1  1 
zulassen,  ohne  gleichzeitig  alle  anderen  analogen  Faktoren  HO  beedtn  1 
Sie  ist  also  teilbar  durch  d,  mithin  tp  teilbar  durch  y ' A.  Es  hei  p 
der  Exponent  der  höchsten  Potenz  von  Y^  >  welche  in  tp  enthalten 
ist.  Wenn  v  gerade  wäre,  so  wäre  der  Quotient  von  tp  durch  die 
symmetrische  Funktion  \yAf  l'',ie  alternierende  Funktion,  and  tf 
müßt«  also  noch  andere  Faktoren  Yj  enthalten  gegen  die  Voraus- 
setzung. Also  muß  v  eine  ungerade  Zahl  'lk  -(■  I  sein  uud  der  Quo- 
tient von  tp  durch  yfaf  ist  notwendig  eine  symmetrische  Funktion  g\ 
Man  kann  daher  setzen 

wenn  man  mit  g  die  symmetrische  Funktion  s  -J*  bezeichnet.  Man 
bemerke  endlich,  daß  die  Substitutionen,  für  welche  tp  itngei'mdrrt 
bleibt,  dieselben  sind,  die  YJ  ungeändert  lassen,  d  h.  die  geraden 
Substitutionen.     Dies  hätte  man  a  priori  nicht  behaupten  können. 

476.  Die  allgemeine  Forin  der  zweiwertigen  Funktionen 
ist  S|±5ij/-J,  wo  g,  und  s,  symmetrische  Funktionen  dar- 
stollen.  tpi  und  tpt  seien  die  beiden  Werte  der  Funktion.  Jede 
Substitution,  die  man  mit  den  Veränderlichen  rornimmt,  UU 

tpl  von  o?i  verschieden,  da  nun  mil  einer  solchen  Substitution  nur 
eine  andere  Benennung  der  Veränderlichen  bewirkt.  Daraus  folgt, 
daß  jede  beliebige  Substitution  entweder  tpt  und  tp,  beide  ungejiudert 
läßt    oder   sie    miteinander    vertauscht.     Also    ist   cp,  +  ipt   eine  sym- 
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metrische  Funktion,  während  (px  —  qp2  alternierend  ist.    Daraus  ergibt 
sich,  daß  man  setzen  kann 

9>i  +  9*  =  2(Si>     9>i  -  9>*  -  ZetV^, 
mithin 

*i  - *i + stV^,  9%  -  *i  -  ^v^- 

477,  Die  Funktionen,  welche  bei  jeder  geraden  Sub- 
stitution oder  bei  jeder  zirkulären  Substitution  zwischen 
drei  Veränderlichen  ungeändert  bleiben,  haben  nicht  mehr 
als  zwei  Werte.  Zunächst  bemerke  man,  daß  eine  Funktion,  wenn 
sie  bei  jeder  zirkulären  Substitution  in  drei  Veränderlichen  sich  nicht 
ändert,  auch  bei  jeder  geraden  Substitution  ungeändert  bleibt  (§  10). 
Wenn  die  Funktion  nun,  außer  den  Werten  <pt  und  <p2  noch  einen 
dritten  Wert  <pz  hätte,  so  sind  die  Substitutionen,  die  <pt  in  <p2  und 
?,  in  <p8  verwandeln,  notwendig  ungerade  und  zusammengenommen 
mit  einer  geraden  Substitution  äquivalent.  Es  könnte  sich  also  un- 
möglich <pz  von  91  unterscheiden.  Das  Theorem  läßt  sich  leicht  aus- 
dehnen auf  Funktionen,  die  bei  jeder  zirkulären  Substitution  in  einer 
bestimmten  ungeraden   Zahl  von  Veränderlichen   ungeändert   bleiben. 

478«  Die  symmetrischen  und  die  alternierenden  Funk- 
tionen sind  die  einzigen,  die  symmetrische  Potenzen  haben 
können.  <p  sei  eine  nicht  symmetrische  Funktion,  aber  von  der  Be- 
schaffenheit, daß  (pP  symmetrisch  ist.  Man  kann  sich  leicht  über- 
zeugen, indem  man  den  Exponenten  in  Primfaktoren  zerlegt,  daß  man 
die  Aufsuchung  der  Funktionen  q>  auf  den  Fall  eines  Primzahlexpo- 
nenten p  beschränken  darf.  Es  gibt  wenigstens  eine  Transposition, 
welche  einen  der  Werte  der  Funktion,  z.  B.  g>lf  in  einen  andern  von 
ihren  Werten,  etwa  g>%,  verwandelt.  Nun  ist  für  jede  Substitution 
nach  der  Voraussetzung  g>tp  =»  <p2p,  mithin  g>2  =  <o<plf  wo  o  wie  ge- 
wöhnlich eine  von  1  verschiedene  j>-te  Einheitswurzel  bedeutet.  Wendet 
man  dieselbe  Transposition  noch  einmal  an,  so  geht  die  Relation 
g?2  =  oqpj  über  in  g>t  =  ®<Pi,  woraus  sich  durch  Multiplikation  ©2=  1 
ergibt.  Es  ist  also,  da  p  als  Primzahl  vorausgesetzt  wird,  notwendig 
p  =  2,  mithin  g>2  =  —  tplf  so  daß  die  Funktion  alternierend  ist,  wenn 
sie  nicht  symmetrisch  ist. 

479«  Die  einzigen  Funktionen  von  mehr  als  vier  Ver- 
änderlichen, welche  zweiwertige  Potenzen  haben  können, 
sind  notwendig  zweiwertig.  Auch  hier  können  wir  uns  darauf 
beschränken,  den  Fall  eines  Primzahlexponenten  zu  betrachten.  Wenn 
die  Funktion  q>  mehr  als  zwei  Werte  hat,  so  gibt  es  (§  477)  wenig- 
stens eine  zirkuläre  Substitution  in  drei  Veränderlichen,  welche  einen 
ihrer  Werte  <pt  in  einen  andern  qp2  verwandelt.  Dagegen  ändert  die- 
selbe Substitution   nicht  die   Potenz  <p*,  die   als   zweiwertig  voraus- 


gesetzt  wird  Es  wird  also  sein  a>,p  —  yf  und  daher  tpx  —  ® 
Wendet  man  die  betrachtete  Substitution  wiederholt  an,  so  kommt 
<pt  =  aipt  und  dann  ^^h^,  folglich  raJ— 1.  Also  ist f>  —  3.  Alles 
obige  läßt  sich  wiederholen  für-  eine  zirkuläre  Substitution  in  fünf 
Veränderlichen.  Man  findet  p  ~  5,  und  dieses  Resultat  ist  nicht  ver- 
einbar mit  dem  vorigen.  Es  ist  also  absurd  anzunehmen,  daß  tp  mehr 
als  zwei  Werte  haben  kann,  wenn  die  Zahl  der  Veränderlichen  Bläht 
kleiner  ist  als  fünf,  in  welchem  Falle  man  nicht  mehr  von  Substitu- 
tionen in  fünf  Veränderlichen  sprechen  kann. 


480.    Es  ist  leicht  zu  zeigen,  daß  für  tt  <  4  Funktionen 
uehr  als  zwei  Werten  existieren,  die  eine  zweiwertige  Po 
enz  haben.     Man  betrachte  z.  B.  die  Funktion 


it 


Vi  = 


-  <o«,  -J-  o 


ist.     Wenn  man  zwei  Mal  nacheinander  die  Substitution  («,  u, «,)  an- 
wendet, so  verwandelt  sich  a>,  successiv  in 

rps  —  o,  +  cjoj  +  0*0,  =  p,(«,  +  roo,  +  ra*«,)  —  o*tplt 
ft  =  «i  +  ra«i  +  o'«i  —   <o(«i  +  "»<*t  +  «o1«^)  —  »9>i . 
Nun  hat  man  für  jeden  von  diesen  Werten 

tp*  =  «,'  +  «,*  +  «,'  +  Ga^Uf 
+  3ra{«,a,"  +  a,«)1  +  %«!*)  +  Sß'foa,1  -f  csaj*  +  «1*»*)- 
Die  Funktion  g;1,  welche  zweiwertig  ist,  muß  sich  (§§  46üi,  476)  durch 
die  elementaren  symmetrischen  Funktionen 

r,  =  o,  -f  tt,  -f  as,     c,  ■*-  KjOj  +  «jttj  +  «i«»,     «i  =  «i«i«j 
und  die  Diskriminante  (2!))  ausdrücken  lassen      In   der  Tat  hat  man 
unter  Benutzung  der  am  Ende  des  §  473  gefundenen  Identität 
«i*  +  OjS-f  V  +  60,0,0, 

=  (ff,  +  «i  +  «i)("j' +  "»*  +  «,*  -  «,«»  -  <*»<»!  -  *,«,)  +  f'0,0,0, 

-0,(^-30  +  9^- 
Ferner  ist 

(«,«,*  +  «,«,*  +  O.tt,*)  +  («,*,*  +  «,«,*  +  ß,«,'! 

-  «ia*(<i  -  «1)  +  «f»«i(<i  -  «»)  +  "i«t(<n  -  «i)  -  c,e,  -  3c,. 
Dagegen  ist 

-  («.  -  «■)(■%  —  «i)C«i  -  «■)  - 


Also  ist 
(31) 


9>'-i(2<l'-9c,ci  +  27<-,)±i> 
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481«   Ebenso  ist  die  Funktion  in  vier  Veränderlichen 

9  —  (al«4  +  *»as)  +  <°  («««4  +  "*«l)  +  <I>*(<*3<*A  +  «1««) 

von  der  Beschaffenheit,  daß  ihr  Kubus  eine  zweiwertige  Funktion  ist. 
Setzt  man  in  der  Tat 

Ä— «1  «4  +  «f«S,      A  — «|«4  +  «8«ll       A>  =  «3a4  +  al«2; 

so  zieht  die  Substitution  (^cc^cc^)  die  andere  (AAA)  nac^  8ich>  un^ 
man  wird  daher  den  Ausdruck  von  qp8  erhalten,  indem  man  auf  der 
-rechten   Seite   von  (31)  ^  durch   die   Summe  der  ß,  d.h.  durch  c,, 
ersetzt,  c,  durch 

AA  +  AA  +  AA  —  ci°*  -  4c4> 
Cj  durch 

AAA  -  «1**4  -  4<iC4  +  V 

und  endlich  ±  |/^7  durch 

(Ä  -  Ä)(A  -  A)(A  -  A) 

=  («t  -  «j)(«8  -  «0(«1  -  «»)(««  -  «l)(«4  -  «j)(«4  ~  «•)  -  ±  V^  • 

Also  ist 


<p8  -  i(2c,8  -  9444  +  27cl,«4  -  72^c4  +  27 V)  ±  *  y-3^ . 

Im  folgenden  werden  wir  sehen,  daß  gerade  auf  der  Existenz 
dieser  Ausnahmefunktionen  die  Möglichkeit  beruht,  die 
Gleichungen  der  ersten  vier  Grade  durch  Wurzelzeichen 
aufzulösen. 


Bereohnung  der  Invarianten  und  andere  Anwendungen. 

482.  Von  den  Betrachtungen  des  §  470  kann  man  eine  nützliche 
Anwendung  machen  auf  die  Bildung  der  Invarianten  der  binären 
Formen,  wenn  man  von  der  Bemerkung  ausgeht,  daß  eine  Invariante  als 
ganze  rationale  Funktion  der  Koeffizienten  einer  Form  f(x,  y),  die  man 
(wie  in  §  457)  durch  Homogenmachen  der  ganzen  Funktion  f(x)  erhalt, 
eine  symmetrische  Funktion  der  Wurzeln  von  f(x)  mit  folgender  Eigen- 
schaft ist:  Sie  bleibt  ungeändert,  wenn  man  in  f(x,  y)  die  Veränderlichen 
einer  beliebigen  linearen  Transformation  unterwirft  oder,  was  offenbar  dasselbe 

bedeutet,  in  f(x)  an  Stelle  von  x  einsetzt  — —-^  •    Dabei  verwandelt  sich 

die  Differenz  a{  —  ctj  zweier  Wurzeln  in 

acfj  -f*  b       actj  +  b       (ad  —  bc)(a4  —  aj) 
ca^d       caj  +  d       (caf  -\~  <t)(cctj -\- d) 

Damit  eine  Funktion  der  Differenzen  cti  —  ctj  sich,  abgesehen   von  einem 
Faktor,   in   sich   selbst   transformiere,   ist   offenbar   notwendig,   daß   alle 


1.     Existenz  und  Zählung  der  Wul 

Wurzeln  dieselbe  Zahl  von  Malen  in  jedem  Glied«  vorkommen,  was  bei  der 

Diskriminante  der  Fall  ist.     Z.  B.  ist.  die  Fanktiuu 

(.,  -  .,)>  +  («,  -  «,)■  +  („,  -  .,)'  +  ...  +  (.._,-  .J" 
nur  für  n  =  2  eine  Invariante.     Ihr  Wert  ist  (§  30) 

|i    i    ...    i|*    w   h\ 
:«,«....    <*,,!     j  s,    s, 

Ebenso   ist   für  die  biquadra tische  Binarform  eine  Invariante  die  folgende 
Funktion 

(«.  -  «.)'(«■  - «.)'  +  («,  -  «■)'(«■  - «.)'  +  («.  -  ■>.)'(«.  - «.)'. 

welche   sich   unter  Benutzung   der   früher  angegebenen  Methode  durch  die 


^  (n  —  l)e.*  —  2»^. 


I  es  geschehen  muß  (§  470), 


Koeffizienten   ausdrückt.     Setzt 

so  erhalt  man   für  c,  ■■  n,  und  aa  =  at 

(^-*,)'-K(°,'  +  *,'  +  in",r  +  «,«,«.(•",  +  «,)■+.,«,'■.■; 

mithin  ist  fc0  =  1,  fcj  —  —  8,  tj  =  12.  Auf  diese  Weise  findet  man  dio 
quadratische  Invariante  der  biquadratischeu  Binarform  wieder: 

(32)  /  =  (•,*-  3e,c,  +  12c,. 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  der  ursprüngliche  Ausdruck  von  /  in  den 
Wurzeln  a  sich  in  zwei  Faktoren  zerlegen  läßt,  die  in  den  a  ganz  und 
rational  sind.  Führt  man  nämlich  die  Funktionen  ß  der  Wurzeln  ein,  die 
ira  vorigen  Paragraphen  definiert  worden  sind,  and  bemerkt,  daß 

fc  -  ft  -  («i  -  «iX«.  -  «•).    ß»  -  ßi  -  («,  -  «,)(«.  - «,). 
ßl  -  ß%  -  («1  —  «l)(tt«  -  «*) 

ist,  so  hat  man 

'  -  1 Uß,  -  &)■  +  Ä  -  W  +  ff,  -  fW'l 

»ml  daher  (§  473) 

-  [«!«**  +  ","»»  +  »(«,«,  +  0,0,)  -f  w'(o»o,  4-  0,0,)] 
<  |.,.,  +  o,o,  +  .•(•*«,  +  «,«,)  +  «(«,.,  +  o,o,)|. 

Allgemeiner  ist  bei  jeder  binaren  Form  von  geradem  Grade ') 

rt'..»)- 

eine  Invariante  die  symmetrische  Funktion 

_2(«, -«■)■(«.-<>.)'■   («„-,-•>.)' 


(33) 


■  «.*■  +  -".,*-',  +  ^-i'. 


1)    Siebe    die    „Algebra    der    linearen    Transfer malion.'c 
Fiedler  (3.  Aufl.,  8.  180). 
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der  Wurzeln  von  /*(#,  1).  Sie  drückt  sich,  abgesehen  von  einem  nume- 
rischen Faktor,  folgendermaßen  aus: 

I  =  y  («  -  V  -  y  (a«a»"~~  T  aia»-i  +     12     ^a«-i +  a«^)- 

483.  Zu  der  kubischen  Invariante 

(34)  J=±(2c%*  —  9c1c%cz  +  27c1\-  72c,c4  +  27c,2) 

der  biquadratischen  Form  /*(#,  #)  wird  man  ferner  geführt,  indem  man  die 
symmetrische  Funktion 

(35)  +  fo  -  «,)((*,  -  *4)(a,  -  «r,)«^  -  *4)2 

der  Wurzeln  von  /*(#,  1)  betrachtet.  Die  Rechnungen  des  §  481  gestatten 
uns  einen  andern  Ausdruck  für  J  zu  finden,  der  sich  leicht  in  drei  Fak- 
toren zerlegen  laßt,  welche  in  den  a  ganz  und  rational  sind.  Schreibt 
man  in  der  Tat  den  Ausdruck  (34)  von  2J  in  folgender  Form 

2c,8  -  ^fecfc  -  4c4)  +  27(^4  —  4c,c4  +  c,*), 

so  transformiert  er  sich  sofort  in 

-  e*  +  8  V(ft  +  &  +  &)-  9c,(ft  /J,  +  &ft  +  ftft)  +  27ft  ft  ß, 

-(8A-«0(8A-<0(8A-«i) 

=  (Sft  -  ft  -  ft)(2/J,  -  ft  -  ft)(2/J8  -  ft  -  ßt). 
Es  ist  leicht  zu  erkennen,  daß  auch  der  Ausdruck  (35)  oder 

auf  dieselbe  Form  reduzierbar  ist     Man  hat  also 

(36)  x  [2(«,*4  +  a^)  -  («,  +  ajfo  +  ü^)] 

x  [2(«8«4  +  «i«*)  —  («8  +  *4)(«1  +  «*)]• 

Die  Ausdrücke  (32)  und  (34)  von  I  und  J  unterscheiden  sich  nur  um 
numerische  Faktoren  von  den  uns  bereits  bekannten  (§  87).  Aber  die  in 
§  458  angegebene  Relation  von  Boole  modifiziert  sich  folgendermaßen: 

(37)  J~£(I*-J>). 

484.  Übungen,    a)  Man  soll  die  durch  die  Wurzeln 

definierte  kubische  Form  konstruieren.  Die  Summe  dieser  Zahlen 
ist  0,  ihr  Produkt  wurde  gleich  —  2J  gefunden,  und  die  Summe  ihrer 
Produkte  zu  je  zweien  ist 

-*(**  + ft'  +  ft1) --»&»  + Ptß* )--3/. 


/.  und  '/ 
Die  gesuchte  kubische  Form  ist  also  (§  465) 

£(«)  —  «■- 37x  +  2.7 

Sie  ist  bemerkenswert,  weil  sie  dieselbe  Diskriminante  hat  w 
biquadratische  Form,  welche  durch  die  Wurzeln  ■*,,«,,«,,,  «,  d 
ist     In  der  Tat  ist 

»-»--»tu-  f.) --»(«■- «■)(«. -  «i) «■ >■ » 

und  daher  die  in  Rede  stehende  Diskriminante 

Wenn  wir  ihren  Ausdruck  in  den  Koeffizienten  der  kubischen  Form  suchen, 
so  erhalten  wir  successiv  auf  Grund  von  (29) 

9»^ 27     4J-»+4-27ia,     ä  =  £(/'-/*). 

Es  bestätigt  sich  also  die  Formel  (37). 

b)    Die   Gleichung    zu   konstruieren,    welche    die  Werte    des 
Doppelverhttltnisses  von  vier  Zahle] 


Gleichung  definiert  ist,  6 

es  sich  handelt,  sind  folgende 


(«.■.«.«.)- 
(■>.  w.)  ■ 


als  Wurzeln  zulaßt 
(§  «') 


.efart,  wenn  diese  durch  die 


Die  Werte,  um  welche 


Um 


i  Wurzeln  einer  Gleichung  sechsten  Grades,  welche  ungeandert 
I,  wenn  die  Unbekannt«  l  in  ,  oder  in  1  —l  verwandelt  wird 
ersten    Bedingung   zu   genügen ,    ist   offenbar    notwendig,    daß  dir 


Koeffizienten  der  äußersten  Glieder  und  die  der  von  den  Enden  ^-leiih 
weit  entfernten  Glieder  einander  gleich  sind.  Beachtet  man  ferner,  daß 
die  Summe  der  sechs  Werte  3  ist  und  ihr  Produkt  1,  so  sieht  man  (§  465), 
daB  die  gesuchte  Gleichung  die  Form  hat 

(38)  i8  -  311  +  «1*  -  M» 

Damit  sie  un  geändert  bleibe,  wenn  man  1  in  1  —  1  verwandelt,  int  auß« 
dem    nötig,    daB    die    Summe    aller    Koeffizienten    1   ist,    so    daB  man    hat 
So  —  b  =  5  .     Es  genügt  also  a  iu  berechnen.    Erinnert  man  sich  daran, 
daB  a  die   Summe  der   Produkte    der  Wurzeln  zu   je  zweien  nnd  daB  die 
Summe  dieser  Wurzeln  gleich  3  ist,  so  hat  ] 


-31  +  1  -0. 


-2a  =  V  +  V  +  V  + 


+  ', 


-  + 


Bemerkt  man  andererseits,  daß  die  Invariante  7  — 
sich  auch  auf  die  Form  bringen  laßt 

J-Ä-W  +  fc-MÄ- 


-hh- 


«, 
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so  sieht  man,  daß 

h  +  K     (fc-ft)(fc-ft)     2  ±  vft  ~  W  ^ 

und  analog 

ist     Daraus  folgt  durch  Quadrieren  und  Addieren 

mithin 

ja  ja 

Substituiert  man  diese  Werte  in  (38),  so  erhält  man 

(!'  —  X  +  1)»       J» 
Z«(Z  — 1)«     =  d' 

Berücksichtigt  man  ferner  die  Formel  (37),  so  kann  man  auch  schreiben 

(X»  —  l-fi)»  _j» 

(Z  +  l)«(Z-2)»(Z-i)»~/«" 

Die  rechte  Seite  ist  (§  87)  die  absolute  Invariante.  Daraus  folgt,  daß, 
wenn  für  zwei  Gleichungen  vierten  Grades  die  absoluten  Invarianten  gleich 
sind,  die  beiden  Quadrupel  von  Wurzeln  dieselben  Doppelverh&ltnisse  haben. 
Man  sieht  überdies,  daß  das  Verschwinden  der  quadratischen  In- 
variante die  ftquianharmonische  Lage  der  vier  Wurzeln  charakte- 
risiert, wie  das  Verschwinden  der  kubischen  Invariante  die 
harmonische  Lage  charakterisiert.  Diese  beiden  Eigenschaften, 
welche  man  sozusagen  aus  den  Formeln  (33)  und  (36)  abliest,  gestatten 
bemerkenswerte  geometrische  Interpretationen1). 

485.  Hessesolle  Funktion.  Mit  dem  Studium  der  Funktion  f{x) 
verknüpft  sich  das  der  Hesseschen  Funktion  H(x),  d.  h.  einer  andern 
ganzen  Funktion,  die  homogen  gemacht  der  Hesseschen  Determinante 
(§  378) 

fxx         IXf 

ff*      fff 

proportional  ist.  Für  y  =»  1  ist  fx  =  f,  fxX  =  /"',  und  die  andern  par- 
tiellen Derivierten  berechnet  man  unter  Anwendung  des  Eulerschen  Theo- 
rems (§  372)  auf  die  Funktionen  /*,  /**,  fv\ 

*f+fw-nf,    *r+/*r  =  (n-l)/',     */*',  +  fo  -  («  -  l)/f.   - 

Benutzt  man  diese  Relationen  zur  Elimination  der  auf  y  bezüglichen  De- 
rivierten, so  transformiert  sich  die  obengenannte  Determinante  successiv  in 


1)  Siehe  die  „Vorlesungen  über  Geometrie44  von   C  leb  seh  (Bd.  I,  S.  297; 
Bd.  II,  S.  886). 


412 


V,  1.   Existenz  und  Zählung  der  Wuizeln. 


4M— 48« 


d.  h. 


und  wir  werden  übereinkommen  zu  setzen 

nf    (n-l)r 

H(x)  =  (n-l)f'(x)-nf(x)r(x). 

So  gehört  also  zu  jeder  ganzen  Funktion  f(x)  vom  Grade  n  eine  Hesse- 
sche Funktion  H(x),  -deren  Grad  im  allgemeinen  2n  —  4  ist,  wie  man 
sofort  erkennt,  wenn  man  auf  den  ursprunglichen  Ausdruck  für  2f  zurück- 
geht, aus  welchem  man  unter  der  Annahme 

f(x)  =  a0&  +  »O!*—1  +  *»(n  -  l^*"-*  +  •  •  • 
ableitet 

n.fzTI)  -  («i*""'  +  (*  -  »H*"'  +  *("  -  2>("  "  3)«,*-4+  •  •  0* 
-  (^af-*  +  (n-  2)0i«—  •  +  •  •  •)(<!,*»-*  +  (»  -  2)0,«»-»  +  •  •  •> 

486.  Dies  vorausgeschickt  wollen  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  H(x) 
durch  die  Wurzeln  von  f  auszudrücken.  Wir  gehen  von  der  Glei- 
chung aus 


n*> 


+ 


f(x)        X  —  et,        *  —  «, 
welche  uns  durch  Derivation  liefert 


+    ••  + 


X —  «. 


rix)    rix) i i_ 

f\x)        fix)       (*-«,)*  "*"&»-«•) 


i+-,,+ 


(*-«.)* 


Setzen  wir  zur  Abkürzung 

1 


+ 


so  haben  wir  also 


wla»       •       •       •       «a^M 


(x-«j" 


und  folglich 
(39) 


f 


r 


*it    y  ™  *i  —  *» 


^  =  (n  -  1)  £,  -  ny  -  «ff,  -  ffj» 


«o    «i 
«i     ff» 


Beachtet  man,  daß  die  rechte  Seite  das  Quadrat  der  Matrix 

I  1       ...       1 

II  1 


X  —  «,    x  —  o, 
ist,  so  kann  man  auch  schreiben  (§  30) 
H 

r' 


x  —  «. 


2 


\X  —  «j        *  —  «//        ^1  (x  —  «i)'(*  —  «>)* 
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und  endlich 

H(x)  -  2(*i  -  «.)'(*  -  «»)'(*  -  «*)'  •••(*-  «0*. 

wobei  die  Summation  über  alle  Wurzelpaare  zu  erstrecken  ist.  Wie  man 
sieht,  ist  H(x)  eine  Summe  von  Quadraten,  die  alle  positiv  sind,  wenn  x 
und  die  a  reell  sind,  sodaß  unter  diesen  Bedingungen  H  unmöglich  ver- 
schwinden kann,  falls  nicht  alle  Quadrate  gleichzeitig  verschwinden.  Dies 
letztere  kann  aber  nur  stattfinden,  wenn  alle  a  einander  gleich  sind.  Also 
gilt  der  Satz1):  Wenn  eine  ganze  Funktion  lauter  reelle  und  ein- 
fache Wurzeln  hat,  so  sind  die  Wurzeln  der  Hesseschen  Funk- 
tion sämtlich  imaginär. 

• 

487.  Es  ist  nützlich  zu  bemerken,  daß  die  vielfachen  Wurzeln 
von  f  auch  vielfache  Wurzeln  von  H  sind.  In  der  Tat,  wenn  f 
den  Divisor  (x  —  «)*  hat,  so  gilt  dasselbe  von  f*  und  daher  auch  von  H. 
Daraus  folgt,  daß  die  Diskriminante  D  von  H  immer  verschwinden  muß, 
wenn  diejenige  von  f  verschwindet.  Damit  dies  der  Fall  sei,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  D  durch  A  teilbar  ist.  Erinnern  wir  uns 
nun  (§  458),  daß  A  in  den  Koeffizienten  von  f  den  Grad  2(n—  l)  und 
das  Gewicht  »(»—  1)  hat.  Um  das  Gewicht  von  D  zu  erhalten,  muß 
man  zunächst  beachten,  daß  das  Gewicht  jedes  Koeffizienten  von  H,  be- 
rechnet in  Bezug  auf  die  Koeffizienten  von  /*,  um  2  vermehrt  erscheint,  so 
daß  das  gesuchte  Gewicht  in  den  genannten  Koeffizienten 

(2n  -  4)(2n  -  5)  +  2  -  2(2n  —  5)  =  2n(2n  -  5) 

ist  und  das  des  Quotienten  von  D  durch  A 

2n  (2n  —  5)  —  n(n  -  l)  =  3n(n  —  3). 

Da  für  n  =  3  diese  Zahl  null  ist,  so  kann  man  behaupten,  daß  eine 
kubische  Funktion  und  ihre  Hessesche  dieselbe  Diskriminante 
haben.  Dagegen  spaltet  sich  die  Diskriminante  der  Hesseschen  Funktion 
einer  biquadratischen  Funktion  in  ein  Produkt  von  zwei  Ausdrücken 
gleichen  Gewichts,  von  denen  der  eine  die  Diskriminante  der  betrachteten 
biquadratischen  Funktion  ist.  Diesen  letzten  Umstand  könnte  man  direkt 
bestätigen,  indem  man  sich  zunächst  durch  eine  etwas  umständliche  Rech- 
nung die  Invarianten  (die  quadratische  und  die  kubische)  der  Hesseschen 
Funktion  verschafft,  die  sich  gleich  161*  "und  64  J*  erweisen  müssen,  und 
dann  die  Boolesche  Relation  benutzt,  durch  welche  man  erhält 

D  =  212(I3 +  /')//• 

Aber  die  bewunderungswürdige  Theorie  der  algebraischen  Formen 
liefert  viel  schnellere  und  sichrere  Berechnungsmittel. 

488.  Jacobische  Funktion.  Gleichfalls  bemerkenswert  ist  die 
Jacobische  Funktion  Q(%),  welche  der  Determinante  der  ersten  par- 
tiellen Derivierten  der  Funktionen  f  und  H  proportional  ist.    Sie  ist  eben- 


1)  Siehe  die  Noten  von  Gerbaldi  und  von  Schonte  in  den  „Rendiconti 
del  Circolo  matematico  di  Palermo*4  (1889). 
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falls  eine  ganze  Funktion.    Ihr  Grad  ist  im  allgemeinen  (n  —  l)  +  (2  m  —  5) 
=-  3(»  —  2).     Da  nach  dem  Eulerschen  Theorem 

ist,  so  hat  man 


fr    Hf 
Wir  werden  setzen 


f  H' 

nf    (2n-4)H 


-  (2»  -  4)Hf  -  nfH'. 


Q  -  («  -  Z)Hf  -  \nfS '. 


Jetzt  wollen  wir  versuchen  Q  duroh  die  Wurzeln  von  f  auszudrücken. 
Aus  (39)  leitet  man  durch  Derivation  ab,  wenn  man  beachtet,  daß 
<£  =  —  P*P+i  id, 

Mithin  ist 


£  —  n(nö9  —  o^o*,)  —  2o*1(ntff  —  6t*)  —  ***,  —  Sntf,  tft  +  2dl1. 

Wenn  wir  für  einen  Augenblick  mit  «,  0,  7,  ...  die  Brüche  — — —  be- 
zeichnen und  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  folgendermaßen 
schreiben 

n*(a*  +  ß*  +  •  -  •)  -  3n(a  +  ß  +  -  •)(«*  +  ß*  +  ' '  ')  +  2(«  +  ß  +  '  '  'Y 
-  (n  -  1)(«  -  2)£a*  -  3(n  -  2)2«ß(«  +  ß)  +  \2Zaßy, 

so  erkennen  wir  sofort,  daß  dieser  Ausdruck  entsteht  durch  Addition  aller 
analogen  Größen  zu  der  folgenden 

2(a*+ß*  +  y*)-3ßy(ß  +  y)-3ya(y  +  a)-Saß(a  +  ß)+12*ßy. 

Da  diese  nur  die  Entwicklung  des  Produktes 

(2a-ß-r)(?ß-r-a){2r-m-ß) 
ist,  so  kann  man  schreiben 

Q_=  V/_!_ * l_\ 

f%        4—i  \x — «|        x — aj        x  —  aj 

x(_« 1 L_) 

VC  —  aj       x  —  ak       x  —  «1/ 

x(-J l- LA 

\x  —  ak       x  —  «,-       x — aj/ 
Also  ist  endlich 

«00  -  -21»  («1*  +  «,«,)  -  (at  +  «,)(*  +  aj] 
x  [2(0,3  +  «8«i)  -  («s  +  «i)(*  +  «*)] 
x  L2(a,s  +  o^)  -  fo  +  «,)(*  +  «,)] 

x  (*  -  aj*(x  -  a6y  •    •  (s  -  aj», 
wobei  sich  die  Summation  über  alle  Temen  von  Wurzeln  erstreckt. 


§§  489—490     Berechnung  der  Invarianten  und  andere  Anwendungen.  415 

489»   Kehren  wir  wieder  zurück  zu  den  Definitionsformeln 
E  -  (»  -  l)f*  -  nff,    Q  -  (n  -  2)  Hf  -  *  »/-fl". 

Erhebt  man  die  zweite  ins  Quadrat  und  eliminiert  f"*  mit  Hilfe  der  ersten, 
so  erhalt  man 

(»  -  1)«*  -  (»  -  2)'H\H  +  nff")  -  »(»  -  l)(n  -  2)HH'ff 

oder 

0  -  „(„  -  2)H/t(»  -  1)#Y-  0»  -  2)JTf]  -  i»*(n  -  l^JT'*, 
wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 

4>  =  (»  -  2)*.ff8  -  (»  -  1)C*. 
Ferner  hat  man  ff'  =  (n  -  2)f'f-  nff"  und  folglich 

(•»  -  i)i?r-  (« -  2)irr=  »m«  -  2)r*  -  (« -  i)rn- 

Mithin  ist 

£,  -  (» -  2)2?[(«  -  2)rJ  -  (» -  i)rn  -  k»  - i)#"- 

Die  rechte  Seite  ist  eine  ganze  Funktion.  Es  gibt  also  eine  lineare 
Kombination  von  2f8  und  §*,  die  durch  f*  teilbar  ist.  Diese  Be- 
merkung gestattet  für  jeden  Wert  von  n  wichtige  Relationen  zwischen 
f,  H,  Q  zu  finden.  Noch  ist  zu  beachten,  daß  <Z>  vom  Grade  6  (n  —  2) 
und  sein  Quotient  durch  /*  also  vom  Grade  6  (n  —  2)  —  2n  =  4(n  —  3) 
ist.  Endlich  ist  es  nützlich,  die  Glieder  höchsten  Grades  in  27,  Q,  <Z>  zu 
kennen.     Geht  man  von 

f=a?  —  c1af—l  +  %&-*  —  c,«"-ÄH 

aus,  so  findet  man 

H  =  [(«  —  1)^*  —  2»c,]s,,— 4  +  •  •  - 

C  =  [(n  -  l)(n  -  2)c*  -  3n(n  -  2)cjC,  +  Sn'c,]*8— *  +  -  -  • 

0  _  [_  9n»(n  -  l)c^  +  3(«  -  l)(n  -  2)«^%'  -  8n(n  -  2)V 

-  6(n  -  l)«(w  —  2)^%  +  18w(w  -  l)(n  -  2)c^cB]*V"- "  +  •  •  • 

490.    Anwendungen   auf  die  kubisohe  Funktion,     a)  Bei  der 

kubischen  Funktion 

/*=»  #*  —  qs*  +  <?%  —  Cj 

sind  die  Hessesche  und  die  Jacobische  Funktion  bezüglich  eine  quadratische 
und  eine  zweite  kubische  Funktion,  die  sich  in  den  Wurzeln  Oj,  o,,  a8 
von  f  so  ausdrücken: 

(40)  H  -  («,  -  <*)»(*  -  «0*  +  («.  -  «,)'(*-  «,)'  +  («i  -  «,)'(*  -  «,)', 

(41)  Q  =  [Jfo*  +  «^8)  -  («,  +  «,)(*  +  «Ol 

x  [2(«,a;  +  a,«^)  -  («,  +  ajix  +  «^)] 
x  [2(«^*  +  «,«,)  —  («!  +  «,)(x  +  «j)]. 


und  Zählung 


Durch    diese   Ausdrücke   treten    bemerkenswerte    geometrische  ] 
zwischen  den  drei  Punktionen  hervor1).     Die  Wurzeln    o,',  «,',  i  _ 
sind  rational  ausdrilckbar  durch  diejenigen  von  f.    Sie  sind  gegeben  «! 
die  Gleichungen 

3  («,*'+  **)-(«!   +«/>(*  +  «*)        U.S.. 


*,«,) 1,     («,'«,«,»,) --1 

in  Bezug  auf  ein  Paar  von  Wur 

zu    der  dritten   Wurzel   ist.      Duraas 

yi'ln  .<,,   «,.,   t/t   von  /'gegeben   sind,   diu 

f,ns    füllen.      Man    kann   jede    von    ihnen 

bemerkt,  daß  die  Tangenten  des  Kreise* 

in  o,    und  «,'  sich  auf  cads  treffen  oder  daß  ilie  Tangeuten  in  tt,  und 

sich    auf   tt,  e,'  treffen.      Diese    Konstruktionen    setzen    die.    Reziprozität    in 

Evidenz,  welche  zwischen  den  beiden  kubischen  Funktionell  beataht,  da  dir 

Tangenten    in    a,   und  o,'  auch  auf  os'«,'  zusammentreffen    und    diu    Tan 

und  ug'  auf  0,11,'.     Die    beiden    Dreiecke    hüben  ihren 
moineschen  Punkt  gemeinsam,  in  welchem  ",",',  at"t',  °g"s'  zusammen- 
treffen,  d.  h.  die  Geraden,  weiche  die  Ecken  jedes  Dreiecks  mit  den  Polen 
der  gegenüberliegenden  Seiten   verbinden. 

b)  Betrachtet  man  die  kubischen  Einheits  wurzeln 

als  bekannte  Größen,  so  zerfallt  der  Ausdruck  (40)  der  Hessescheu    Funk 
tion  sofort,  sodaß  es    uns   möglich  wird,    ihre  Wurzeln   rational  durch  diu 
a  auszudrücken.     Zunächst  bemerke  man,   daß,   wenn  drei  Zahl 
zeitig  den  Relationen 

*  +  /}  +  ><  =  <>,  „»  +  0'  +  y"  =  0 

graflgOB,  ihre  Kuben  gleich  sind.  In  der  Tat  Ut  a*  -=  (0  +  y)*=  —  o'  +-  2ßy, 
woraus  sich  ergibt  os  =  ßy,  mithin  «*  =  ß  =  ys.  Daraus  folgt,  daß  a, 
ß,  y  den  kubischen  Ein  hei  ts  wurzeln  proportional  sind.  Nun  bemerke  man, 
daß  der  Ausdruck  (40)  die  Summe  der  Quadrate  dreier  Zahlen  ist,  deren 

)  +  K  -  «iX*  -  "%)  +  («i  -  «i)0  -  *i) 

identisch  verschwindet.  Setzt  mau  also  für  x  eine  Wune]  von  H,  so 
das  Verhältnis  zwischen  zweien  von  diusen  Zahlen  nur  einen  von  den 
beiden  Werten  w,  oj*  haben.  Daraus  folgt,  wenn  man  mit  t  und  x  die 
beiden   Wurzeln  bezeichnet, 


Also  (§  420)   fallen  die  Wur: 
kubischen   Funktion  in  die  i 


ii    der    Hessesrhrii    Funktion 
dyriiiuiisi  lien  Zeutra  des   Dr« 


1}  Siehe  Clebich,  „Vorlesungen  aber  Geometrie"  (D.I.  I.  S.  876  u.  SB«) 
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das  von  den  Wurzeln  dieser  kubischen  Funktion  gebildet  wird1). 
Nun  ist  es  zweckmäßig,  daran  zu  erinnern,  daß  die  Zahlen  x  und  z  die 
gemeinsamen  Punkte  der  drei  Apollonischen  Kreise  des  Dreiecks  c^a^g 
darstellen.  Da  diese  orthogonal  zu 
dem  Kreise  c^ 0,1*3  sind,  so  muß  be- 
kanntlich der  Mittelpunkt  0  dieses 
letzteren  auf  xx  fallen.  Da  ferner 
die   Tangenten    in   er,  und  af  an  den 


Fig.  23. 


zugehörigen  Apollonischen  Kreis  in  0, 
d.  h.  auf  xr\  zusammentreffen,  so  sieht 
man,  daß  (xx'^af)  =  —  1  ist  für 
i  =  1,  2,  3,  d.h.  die  Wurzeln  der 
kubischen  Funktionen  f  und  Q 
entsprechen  sich  derart,  daßjedes 
Paar  entsprechender  Wurzeln  in- 
bezug  auf  die  Wurzeln  von  2f  har- 
monisch konjugiert  ist.  Da  ferner 
die  Länge  0a{  das  geometrische  Mittel  zwischen  Ox  und  Ox  ist,  so  sieht  man, 
daß  die  Wurzeln  der  Hesseschen  Funktion  einer  kubischen  Funk- 
tion in  Punkte  fallen,  die  in  Bezug  auf  den  durch  die  Wurzeln 
der  kubischen  Funktion  bestimmten  Kreis  reziprok  sind,  sodaß 
eine  Wurzel  immer  innerhalb,  die  andere  außerhalb  des  Kreises  liegt. 
Bemerkt  man  endlich,  daß  0  der  Pol  von  04 er/,  «ja/,  ff8tf8'  in  Bezug  auf 
die  drei  Apollonischen  Kreise  ist,  so  ist  klar,  daß  die  drei  genannten 
Sehnen  sich  auf  xx  treffen  müssen,  in  dem  zu  0  in  Bezug  auf  xx  harmo- 
nisch konjugierten  Punkt,  und  die  Punkte  x  und  x  gehören  daher  dem- 
jenigen Durchmesser  des  umbeschriebenen  Kreises  an,  welcher 
durch  den  Lemoineschen  Punkt  hindurchgeht.  Sie  werden  har- 
monisch getrennt  durch  diesen  Punkt  und  den  Mittelpunkt  des  Kreises, 
c)  Ausgedrückt  in  den  Koeffizienten  von  f  lautet  die  Hessesche  Funktion 

U  =  2[(c1*  -  3c,)*2  -  (qc,  -  9c8>  +  {rf  -  3qcf)]. 

Ihre  Diskriminante  (vgl.  §  487)  ist  proportional  zu 

4[(ci<*  ~  H)*  -  *(<i'  -  3 <*)te*  -  3clCs)]  -  -  12  A. 

Dies  ist  auch  der  Wert  von  H'\  wenn  H  =  0  ist    Man  braucht  nur  zu 

beachten,  daß,  wenn 

aa?  +  bx  +  c  =  0 

ist, 

(2ax  +  b)*  =  4a(ax>  +  bx)  +  b*  =  b*-  4ac 

wird.     Inzwischen  bemerke   man,  daß   für  n  =  3  die  linke  Seite  (§  489) 
von  O  gleich  54  z/  wird.     Also  ist 

H*  -  2  Q*  =  54/*^. 

1)  In  Betreff  dieses  und  anderer  interessanter  Theoreme  siehe  die  „Ricerche 
Bulla  Geometria  delle  forme  binarie  cubiche"  von  Beltrami  (Memorie  del- 
rAccademia  di  Bologna,  1870).  Siehe  auch  „Involutions  cubiques  dans  le  plan 
complexeu  (Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo,  1901)  von  Jan  de 
Vries. 
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Diese  von  Cayley1)  angegebene  Identität  schließt  die  bekannte  Relation 
von  Boole  zwischen  den  Invarianten  der  biquadratischen  Funktion  ein.  Denkt 
man  sich  in  den  Formeln  (40)  und  (41)  x  fixiert,  so  hat  die  durch  die 
Wurzeln  ax,  a^,  az,  x  definierte  biquadratische  Funktion  als  quadratische  In- 
variante (§  482)  gerade  \H  und  als  kubische  Invariante  (§  483)  $Q. 
Setzt  man  jetzt  x  =  ai  und  infolgedessen  IT— 21,  Q  — *  2J  und  sub- 
stituiert für  f*A  das  Produkt  der  Quadrate  der  Differenzen  von  at,  <rt,  <r8,  £, 
d.  h.  das  A  der  biquadratischen  Funktion,  so  findet  man  die  Formel  (37) 
wieder. 

d)  Zu  der  Relation  von  Cayley  gelangt  man  auf  verschiedene  andere 
Weisen,  indem  man  bemerkt,  daß  man  zur  Berechnung  des  konstanten 
Quotienten  von  H*  —  2Q*  durch  /**  das  x  beliebig  fixieren  darf.  Wfthlt 
man  z.  B.  x  derart,  daß  H  =  0  ist,  so  reduziert  sich  iT8,  wie  gesagt 
worden  ist,  auf  —  12z/,  und  man  hat  (§  489) 

?-~^ = H(f"* -  2 rn  -  \ B" -  -  \B*  -  6^. 

Setzt  man  dagegen  x  gleich  einer  Wurzel  von  f,  so  hat  man 

und  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung  wird 

2 /"*(/"'»  -  2/"f  0  -  K'V"*  =«  if*(f*  -  16  f)  -  6^ 

Setzt  man  endlich  für  #  eine  Wurzel  c^'  von  Q,  nachdem  man  bemerkt 
hat,  daß 

=  —  (<*.—  er«)  («/  —  er.)  =»  r - 

ist,  so  erhält  man  successiv 

f-  2J  77-  6^  JP-»y  #'  *ly| 

/        (Sa,-«,-«;)«'      *"(*«, -«.-*)"  ff  r  "MZ'- 

491.    Anwendungen  auf  die  biquadratische  Funktion,    a)  Die 

Hessesche  und  die  Jacobische  Funktion  einer  biquadratischen  Funktion 
sind  bezüglich  eine  Funktion  vierten  und  eine  sechsten  Grades,  die  sich 
beide  durch  die  Summe  der  Quadrate  und  das  Produkt  von  drei  gewissen 
quadratischen  Funktionen  ausdrücken  lassen.  Zunächst  ist  es  zweckmäßig 
(J  auf  eine  etwas  andere  Form  zu  bringen  als  die,  welche  wir  am  Ende 
des  §  488  gefunden  haben.  Hierzu  ist  es  nützlich  auf  folgende  Identität 
zurückzugreifen 

(2ß-y-d)(2y-6--ß)(2S  -ß  -y)  +  (2y-ö-a)(28—a—y)(2a—y-d) 
+  (2d-«-/3)(2a-  ß     6)(2ß  -ö-a)  +  (2a-ß-y)(2ß-~y-a)(2y-a-ß) 

1)  Salmon- Fi  edler:  „Algebra",  Seite  240. 
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Wenn  man  a,  ß,  y,  d  durch 


x  —  a, 


x  —  a« 


x  —  aA 


ersetzt,    so 


verwandelt  sich  die  linke   Seite  in  (§  488)  y3 ,  und  auf  der  rechten  Seite 
wird  z.  B.  der  Faktor  ß  +  y  —  a  —  8 

1.1  1  1 


x  —  ct. 


+ 


*— «3 


x  —  a. 


X  —  aA 


wenn  man  mit  fx  die  erste  der  drei  folgenden  quadratischen  Funktionen 
bezeichnet: 

&=*(<**  +  *$  — *i~-  «O*5* -~2  («*«$  —  «iO^  +  ^^C^i  +  ^J-"  ala4  ("*  +  "*)> 

Wir  finden  also  die  Jacobische  Funktion  in  drei  quadratische 
Faktoren  zerlegt: 

Betrachtet  man  andererseits  alle  Zahlenpaare,  welche  zwei  gegebene 
Zahlen  *0  and  e0'  harmonisch  trennen,  so  pflegt  man  zu  sagen,  daß  sie 
eine  quadratische  Involution  bilden,  welche  bestimmt  ist,  sobald  man 
zwei  Paare  (^,  */)  und  (/,,  *s')  kennt  Jedes  andere  Paar  (i,  z)  ist 
nämlich  mit  den  beiden  ersten  durch  die  Bedingung 

1     z  +  *      *J 

1       t  j  +  */      Z^         =  0 
1       *,  +  V      *,*,' 

verknüpft,  die  man  erhält,  wenn  man  £0  +  *o'  UD^  ^oV  aus  ^en  Delationen 

2(W  +  *0  -  K  +  V)(*  +  0» 

2  (Mo'  +  'iO  -  (*o  +  O  (*i  +  *i') »    2  (*0 V  +  vO  =  ('o  +  V)  (h  +  O 

eliminiert.  Beachtet  man  nun,  daß  sich  den  quadratischen  Faktoren  von 
Q  die  Form  geben  laßt 


fx 


so  sieht  man,  daß  die  Wurzeln  der  Jacobischen  Funktion  einer 
biquadratischen  Funktion  sich  in  drei  Paare  zerlegen,  deren 
jedes  zwei  bestimmte  Paare  von  Wurzeln  der  betrachteten 
Funktion  harmonisch  trennt.  Sie  stellen,  um  es  geometrisch  auszu- 
drücken, die  Doppelpunkte  der  drei  Involutionen  dar,  die  durch  die 
Wurzeln  der  biquadratischen  Funktion  definiert  werden.  Es  ist  auch  leicht 
zu  zeigen,  daß  jeder  quadratische  Faktor  dieselbe  Eigenschaft  hinsichtlich 
des  Produkts  der  beiden  andern  hat. 

b)   Aus    den    ursprünglichen    Ausdrücken    von    /\,  /*2,  fz    gehen    die 
Gleichungen  hervor 

27* 


1        2x        x* 

1       2x        x% 

1       2x        x% 

1    a%  +  «8     aiaS 

,    Ä- 

1    a8  +  ax    azat 

.    /•- 

1     tfl+ßj    «1*1 

1    at  +  a4    tf1a4 

1    o,  +  <*4   a2a4 

1    a8  +  a4   a8a4 
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A  — /»  —  —  2(«i  — «%)  (*  — «^)  (*  — «4>»      /i  +  /8  =  2(Äl-«4)  (*-«»)  («-«•)» 

h  -  fi 2(a8-ai)  (x-aj  (x-ccj,    ß  +  fx  -  2(a,-a4)  (s-«a)  (*-«!>, 

/i  —  ^ 2(«i  —  ««)  (*—«•)  («  — «4>»      A+/i-»(V-«4)(*-«l)  (*-««)• 

Sie  führen  zu  verschiedenen  interessanten  Folgerungen.  Quadriert  man 
sie  z.  B.  und  summiert  sie,  so  erlauben  sie  die  Hessesche  Funktion1)  eben- 
falls durch  die  quadratischen  Faktoren  auszudrücken: 

*-/!*  +  f%%  +  U%- 

Multipliziert  man  sie  dagegen  miteinander,  so  erhalt  man  die  Relationen 

/i,-/i,~  * (&-&)/•,  r,'-fia-*(ß,-ßdf,  /i,-/"t,-4(ft-A)f. 

Auf  diese  Weise  ist  in  drei  verschiedenen  Weisen  unsere  biquadratische 
Funktion  in  quadratische  Funktionen  zerlegt,  und  diese  Faktoren  setzen 
sich  linear  aus  denen  zusammen,  welche  die  Jacobische  Funktion  zu- 
sammensetzen.    Man  beachte  noch  die  Identität 

&  -  ß»)  fx*  +  (ß>  -  ßi) ti  +  (ßi-ß,)f,*-o> 

aus  welcher  man  sieht,  daß  die  quadratischen  Faktoren  nicht  voneinander 
unabhängig  sind  und  daher  nicht  jede  Funktion  sechsten  Grades  als  die 
Jacobische  einer  Funktion  vierten  Grades  betrachtet  werden  kann*).  In- 
zwischen leitet  man  aus  der  Identität  (fz*  —  ff)  —  (/i*  —  ff)  —  4 yx f 
leicht  die  erste  der  folgenden  ab: 

3f11  =  H-4Ylf,     3/i»  =  ff-4ys/-,     3/j»  -  H  -  4y,/\" 

Also  sind  die  Quadrate  der  quadratischen  Faktoren  der  Jacobischen 
Funktion  linear  ausdrückbar  durch  die  gegebene  biquadratische  Funktion 
und  ihre  Hessesche  Funktion.  Wenn  man  ferner  die  drei  letzten  Iden- 
titäten miteinander  multipliziert,  so  erhält  man  (§  484,  a) 

27/iV,78*  =  4Y*&(^) 

=  H*  -  3 IH    4V2  +  2  J  •  4V8  -  H'  -  16  (3 IH  -  8  Jf)f* 

und  endlich,  wenn  man  bemerkt,  daß  die  linke  Seite  f  Q*  ist, 

4  7/8  -  3  Q*  -  64  (3  III  -  SJf)f*. 

c)  Zu  dieser  letzten  Relation  gelangt  man  auch  auf  einem  andern 
Wege,  indem  man  die  Betrachtungen  des  §  489  anwendet.  Für  n  —  4 
sind  die  Funktionen 

H=3f*  -4 //",     Q-2(Hf  -fH'),     <J>  -  4 7/8  -  3 <>* 

bezüglich   vom   vierten,   vom   sechsten  und   vom  zwölften  Grade,  und 


1)  Wegen  der  Verteilung  der  vier  Wurzeln  von  H  in  Bezug  auf  diejenigen 
von  f  siehe  eine  Note  von  R.  Russell  in  den  „Proceedings  of  the  London 
Math.  Society"  (vol.  XIX,  p.  56). 

2)  Clebsch:  „Theorie  der  binären  algebraischen  Formen14,  S.  447. 
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wissen,  daß  der  Quotient  von  0  durch  16/"*  eine  ganze  Funktion  vom 
vierten  Grade  ist,  die  sich  folgendermaßen  ausdrückt: 

9  =  2jj(2r2-3rr/)-i^/2 

Es  liegt  nahe  zu  denken,  cp  ließe  sich  vielleicht  erhalten  durch  lineare 
Kombination  der  beiden  Funktionen  vierten  Grades,  die  sich  hier  dar- 
bieten, nämlich  f  und  H.  Setzt  man  <p  =  kf  +  pH,  so  ist  vor  allen 
Dingen  nötig,  daß  g>  sich  auf  pH  reduziert,  sobald  man  für  x  eine 
Wurzel  von  f  setzt.     Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man 

JJ-3/"',     H'  =  2ff,     iH'*  =  Hf'\ 
ferner 

9  =  2  H(2f*  -  3/Y")  -  Hf*  -  3  77  (f2  -  2/Y"). 

Wenn  wir,  um  die  Rechnungen  zu  erleichtern,  für  den  Augenblick  mit 
*ii  £s>  *s  ^e  Excesse  von  cct,  a,,  as  über  a4  bezeichnen,  so  ist  klar,  daß 
man  für  x  =  <*4  hat 

f  =  —  M**s  i     £/"  =  hh  +  Vi  +  V*  >     £/""  =  —  (*i  +  «ä  +  *s) 
und  infolgedessen 
p  =  3  (f  *  -  2  TD  =  12  [<tf  *  +  «sfi  +  ^f,)1  -  3  W,  (tx  +  *2  +  f8)l 

-  6  £t^(h  -  e8)>  =  6  Z^  -  *4)*(«2  -  «,)»  -  12  /. 

Also  verschwindet  die  Funktion  q>(x)  —  12/  •  H(x),  wenn  man  für  x 
eine  beliebige  Wurzel  von  f(x)  setzt,  und  da  sie  wie  f(x)  vom  vierten 
Grade  ist,  so  können  wir  sie  jetzt  ohne  weiteres  mit  Xf  bezeichnen.  Um 
die  Konstante  l  zu  berechnen,  genügt  es  die  Koeffizienten  von  x4,  mit- 
einander zu  vergleichen,  indem  man  sich  daran  erinnert  (§  489),  daß  in 
q>  der  Koeffizient,  um  den  es  sich  handelt,  das  Vierfache  von 

-  4  •  27  Cj«  +  9  q  V  -  32  c,8  -  27  c*cz  +  108  c^Cj 

ist.  Von  diesem  Ausdruck  muß  man,  um  den  Wert  von  {A  zu  erhalten, 
subtrahieren 

3(3^*  -  Sc^)^  -  3^0,  +  12  c4) 

=  9  q  V  -  24  c/  -  27  c^c^  +  72  c^^  +  36  (3  ct*cA  -  8  c^c^. 
Daraus  folgt 

\l 4  •  27 Cj2-  8cj8  +  36(^0,-  3ct'c4  +  8CgC4)  =  -  SJ. 

Endlich  ist  q>  =  12 IH  -  32  Jf,  mithin  4#8-  3<)'  =  64(3  Ji/-  8  J/)/\ 

492.  Methode  von  Halphen.  Um  alle  diese  Rechnungen  auszu- 
führen, ist  es  nicht  nötig,  wie  wir  es  in  den  vorigen  Übungen  zu  machen 
für  gut  hielten,  die  verschiedenen  Funktionen  durch  die  Wurzeln  von  f 
auszudrücken.  Man  verdankt  nämlich  Halphen1)  eine  geistreiche  Methode, 
bei  welcher  man  ausschließlich  die  Funktionzeichen  /",/",  /"',  •  •  •  braucht. 


1)  „Nouvelles  Annales  de  Mathematiques"  (1885,  p.  17). 
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Sie  beruht  auf  folgender  Bemerkung.  Wenn  f  und  g  ganze  Funktionen 
vom  Grade  n  sind,  so  reduziert  sich  der  Ausdruck 

fg(«)  _  fp-1)  +  f><fin-%) ±fin)g 

auf   eine    Konstante.     In  der  Tat  ist  die  Derivierte  dieses  Ausdrucks 

fg{*+l)±gf{*+l)a  Q 

Die  Berechnung  dieser  Konstanten,  die  von  Halphen  mit  dem  Symbol  (fg) 
bezeichnet  wird,  ist  sehr  leicht  und  einfach.  Man  braucht  nur  dem  x  in 
der  Definitionsformel  irgend  einen  Wert  beizulegen.  Setzt  man  x  =»  0,  so 
sieht  man  z.  B.  sofort,  daß  (ff)  gerade  die  quadratische  Invariante  der 
binären  Formen  ist,  die  wir  am  Ende  des  §  482  angegeben  haben.  Wir 
wollen  jetzt  einige  leichte  Anwendungen  von  der  Methode  machen. 

a)  Um  die  Diskriminante  der  kubischen  Funktion 

f  =»  x*  —  (^x*  +  c%x  —  Ci 

zu  berechnen,  wenden  wir  die  Konstanten  (ff)  und  (BFf)  an.  Man 
erhält  sofort,  wenn  man  x  =  0  setzt, 

^f)  =  ^rr  -  r = -  4^»  -  sc,). 

Ebenso  erhält  man,  wenn  man  bemerkt,  daß 

7/=  2/"*- 3//",     W -ff -äff,     U"-f*-2ff" 
ist, 

(#'/")  -  IV  f"  -  Wf  -  -  f*  +  3  ffT  -  3  #"* 

ferner,  wenn  man  x  =  0  setzt, 

(7/Y')  =  4(2c1»-9c1ci  +  27c8). 

Zurückkehrend  zu  den  ursprünglichen  Ausdrücken  der  beiden  Konstanten 
in  den  Funktionalsymbolen  bemerken  wir,  daß,  wenn  f  eine  vielfache 
Wurzel  zuläßt  und  man  für  x  gerade  eine  solche  Wurzel  setzt,  die  beiden 
Konstanten  werden 

Also  ist  (ff)*  +  (H'f)*  cme  Funktion  der  Koeffizienten  von  /*,  die  ver- 
schwindet wie  die  Diskriminante  Ay  wenn  f  eine  vielfache  Wurzel  hat 
Nun  ist  leicht  zu  sehen,  daß  die  genannte  Funktion  das  Gewicht  6  hat, 
d.  h.  (§  487)  gerade  das  Gewicht,  welches  A  haben  muß.  Sie  kann  sich 
also  von  A  nur  um  einen  numerischen  Faktor  unterscheiden.  Verfugt 
man  über  diesen  Faktor  in  passender  Weise,  so  kann  man  schreiben 
(vgl.  §  471) 

^  =  27  l>(*i*  -  3c*>8  -  (2ci8  -  9«^  +  27c,)1] 
=  -  27c^  +  c1*c,8  —  4  c,8-  4C/C,  +  18  c^c,. 

b)  Bei  der  biquadratischen  Funktion 

f  =  X4  —  CjX3  +  ctx%  —  czx  +  c4 

ist  es  leicht  zu  verifizieren,  daß  die  Konstanten  (ff)  und  (Hf)  gerade 
die    Invarianten    I  und    J  sind.     Multipliziert   man    sie    mit   geeigneten 
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numerischen  Faktoren  derart,  daß  für  I  und  J  die  in  §  482  und  §  483 
angegebenen  Ausdrücke  bewahrt  bleiben,  so  findet  man 

Nun  bemerke  man,  daß  man,  wenn  f  eine  vielfache  Wurzel  zuläßt  und  x 
gleich  dieser  Wurzel  gesetzt  wird,  successiv  hat 

(ff) =r\  (#/•)  =  2  rs,  i(ff)*-(Hfy  =  o. 

Wenn  man  also  so  wie  vorhin  schließt  und  einen  passenden  Proportionalitäts- 
faktor wählt,  so  kommt 

4(/7)'-(g/y  _  4  .  8       ,. 

*  64^27  27^    ~J)' 

c)  Auch  bei  der  letzten  Rechnung  des  vorigen  Paragraphen  lassen 
sich  erhebliche  Vereinfachungen  erreichen,  wenn  man  das  Symbol  (fg) 
benutzt  Es  gelingt  auf  diese  Weise,  anstatt  versuchsweise  vorzugehen, 
direkt  zu  beweisen,  daß  die  Funktion  g>  linear  ausdrückbar  durch  f  und 
H  ist,  indem  man  sie  auf  folgende  Form  bringt: 

<p-8H(ff)-*f{Hf). 


Mllilmig  der  Wurzeln. 

493.  Die  Ermittelung  der  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen 
laßt  sich  immer  abhangig  machen  von  der  Bestimmung  der  reellen 
Wurzeln  von  Gleichungen  mit  reellen  Koeffizienten.  In  der  Tat 
wird  die  Funktion  f{z),  wenn  man  darin  die  reellen  Teile  der 
Koeffizienten  und  der  Veränderlichen  z  von  den  rein  imaginären 
Teilen  trennt, 

f{x  +  iy)  =  <p(x,  y)  +  »*(«,  y)} 

und  man  muß  gleichzeitig  haben 

damit  f(z)  verschwindet  Die  Elimination  von  y  aus  den  letzten 
Gleichungen  liefert  eine  Gleichung  mit  reellen  Koeffizienten,  deren 
reelle  Wurzeln  die  Werte  von  x  sind.  Man  erhält  entsprechend  durch 
Elimination  von  x  die  Werte  von  y.  In  diesem  Kapitel  und  in  den 
folgenden  werden  wir  uns,  indem  wir  uns  auf  das  soeben  Gesagte 
stützen,  ausschließlich  mit  den  reellen  Wurzeln  der  ganzen  Funktionen 
mit  reellen  Koeffizienten  beschäftigen.  Da  die  Methoden,  welche  wir 
im  folgenden  zur  Ermittelung  dieser  Wurzeln  auseinandersetzen  werden, 
erfordern;  daß  man  a  priori  zu  sagen  weiß,  wie  viele  von  ihnen  in 
ein  gegebenes  Intervall  fallen,  so  werden  wir  uns  in  den  beiden 
ersten  Kapiteln  speziell  auf  die  verschiedenen  Mittel  beschränken,  die 
man  zur  Erreichung  dieses  Zieles  ausgedacht  hat. 


4M.  Hilfissatze.  a)  In  der  Umgebung  jeder  reellen  Wurzel 
einer  ganzen  Funktion  nimmt  die  Derivierte  rechte  das- 
selbe Zeichen  wie  die  Funktion,  links  das  entgegengesetzte 
Zeichen  an.  Man  wähle  eine  positive  Zahl  h  so  klein,  daß  in  du* 
Intervall  (a  —  /(,  «  +  li)  außer  «  keine  Wurzeln  von  f  und  Ton 
f  fallen,  sodaß  jede  von  diesen  Funktionen  in  (u  —  h,  a)  und  in 
(«,  u  +  /fj  mit  Ausschluß  von  «  ein  bestimmtes  VorTeichen  hewahrt- 
Bekanntlich  ist  (§  306)  f(x)  —  (*  —  «)f  (I).-  wobei  £  zwischen  o  uud 
2:  liegt.  Wenn  .r  dem  betrachteten  Intervalle  angehört,  so  gehört 
auch  |  ihm  an,  und  das  Zeichen  von  f'{£)  ist  das  von  /' 
haben  für  |  x  —  a  \  <  h  die  Funktionen  /"(x)  und  f(x)  dasselbe  Zeichen 
oder  entgegengesetzte  Zeichen,  je  nachdem  r  >  u  oder  %  <  , 

b)  Hechts  von  jeder  reellen  Wurzel  «  von  der  Onl it u  np 
r  nimmt  f(x)  das  Zeichen  von  fr)(a)  an.  Links  nimmt  sir 
dieses  Zeichen  oder  das  entgegengesetzte  Zeichen  an,  je 
nachdem  r  gerade  oder  ungerade  ist.  In  der  Tat,  konstruiert 
man  um  «  ein  Intervall,  in  welchem  die  stetige  und  für  X  —  «  nicht 
verschwindende  (g  450,  o)  Funktion  /'"■  ein  bestimmtes  Zeichen  be- 
wahrt, so  ist  klar,  daß  rechts  von  a  auf  Grand  des  vorigen  Hilfs- 
satzes  f" !),  f["*K  ■  -.,   /'  das  Zeichen   von  /"(r|(n)   haben, 

links  f""1)  das  entgegengesetzte,  /■''-*'  dasselbe  Zeichen  hat  11.  e.  w., 
endlich  f  dasselbe  oder  das  entgegengesetzte  Zeichen,  je  nachdem  . 
gerade  oder  ungerade  ist. 

c)  Ein  beliebiges  Intervall  enthält  eine  ungerade  Zahl 
von  Wurzeln  der  ganzen  Funktion  /',  wenn  dieselbe  an  den 
Grenzen  entgegengesetzte  Zeichen  annimmt.  Es  enthält 
eine  gerade  Anzahl  oder  keine  Wurzel,  wenn  'li''  Werte  d*T 
Funktion  an  den  Grenzen  dasselbe  Zeichen  haben.  In  der 
Tat,  wenn  «,,  «,,  ,  «,.  die  sämtlichen  gleichen  oder  ungleichen 
Wurzeln  von  f  sind,  die  in  dem  Intervall  (o,  V)  enthalten  sind,  -  1 
kann  man  schreiben 

wobei  (p(x)  eine  ganze  Funktion  bezeichnet,  welche  in  ■<■■. 
verschwindet  und  daher  (jjj  270)  an  den  Grenzen  ein  '■■ 
Zeichen  annehmen  muß,  sodaß  tp(a)<p{h)  >  I*  ist.     Nun  hat  man 

/ "  -  «j(«-<0      » 

/■(*)- f  -  «■)  (»  -«,)•••  (''-«.)»('), 
woraus  folgt,  daß  f(a)  f'(b)  das  Zeichen  von 

[a-  «,!(«-«,)...  (ii-«,,     1/.       B|)<ft       «,)■-■  (''"«.) 
oder  das  Zeichen  von  (—  I  1'   hat,    da  die  v  letzten    l'aktoren  allo  po- 
sitiv   und    die    v    ersten    alle    negativ    sind.      Also    ist   v  gerade  oder 
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ungerade,  je  nachdem  f(a)  und  f(b)  dasselbe  Zeichen  oder  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben. 

495.  Theorem  von  Holle.  Zwischen  zwei  aufeinander- 
folgenden Wurzeln  einer  ganzen  Funktion  liegt  eine  un- 
gerade Anzahl  von  Wurzeln  der  Derivierten. 

Wenn  a  und  ß  aufeinanderfolgende  Wurzeln  von  f  sind,  so  be- 
deutet dies,  daß  in  (a,  ß)  diese  Funktion  niemals  verschwindet  und 
daher  ein  bestimmtes  Zeichen  bewahrt.  Man  kann  nun  auf  Grund 
des  ersten  Hilfssatzes  rechts  von  a  ein  Intervall  (a,  a)  konstruieren, 
in  welchem  f  immer  das  Zeichen  von  f  hat,  und  links  von  ß  ein 
Intervall  (&,  /3),  in  welchem  f  das  entgegengesetzte  Zeichen  bewahrt. 
Also  hat  auf  Grund  des  dritten  Hilfssatzes  die  Funktion  f ,  die  an 
den  Grenzen  von  (a,  b)  entgegengesetzte  Zeichen  annimmt,  eine  un- 
gerade Zahl  von  Wurzeln  in  diesem  Intervalle  und  daher  auch  in  dem 
Intervalle  (a,  ß)  mit  Ausschluß  der  Grenzen. 

496.  Folgerungen,  a)  Zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden 
Wurzeln  von  f  liegt  nicht  mehr  als  eine  Wurzel  von  f.  In 
der  Tat,  wäre  es  möglich,  daß  zwei  dazwischen  liegen,  so  würde 
zwischen  ihnen  keine  Wurzel  von  f  existieren  gegen  das  Rollesche 
Theorem.  Man  pflegt  auch  zu  sagen,  daß  die  reellen  Wurzeln 
von  f  diejenigen  von  f  trennen. 

b)  Wenn  alle  Wurzeln  von  f  reell  und  einfach  sind,  so 
gilt  dasselbe  für  fy  f  u.  s.  w.  Es  seien  a19  a2,  ...,  an  die 
Wurzeln  von  f,  alle  verschieden  und  nach  zunehmender  Größe  ge- 
ordnet. In  jedem  der  n— 1  Intervalle  faa^),  («j«s)>  •••  giht  es 
wenigstens  eine  Wurzel  von  f.  Also  hat  f  wenigstens  n  —  1  reelle 
und  verschiedene  Wurzeln,  und  andererseits  kann  es  bekanntlich 
nicht  mehr  als  n  —  1  geben.  Was  von  f  gesagt  worden  ist,  kann 
man  für  /*',  ferner  für  f  u.  s.  w.  wiederholen. 

497.  Theorem  von  Descartes.  Bei  jeder  algebraischen 
Gleichung  ist  die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  nicht 
größer  als  die  Zahl  der  Zeichenwechsel. 

Wir  schicken  voraus,  daß  in  einer  Reihe  von  nicht  verschwindenden 
Zahlen  die  Aufeinanderfolge  von  zwei  entgegengesetzten  Vorzeichen 
ein  Zeichenwechsel  und  die  Aufeinanderfolge  von  zwei  identischen 
Vorzeichen  eine  Zeichenfolge  heißt.  Man  pflegt  ferner  unter 
Zeichenwechseln  und  Zeichenfolgen  der  Gleichung 

(42)  a0af  +  Oj^-1  +  a,s"-2  + \-  an  —  0 

kurz  die  Zeichenwechsel  und  Zeichenfolgen  in  der  Reihe  der  nicht 
verschwindenden  Koeffizienten  zu  verstehen,  wobei  diese  so  zu  nehmen 
sind,  wie  sie  in  (42)  geschrieben  stehen.     Der  zu   beweisende  Satz 
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liegt  auf  der  Hand,  wenn  die  Anzahl  der  Zeichen  Wechsel  null  ist, 
weil  in  diesem  Falle  f[x\  das  den  nicht  verschwindenden  Koeffizienten 
gemeinsame  Zeichen  für  jeden  positiven  Wert  von  x  bewahrt  und 
jäher  keine  positiven  Wurzeln  haben  kann.  Es  wird  also  genügen 
zu  zeigen,  daß  unser  Satz,  wenn  er  für  weniger  als  ><  Zeichen  Wechsel 
als  richtig  angenommen  wird,  auch  für  «  Zcicbenwechael  besteht. 
Nun  hat  die  Funktion  x~vf  dieselben  p  positiven  Wurzeln  wie  /',  die 
linke  Seite  von  (42),  und  da  man  auf  sie  in  jedem  Iüti-rv;il! 
die  Null  nicht  im  Innern  enthält,  da«  Theorem  von  Holle  anwenden 
kann  (vgl.  §  303),  so  kann  man  behaupten,  daß  die  Derivierte 

und  daher  auch  xf  ~  kf,  d.  h. 

(43)     (n  -};)a0ir  +  («  —  /.'-  l)«,^"1  H (-  (1  -  /.>„_,.':  -  fco», 

in  jedem  der  p  —  1  Intervalle,  welche  zwischen  den  g*nfttlfltflB  y 
Wurzeln  liegen,  wenigstens  eine  Wurzel  zuläßt,  daB  sie  also  wenigstens 
p—  1  positive  Wurzeln  besitzt.  Hat  man  nun  in  (42)  einen  Zeiehen- 
wechsel,  wenn  man  z.  B.  von  dem  Koeffizienten  von  x'  zu  den  reo 
x'~l  Übergeht,  so  braucht  man  nur  k  irgend  einen  zwischen  v  und 
v  —  1  liegenden  Wert  zu  erteilen,  damit  jener  Zeichenweis*  ' 
(43)  in  eine  Zeichenfolge  verwandelt,  während  alle  andern  Zeichen- 
wechsel  und  Zeichenfolgen  ungeändert  bleiben,  weil  alle  Koeffizienten 
links  ihre  Zeichen  bewahren,  wahrend  die  rechts  sie  gleichzeitig 
ändern.  Es  ist  also  immer  möglich,  über  k  so  zu  verfügen,  dnü  die 
Gleichung  (43)  u  —  1  Zeichenwechsel  bietet  und  daher  nach  der  ge- 
machten Voraussetzung  nicht  mehr  als  «  —  1  positive  Wurzeln  be- 
sitzt Da  sie  nun  wenigstens  p  —  1  solche  Wurzeln  hat,  so  tnnfi 
/■   "  i<   -ein,  was  wir  beweisen  wollten1). 

498.  Ergänzende  SStse.  a)  Der  Überschuß  der  Anzahl 
der  Zeichenwechsel  über  die  der  positiven  Wurzeln  ilt 
immer  gerade.  Wählt  man  a  so  groß  (g  445),  daß  f(x)  h 
das  Vorzeichen  von  %  hat,  ho  ist  klar,  daß  ins  Innere  von  (0,  a) 
alle  positiven  Wurzeln  vou  /  füllen.  Ihre  Ansah! 
rade  oder  ungerade,  je  nachdem  /'(i.h  und  /in]  oder  ".  und  n„  das- 
selbe Zeichen  oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben j  ]«  nachdem  ahm 
u  gerade  oder  ungerade  ist.      Folglich   ist  M  -  p  immer  gerade. 

b)   Die    Anzahl    der   negativen    Wurzeln    von  f\.i  • 
trifft,   nicht,  die  Zahl   der  Zeichen Weoh«*]    von    f'\ 
erhält   in   der  Tat  die   negativen   Wurzeln  von  f'(x),  indem  ms 
Zeichen  der  positiven  Wurzeln   von  f{— x)  umkehrt. 


I)  Diesen  Roiatreieheu  Heweia  vördankl  mal 
vellei  Annale«  de  Mathen*,  atique*"  (1870,  p.  ö). 


Lagu, 


Sieh.-  die  ,,Nou- 
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499«  Bemerkungen,  a)  Wenn  eine  Gleichung  einen  ein- 
zigen Zeichenwechsel  bietet,  so  hat  sie  eine  einzige  posi- 
tive Wurzel.  In  der  Tat  ist  p  auf  Grund  des  cartesischen  Theorems 
nur  fähig  die  Werte  0  und  1  anzunehmen.  Es  kann  aber,  wie  wir 
gesehen  haben,  1  —  p  nicht  ungerade  sein.     Folglich  ist  p  =  1. 

b)  Eine  Gleichung  ohne  imaginäre  Wurzeln  hat  so  viele 
positive  Wurzeln,  als  es  Zeichenwechsel  in  ihr  gibt,  und  so 
viele  negative  Wurzeln,  als  die  Gleichung,  welche  man  durch 
Verwandlung  von  x  in  —  x  erhält,  Zeichenwechsel  aufweist. 
Wenn  das  Polynom  f(x)  vollständig  ist,  d.h.  wenn  alle  seine  Koeffizienten 
von  Null  verschieden  sind,  so  ist  klar,  daß  bei  Verwandlung  von  x 
in  —  x  die  Zeichenwechsel  in  Zeichenfolgen  übergehen  und  die  Zeichen- 
folgen in  Zeichenwechsel,  weil  von  zwei  benachbarten  Gliedern  nur 
eins  sein  Zeichen  ändert.  Die  Anzahl  v  der  Zeichenwechsel  in  /*(—  x) 
ist  also  gleich  der  Zahl  der  Zeichenfolgen  in  f(x),  und  man  hat 
daher,  wenn  man  mit  u  die  Zahl  der  Zeichenwechsel  in  f(x)  be- 
zeichnet, u  +  v  =  n.  Wenn  man  f(x)  unvollständig  macht,  so 
liegt  auf  der  Hand,  daß  u  und  v  nicht  zunehmen  können.  Man  hat 
also  immer  u  +  v<^n.  Andererseits  ist,  wenn  die  Gleichung  nur 
reelle  Wurzeln  hat,  von  welchen  p  positiv  und  q  negativ  sind, 
p  +  q  -=  n.    Mithin  ist 

u  +  vf^p  +  q    oder     (u  —  p)  +  (v  —  q)  ^  0, 

und  da  auf  Grund  des  cartesischen  Theorems  die  Zahlen  u  —  p  und 
v  —  q  nicht  negativ  sein  können,  so  müssen  sie  null  sein.  Folglich 
ist  u  —  p,  v  *  q,  wie  wir  beweisen  wollten. 

c)  Wenn  ein  Glied  zwischen  zwei  Gliedern  gleichen 
Zeichens  fehlt,  so  hat  die  Gleichung  imaginäre  Wurzeln.  Es 
sei  «„_,+!  =  0.  Wenn  an_v  das  Zeichen  von  aÄ_y+2  hat,  so  bietet 
offenbar  das  Gliederpaar  an_vxv  +  aÄ_  „+,#*"*  auch  dann  eine  Zeichen- 
folge, wenn  man  x  in  —  x  verwandelt.  Betrachtet  man  nun  die  Ge- 
samtzahl der  Zeichenwechsel  in  f(x)  und  f(—x)7  so  sieht  man  sofort,  daß 

ist  A  fortiori  ist  p  +  q  <^  n  —  2.  Es  existiert  also  wenigstens  ein 
Paar  imaginärer  Wurzeln.  Analog  beweist  man,  daß  die  Gleichung 
wenigstens  2k  imaginäre  Wurzeln  hat,  wenn  2k  aufeinander- 
folgende Glieder  fehlen,  oder  wenn  2k—  1  solche  Glieder 
zwischen  zwei  Gliedern  gleichen  Zeichens  fehlen. 

d)  Es  ist  von  Wichtigkeit  zu  bemerken,  daß  der  Beweis  des 
Theorems  von  Descartes,  wie  wir  ihn  in  §  497  gegeben  haben,  nicht 
notwendig  voraussetzt,  daß  f  eine  ganze  Funktion  ist.  Es  genügt 
schon,  wenn  in  f  oder  besser  in  der  Entwickelung  (42),  die  auch  aus 
unendlich   vielen   Gliedern   bestehen   kann,    die  Potenzen   von  x  so 


Iilim-  .: 


ganzen    oder    gebrochenen,    positiven    oder 
imer    in    demselben    Sinne    variierend    auf- 


geordnet   sind,    daß 
negativen    Exponentei 
einanderfolgen. 

500.  Bevor  wir  weiter  gehen  ist  es  zweckmäßig  die  Rui'fini 
sehen  Funktionen  zu  definieren.  Aus  der  linken  Bäte  {  der 
Gleichung  (42)  lauen  sich  die  Polynome 

f.-i  ™  «o^1-)-  <*,#  +  «,,  £,_,  —  IVC  +  «,,  /*,  =  dg 
herleiten.  Die  zu  der  betrachteten  Gleichung  gehörigen  Kiiffiniarhen 
Funktionen  sind  gerade  f.  f\,  /,,  -  .  ..  /',.  In  dieser  Anordnung  ge- 
schrieben bilden  sie  die  Ruffinische  Reihe.  Die  Werte,  welche 
sie  annehmen,  wenn  man  x  einen  bestimmten  Wert  a  beilegt,  h 
sich  sehr  leicht  berechnen,  indem  man  von  fm  =  n0  ausgeht  und  l"> 
merkt,  dftfi 

fn~l(fl)  -  «/»  +  «i>  /",-.(«)  =  <-.('"  +  «,> 
und  endlich  f(a)  --=  af,  (a)  -f-  «„  ist  Es  ist  dies  sogar  das  einfachste 
Mittel,  welches  man  Kur  Berechnung  von  /'(«)  kennt.  Dies  voraus- 
geschickt bemerke  man,  daß  ans 

f(x)-f(a)  -  a,(3r~<?)  +  o,(*-»-  «"-')  -f  ■■■  +  ak    , 
sich  sofort  ergibt 


l  +  a3f-  >+■•-+  o"-')  +-•-  +  «._,  (*+«)  +  "..,. 


d.  b. 
(44) 


fix)-f(a)_ 


*■-  Y.OO  +  tf-V-i  (*)  +  •• 

501.  Theorem  von  Lagnerre.  Die  Anzahl  der  reellen 
Wurzeln  von  /"(#),  welche  großer  sind  als  die  positive  Zftol  ". 
übertrifft  nicht  die  Zahl  der  Zeichenwechsel,  die  für  x 
in  der  Ruffinischen  Reihe  auftreten,  und  in  jedem  Falle  ist 
die  Differenz  zwischen  beiden  Zahlen  gerade1). 

Aus  (44)  leitet  man   für  3  >  0  ah 

*-*fm{*)+»  +/>■)  +  .<-  lrt*)+«*-Vt<0+<*,*-'/X»>+ 

Ist   <i    positiv,    so    bietet   die    rechte    Seite    "    Zeichen  Wechsel,    wenn  N 
die  Anzahl  der  Zeit-  heu  Wechsel  in  der  Reihe 

(45)  /'(«),  f,  («>./,«,  ■•■,  fM 

darstellt.      Es   kann    also    nicht    mehr   als    u    positive    Werte    von   ■ 


1)  „Nouvelles  Annale«  de  Mathe matique»"  (1880,  p.  69). 
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geben,  welche  die  genannte  rechte  Seite  zu  Null  machen.  Diese 
Werte,  welche  notwendig  größer  als  a  sind,  sind  gerade  alle  diejenigen 
Wurzeln  von  f,  die  a  übertreffen.  Um  ferner  den  zweiten  Teil  des 
Theorems  zu  beweisen,  bestimme  man  zunächst  eine  Zahl  b,  die  so 
groß  ist,  daß  f(x)  für  x^b  das  Zeichen  von  a0  hat.  Es  fallen  also 
alle  betrachteten  Wurzeln  in  das  Intervall  (a,  b),  und  ihre  Anzahl 
ist  gerade  oder  ungerade,  je  nachdem  f(a)  das  Zeichen  von  f(b),  d.  h. 
von  fn(a),  oder  das  entgegengesetzte  Zeichen  hat,  je  nachdem  also 
die  Zahl  u  gerade  bezw.  ungerade  ist    Dieses  Theorem  gestattet,  wenn 

man  es  auf  fi—  J  oder  auf  f{—  x)  anwendet,  auch  eine  obere  Grenze 

für  die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  von  f(x)  zu  finden,  die  kleiner 
als  eine  gegebene  Zahl  sind,  oder  für  die  Anzahl  der  Wurzeln,  die 
kleiner  sind  als  eine  gegebene  negative  Zahl. 

502.  Theorem  von  Budan.  Die  Anzahl  der  Wurzeln,  die 
eine  ganze  Funktion  f(x)  in  einem  gegebenen  Intervall  zu- 
läßt, übertrifft  nicht  die  Zahl  der  Zeichenwechsel,  die  der 
.Reihe 

(40)  f,  r,  r,  r,  ■  ■  ■ 

verloren  gehen,  wenn  die  Veränderliche  das  betrachtete 
Intervall  wachsend  durchläuft,  und  in  jedem  Falle  ist  die 
Differenz  zwischen  beiden  Zahlen  gerade. 

Die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  (46)  bleibt,  wenn  die  Ver- 
änderliche x  kontinuierlich  wächst,  ungeändert,  solange  kein  Glied 
der  Reihe  verschwindet.  In  der  Tat  besteht  dieselbe  aus  stetigen 
Funktionen,  d.  h.  aus  Funktionen,  die  nicht  ihr  Zeichen  wechseln 
können  ohne  zu  verschwinden.  Versuchen  wir  also  zunächst  zu  er- 
kennen, was  passiert,  wenn  x  durch  einen  Wert  a  hindurchgeht,  der 
eine  Wurzel  von  f  ist.  Wenn  r  der  Grad  der  Vielfachheit  von  a  ist, 
so  bieten,  wie  uns  bekannt  ist  (§  494,  b),  rechts  von  a  die  r  +  1 
ersten  Glieder  der  Reihe  (46)  keinen  Zeichenwechsel  dar,  während  sie 
links  r  solche  aufweisen.  Man  hat  also  beim  Durchgang  von  x  durch 
a  einen  Verlust  von  r  Zeichenwechseln,  also  gerade  so  vieler  Zeichen- 
wechsel, als  Wurzeln  in  a  angehäuft  sind  (§  450,  b).  Es  bleibt  noch 
zu  untersuchen,  ob  die  Reihe  (46)  andere  Verluste  oder  Gewinne  von 
Zeichenwechseln  erfahren  kann,  wenn  x  durch  einen  Wert  cc  hindurch- 
geht, der  ohne  eine  Wurzel  von  f  zu  sein  irgend  eine  Derivierte, 
z.  B.  f®}  zum  Verschwinden  bringt.  Man  kann  immer  annehmen 
/^"""^(c^  +  O,  und  wenn  r  der  Grad  der  Vielfachheit  von  a  ist,  so  muß 
man  auch  voraussetzen  ^/  +  r)(a)  +  0.  Dies  vorausgeschickt  konstruiere 
man  um  a  ein  Intervall,  in  welchem  die  Funktionen  /V-1)  und  /^,  +  r> 
jede  ein  konstantes  Vorzeichen  bewahren.  Wenn  dieses  für  beide 
dasselbe  ist,  so  bietet  die  Reihe 


blung  der  \ 

(47)  /T-",  f"<,  r>'->,  ■-..  /'"■'. 

welche  ein  Teil  von  (46)  ist,  rechts  von  a  keinen  Zeichenweise! 
dar,  während  sie  links  deren  r  oder  r  +  \  aufweist,  je  nachdem  r 
gerade  oder  ungerade  ist.  Die  Zahl  der  verlorenen  Zeichen  Wechsel 
ist  also  gerade.  Wenn  dagegen  das  Zeichen  von /"''""(ß)  demjenigen 
von  f"+r)(ß)  entgegengesetzt  ist,  so  bietet  die  betrachtete  l'artialreihe 
einen  Zeichenwechsel  rechts  von  or  und  links  r  +  1  oder  r, 
dein  r  gerade  oder  ungerade  ist,  so  daß  ein  Verlust  von  r  oder  von 
r—  1,  d.  h.  immer  einer  geraden  Zahl  von  Zeichenwechseln  eintritt. 
Aus  alledem  folgt,  daß,  wenn  x  von  einer  Grenze  irgend  tönet  lni<-r 
nllSB  bis  zu  der  andern  wächst,  die  Reihe  (46)  nur  Zeichen«  e,hs-<-l 
verlieren  kann  und  die  Ansah  1  der  verlorenen  Zeichenwechsel  gleich 
ist  der  Anzahl  der  gleichen  oder  ungleichen  Wurzeln,  die  in  dem  be- 
trachteten Intervalle  liegen,  vermehrt  um  eine  gerade  Zahl,  die  sich 
in  besonderen  Fällen  auf  Null  reduzieren  kann'). 

503.  Bemerkungen,  a)  Das  Theorem  von  Descartes  ist  eine 
unmittelbare  Folgerung  sowohl  dos  Theorems  von  Budan  wie  de« 
Theorems  von  Laguerre.  Um  sich  davon  zu  Überzeugen,  braucht 
man  nur  zu  bemerken,  daß  für  u  —  0  und  für  X  =  0  die  Reihen  ("4M 
und  (4'i)  sieh  abgesehen  von  positiven  Faktoren  auf  die  Reihe  der 
Koeffizienten  reduzieren,  da 


A°)-«.,    f,(0)-f(0). 


,,  /i(o)-tr(0)- 


ist,  während  für  hinreichend  großes  x  alle  Funktionen  (46)  schließlich 
das  Vorzeichen  von  o0  annehmen  und  bewahren-  Die  Zeichenwechsel, 
welche  verloren  gehen,  wenn  x  von  0  nach  Unendlich  zuiuiiiiiit,  situ! 
also  alle  diejenigen,  welche  in  der  Reihe  a0,  ow  «,,  ...  a,  uuf 
treten  können,  nachdem  man  die  verschwindenden  Glieder  beseitigt 
bat.      Um    diese    Beseitigung    zu    ti  »acht    man    nur  als 

untere  Grenze  des  lntervalles,  auf  welches  man  das  Theorem  von 
Budan  anwendet,  anstatt  der  Null  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl 
zu  wählen.  Dann  hat  man  zu  bemerken ,  daß,  wenn  für  x  =  0  nur 
die  Zwischenglieder  der  Reihe  (47)  null  sind,  diese  Reihe  rechts  von 
der  Null  gerade  so  viele  Zeichenwechsel  aufweist,  als  die  äußersten 
Glieder  allein  bieten,  d.  h.  einen  einzigen  oder  kein,  n 

b)  Das  Theorem  von  Budan  gestattet  nicht  wie  ein  anderes, 
welches  wir  in  kurzem  beweisen  werden,  genau  anzugeben,  wie  viele 
Wurzeln  es  in  einem  gegebenen  Intervalle  gibt.  Es  ist  nichtsdesto- 
weniger bei  der  praktischen  Rechnung  sehr  uüt/.!ich.  Noch  nützlicher 
ist  ein  Theorem   von  Laguerre*),   welches  dem   in  §  5dl    analog   ist 

1)  Ein  etwas  einfacherer  Beweis  i»t  von  Fonret  veröffentlicht  worden  In 
den  „Noa»    Ann.  de  Math."  (18W), 

3)  „Nouvelle»  Annale»  de  Mathümatiqu««"  (1880,  u.  l>b) 
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Sylvester  verdankt  man  ferner  eine  bemerkenswerte  Vervollkommnung 
des  Theorems  von  Budan,  welche  naturgemäß  eine  Vervollkommnung 
des  Theorems  von  Descartes  einschließt,  die  von  Campbell1)  herrührt. 

604.  Übungen,  a)  Gegeben  ist  eine  ganze  Funktion  /*,  deren  n  Wurzeln 
sämtlich  reell  sind.  Man  will  beweisen,  daß,  wenn  das  Intervall 
zwischen  irgend  zwei  aufeinanderfolgenden  Wurzeln  in  n  gleiche 
Teile  geteilt  wird,  die  Derivierte  f  in  den  äußersten  Teil- 
intervallen nicht  verschwindet.  Es  seien  a  und  ß  die  beiden  Wurzeln, 
und  man  setze  gleich  Null 

f-  4-      *      4-      *      4- 

f  ^  x  —  a^x—  p^         ' 

indem  man  auf  einer  Seite  die  Wurzeln  läßt,  welche  a  nicht  übertreffen, 
und  auf  die  andere  diejenigen  bringt,  welche  gleich  ß  oder  größer  als  ß 
sind,  ferner  x  einen  Wert  erteilt  denkt,  der  zwischen  a  und  ß  liegt  und 
f  zum  Verschwinden  bringt.     Man  erhält  auf  diese  Weise 

4-       *      _      *       4- 
^s  —  a       p-x^         ' 

eine  Gleichung  zwischen  zwei  Summen  von  wesentlich  positiven  Brüchen, 
von'  denen,  wie  man  sieht,  auf  jeder  Seite  nur  die  größten  geschrieben 
sind.     Daraus  folgt 

(48)  —  <^,     — ^ä-1-» 

v      /  x  —  a  =  p —  x'     x  — a  =  p —  x' 

mithin 

a  +  - <  x  <  p  —  - 

Ist  insbesondere  «  =  2,  so  teilt  die  einzige  Wurzel  von  f  das  Intervall 
(er,  ß)  in  zwei  gleiche  Teile. 

b)  Zu  beweisen,  daß,  wenn  alle  n  Wurzeln  von  f  reell  und  einfach 
sind  und  wenn  k  eine  positive  Zahl  ist,  /*  +  fc/**  lauter  imaginäre  Wurzeln 
hat  und  für  jede  von  ihnen  der  Koeffizient  von  i  dem  absoluten 

Betrage  nach  kleiner  als  nyk  ist.  Schreibt  man  die  zu  betrachtende 
Gleichung  in  der  Form 

L  _  _J_  .  _L_  +  . . .  +  _L_  _  +  ± 

f         x  —  ofj        x  —  ff,  X  —  a„        —  j/£ 

und  setzt  x  =  a  +  »p,  so  muß  man  haben 

«  — «1— »P     ,     ff  — et,— ip     ,  ,     q  —  g„  —  »p  t 


(ff-ff^  +  P»    r  («_«,)«  +  £»  -r  -r  (a_ay  +  ß*        I  yg 

Daraus  folgt,  wenn  man  die  rein  imaginären  Teile  der  beiden  Seiten  gleich- 
setzt, nachdem  man  bemerkt  hat,  daß  ß  nicht  verschwinden  kann, 


1)  Todhunter,  „Algebra'4  (3.  ed.,  p.  218).  Petersen,  „Algebraische 
Gleichungen"  (S.  212).  Siehe  auch  eine  Note  von  Poulain  in  den  Comptes- 
rendus  der  Pariser  Akademie  (1888,  p.  470). 


\<#aa«r   anf   der    linken   Seil«  sind   wenigstens    gleich   ff*.      Es   ist  also 

r>ri*<  '"<■"*■ 

Mi»   anderen   Worten:     Wenn    man  im  Abstände    N  ]//.-    die    Parallelen   nur 

■  i ■  c    reellen  Zahlen   zieht,    so    liegen    in   dem   von    ihnen   begrenzten 

■'[•■   Wurzeln   von  /''  +  kf'",  aber  keine  auf  der  Achse'). 

i  ■;   Wl'ou  dagegen  k  negativ   wäre,  so   würden  alle  Wurzeln   reell   Beb 

i   sofort    aus    einer   interessant«!   Vemllg',ni!<in< 

von   Kelle  herleitet,  die  von   Waring    herrührt.      Bezeichnet  man  mit.  a,  ß 

dh    WiiLY.eln   von   /',   mit   r,  s,  t,  .     .   die   ziiKetiilrigi-u    Ordnungszahlen 

mit   k  irgend  eine  reelle  Zahl,  und  setzt  man   die  Funktion  f  -■;■ 

Null,  so  erhalt  man  die  Gleichung 

S^r.  +  dl  +  i±r,+      "+  I      ° 

Die  linke  Seite  ist  eine   Funktion   gj(/),  die  in  jedem  Intervalle  stetig  tat, 
ton   welfliem   u,  ff,  j',     .     ausgeschlossen   sind.     Es  liegt  aul*  der  Hand,  dal 
iu  der  Umgehung  einer   Wurzel  <*   in  <p  das  zugehörige  Glied 
wiegt,   sodaß  die   Funktion   links    von   a  negativ,   rechts   von   t>    |< 
Folglieb    wechselt  tp  sein    Zeichen,    wenn   x    zwischen    zwei    Vi, 
Wurzeln  von  /'  variiert,    und  verschwindet    daher  wenigstens  einmal.      Be- 
achtet man  ferner,  daß  für  genügend  großes  \x\  die  Funktion  <j 
lieh  das   Zeichen   von  /.■  annimmt  und   bewahrt,  so  wird   et   evident,   daß  u 
noch  eine  Wurzel   zuläßt,  die   kleiner  oder  größer   ist   all   bSi  Wurzeln  ra 
/",  je   nachdem   k  positiv    oder    negativ  ist      Wenn    Biso   v  die   Anzahl  de 
verschiedenen   Wurzeln    von  /'  ist,    so   ist   klar,   daß   die  Funktion   f  +-  A/ 
wenigstens  v  reelle  Wurzeln   besitzt,   die    ftxa    'Imhii   um  /  versrhii 
uimI   (Im    s.ic    IS    l.'ii',  n    für   alle    vm-1  fachen    Wiuvi'lii    von    /    \Ms.lnviiidet,   | 
hat    sie   außerdem  noch    (r  —  l)  +  (,«  —  lj  -\-  ■  ■  -  — .  n        •■  H   . 
gemeinsam.      Wenn   also  /'  lauter  reelle  Wurzeln    hat,   so   laut   sie: 
dasselbe  von  f+kf  behaupten. 

d)   Wenn   man   für  k  verschiedene    reelle   Werte    setzt,    so    gelingt   e 
leicht,  den   letzten   Satz  zu  verallgemeinern.      Set/l    nun    immer 
aus,  daß  /'  lauter  reelle  Wurzeln   hat,  so  kann  man   da 
f+k,f   behaupten,  ferner  aber   fon 

r+  Kf+bV+hn  - /■+(*,  +  Kif+KKf  » •  ». 

Btnmpton,      PoJgUci   gilt    der  Satz:    Wenn   die  w  Wurzeln  von  f  recl 

sind,    so    hat    auch    «/  +  bf  +  cf  -\ lauter    reell,-    Wurzeln 

vorausgesetzt,    daß   man    dasselbe   von   ajf  -+-  lis"~ '  ■(-  cx*~*  +  •  ■ 

Betreff  anderer  nützlicher  ( .' (rangen  «ehe  ..Nnuvelles  Annale»  J.-  Mj 
1885,  p.  321;  1887,  p   »6. 
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sagen  kann.     Auf  diese  Weise  läßt  sich  z.B.  zeigen,  daß  alle  Wurzeln 
der  folgenden  Gleichungen1)  reell  sind: 

*  +  £*-!  +  •!&=£  *-.  +  .  ..  =  o, 

e)  Zu  beweisen,  daß,  wenn  f  lauter  reelle  Wurzeln  hat,  das  Quadrat 
jedes  Koeffizienten  größer  ist  als  das  Produkt  der  benachbarten 
Koeffizienten.     Es  seien 

vier  Glieder  von  f.     Bei  Multiplikation  mit  x  —  h  werden  sie 

•■•  +  («,-  K-i)*"-*+1  +  •  •  •  +  («,  +  ,  -  *a,+l)af-'- 1  +  •  •  • . 

Wenn  ay  null  wäre,  so  wäre  der  zu  beweisende   Satz   auf   Grund   einer 
früheren  Bemerkung  (§  499,  c)  evident.      Nehmen  wir  also   an  av  +  0. 

Nach  derselben  Bemerkung  müssen,  wenn  wir  h  =    y+i   setzen,  die  Koef- 


«* 


fizienten  ay  —  ^^y_i  un^  öy+8  —  ^a,+1  entgegengesetzte  Zeichen  annehmen, 
da  alle  Wurzeln  von  (x  —  h)f  reell  sind.     Nun  hat  man 

a  —ha        —  °?~a— *a*+i         „        _  Afl        _  qy«y+2--<4+i 

Also  hat  a\  —  av_xav+1  das  Zeichen  von  aj+1  —  afray+2,  d.  h.  ein  von  v 
unabhängiges  Zeichen.  Nun  werden  bei  der  Multiplikation  mit  x  —  h  die 
drei  ersten  Glieder 

o^ +1  +  (a,  -  ha0)^  +  (a,  -  K)*""1  +  •  •  . . 

Da  Oq  +  O  ist,  so  kann  man  h  =  —  setzen,  und  es  ist  notwendig,  daß  das 
Zeichen  von  a0  demjenigen  von        ° 


Oj  —  ÄOj 


«0 


entgegengesetzt  sei.  Also  ist  a^  >  OqOj,  mithin  ör*  >  0,_i0,+ii  was 
auch  v  sein  mag.  Dieses  von  De  Gua  herrührende  Theorem  gestattet 
oft  die  Existenz  imaginärer  Wurzeln  zu  konstatieren,  wenn  dies  mit  Hilfe 
des  Theorems  von  Descartes  nicht  gelingt.  Unter  den  Folgerungen  heben 
wir  hervor  die  Existenz  imaginärer  Wurzeln  bei  gewissen  Gleichungen, 
z.  B.  bei  denjenigen,  bei  welchen  drei  aufeinander  folgende  Glieder  eine 
geometrische  Progression  oder  vier  eine  arithmetische  Progression  bilden, 
f)  Wir  fordern  den  Leser  auf,  die  verschiedenen  in  diesem  Kapitel 
behandelten  Fragen  noch  einmal  in  Angriff  zu  nehmen,  um  zu  versuchen, 
sie  direkt  in  der  Ebene  zu  behandeln.  Man  beginne  mit  folgender  Be- 
merkung:    Wenn   man   durch   eine  Wurzel  x  von  f  irgend   eine   Gerade 


1)  In  betreff  anderer  analoger  Übungen  siehe  den  „Traitä"  von  Laurent, 
HI.  Teü,  4.  Aufl.,  S.  70. 
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L  und  mit 


rieht,  die  am  6  gegen  die  Actus  'irr  reellen  Zahlen   geneigt  ist,  i 
r,,  r,i  -  -     die  Abstände  zwischen  ot,  a,t  ...  und  z  bezeichnet,  ferner  mit 
*t  i  "j, .  .  .  die  Neigungen  der  Geraden,  die  von  z  nach  o, ,  o, , . . .  fuhren, 
gegen  die  betrachtete  Gerade,  so  hat  man 

f.—  «»  =  *  —  g» *-"« pi. 


nimmt  eine  von  6  unabhängige  Form  an. 
-■billigen,  von  denen  eine  die  folgende  ist 

!^t  ,  Ei  4....J. 


Sie    spaltet  sich  in  zwei  Gloi- 


-O, 


Diese    sagt    uns,    daß    die  Abstände  rt  sin  0,,    rt  sin  ').,  .  .  .  /wischen    i 
f..,  ...  und  der  betrachteten  Geraden  nicht  alle  positiv  oder  alle  negativ 
sein    können.     Also    liegen    die  Wurzeln   von   /"auf   beiden 
jeder  Geraden,  die  durch  irgend  eine  Wurzel  von  f  gesogen   tat, 
wenn  sie   nicht   alle   auf  die  Gerade    fallen,   unter  welcher  Annahme  das- 
selbe von  den  Wurzeln  von  f  gelten  muß.     Wir  gelangen  auf  diese  Weis* 
dazu,   uns  ein  früheres  Theorem  (§  496,  b)  klar  zu  machen,  und  wir  er- 
kennen   überdies    noch    folgendes1):     Wenn    die    Wurzeln    von  f  alle 
einem    gegebenen    Gebiet   in   der  Ebene  angehören,  welches  von 
einem  konveien  Kontur  begrenzt   ist,    so  fallen  in    dasselbe  Ge- 
biet alle  Wurzeln   von  f.     Andere  Einschränkungen  für  die  Lage  der 
Wurzeln    von   f   kann    man    linden,    indem    man     in    der   Ebern 
Übung  wiederholt.    Man  braucht  nur  a  und  ß  als  die  zu  einer  bestimmten 
Wurzel  x  von  f  am    meisten    benachbarten  Wurzeln    zu   bei 
Dl   AbZ    Modul  jedes  Bruches  auf  der   linken  Seite   von  (49)  nicht   grifft 
sein    kann    als    diu    Öumnie    der  Moduln   der  andern,   so  erhttlt   man  i 
an  Stelle  von  (4ft)  die  Einschränkungen 

|*-#lä(«-i)l«-«i,   |«-«|£(«-i)|*-J 

Daraus  ergibt  sieb  folgendes:  Wenn  man  nnter  den  Kreisen,  die  «•  \ 
harmonisch  trennen,  die  beiden  zeichnet,  welche  die  Strecke  aß  in  den 
Verhältnissen  1  zu  n  —  1  und  n  —  1  zu  1  teilen,  so  erreicht  mau  dadurch, 
er  und  ß  von  der  Wurzel  x  von  f  zu  trennen.  Errichtet  man  ferner 
auf  den  geradlinigen  Strecken,  welche  a  und  ß  mit  den  übrigen  Wimeln 
verbinden,  die  Mi ttelsen kroch  ten,  so  ergeben  sich  in  dem  Teil  der  Ehen», 
der  außerhalb  der  beiden  Kreise  liegt,  neue  Einschränkungen  für  die  I 

i   dieser  Punkt  nach  der  Voraussetzung  nicht  weitet   TOI 
entfernt    liegen    darf  als  von  irgend    einer   andern  Wurzel.     So  gelingt  « 
mit    Hill.    Mm   Seraden   und   Kreisen  immer,  wenn  die  Wurzeln  von  f  ge- 
geben lind,  die  Qrenzen    von  Gebieten   zu  bezeichnen,  in  welche  notwendl 
di<-   leneUeaenen   Wurzeln  von  f  fallen. 


1)  Weffcn  dieser  und   anderer  Fragen   derselben  Art   iiehe   die  zahlreich 
welche.  Mamion  in  seinen  „Melange*  mathe'niatiquea"  zitiert  (p.  : 
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g)  Beim  Studium  der  gegenseitigen  Verteilung  der  Wurzeln  von  f 
und  f  tritt  ein  bemerkenswertes  Gesetz  hervor,  welches  sich  auf  die  Er- 
haltung gewisser  Elemente  bezieht.  So  bleibt,  wenn  man  von  f  zu  f 
und  zu  den  folgenden  Derivierten  übergeht,  der  Schwerpunkt  der  Wurzeln 

So  —  7J-  («i  +  «2  + r-  <0 

erhalten,  da  (§  465)  die  Summe  der  Wurzeln  von 

cx  —  n|Q  ist,  während  die  der  Wurzeln  von  f  ^na?"1  —  (n  —  l)c1a^~2  +  -  •  • 
gleich  Cj  ==  (w  —  l)^o  ist,  sodaß  das  arithmetische  Mittel  immer  ^ 

ist  Dies  ist  auch  die  einzige  Wurzel  von  fi*'1).  Die  Wurzeln  ^  und  £' 
von  /^""2\  deren  Summe  2^  ist,  haben  ein  Produkt,  welches  das  arith- 
metische Mittel  der  Produkte  der  Wurzeln  von  f  zu  je  zweien  ist,  ebenso 
der  Wurzeln  von  f  u.  s.  w.  Wir  wollen  uns  auf  die  Betrachtung  der 
Zahlen  |q  und  ££'  beschränken  und  bemerken,  daß  sich  aus 

«i  +  «2  +  «s  H Ä  nSo  > 

al«2  +  ala3  +  «ia8  H =  iW(W  ""  *)SS' 

ergibt 

=  »(n  -  1)({,»  -  51')  =  i«(«  -  1)(|  -  S7. 

Wenn  wir  nun  mit  £„  und  t/y  die  rechtwinkligen  cartesischen  Koordinaten 
von  ccv  in  bezug  auf  den  Anfangspunkt  ^  und  die  Gerade  £'g  als  Achse 
der  £  bezeichnen,  so  haben  wir 

«i—So  =  «t—  fe   =  . . .  =  ftn  —  So   =  S  —  6' 
wenn  mit  c  die  Entfernung  von  £  und  £'  nach  £0  bezeichnet  wird.     Also  ist 

di + ivtf + di + <%)* +•••  +  &+ *i»j* = »(« -  iy, 

folglich 

wobei  sich  die  Summationen  über  die  Werte  1,  2,  3,  .  .  .  ,  n  von  v  er- 
strecken.    Nun  bemerke  man,  daß  auch 

J£s,-o,   J$V  =  o 

ist  und  daß  man  daher  hat 

J£fo  sin  0  - 17,  cos  0  +  *)»  -  ±20^*  +  O  ~  i«(n-  l)c*cos  20  +  «Ä*. 

Man  sieht  sofort,  daß  diese  Summe  ein  Minimum  ist  für  0  =  0  und 
Ä  =  0.  Daraus  folgt,  daß  die  Gerade  §£'  unter  allen  Geraden  der 
Ebene  diejenige  ist,  für  welche  die  Summe  der  Quadrate  aller 
Abstände  von  den  Wurzeln  von  f  ihren  kleinsten  Wert  erreicht. 
Aus  dem  oben  Gesagten  geht  hervor,  daß  dieselbe  Gerade  diese  charakte- 

28* 
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ristische  Eigenschaft  auch  in  bezug  auf  f ,  f\  ...  genießt     In  dem  be- 
sonderen Falle  der  kubischen  Gleichung  folgt}  wenn  man 

Si*  +  S»'  +  W  =  6  as,     r,x%  +  Vi'  +  V  -  6  * 
setzt,  sodaß  a?  —  b2  =  c2  ist,  aus  den  Relationen 

Vi  +  V2  +  %  —  0,     ixrii  +  Un%  +  i*ifo  —  o 
und  den  vorstehenden: 


_Jh =  _.  5i  _  ,_  „*?»_ 


b 


mithin 

hl  4. 5k!  _ »fc'+tt,  zW!     !IlL+«l±W!±ä_z-_W!     4 

«»  "*"  61  ~~  "         '3a*  3a»  *" 

Das  Gleiche  gilt  von  den  anderen  beiden  Punkten.    Also  geht  die  Ellipse 

x*       v* 
,  +  j,  =  1 ,   welche   als    Brennpunkte   die  Wurzeln  £   und  £  der  Deri- 

vierten  hat,  durch  die  Punkte  (—  ^£t,  —  £1/1)  u.  s.  w.,  d.  h.  durch  die 
Mittelpunkte  der  Seiten  des  Dreiecks  a^a,.  Man  findet  so  ein  bekanntes 
Theorem  (§  415)  wieder. 


Das  Theorem  von  Sturm. 

505.  Es  sei  f  eine  ganze  Funktion  (mit  reellen  Koeffizienten). 
Wir  können  immer  annehmen  (§  456),  daß  sie  keine  vielfachen  Wuneln 
hat.  fx  sei  ihre  Deriviertc.  Man  dividiere  f  durch  flf  und  der  Rest 
mit  umgekehrtem  Vorzeichen  werde  mit  f2  bezeichnet.  Ebenso  teile 
man  fx  durch  fif  und  f3  sei  der  Rest  mit  umgekehrtem  Vorzeichen. 
Fährt  man  so  fort,  so  gelangt  man  zur  Bildung  einer  Reihe  von 
Funktionen,  deren  Grad  abnimmt, 

f(*\  fi(x)>  U(*)>  /•(*)> 

Die  letzte  von  ihnen  ist  eine  von  Null  verschiedene  Konstante.  Die 
Polynome  /'  und  fx  sind  nämlich,  weil  /'  keine  vielfachen  Wurzeln  hat, 
relativ  prim,  und  es  können  daher  die  ausgeführten  Operationen, 
welche,  abgesehen  von  den  Zeichenumkehrungen,  gerade  die  zur  Auf- 
suchung des  größten  gemeinsamen  Teilers  von  f  und  fx  notwendigen 
sind,  nicht  zu  einem  verschwindenden  Rest  führen.  Die  erhaltenen 
Funktionen  sind  die  Sturm  sehen  Funktionen,  und  die  von  ihnen 
gebildete  Reihe  heißt  die  Sturmsche  Reihe. 

50ß.  Theorem  von  Sturm1).  Wenn  x  von  a  bis  b  wächst,  so 
verliert   die   zur   Funktion  /'  gehörige   Sturmsche   Reihe   so 

1)  Diesem  Theorem  ist  das  ganze  8.  Kapitel  des  Lehrbuches  von  Weber 
gewidmet  (Bd.  1  f  S.  816—358). 
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viele   Zeichenwechsel,   als    es  Wurzeln   von  f  in   dem   Inter- 
valle (a,b)  gibt. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  daß,  wenn  man  x  in  stetiger  Weise  von 
a  bis  b  variieren  läßt,  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  Sturm- 
schen  Reihe  immer  dieselbe  bleibt,  so  lange  nicht  irgend  eine  Funk- 
tion in  der  Reihe  ihr  Zeichen  ändert.  Wir  müssen  deshalb  wegen 
der  Stetigkeit  dieser  Funktionen  untersuchen,  was  eintritt,  wenn  x 
eine  von  ihnen  zum  Verschwinden  bringt.  Bemerken  wir  vor  allem, 
daß  zwei  aufeinanderfolgende  Funktionen  nicht  gleichzeitig  verschwinden 
können.  Dies  ist  leicht  bewiesen  für  f  und  flf  da  f  keine  vielfachen 
Wurzeln  hat.  Da  überdies  zwischen  drei  aufeinanderfolgenden  Funk- 
tionen die  Relation  /)_x  =  fi<Pi  —  /i+i  besteht,  wo  q>{  eine  ganze  Funk- 
tion ist,  so  würde,  wenn  ft  und  fi+1  gleichzeitig  verschwinden  könnten, 
dasselbe  von  fi_l  und  f{  gelten,  ferner  von  f._2  und  fi_1  u.  s.  w.,  end- 
lich von  f  und  ft .  Wenn  also  f{  verschwindet,  so  verschwinden  die 
benachbarten  Funktionen  nicht.  Sie  nehmen  entgegengesetzte  Zeichen 
an;  denn  wenn  man  für  x  =  a  hat  /)  =  0,  so  ist  fi_1  =  —  fi+1.  Wir 
können  uns  um  a  ein  Intervall  denken  so  klein,  daß  die  Funktionen 
/*!_!  und  /)+1,  welche  für  x  =  a  stetig  und  von  Null  verschieden  sind, 
in  dem  Intervall  das  Zeichen  bewahren,  welches  sie  für  diesen  Wert 
von  x  haben.  Um  eine  bestimmte  Vorstellung  zu  haben,  sei  +  das 
Zeichen  von  fi_1  und  infolgedessen  —  das  Zeichen  von  /J+1.  Alsdann 
haben  /*<_1;  fif  fi+1  links  wie  rechts  von  a  die  Zeichen  +,  ±,  — . 
Welches  auch  das  Zeichen  von  f{  vor  und  nach  seinem  Verschwinden 
sein  mag,  sicher  ist,  daß  die  Reihe  /)_1;  fi9  fi+1  einen  einzigen 
Zeichenwechsel  links  von  a  bietet  und  einen  einzigen  rechts.  Wir 
ersehen  daraus,  daß  der  Durchgang  von  x  durch  eine  Wurzel  irgend 
einer  Zwischenfunktion,  wenn  es  nicht  gleichzeitig  eine  Wurzel  von 
f  ist,  keine  Änderung  in  der  Zahl  der  Zeichenwechsel  der  Sturm- 
sehen  Reihe  hervorbringt.  Eine  solche  Änderung  kann  also  nur  statt- 
finden, wenn  x  gleich  einer  Wurzel  von  f  wird.  Und  in  diesem  Falle 
geht  tatsachlich  ein  Zeichenwechsel  verloren,  da,  wie  wir  gesehen 
haben  (§  494,  a),  fx  rechts  von  cc  das  Zeichen  von  f  und  links  von  a 
das  entgegengesetzte  Zeichen  hat.  Während  also  jedesmal  ein  Zeichen- 
wechsel verloren  geht,  wenn  x  durch  eine  Wurzel  a  von  f  hindurch- 
geht»  so  geht  für  jeden  andern  Wert  von  x  weder  einer  verloren  noch 
kommt  einer  hinzu.  Es  ist  also  klar,  daß  beim  Übergang  der  Ver- 
änderlichen x  von  dem  Werte  a  zu  dem  Werte  b  so  viele  Zeichen- 
Wechsel  verloren  gehen,  als  f  in  dem  Intervalle  (a,  b)  Wurzeln  hat. 

507.  Bemerkungen,  a)  Bei  der  Bildung  der  Sturmschen  Reihe 
ist  es  erlaubt,  die  verschiedenen  Funktionen,  welche  im  Laufe  der 
Rechnung  auftreten,  mit  positiven  Zahlen  zu  multiplizieren,  und  es 
ist  nützlich,  diese  Multiplikationen  bei  den  numerischen  Anwendungen 
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passend  einzurichten,  um  die  gebrochenen  Koeffizienten  zu  vermeiden, 
welche  durch  die  successiven  Divisionen  herein  kommen. 

b)  Beim  Beweise  des  Theorems  kommt  das  letzte  Glied  der  Reihe, 
welches  konstant  ist,  nicht  vor,  aber  nur  deshalb,  weil  es  als  von 
Null  verschieden  ein  bestimmtes  Vorzeichen  bewahrt.  Daraus  folgt, 
daß,  wenn  eine  der  Funktionen  der  Reihe  in  dem  betrachteten  Inter- 
valle ihr  Zeichen  nicht  ändert,  mit  ihr  die  Sturmsche  Reihe  g' 
schlössen   werden  darf. 

c)  Dies  läßt  sich  auch  in  anderer  Weise  rechtfertigen,  wenn  man 
das  Wechseln  der  Zeichen  in  der  Sturmschen  Reihe  näher  untersucht 
Betrachtet  man  z.  B.  einen  Zeichenweise! ,  der  i.  B.  zwischen  ft  und 
f(+t  für  x  =  «  bestehen  mag,  so  wird  er,  während  x  in  stetiger  Weile 
wächst,  links  von  ft  oder  rechts  von  /"j+,  hinrücken,  sobald  eine  dieser 
Funktionen  ihr  Zeichen  wechselt  Wenn  also  die  erste,  die  ihr  ZetoIWB 
zu  wechseln  hat,  /",  ist,  so  wird   der  Zeichenwechsel  nach  links 
rucken,  und  auf  dieselbe  Weise  wird  er,  wenn  er  von  dem    Umstand 
begünstigt  wird,  daß    die  Funktion    links   ihr  Zeichen    eher  mcfaeeU 
als  die  rechts,  nach  links  fortschreiten,  bis  er  in  der  Reihe  der  Zeu&a 
Wechsel  und  Zeichenfolgen  die   erste  Stelle  einnimmt      Dann  wird 
sich  schließlich  sicher  in  eine  Zeichenfolge  verwandeln,  sobald   I    BtM 
Wnrzel  von  /'  trifft.    Nun  bildet  eine  S  tu  ratsche  Funktion,  die  in  dem 
betrachteten  Intervalle    ihr  Zeiehrn   nicht  wechselt,    ein   Hindernis  da 
gegen,  daß  die  Zeicbenwechsel  von  rechts  nach  links  übergehen  twl 
umgekehrt.     Gerade   hieran   liegt  es,   daß    von   den    beiden  TetLen, 
welche   sie   die  Sturinschc  Reihe  zerlegt,    die  Teilreihe  rechts  bei  di 
Abzahlung  der  verlorenen  Zeichenwechsel  nicht  in  Frage  kommt, 
keiner  von  den  Zeicheuwechseln,  die  sie  aufweist,  an  den  Anfang  d< 
ganzen   Reihe  gelangen  kann,  um   sich  dort  in  eine  Zeichenfolge 
verwandeln. 

d)  Bisher  ist  stillschweigend  vorausgesetzt,  daß  für  X  —  a 
für  x  —  b  keine  Stunnsche  Funktion  verschwindet  Sonst  hätten 
garnicht  gewußt,  wie  wir  uns  bei  der  Zählung  der  Zeichen  Wechsel 
zu  verhalten  haben.  Von  jetzt  ab  wollen  wir  vereinbaren,  diese  ZU 
hing  so  vorzunehmen,  daß  wir  von  den  verschwindenden  ölig- 
dem  absehen.  Hiernach  wird  es  aber  notwendig  zuzusehen,  ob 
nicht  die  Fassung  des  Theorems  modifiziert  werden  muß.  Wie  wir 
bereits  gesehen  haben,  weist  links  wie  rechts  von  einer  Wurzel  voi 
/)  die  Terne  /',_,,  ft,  /'j  +  1  einen  einzigen  Zeichen  Wechsel  iml. 
gerade  einen  würde  man  auch  zwischen  ft^t  und  /]  +  i  zählen, 
dem  man  ft  =  "  unterdrückt  hat.  Eine  Modifikation  in  der  Form1 
lierung  des  Theorems  könnte  also  nur  in  dem  Falle  eintreten,  wo 
Grenze  deB  Intervalles  eine  Wurzel  von  /  ist.     Wird  alsdann  der 

x  —  a  oder  x  =  b  gehörige   verschwindend-'  Wert  von  /'  unterdrflcl 
so    kommen    wir   sicherlich    dahin,    einen    Zeichen  Wechsel    i 


i 

! 
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zählen,  und  die  Sache  liegt  dann  so,  als  ob  wir  ohne  f  zu  unter- 
drücken Werte  a  >  a  und  V  >  b  betrachtet  hätten,  die  genügend 
nahe  an  a  und  b  liegen.  Die  Zahl  der  Zeichenwechsel,  welche  wir 
in  dieser  Weise  berechnen,  wird  also  dieselbe  sein  wie  die,  welche 
wir  in  dem  Intervall  (a',  b')  erhalten  hätten,  d.  h.  es  ist  in  dieser 
Zahl  eventuell  eingeschlossen  nur  die  Wurzel  b.  Aus  alledem 
folgt,  daß  die  Fassung  des  Sturmschen  Theorems  sich  folgendermaßen 
modifiziert:  Die  Zeichenwechsel,  welche  die  Sturmsche  Reihe 
verliert,  wenn  die  Veränderliche  von  einer  Grenze  eines 
Intervalles  bis  zu  der  andern  wächst,  sind  ebensoviele  wie 
die  in  dem  Intervall  mit  Ausschluß  der  unteren  Grenze  ent- 
haltenen Wurzeln.  Wenn  man  daher  für  x  =  a  oder  x  =  b  in  der 
Sturmschen  Reihe  f  =  0  findet  und  nach  Unterdrückung  dieses  wie 
jedes  andern  verschwindenden  Gliedes  beim  Übergänge  der  Veränder- 
lichen x  vom  Werte  a  zum  Werte  b  einen  Verlust  von  v  Zeichen- 
wechseln konstatiert,  so  wird  man  folgendes  behaupten  können:  Außer 
der  Wurzel  a  gibt  es  noch  v  Wurzeln  in  dem  Intervalle  (a,  6).  Da- 
gegen gibt  es  außer  b  nur  v  —  1  Wurzeln,  die  diesem  Intervalle  an- 
gehören, a  nicht  mitgerechnet. 

e)  Das  Theorem  von  Sturm  gilt  auch  in  dem  Falle,  wo  die  Funk- 
tion f  mehrfache  Wurzeln  hat,  vorausgesetzt,  daß  sie  ihres  Grades 
der  Vielfachheit  beraubt  werden.  Man  wird  in  der  Tat  als  letztes 
Glied  der  Sturmschen  Reihe  eine  Funktion  finden,  die  dem  größten 
gemeinsamen  Teiler  von  f  und  fx  proportional  ist.  Nennt  man  tpi  den 
Quotienten  von  f{  durch  diesen  Divisor  (der  offenbar  alle  Funktionen 
der  Reihe  teilt),  so  ist  klar,  daß  die  Zeichenwechsel  von  f}  ftf  f%, . . . 
dieselben  sind  wie  die,  welche  die  Reihe  %  <plf  q>%y  ...  aufweist.  Diese 
Reihe  hat  dieselben  Eigenschaften  wie  die  zu  der  Funktion  qp  ge- 
hörige Sturmsche  Reihe,  d.  h.  zu  einer  Funktion,  welche  als  einfache 
Wurzeln  alle  Wurzeln  von  f  hat  (und  nur  diese). 

508«  Anwendungen«  a)  Das  Theorem  von  Sturm  lehrt  genau  die 
Anzahl  der  reellen  Wurzeln  einer  gegebenen  Gleichung  kennen  und  ge- 
stattet anzugeben,  wie  viele  positive  und  wie  viele  negative  es  gibt.  So 
besteht  für  f  =  x*  — -  2x%  -f-  x  —  1  die  Sturmsche  Reihe  aus  dieser  Funktion 
und  folgenden  andern: 

/•1  =  4*8-4s+  1,    ^=»4x2-3o?  +  4,    /j  =  23s  +  8,    £-  —  2924. 

Für  negatives  und  dem  absoluten  Betrage  nach  hinreichend  großes  x  ist 
die  Folge  der  Zeichen 

+  —  +  —  —  (drei  Zeichenwechsel). 
Für  x  «■  0  sind  die  Zeichen  die  der  unabhängigen  Glieder,  d.  h. 

—  +  +  +  —  (zwei  Zeichenwechsel). 
Wir  haben  einen  verlorenen  Zeichenwechsel,  also  eine  einzige  negative 
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Wurzel.  Für  hinreichend  großes  x  sind  die  Zeichen  die  der  ersten  I  llieder,  d.  h. 


-     —     (ein  Zeichen  Wechsel). 

Also  hat  die  Gleichung  I*  —  %x*  +-  x  —  1  =  0  eine  positive,  eine  ne^a- 
i  konjugiert  imaginäre  Wurzeln.  Wir  können  hinzufügen,  daß 
die  positive  Wurzel  zwischen  1  und  2,  die  negative  iwisdan  —  2  und 
—  1  liegt..  Das  Theorem  von  Pescartes  sagt  uns  nur,  daß  die  Gleichung 
eine  negative  und  eine  positive  Wurzel  hat,  läßt  aher  den  ZwflUU,  H.iLl 
die  baden   andern  reell  und  positiv  sein  könnten. 

b)  Man  kann  das  Sturmsche  Theorem  anwenden  auf  die  Ermittelung 
der  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  daß 
eine  algebraische  Gleichung 

*l&  +  0,3"-'  +  Ojai""1  +  ■  -  ■  +  ttH  =  0 

lauter  reelle  Wurzeln  hat.    Zunächst  muß  die  Sluriusibe  li 

sie  n  Zeichen  Wechsel    radieren    kann,    vollständig    sein,    muß    also    aus 

*i  +  1  Funktionen  von  den  Graden  n,  u    -  1,   "  —  i,         ,1,0  bestehen. 

Zweitens    darf    für    hinreichend    großes    x    die    genannte    Reihe    nur    um/h 

Zeichenfolgen  haben,  und  es  muß  daher,  wenn  a^  >  0  vorausg-   i 

das  erste  Glied  jeder  SJturmschen  Funktion  positiv  sein.    Biese  Bedingungen 

sind  hinreichend.     Wenn  wir  sie  nämlich  als  erfüllt  annehmen  und  x  einen 

negativen  Wert  beilegen,  der  dem  absoluten  Betrage  nach  hinreichend  groß 

ist,  so  nehmen  die  Funktionen  alternierende  Vorzeichen  an,  und  ihre  Reihe 

bietet  genau  n  Zeichen  Wechsel.     Grenzt  man  also  ein  Intervall  < 

sodaß  außerhalb  desselben  keine  reellen  Wurzeln  von  {  existieren,  so  geben 

beim    Übergang   der  Veränderlichen   x   von  —  /   nach  l  gerade  n  Zeichen- 

wechsel   verloren,   und   man    hat   daher    nacb  dem  Sturm  so hon  Theoron   » 

reelle  Wurzeln.     So  sind  bei  der  Gleichung  xs  -\-  px  '-j-  q  —  0  die  Sturm- 

sehen  Funktionen  folgende: 

f=X>+pX  +  q,       &-8*»+#,        f%=-2px-Sq,        f,- 

Es  muß  also  sein  p  <  0,  4p*  -f-  27^'  <  0.  Aber  die  erste  Bedingung 
ist  in  der  zweiten  enthalten.  Ware  nämlich  p  null  oder  positiv,  so  könnte 
4  }>"  +  STj"  nicht  negativ  sein.  Folglich  ist  (vgl.  §  314,  sl  die  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  x*  +  px  +  q 
lauter  reelle  und  einfache  Wurzeln  hat,  4p*  +  27q*  <  0. 

509.  Auf  die  Fragen  des  vorigen  Paragraphen  werden  wir  in 
allgemeiner  Weise  antworten  können,  wenn  es  ans  gelingt  die  Aus- 
drücke der  Sturmscheu  Funktionen  zu  erhalten.     Der  ganze  Quotient 


/"=■  3?  —  cx"-1  H doxch    /i  =  naf-'  —  («  —  i)crr-* -i-  ■ 

ist  notwendig  —  (x  —  J,  und  man  hat  daher 


(*-i)r.-r„ 


folgt 
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4  =  ±(a;__i)y..J__i  =  ii  yn^n. 

f         n  \  nj  j£j  x  —  ctt  n1  S  >    x  —  c^ 


Bemerkt  man  ferner,  daß 

na{  —  c  —  (a<  —  at)  +  (a,  —  a%)  + 
ist,  so  kann  man  auch  schreiben 

A  =  J_  V  ("'  ~~  "■*  +  tt'~M  Äi  V 


+  (*i  -  «») 


(«*  ~  «>)* 


Vergleicht  man  diese  Formel  mit  der  für  -~,  so  kann  man  das  all- 
gemeine Resultat  erraten,  welches  von  Sylvester1)  gefunden  worden 
ist.  Wenn  man  von  gewissen  Faktoren  absieht,  die  im  Falle  von 
Gleichungen  mit  reellen  Koeffizienten  immer  positiv  sind  (und  infolge- 
dessen vernachlässigt  werden  können),  so  hat  man 


U  _   y  («t  -  «i)f(«i  -  «a)1 


fa-i  — «*)f 


(x  —  ofj) (x  —  er,)  •  •  •  (x  —  a£        ' 

wobei  sich  die  Summation  auf  alle  Systeme  von  i  Indices  erstreckt, 
die  wie  1,  2,  3, . , . ,  i  unter  den  Zahlen  1,  2,  3,  .  . .  ,  n  gewählt  sind. 
Im  besonderen  ist,  wie  vorauszusehen  war,  fn  nichts  anderes  als  z/, 
die  Diskriminante  von  f.  Die  letzte  Formel  zeigt,  daß  fi  ein  Polynom 
(n  —  i)-ten  Grades  ist,  dessen  Koeffizienten  ganze  symmetrische  Funk- 
tionen der  Wurzeln  von  f  sind  und  sich  folglich  als  ganze  rationale 
Funktionen  der  Koeffizienten  von  f  ausdrücken  lassen  Nach  dem  im 
vorigen  Paragraphen  Gesagten  ist  es  wichtig,  den  ersten  Koeffizienten 
von  ft  zu  kennen,  den  wir  mit  tsi  bezeichnen  werden.     Man  hat 


-2 


ai 


«i3 


a, 


cc< 


at 


a, 


a 


<-i 


a 


i-i 


rl-l 


und  man  sieht  (§  30),  daß  6i  das  Quadrat  der  Matrix 


1)  Philosophie«!  Magazine  (1889),  Journal  de  Liouville  (1862,  p.  868).  Wegen 
des  Beweises  siehe  die  „Höhere  Algebra11  von  Serret,  deutsch  von  Wertheim 
(Bd.  1,  S.  466)  oder  das  Buch  von  Salmon-Fiedler  (S.  68).  Siehe  auch 
über  die  Stnrmschen  Funktionen  eine  Note  von  Gilbert  in  den  „Nouvelles 
Annales  de  Math.14  (1866,  p.  263)  und  die  „Determinante  von  Trudi  (Appli- 
casioni,  §  V). 


ist,  soiluß  man  auch  schreiben  kann 
sa        s,       s, 


1  so     si\ 


-(«-lfe'-»Mh 


Also  ist  (§  466) 

ai  —  s0  ™  "  >    ai  = 

endlich  ön  =  A  . 

510.  Theorem.    Die  Anzahl  der  Paare  imaginärer  Wurzeln 
einet   ganzen  Funktion,    die   keine  vielfachen   Wurzeln    hu 
ist    gleich    der    Anzahl    der    Zeichen  Wechsel    in    der    Reibe 
at,  et,  ffs, 

Dieser  Satz  laßt  sich  leicht  aus  dem  Sturniscben  Theorem  ah 
leiten,  wenn  mau  die  Bemerkungen  des  §  508  beachtet.  In  der  Tat, 
wenn  v  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  ff,,  ff,, . .  . ,  ff,  ist,  so  bähen 
wir  offenbar  dieselbe  Zahl  hei  der  Reihe  f,ft,  /j,  ...,/"„  filr  geiiiigrnil 
großes  x,  da  die  beiden  ersten  Funktionen  zu  einer  Zeichenfolge  Vir 
anlassung  geben.  Wenn  dagegen  X  negativ  und  dem  absoluten  Be- 
trage nach  hinreichend  grob"  ist,  so  verwandelt  sich  jede  Zeichenfolge 
in  einen  Zeichen  Wechsel  und  umgekehrt,  sodaß  die  Btnrtnsche  Reibt 
schließlich  n  —  v  Zeichen  Wechsel  bietet.  Der  Verlust  an  Zeichen 
wechseln,  wenn  z  das  Intervall  (—  l,  <)  wachsend  durchlauft,  wobei 
anßerhalh  des  Intervalle«  keine  reellen  Wurzeln  von  f  liegen,  ist  also 
n  —  2v,  und  wir  haben  daher  auf  Grund  des  StonnBOhefl  I 
m  —  2t!  reelle  Wurzeln  und  infolgedessen  e  Paare  imaginäre  Wurzeln. 

511.  Für  das  vorstehende  Theorem  koiiueu  wir  einen  andern 
interessanten  Beweis')  geben,  der  unabhängig  von  der  Kenntnis  der 
Sturmschen  Funktionen  ist.  Man  betrachte  die  qOedieÜBChe  Form, 
welche  als  Diskrimiuante 


l)    Siehe   eine  Abhandlung 


L-liiirdt  in   Liouvilies  Journal,    I »47, 
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41  = 


h 


s. 


** 


•  •  •   $n-l 

•  •    •    o„ 


•   •    »    o, 


n  +  1 


Sn-1      Sn      Sn  +  1   "   *   *    S2n-S 


hat,  d.  h.  gerade  die  Diskriminante  der  vorgelegten  Gleichung.  A  ist 
von  Null  verschieden,  weil  die  Wurzeln  der  Gleichung  sämtlich  ein- 
fach sind,  und  es  ist  daher  die  betrachtete  quadratische  Form,  die  sich 
auch  so  schreiben  läßt 


<P  "  (5o*i      +  six%  +  s%xs      + 


reduzierbar  auf  eine  Summe  von  n  nicht  verschwindenden  Quadraten. 
Wir  müssen  hier  daran  erinnern  (§  98),  daß  die  Anzahl  der  nega- 
tiven Quadrate  gerade  gleich  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  ist,  von 
der  in  der  Formulierung  des  Theorems  die  Rede  ist.  Es  genügt  daher 
<p  auf  die  kanonische  Form  zu  reduzieren  und  zu  zeigen,  daß  die  Zahl 
der  negativen  Quadrate  gleich  der  Anzahl  der  Paare  imaginärer 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  ist.  Im  vorliegenden  Falle  läßt 
sich  die  Reduktion  auf  die  kanonische  Form  unmittelbar  ausführen, 
indem  man  von  dem  vollständigen  Ausdruck  von  <p  alles  absondert, 
was  sich  auf  eine  gegebene  Wurzel  a  bezieht.  Man  erhält  auf  diese 
Weise 

(xt         +ax%+a*xl      H \-an~1xJx1 

+  {ax1        +a*Xi  +  a*Xi      H \-anxn)x% 


+  (a*~1x1  +  ana^  +  an+1rr3  -\ \-  cc2*-*xn)xf 

=  (xt  +axi  +(**%      H h«""1«/ 

Setzt  man  also 

y{  =  xx  +  a{x9  +  cc*x9  -\ h  ccin-1xn} 


so  hat  man 


9>  -  Vi  +  y*  +  &*  +  •  •  •  +  y»2- 


Wenn  a{  reell  ist,   so  ist  yf  positiv.     Ist  cti  imaginär,  so  sei  aj  die 
konjugierte  Wurzel.     Alsdann  sind   auch  y{   und  yj  konjugiert   und 

daher  in  der  Form  p  ±  qY  —  1  mit  reellen  p,  q  ausdrückbar.     Dar- 
aus folgt 

v?  +  y?  -  ip  +  2  V^^f  +  (p  -  2  V^)*  -  2  (p»  -  8«) . 


Wir  sehen    auf  diese    Weise,    daß   jedem    Paar    konjugiert    m 
Wurzeln   in.  den   kanonischen  Ausdrücken  zu  zwei  reellen  Quadraten, 
einem    positiven    und    einem    negativen,    Veranlassung    gibt,    während 
jede  reelle  Wurzel  ein  positives  Quadrat  liefert.     Es   ist  also  richtig, 
daß    jedes    negative    Quadrat    die    Existenz    eines    Paares     in 
Wurzeln  anzeigt1). 

512.  Bemerkungen,  a)  Die  notwendigen  nnd  hinreichenden 
Bedingungen  für  die  Realität  aller  Wurzeln  einer  alge- 
braischen Gleichung  mit  reellen   Koeffizienten  sind 


so    si    si 


>o. 


Diese  Ungleichungen  in  den  s  lassen  sich  immer  mit  Hilfe  der 
der  symmetrischen   Funktionen  in  solche  in  den  S  übersetzen. 

b)  Die  Bedingung  4  >  0  ist  notwendig  für  die  Uea-litlit  aller 
Wurzeln.  Wenn  sie  aber  erfüllt  ist,  so  kann  man  mit  bi 
daß,  wenn  die  Gleichung  imaginäre  Wurzeln  hat,  die*e  eine  gerade 
Anzahl  von  Paaren  bilden.  Wenn  ^<0  ist,  so  besitzt  die  Gleichung 
eine  ungerade  Zahl  von  Paaren  imaginärer  Wurzeln.  Dies  kann 
man  auch  direkt  aus  dem  Ausdruck 

j  -  («,  - «,;»,  -  «,)■(»,  -  *,)> . . .  («._,  -  «,)■ 

folgern,  der  uns  sofort  zeigt,  daß  z/  immer  positiv  ist,  wenn  die  « 
alle  reell  sind.  Ferner  bringt  jedes  Paar  «,,  b(  von  konjugiert  ima- 
ginären Wurzeln  in  J  den  negativen  Faktor  {a(  —  <r(ls  hinein, 
während  alle  andern  Faktoren  wie  at  —  ar  nnd  a)  —  a,  (ar  und  «,  als 
konjugiert  gedacht)  sich  derart  paaren,  daß  sie  positive  Produkte 
liefern. 

513.    Beispiele,     a)  Bei  der  vollständigen  Gleichung  dritten  Grades 
a0x'+  30,1»  +  3o,x  -f-a,  =  0 
erhält  man  als  notwendige  und   bianiclu&de    Bedingungen  dafür,   daß  die 
drei  Wurzeln  reell  und  verschieden  sind, 

wo  A  die  bekannte  Pis  krimin  ante  (§87} 

1)  Analoge  Befruchtungen  gestatten  ein  allgemeinere«  Theorem  auf: 
welches  wir  Brioichi  verdanken     Ktlkt  die  „l>eieraiitianti"  von  Trudi,  p,  SI 
Siehe  auch  in  den  „Philoaophical  Trausai'tionii"    von   1*63  eine  Abhandlung  vo* 
Sylvester  über  die  Verallgemeinerung  des  Stunnschen  Theorem«  und  l 
Brioiehi  in  den  „Nouveltea  Aunale«  de  Math.",  1866,  p.  S7ö. 


^m 
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ist.  Hier  muß  die  Bedingung  A  >  0  genügen,  da  es  unmöglich  ist,  daß 
die  Gleichung  vier  imaginäre  Wurzeln  hat.  Also  muß  die  Bedingung 
«!* — «ofli>0  in  A>0  enthalten  sein  (vgl.  §  508,  b),  und  man  be- 
stätigt, daß  dies  tatsächlich  der  Fall  ist,  wenn  man  die  Identität  beachtet 

a0*A  -  4  (V  -  Ooa,)8  -  (2  V  -  ^%atat  +  a0\)3. 

b)  Dagegen  reicht  bei  der  Gleichung  vierten  Grades 

c^at  +  Ac^a?  +  60,^  -+•  40,0?  +  aA  =  0 

die  Bedingung  A  >  0  nicht  aus  um  zu  entscheiden,  ob  die  Wurzeln  alle 
reell  oder  alle  imaginär  sind.  Aus  dem  Vorzeichen  von  A  kann  man  mit 
Sicherheit  nur  schließen,  daß,  wenn  A  <  0  ist,  die  Gleichung  zwei  reelle 
und  zwei  imaginäre  Wurzeln  hat.  Wenn  A  >  0  ist,  so  muß  man  auf 
die  andern  Sturmschen  Funktionen  zurückgehen,  deren  erste  Koeffizienten 
sich  nur  um  positive  Faktoren  von 

V  —  aoo, ,      (ax2  —  a0ai)  I  +  \%J 

unterscheiden1),  wo  (§  87) 

a0    ax    a, 

7=0^— 4^05  +  3a/,     J=      ^    a%    as 

a9    o,    a4 

ist.  Damit  nun,  wenn  schon  A  >  0  ist,  die  Wurzeln  alle  reell  und  ver- 
schieden seien,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  diese  beiden  Größen 
positiv  sind.  Wenn  dies  nicht  der  Fall  ist,  so  sind  die  vier  Wurzeln 
imaginär. 

c)  Auch  bei  der  Gleichung  fünften  Grades  kann  man  behaupten,  daß, 
wenn  die  Diskriminante  negativ  ist,  die  Gleichung  sicher  zwei  imaginäre 
und  drei  reelle  Wurzeln  hat.  Ist  die  Diskriminante  positiv,  so  hat  die 
Gleichung,  wenn  ihre  Wurzeln  nicht  alle  reell  sind,  nur  eine  reelle  Wurzel, 
und  zwischen  diesen  beiden  Möglichkeiten  entscheidet  man  durch  Unter- 
suchung der  Vorzeichen  von  drei  gewissen  Funktionen  der  Koeffizienten9). 


Auflösung  der  Gleichungen. 

Numerische  Auflösung. 

514.  Wir  gehen  jetzt  über  zur  numerischen  Auflosung  der 
algebraischen  Gleichungen,  d.  h.  zur  Aufsuchung  derjenigen  Zahlen, 
die  an  Stelle  der  Veränderlichen  gesetzt  ein  Polynom  mit  gegebenen 
numerischen  Koeffizienten  zum  Verschwinden  bringen.  Wir 
können  uns  darauf  beschranken  Gleichungen  von  der  Form 

1)  Cayley  „Quarterly  Journal'4,  t.  IV,  p.  10.  Siehe  auch  eine  Note  von 
Halphen  in  den  „Nouvelles  Annales  de  Math.41,  1885,  pp.  84,  36. 

2)  Roberts  „Quarterly  Journal",  t%  IV,  p.  175. 


(1) 


a03f  +  o,^-1  +  a,x"~ 


-0 


mit  ganzzahligen  aü!  a,,  ns,  ...  und  a0  >  0  zu  betrachten,  indem 
wir  bemerken,  daß  sieh  auf  diese  Form  jede  algebraische  Gleichung 
mit  algebraischen  Koeffizienten  reduzieren  läßt,  d.  h.  mit  nicht 
transcendenten  Koeffizienten,  die  also  Wurzeln  einer  algebraischen 
Gleichung  mit  rationalen  Koeffizienten  sind.  In  der  Tat,  wenn  ein 
Koeffizient  a  oder  mehrere  einer  oder  mehr  algebraischen  Gleichungen 
mit  rationalen  Koeffizienten  genügen,  so  kann  man  aus  diesen  und 
der  gegebenen  Gleichung  die  genannten  Koeffizienten  a  eliminieren 
(vgl.  §  444)  und  die  Rechnungen  so  einrichten,  daß  man  eine 
Gleichung  (höheren  Grades)  mit  rationalen  Koeffizienten  erhält.  Miese 
Koeffizienten  lassen  sich  immer  ganzzahlig  machen,  indem  man  sie 
alle  mit  einer  und  derselben  passend  gewählten  ganzen  Zahl  mnlti- 
püriert  Ist  dies  geschehen,  so  pflegt  man  in  erster  Linie  zur  Be- 
stimmung der  ganzzahligen  Wurzeln  zu  schreiten,  dann  zu  der 
der  gebrochenen  Wurzeln,  ferner  zur  Vereinfachung  der  viel 
fachen  Wurzeln  und  endlich  zur  näh erungs weisen  Berechnung  der 
irrationalen  Wurzeln.  Was  die  imaginären  Wurzeln  betrifft, 
so  erinnern  wir  daran  (§  493),  daß  ihre  Bestimmung  immer  zurück- 
fuhr bar  ist  auf  die  der  reellen  Wurzeln  von  Gleichungen  mit  reellen 
Koeffizienten. 

515.  Einschränkung  der  Wurzeln.  Vor  allen  Dingen  ist  die 
Einschränkung  der  Wurzeln  notwendig,  d.  h.  die  Bestimmung 
eines  Intervalles,  außerhalb  dessen  keine  reellen  Wurzeln  der  vnr- 
gelegten  Gleichung  existieren.  Die  Grenzen  eines  solches  Intervalle« 
heißen  untere  Schranke  und  obere  Schranke  der  Wurzeln.  Die 
Frage  reduziert  sich  sofort  darauf,  nur  eine  obere  Schranke  zu 
suchen;  denn  wenn  f(x)  die  linke  Seite  von  (1)  ist,  so  erhält  man 
eine  untere  Schranke  ihrer  Wurzeln,  indem  man  eine  obere  Schranke 
der  Wurzeln  von  /*(—  x)  mit  umgekehrtem  Vorzeichen  nimmt. 
Ebenso  kann  man  eine  untere  Schranke  nur  für  die  |iositiven  Wurzeln 
von  f{x)  bestimmen,  indem  man  den  reziproken  Wert  eine 
Schranke  der  Wurzeln  von  /"(- )  nimmt,  u.  ».  vi.  Kür  die  RwilillllllllTlg 
einer  oberen  Schranke  l  kennt  man  viele  Regeln: 

a)  Regel  von  Newton.  Wenn  eine  Zahl  /  die  Funktionen  /',  /*, 
/"",...  positiv  macht,  so  ist  sie  eine  obere  Schranke  für  die  Wurzeln 
von  f.     Jn  der  Tat  hat  man  für  beliebiges  ;r  >  l 

fto  -  /xi) + <•-  i)f(o  +  H'  -  vr® +•  •  •>«■ 

Übrigens  kann  man  diesen  Satz  als  eine  unmittelbare  Folgerung  des 
Budanscheu  Theorems  (§  502)  betrachten.  Um  ihn  praktisch  anzu- 
wenden, beginnt  man  mit  der  Bestimmung  der  kleinsten  ganzen  Zahl, 
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die  von  der  Wurzel  von  /X*-1)  nicht  übertroffen  wird.  Dieser  Wert 
wird  an  Stelle  von  x  in  /^n~2)  eingesetzt,  und  wenn  man  ein  nega- 
tives Resultat  erhält,  so  fügt  man  zu  dem  genannten  Wert  successiv 
so  viele  Einheiten  hinzu,  als  nötig  sind,  damit  der  entsprechende 
Wert  von  f(n~*)  positiv  wird.  Der  neue  Wert  von  x  wird  dann  in 
/X"-8)  eingesetzt  u.  s.  w.,  und  man  fährt  in  dieser  Weise  so  lange 
fort,  bis  man  eine  Zahl  findet,  die  f  selbst  positiv  macht.  Eine 
solche  Zahl  ist  die  gesuchte  Schranke  l. 

b)  Begel  von  Laguerre.  Dasselbe  Verfahren  läßt  sich  ein- 
schlagen, wenn  man  an  Stelle  von  f,  /",  f",  . . .  die  Reihe  f,  f1}  fi9 . . . 
der  Ruffinischen  Funktionen  nimmt.  Dies  ergibt  sich  sofort  aus  dem 
Theorem  von  Laguerre  (§  501). 

c)  Man  kennt  noch  andere  Regeln,  die  hinsichtlich  des  Resultates, 
welches  sie  liefern,  weniger  befriedigend  sind,  sich  aber  rascher  und 
leichter  anwenden  lassen.  Es  sei  ar  der  größte  Koeffizient  unter 
denen,  die  dem  ersten  negativen  Koeffizienten  at  vorangehen,  und  at 
der  dem  absoluten  Betrage  nach  größte  unter  den  negativen  Koeffi- 
zienten. Die  Regeln  von  Mac-Laurin,  Lagrange  und  Tillot 
drücken  sich  in  folgenden  Formeln  aus: 


Eine   andere   Regel  von   Lagrange   besteht    in   dem   Summieren    der 
beiden  größten  unter  den  Zahlen 

und  den  andern  analogen,  die  sich  auf  alle  negativen  Koeffizienten 
beziehen. 

d)  Oft  zerlegt  man  anstatt  diese  Regeln  anzuwenden  f  in  passend 
gewählte  Teile  und  sucht  durch  direktes  Probieren  die  oberen  Schranken 
T,  l"}  . . .  der  verschiedenen  Teile  zu  finden,  worauf  man  für  l  die 
größte  dieser  Zahlen  wählt.  Aber  von  allen  Regeln  ist  die  befrie- 
digendste die  von  Newton,  sei  es  weil  sie  niemals  zu  einem  größeren 
Resultate  führt,  als  es  eine  der  anderen  Regeln  liefert,  sei  es  weil 
sie  die  nächstgrößere  ganze  Zahl  zu  der  größten  Wurzel  liefert1), 
wenn  die  Wurzeln  alle  reell  sind.  Wenn  in  dem  letzteren  Falle  die 
größte  Wurzel  eine  ganze  Zahl  ist,  so  lehrt  die  Anwendung  unserer 
Regel  ihren  Wert  kennen.  Dieser  Vorzug  der  Newtonschen  Regel 
ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Erhaltung  des  Schwerpunktes  der 
Wurzeln  (§  504,  g). 


1)  „Nouvelle  Correspondance  Mathematique",  1880,  p.  174. 
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«618- 


eine  Wurzel  von  f  iat, 


516.  Ganssablige  Wuraeln. 

bo  hat  uian  (§  500,  Formel  44  i 

(2)         ax)  -(«-■)  (.<■-  %  +  af-  v;_,  +  ••-+/;), 

weiin  einfach  mit  /',,  fv  .  .  .  die  Werte  der  Ruffi machen  Funktionen 
für  x  =  u  bezeichnet  werden.  Bemerken  wir,  daß  diese  Werte  ganz- 
zahlig sind,  wenn  es  a  ist,  and  erinnern  wir  uns  daruu,  iiai 
auseinander  durch  folgende  Relationen  ableiten  lassen: 
(3)  fn  =  a0,  £_!-«/; +  «ii  ---,  A  =  «f,  +  «.-i.  0-«/t  +  *V 
Aus  der  letzten  sieht  man,  daß  a  in  aH  enthalten  ist.  Der  Quotient 
ist  —  A.  Die  vorletzte  zeigt,  daß  a  in  aB_,  enthalten  ist,  wenn 
dieses  um  den  ersten  Quotienten  vermehrt  wird.  Der  neue  Quotient 
ist  —  ft.     Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  findet  man  schließlich 

als   letzten  Quotienten   —  fn o„ .      Wenn   alle  diese   Bedingungen 

erfüllt  sind,  so  ist  a  sicher  eine  Wurzel  von  f,  da  die  Relationen  (8  . 
wenn  man  sie  bezüglich  mit  a",  a1"1,  .  .  .,  ti,  1  multipliziert  und 
addiert,  gerade  /"(«)  —  0  liefern.  Also  gilt  der  Satz:  Damit  eine 
ganze  Zahl  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  mit  ganz- 
zahligen Koeffizienten  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daß  sie  in  dem  unabhängigen  Glied  aufgeht,  ferner  in  dem 
Koeffizienten  von  x,  vermehrt  um  den  Quotienten  der  ersten 
Division,  in  dem  Koeffizienten  von  x*,  vermehrt  um  den 
Quotienten  der  zweiten  Division,  .  .  .,  in  dem  Koeffizienten 
von  af ~lf  vermehrt  nm  den  Quotienten  der  (n  —  l)-ten  Divi- 
sion, und  endlich,  daß  der  Quotient  der  K-fcen  DitUiob 
gleich  ist  dem  Koeffizienten  des  ersten  Gliedes  mit  um 
gekehrtem   Vorzeichen. 

517.  Die  Aufsuchung  der  gauzzahligen  Wurzeln  einer  alge- 
braischen Gleichung  beruht  ganz  und  gar  auf  dem  vorstehenden 
Theorem.  Man  braucht  nur  alle  Teiler  von  a,  zu  uehmen  und  für 
jeden  von  ihnen  zu  verifizieren,  ob  die  angegebenen  Bedingung?« 
erfüllt  sind.  Um  aber  nicht  zu  viele  überflüssige  Rechnungen  zu 
machen,  ist  es  wichtig  Kriterien  zu  kennen,  die  es  ermöglichen 
n  priori  einen  oder  mehrere  Teiler  auszuschließen,  die  nicht  Wur/.-lii 
der  Gleichung  sein  können.  Zunächst  ist  klar,  daß  man  dit 
Teiler  von  aH  ausschließen  muß,  die  nicht  innerhalb  der  Schranken 
der  Wurzeln  liegen.     Ferner  zeigt  die  Identität    i'i,  wann  man  darin 

X 1  oder  x  -  1  setzt,  daß  a  +  1   in  /'(-  1 1   und   n  -   1    in   f{  1 

aufgeht.  Dies  führt  dazu,  für  die  Aufsuchung  der  ganzzahligen 
folgendes  Verfahren  zu  wählen:  1.  Bestimmung  der  Schranken  für  die 
Wurzeln.     2.   Vergewisserung  darüber,   ob   1  und  —  1   Wurzeln  sind 
oder  nicht,  durch  Berechnung  von  f(l)  und  /'(—  1),  und   in 

Falle  Befreiung  der   Gleichung   von  den   etwa   vorhandenen   Wurzeln 
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±  1  mittels  Division  von  f(x)  durch  %-fl.  3.  Aufschreiben  der 
Divisoren  von  aH  (die  von  ±  1  verschieden  sind),  soweit  sie  innerhalb 
der  gefundenen  Schranken  liegen.  4.  Addition  der  Einheit  zu  allen 
diesen  Divisoren  und  Streichung  aller  derjenigen,  welche  dabei  nicht 
Teiler  von  f(—  1)  ergeben;  ferner  Subtraktion  der  Einheit  von  den 
übrig  bleibenden  Divisoren  und  Fortlassung  derjenigen,  welche  dabei 
nicht  Teiler  von  f(l)  ergeben.  5.  Anwendung  des  Fundamentaltheorems 
auf  die  zurückbleibenden  Divisoren.  6.  Nachdem  man  gefunden  hat, 
daß  a  eine  Wurzel  ist,  Teilung  von  f(x)  durch  x  —  a,  ferner  des 
Quotienten  nochmals  durch  x  —  a  u.  s.  f.,  um  zu  erkennen  ob  a  eine 
einfache  Wurzel  ist  oder  eine  zweifache  u.  s.  w. 

518.  ÜbungsbeispieL  Die  ganzzahligen  Wurzeln  der  Gleichung 

2#*  +  4a?8  -  59s*  -  61*  +  30  =  0 

zu  finden.  Die  Newtonsche  Regel  liefert  die  Schranken  —  7  und  6. 
Die  Divisoren  von  30,  welche  zwischen  diesen  Schranken  enthalten  sind, 
sind,  wenn  wir  1  und  —  1  ausschließen, 

Man  sieht  direkt,  daß  1  und  —  1  nicht  Wurzeln  sind,  da 

f{\)  =  -  84,       f(-  1)  =  30 

ist.  Addiert  man  die  Einheit  zu  den  gefundenen  Divisoren,  so  erhält 
man  die  Zahlen 

-5,     -4,     -2,     -1,     3,     4,     6, 

von  denen  nur  —  4  und  4  nicht  in  30  aufgehen.  Man  muß  also  —  5 
und  3  ausschließen,  und  es  bleiben  die  Divisoren 

—  6,     —3,     —2,     2,     5. 

Subtrahiert  man  von  diesen  die  Einheit,  so  erhält  man  die  Zahlen 

-7,     -4,     -3,     1,     4, 

welche  in  84  aufgehen.  Wir  sehen  also,  daß  die  einzigen  Zahlen,  bei 
welchen  wir  mit  Nutzen  die  in  dem  Fundamentaltheorem  angegebenen 
Rechnungen  versuchen  können,  — 6,  — 3,  — 2,  2,  5  sind.  Die  Rech- 
nungen lassen  sich  in  folgender  Weise  anordnen,  wenn  man  bei  jeder 
Zahl  die  Operationen  abbricht,  sobald  eine  Division  sich  nicht  exakt  aus- 
fuhren läßt: 


(-61) 

(-59) 

•r 

(+4) 

(+2) 

-6 

—    5 

—  66 

11 

—  48 

8 

12 

—  2 

-3 

—  10 

—  71 

—  2 

-  15 

-  76 

38 

—  21 

2 

15 

—  46 

-23 

—  82 

-41 

—  37 

5 

6 

-55 

-  11 

-70 

—  14 

-  10 

—  2 

0«itrc 

>,  Analjtit. 

29 

Also    bat    die    vorgelegte    Gleichung    BW   die    ganzzahbgeu    Wurzeln     - 
und    5.      Man    findet    ferner  leicht   durch   Division,    daß    es    nur 
Wurzeln  sind: 

fix)  =  0  +  6)  u  -  5)  (S*»  +  8»  ~  1). 

5111.     Gebrochene    Wurzeln.      Es  Bei   —   ein  irreduzihler  Bruch, 
9 
der  der  Gleichung  (1)   genügt,    in  der  a0  —  1    ist.     Man   tiinli,    inu 

man  ar  —  —  setzt  und  mit  (/""'  multipliziert,  haben 


^-  +  «iJ'"-'  +  «,«"    "«  +  - 


«.9- 


ii, 


d.  h.  es  muß  der  irreduzible  Bruch  -'-  gleich  einer  ganzen  Zahl  sein 
Dan  ist  aber  unmöglich.  Also  haben  wir  den  Satz:  Jode  alge- 
braische Gleichung  mit  ganzzahligen  Koeffizienten,  in 
welcher  der  Koeffizient  des  Glieder  höchsten  Grades  gleich 
der  Einheit  ist,  hat  keine  gebrochenen  Wurzeln.  Dieses 
Theorem  ermöglicht  es,  die  Aufsuchung  der  gebrochenen  Wurzeln  auf 
die  gtinzzahliger  Wurzeln  zu  reduzieren.  In  der  Tat,  wenn  (lic 
Gleichung  nicht  die  in  dem  Theorem  angegebene  Form  hat,  s»  kann 
man  ihr  diese  Form  geben,  indem  mau  diu  Wurzeln  mit  einer  passend 
gewühlten  Zahl  /.   multipli/.iert.     Die  transformierte  Gleichung 

a^uf  +  ka^x*-'  +  Pa^z*-1  +  ■  -  ■  -f  kfan  =  0 

hat,  sobald  man  über  k  derart  verfügt,  daß  knlt  k1^,  .  .  .,  i"a^  alle 
durch  a0  teilbar  werden,  keine  rationalen  Wurzeln,  die  nicht  ganz- 
zAhlig  sind.  Wenn  a,  ß,  ...  diese  ganzzahligen  Wurzeln  sind,  so 
sind  die  rationalen  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  "  p  ,  ■ 
Unter  diesen  letzteren  sind  auch  die  ganzzahligen  Wurzeln  enthalten. 
Aber  in  der  Praxis  ist  es  zweckmäßig  meist  die  Gleichung  roa  fal 
ganzzahligen  Wurzeln  zu  befreien  und  erst  daaS  WUT  Aulsiidnirig  Att 
gebrochenen  zu  schreiten. 


680.  ÜbungBbeiirpiel.     Die  rationalen  Wur 
21  x*  —  41a*  +  4bx*—  34* +  4  = 


»In  der  Gleichung 


m    finden.      Die    Newtonsche    Hegel    liefert    1    als    ohere    Schranke    dm 
reellen    Wurzeln.      Die   Gleichung,    welche   durch    Verwandlung    ran    ' 
—  X    entsteht,    hat    lauter    positive    Koeffizienten.      Also   sind    die    rwillffll 
Wurzeln    der    vorgelegten    Gleichung    alle    «wischen    ü    und     1 
Setzt  man  y  —  21  x,  so  erhält  man 

y*-  41/+  945p*  —  10584y +  37044  -  0, 

und    wir    wissen    bereife,    dalt    die    Wurteln    dieser   Gleißt g     ■   ■ 
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und  21  enthalten  sind.  Zwischen  diesen  Schranken  sind  die  Divisoren 
von  37044 

2,    3>    4,    6,    7,    9,    12,    14,    18. 
Die  Zahlen 

1,    2,    3,    5,    6,    8,    11,    13,    17 

müßten  27365  teilen.  Streicht  man  diejenigen,  welche  dieser  Bedingung 
nicht  genügen,  so  bleiben  die  Divisoren  2,  6,  14.  Diese  genügen  auch 
der  andern  Bedingung,  da  3,  7,  15  in  48615  aufgehen.  Dies  voraus- 
geschickt lassen  sich  die  Rechnungen  folgendermaßen  zu  einem  Schema 
zusammenstellen : 


2 

6 

14 


(-10584)  (+945)  (-41)        (+ 1) 

18522  7938  3969  4914 

6174  —4410  —735  210   35  —  6   —  1 

2646  —  7938  —  567  378   27  —  14   —  1 


Die  rationalen  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sind  £  und  £*,  d.  h.  j 
und  f.  Der  linken  Seite  der  vorgelegten  Gleichung  kann  man  jetzt  die 
Form  geben 

(Ix  —  2)(3s  —  2)(s*  —  x  +  1). 

521.  Vielfache  Wurzeln.  Die  Methode,  welche  wir  im  fol- 
genden Kapitel  zur  Berechnung  der  irrationalen  Wurzeln  entwickeln 
werden,  erfordert,  daß  dieselben  einfach  seien.  Zu  diesem  Zweck  ver- 
fahrt man,  nachdem  die  Gleichung  von  allen  rationalen  Wurzeln  be- 
freit worden  ist,  so,  wie  es  oben  (§  456)  angegeben  wurde,  und 
spaltet  die  Gleichung  in  andere,  deren  jede  als  einfache  Wurzeln  die 
einfachen  oder  die  zweifachen  oder  die  dreifachen  u.  s.  f.  der  betrach- 
teten Gleichung  zulaßt.     Hierzu  bemerke  man  folgendes: 

a)  Wenn  eine  Gleichung  mit  rationalen  Koeffizienten 
nur  eine  einzige  Wurzel  von  einer  bestimmten  Vielfachheit 
hat,  so  ist  dieselbe  rational.  In  der  Tat  sind  die  Operationen, 
welche  zur  Bildung  der  Gleichung  x  —  a  —  0,  die  sich  auf  diese 
Wurzel  bezieht,  erforderlich  sind,  nicht  derart,  daß  sie  irrationale 
Koeffizienten  hineinbringen.  Soll  aber  x  —  a  rationale  Koeffizienten 
haben,  so  bedeutet  das  eben,  daß  a  rational  ist. 

b)  Bei  den  Gleichungen  der  fünf  ersten  Grade  hat  man 
nicht  Gelegenheit  die  Methode  zur  Aufsuchung  der  viel- 
fachen Wurzeln  anzuwenden.  Es  würde  in  der  Tat  nötig  sein, 
daß  die  Gleichung,  die  wir  uns  immer  bereits  von  ihren  rationalen 
Wurzeln  befreit  denken,  mindestens  zwei  Doppelwurzeln  hätte  und 
daher  wenigstens  vom  vierten  Grade  wäre.  Auch  wenn  sie  vom 
fünften  Grade  wäre,  würde  die  zurückbleibende  einfache  Wurzel 
rational  sein,  und  wir  kämen  wieder  zu  dem  Fall  einer  Gleichung 
vierten  Grades  mit  zwei  Doppelwurzeln.     Mit  andern  Worten,   wenn 

29* 


fl  Urning  der 


■hungen 


eine    Gleichung    vierten     Grades    mit    rationalen    Kueitizieiit,- 
rationale   Wurzeln  hat,   so   kann   sie   uiclit  vielfache   Wurzeln   huben, 
außer,  wenn  es  möglich  ist  die  liuke  Seite  auf  die  Form  ein«  " 
eines  Trinoms  zweiten  Grades   zu    »ringen      Hierzu   gelangt    man   in 
jedem   besonderu  Falle  leicht,  ohne  daß  es  nötig  wäre  auf  die  Methode 
der  vielfachen  Wurzeln  zurückzugreifen.     Übrigens  sieht  man,  wenn 
man  die  Hessesche  Funktion  H  =  3/"'  —  4/'/'"  betrachtet,  soforf ,  dflj  M, 
damit  /'  ein  Quadrat  sei,  notwendig  und  hinreichend  ist,  duß  // 
und  f  sich  nur  um  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden  ' 
Ebenso  ist  es  unnötig  die  genannte  Methode  anzuwenden,  wenn  eine 
Gleichung  fünften  Grades  mit  rationalen  Koeffizienten  nicht  ratÜNudfl 
Wui/i'ln   bat,  da  man   a  priori   behaupten   kann,    daß   die  Wurzeln 
alle  einfach  sind. 


Naheruiigsweise  Berechnung  der  Wurzeln. 

ö'2Ü,    In  dem  vorigen  Kapitel  haben  wir  gesehen,  daß  ein?  alge 

braische  Gleichung  sich  so  reduzieren  läßt,  daß  sie  nur  noch  einfache 
und  irrationale  Wurzeln  hat.  Und  mit  der  Aufsuchung  solcher 
Wurzeln  müssen  wir  uns  jetzt  beschäftigen .  Eine  wichtige  NSboronga- 
rnetbode,  die  von  Newton  erdacht  und  von  Fourier  vervollkommnet 
worden  ist,  ermöglicht  es  die  Berechnung  der  irrationalen  Wurzeln  der 
algebraischen  Funktionen  rasch  auszuführen  und  auch  die  der  Wurzeln 
jeder  transcendenten  Funktion,  die  eine  zweite  Derivierte  besitzt. 
Diese  Methode  setzt  nur  voraus,  es  sei  bereits  die  Trennung  der 
Wurzeln  vollzogen  derart,  daß  die  nnbekannte  Wurzel  r  z.  B.  schon 
isoliert  in  dem  Intervalle  (af  b)  liegt.  Es  ist  allerdings,  wvini  ein 
si-lrhi's  Intervall  gefunden  ist,  theoretisch  sehr  leicht  sieb  der  Wurzel 
beliebig  zu  nähern.  In  der  Tat,  man  erinnere  sich  (§  494,  c),  duß 
f'(a)  und  f(b)  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  wähle  eine  Zahl  r  be 
Eiebig  in  Innern  von  (o,  6),  z.B.  f"|(s-fi),  und  betest] 
Wenn  es  passiert,  daß  f(c) «-  0  ist,  so  bedeutet  dies,  daß  a  =  S  ist. 
Andernfalls  wird  f(c)  ein  Zeichen  haben,  das  von  fui)  ■/..  B.  In 
diesem  Falle  kann  man  das  Intervall  («,  /■)  durch  u,  6)  ersetzen  und 
in  dem  Falle,  wo  f'(c)  das  Zeichen  von  j\b)  bat,  kann  mini  («,  c) 
als  neues  Intervall  nehmen.  Die  Wurzel  ist  dann  in  ein  Intervall 
eingeschlossen,  welches  die  Hüllt«  des  ursprünglichen  ist,  und  in 
analoger  Weise  fortfahrend  gelangt  man  dazu,  sie  mit  beliebig  vor- 
geschriebener Genauigkeit  zu  berechnen.  Aber  dieses  theoretisch  so 
einfache   Verfahren  wird   bei   den   Anwendungen    zu    mühsam    haupt- 


1)  Vgl.  Halphen 

im'lii.'"     [f,l    1,  S.  800). 


a.a.O.  p,  86  und  Clebtch   nYeitaKinge> 
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sächlich  deshalb,  weil  es  Resultate  liefert,  die  nicht  rasch  genug 
gegen  die  gewünschte  Wurzel  konvergieren.  Immerhin  wird  es  be- 
nutzt, um  das  ursprüngliche  Intervall  zu  verengern,  bevor  man  über- 
haupt eine  Näherungsmethode  anwendet,  und  zur  Erleichterung  der 
numerischen  Rechnung  pflegt  man  das  Intervall  nicht  in  zwei,  sondern 
in  zehn  gleiche  Teile  zu  teilen. 

523.  Methode  von  Newton  und  Fourier.  Nehmen  wir  an,  die 
Wurzel  a  liege  isoliert  in  einem  Intervalle  (a,  6),  und  denken  wir 
uns  dieses  Intervall  bereits  hinreichend  verengert,  damit  f  ein  be- 
stimmtes Zeichen  in  ihm  bewahrt.  Wenn  dieses  nicht  das  Zeichen 
von  f{a)  ist,  so  ist  es  das  von  f(b).  Von  jetzt  an  wollen  wir  unter 
a  nicht  die  untere  Grenze  des  Intervalles  verstehen,  sondern  diejenige 
Grenze,  es  sei  die  untere  oder  obere,  an  welcher  f  das  Zeichen 
von  f  hat.     Dies  vorausgeschickt  hat  man 

/•(«)  -  f(a)  +  («  -  a)f(a)  +  *(«  -  «)'f (*) 

für  einen  passenden  Wert  £,  der  zwischen  a  und  a  gewählt  ist.  Da 
f(a)  —  0  ist7  so  gibt  die  letzte  Gleichung 

fia)        (g-q)»  /"'(«) 
*-a-f'(a)  2— />)' 

Nimmt  man  also  als  ersten  Näherungswert  der  Wurzel  die  Zahl 
so  hat  man 


«l       «  —        2         f(a)' 
mithin 

qt  -  «  =  («t  -  a)»  f"{j) 
a-a,  2         f(a)  ' 

Da  nach  Voraussetzung  f(a)  das  Zeichen  von  /"'(£)  hat,  so  sieht 
man,  daß  a^  —  a  das  Vorzeichen  von  a  —  at  hat,  daß  also  ax  immer 
zwischen  a  und  a  liegt.  Inzwischen  bemerke  man,  daß  f(a1)  wie 
f(a)  das  Zeichen  hat,  welches  f  in  dem  ganzen  Intervalle  bewahrt, 
da  zwischen  a  und  ax  keine  Wurzeln  von  f  fallen.  Hat  man  also 
eine  Zahl  at  erhalten,  die  näher  an  a  liegt  als  a,  so  kann  man  eine 
andere  o^,  dann  noch  eine  a^  herstellen  u.  s.  w.  Jede  von  ihnen  wird 
naher  an  a  liegen  als  die  vorhergehende.  Alle  diese  Zahlen  lassen 
sich  der  Reihe  nach  berechnen  mit  Hilfe  der  Relation 

Es  muß  noch  gezeigt  werden,  daß  sie  sich  dem  Grenzwert  a 
nähern.    Zu  diesem  Zweck  bemerke  man  zunächst,  daß  die  genannten 


Kisucg  der  'iloicbungen. 

Zahlen  sicherlich  einem  Grenzwert  a  zustreben,  da  sie  immer  in  dem- 
selben Sinne  variierend  au  fein  an  der  folgen.     Wenn  man  nun  in 

rw-h-n«)fw 

n  unendlich  zunehmen  läßt,  so  erhält  man  f(ar)  =  0,  da  nach  den 
gemachten  Voraussetzungen  f  stetig  und  j"  in  dem  betrachteten 
Intervalle  endlich  ist.  Daraus  folgt  a  —  a,  da  ß  die  einzige  Wurzel 
ist,  die  f  in  dem  genannten  Intervalle  besitzt.  Um  endlich  die  prak 
tische  Nützlichkeit  der  Newtonscheu  Methode  ins  rechte  Licht  zu 
rücken,  muß  noch  das  rasche  Konvergieren  von  an  nach  e  kon- 
statiert  werden.      Zu    dem  Ende    werden    wir  zeigen,   daß    die  Zahlen 

««,),  «».),  /■(»,),  ■•• 

nicht  nur  nach  Null  konvergieren,  sondern  von  solcher  Beschaffenheit 
sind,  daß  das  Verhältnis  einer  jeden  von  ihnen  zu  der  vorhergehenden 
den  Grenzwert  Null  hat.  In  der  Tat  hat  man  für  einen  pausenden 
Wert  1^,  der  zwischen  a„  und  an  .,  liegt  und  daher  nach  a  kon- 
vergiert, 

A«.l  -/'(<■„.,)  -i«.-»..,)ftS.i, 

mithin 


rgj 
.■  ■ 


lim 


/  « 


!  =  0, 


da  /"{£„)  und  f(aA)  sich  dem  gemeinsamen  Grenzwert  f"(tt)  +  0  nahem. 
Man  kann  mit  andern  Worten  sagen,  daß  die  Newtonsche  Methode 
den  Wert  der  unbekannten  Wurzel  als  Summe  der  folgenden  Reihe 
liefert: 

«  -  o,  +  (o,  -  a,)  +  (flg  -  o,)  +  (at  -  o,)  +  •  ■ 

Diese  lieihe  konvergiert  sehr  rasch  {§  200,  b).  In  der  Tut  ist  das 
Verhältnis  eines  Gliedes  zu  dem  vorhergehenden 

»«  +  ■— ■  +  !         *>■+■'  I     ■ 

und  hat  den  Grenzwert  Null,  da  der  erste  Faktor  nach  Null  konver- 
giert und  der  zweite  nach  der  Einheit '  "i. 

1)  Ober  die  Methode  von  Newton  und  Fourier  liehe  »ach  eine  tfotl 
von  Darboux  (18(19)  in  den  „Nouv.  Annale«  de  Math."  und  eine  von  Pouret 
(1890).  Wegen  anderer  Methoden  siehe  Petersen:  „Theorie  der  algebraischen 
iil"n:)]uiigen"  (3.  Abschnitt);  Serret:  „Höhere  Algebra",  deutsch 
(Bd.  I;,  Weber:  „Lehrbuch  der  Algebra"  iBd  I)  und  eine  interessante  Abhandlung 
von  Laguerre  in  den  „Nouv.  Annale»  de  Math"  1880,  p.  161.  Es  gibt 
sehr  nchöne  Metboden  zur  graphischen  Auflösung  der  Gleichungen  Siebe 
die  Nomographie  von  d'Ocagn 
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524.  Eine  andere  Folge  b19  b%,  bs,  ...  von  Zahlen,  die  rasch 
nach  der  unbekannten  Wurzel  konvergieren,  und  zwar  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  wie  die  Zahlen  ö^,  a,,  0$,  . . .,  kann  man  mit  Hilfe 
der  folgenden  Relation  herstellen: 

"+1  f(«J-f(h) 

Geht   man   von  b  aus,   so  erhält  man  eine  Zahl  blf  die  man  unter 
folgenden  Formen  schreiben  kann: 

1  f\c)>       üi-°       f\c)> 

nachdem  man  gesetzt  hat 


Da  man  hat 


h—a  __/(a)^0 


&i  -  b       f(b) 

so  sieht  man,  daß  bx   innerhalb  des  Intervalles  (a,  b)  liegt.     Dies 
vorausgeschickt  betrachte  man  die  Funktion 

9(*W(*)-A«)-(*-«0A«), 

welche  für  #  =  a  wie  für  #  =»  b  sich  auf  Null  reduziert,  und  be- 
merke, daß  9  (ftj)  =  /"(fy)  isi     Ihre  Derivierte 

9'(*)-r(*)-r(«)-(*-c)rco 

hat  das  Zeichen  von  #  —  c  oder  das  entgegengesetzte  Zeichen,  je 
nachdem  f  in  (a,  ft)  positiv  oder  negativ  bleibt.  Daraus  folgt  im 
ersten  Falle,  daß  die  Funktion  in  dem  Teil  von  (a,  6),  der  links  von 
c  liegt,  abnehmend,  während  sie  rechts  zunehmend  ist.  Sie  ist  also 
in  dem  ganzen  Intervall  negativ.  Das  Gegenteil  tritt  ein,  wenn  /"'<0 
ist.  Also  bewahren  die  Funktionen  <p  und  /"'  entgegen- 
gesetzte Zeichen  in  dem  betrachteten  Intervalle.  Insbesondere 
sieht  man  für  x  =  bl9  daß  f(bt)  wie  f(b)  das  entgegengesetzte  Zeichen 
zu  dem  von  f  hat  und  daher  bi  zwischen  b  und  cc  fällt.  Da  ferner 
f(at)  und  f(b^)  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  so  lassen  sich  die 
vorigen  Schlüsse  auch  auf  bt  anwenden,  d.  h.  bt  fällt  zwischen  bx 
und  a,  u.  8.  w.  Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  sieht  man,  daß 
die  Zahlen  6,  bu  bt}  ...  immer  näher  an  die  unbekannte  Wurzel  her- 
anrücken.    Es  sei  ß  ihr  Grenzwert.    Aus 

{ /K)  -  f(K) }  K+i  -  KfM  -  ««/(*.) 

leitet  man  für  unendlich  zunehmendes  n  ab  (a  —  ß)f(ß)  =  0.  Also 
ist  ß  =  a  oder  f(ß)  =  0  und  daher  wieder  ß  «*  a.  Um  endlich  die 
rasche  Konvergenz  zu  konstatieren,  schreibe  man 


wobei  jj,  und  c,  zwei  Zahlen  bedeuten,  die  bezüglich  den  Intervallen 
(bK,  t«^)  und  (an,  &„)  angehören.  Diese  Zahlen  konvergieren  nach  u, 
wenn  n  unbegrenzt  zunimmt,  und  es  ist  daher 


/'''„) 


rfät  ~ 


&25.  Bemerkungen,  a)  Wenn  man  bei  der  Anwendung  der 
Newtonsehen  Methode  sich  die  Mühe  nimmt,  auch  die  Folge  der 
Zahlen  &,,  ht,  b3J  . . .  zu  berechnen,  so  hat  man  den  Vorteil,  in  joden! 
Augenblick  eine  oben  Schranke  des  Fehlers')  zu  kennen,  den  DU 
macht,  wenn  man  bei  a„  oder  bei  bn  aufhört.  Sie  ist  der  absolute 
Betrag  von  «„  —  b„ . 

b)  Die  Newtonsche  Methode  gestattet  auch  die  Wurzeln  zu 
trennen.  Die  Haupt  Schwierigkeit,  auf  welche  man  stoßen  kann,  wenn 
man  zu  diesem  Zwecke,  wie  es  gewöhnlich  geschieht  {vgl.  §  ."> 
Keine  successiver  Substitutionen  von  Werten  von  x  macht,  besteht 
in  folgendem:  Ist  ein  Intervall  gefunden,  an  dessen  Grenzen  die  Funk 
tion  dasselbe  Zeichen  annimmt,  so  weiß  man  (eobttige  man  nicht  das 
Sturmsehe  Theorem  anwendet),  nicht  zu  entscheiden,  ob  in  einem 
solchen  Intervall  Wurzeln  von  /*  vorhanden  sind  oder  keine  solche 
darin  vorkommt.  Diese  Schwierigkeit  bietet  sich,  wenn  die  Funktion 
für  zwei  Werte  «  und  ß  verschwindet,  die  sehr  nahe  aneinander  liegen, 
oder  wenn  sie  nicht  verschwindet,  aber  dem  absoluten  Betrage  nach 
sehr  kleine  Werte  annimmt.  Im  ersten  Falle  muß  die  Newtoaeob« 
Methode,  wenn  man  sie  auf  beide  Grenzen  anwendet,  zwei  Zahlts.- 
folgen  (i,,  «s,  <t3,  .  .  .  und  b,,  ba,  \,  ...  liefern,  die  bezüglich  naofa 
a  und  nach  ß  konvergieren.  Wenn  es  passiert,  daß  man  für  einen 
bestimmten  Wert  von  »  einen  Wechsel  im  Zeichen  von  <(„  -  /)„  erhält 
oder  daß  n,  oder  bn  aufhört  in  einem  Sinne  zu  variieren,  um  zu  de- 
ginnen  in  dem  entgegengesetzten  Sinne  zu  variieren,  so  wird  nmn  be 
haupteu  können,  daß  in  dem  betrachteten  Intervalle  keine  Wuneln 
von  /'  existieren. 

62U.  Geometrische  Interpretation.  Es  ist  leicht  sieb  von  allem, 
was  wir  bisher  gesagt  haben,  geometrisch  Rechenschaft  zu  geben. 
Man  stelle  die  Kurve  t/  =  f(x)  in  wteuscbcn  ffnontinttm  dar  und 
heimeilte  den  Bogen  AB,  dessen  Endpunkte  die  Ahscisscn  a  und  6 
haben.  Auf  Grund  der  zu  Anfang  gemachten  Voraussetzungen  ist  der 
genannte  Bogen  in  seinem  ganzen  Verlauf  nach  derselben  Seite  bin 
konve*,  wie  es  in  Figur  24  der  Fall  ist.  Die  andern  mSg] 
guren  ergeben  sich  aus  dieser  durch  Spiegelung  an  einer  der  &.onMB 
oder   an    beiden.     Die   äußersten   Ordinaten,   die    Achse  öx  und    der 


1)  Wegen  der  Abschätzung  dieses  Fehle»  siehe  Mob  die  „Höhere  Algebra" 
st  und  den  „Calcolo"  von  Genocchi  und  Penn 


Fig.  U. 
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Bogen  AB  bestimmen  zwei  krummlinige  Dreiecke.  Nur  eine  von  den 
äußersten  Tangenten  fallt  in  eins  von  diesen  Dreiecken,  und  zwar  ist 
es  die  Tangente  an  demjenigen  Endpunkt  des  Bogens  AB,  dessen 
Ordinate  das  Zeichen  von  f" 

hat  Wenn  man  die  Newton-  ^^""^ 

sehe  Methode  auf  diesen  End-  /  i        >v» 

punkt  anwendet,  so  erhalt  /  i   ^/\ 

man  als  Wert  von  a^  genau    _* 2 — Jfyl Sh     — & 

die   Abscisse    des    Schnitt-  ;     //  ^^  * 

punktes  der  Tangente1)  mit 
der  Achse  Ox\  denn  die 
Gleichung  der  Tangente  ist 
y  =  {x-a)f(a)+f(a)  und 
für  y  —  0  findet  man  ge- 
rade x  =-  ax .  Dagegen  ist  \  die  Abscisse  des  Schnittpunktes 
der  Sehne  AB  mit  Ox.  Zwischen  diesen  beiden  Punkten  trifft 
der  Bogen  AB  die  Achse  Ox  in  einem  Punkte,  dessen  Abscisse  die 
unbekannte  Wurzel  a  ist.  Wir  sind  jetzt,  anstatt  diesen  Punkt  auf 
dem  Bogen  AB  zu  suchen,  darauf  geführt,  ihn  auf  einem  kleineren 
Bogen  A1Bl  zu  suchen.  Um  ferner  a2  und  b%  zu  bestimmen,  braucht 
man  nur  die  Schnittpunkte  zu  konstruieren,  welche  auf  Ox  von  der 
Tangente  in  A1  und  von  der  Sehne  AlB1  bestimmt  werden,  u.  s.  f. 
Wenn  endlich  die  äußersten  Ordinaten  dasselbe  Zeichen  haben  und 
man  will  die  Trennung  der  Wurzeln  durch  Anwendung  der  Newton- 
schen  Methode  auf  beide  Grenzen  des  Intervalles  herbeiführen,  wie 
wir  es  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  ausgeführt  haben,  so 
kann  man  sich  leicht  überzeugen,  daß  ein  Zeichenwechsel  bei  an  —  bn 
mit  dem  Übergange  des  Schnittpunktes  der  äußersten  Tangenten  von 
einer  Seite  der  Achse  Ox  auf  die  andere  gleichbedeutend  ist.  Als- 
dann kreuzen  sich  diese  Tangenten  schließlich  so,  daß  sie  die  Kurve 
hindern  die  Achse  zu  schneiden. 

627.  Übungen,  a)  Die  Gleichung  jc8  —  2x  —  5  =  0  hat  nur  eine 
reelle  Wurzel.  Dieselbe  liegt  zwischen  2  und  3.  In  der  Tat  hat  man 
f{2)  —  —  1,  f(S)  «-=16.  Teilt  man  das  Intervall  (2,  3)  in  zehn  gleiche 
Teile,  so  findet  man  /*(2,l)  =  0,061,  und  man  kann  daher  die  Grenze  3 
durch  2,1  ersetzen.  Da  zwischen  diesen  Grenzen  /*"=  6x  das  Zeichen  + 
bewahrt,  so  muß  man  die  Newtonsche  Methode  in  der  Weise  anwenden, 
daß  man  von  der  oberen  Grenze  a  =  2,1  ausgeht     Man  hat 

f(a)       0,061       nftftiuq 

* "" öl "  FW)     n^ä  ~  °'00543  •  • ' ' 


1)  Umgekehrt  führt  diese  geometrische  Betrachtang  wieder  zu  der  Formel 
von  Newton,  and  analoge  Betrachtangen  gestatten  noch  bessere  Näheninga- 
formeln zn  finden.  Siehe  z.  B.  die  Melanges  Math&natiques  (t  I,  p.  79)  von 
Catalan. 


mithin   o,  =  2,095.      Fährt    man    in   analoger  Weis«   fort,   so  erhalt    i 

der    Reihe    nach    die    Resultate    as  =  2,094552,     f%  —  2,094 S6148164S, 

at  =  2,094ft514815423265914«2386.      Ginge   man  bis  au  »-., 

man    einen    Wert    der    Wurzel    mit    achtundvierzig    exakten   Decimnlen 

erhalten. 

b)  Wenn  die  Gleichung  x*  4-  3a;1  —  2j-  -)-  1  =0  gegeben  ist,  so  sagt 
uns  das  Theorem  von  Descartes,  diiß  sie   nicht  negative  Wurzeln  hat  und 
nur   zwei    positive  Wurzeln   haben   kann.     Da   immer  J  f"-=-  2s1  +  1  >  I) 
ist,  so  ist  die  Methode  von  Newton  auf  jedas  beliebige  (utaroll 
bar.     Wir  können  a  =  0  nehmen,   da  f(0)  =  1    das  Zeichen  von  f"  hat. 
Wenn  die  heiden  positiven  Wurzeln  tatsächlich  vorhanden  wären,  so  müßten 
wir  eine  Folge  von  Zahlen  «,,  «,,  o,,  .  .  .  finden,  die  sieh  wachsend  der 
kleinsten    Wurzel    nähern.     Wir    erhalten    nun    aber    Ot  =  \,    at~~{ 
Wir  können  also  hier   aufhören    und   behaupten,    daß  die  vorgelegte  Glei- 
chung keine  reellen  Wurzeln  hat.    Dies  hätte  man  auch  aus  dem  I 
folgern   können,   daß   das   Trinom    3rs  —  Sa  +  1    wie   x*  wesentlich  posi- 
tiv ist 

!■)  Bei  der  Gleichung  x*  —  3  :r*  —  7  x  +  4  =>  0  ergibt  sich  aus  dem 
Theorem  von  Descartes  als  sicher  die  Existenz  einer  einxigen  negativen 
Wurzel  und  als  möglich  die  von  zwei  positiven  Wur/eln.  Hub"  -I 
lieh  vorhanden  sind  und  eine  von  ihnen  in  das  Intervall  (0,  II  fällt,  er- 
kennt man  ferner  durch  die  Bemerkung,  'biü  für  .<  =  (l  und  .r  =  1 
linke-  Seite  die  Werte  4  und  —  5  annimmt,  welche  entgegengesetzte  Zeichen 
haben.  Die  zweite  Derivierte  ist  in  dem  genannten  Intervalle  m 
$/■"—«—  t  ist,  und  man  muß  daher  a  —  1  nehmen,  Gebt  man  um 
diesem  Wert  ans,  so  fährt1)  die  Newtonsche  Methode  rasch  u  i 
der  gesuchten  Wurzel:  <  1,4864564  74  .  .  .  Die  beiden  andern  Wurzeln 
hupen  'W  Intervallen  (—  2,  —  1 1  und  (4,  51  an.  Hie  haben  i 
—  1,875  ...  und  4,387  .  .  . 

d)  Die  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  x*  —  8x  —  1  =  0  7.u  benennen 
Auen    hier    ergibt    sich    aus    dem    Theorem    von  Descartes    als    sicher 
Existenz  einer  oinzigen  positiven  Wurzel.    Negative  Wurzeln  kam 
mehr    als    zwei    geben,    und    sie    existieren  sicher,    da    für  z  —  0  und   Uli 
x  —  —  1     die    linke    Seite    entgegengesetzte    Zeichen    annimmt.      Man    hat 
also  im  ganzen  drei  reelle  Wurzeln.     Die  Newtonsche  Methode    Li* 
Werte: 


8,7889  . 


«,  —  —0,1250..  .  , 


-  2,8887  .... 


e)  Um  die  Gleichung  cosx  —  x  aufzulösen,  gehe  DU  *<>u  der  Be- 
nii-ikiiiL-  Mu,  daß  .r.  wem>  es  dieser  Gli-ielinny  genügen  soll,  mitwendig 
dem  Intervall  I—  1.  l)  angehören  muß  (wie  ros.r'!.  In  diesen)  Intervall 
wächst  die  Funktion  /'=.<■  n">H  e  L-stiiridig.  da  in  demselben  ihre  De- 
rivierte f  -=  1  -f  sinx  positiv  bleibt.     Da  man  fitr  r  —  0  hat  f  <  0,  fär 

i    dagegen  /' >o   ist,   so    hat   die    betrachtete   Ob 
positive  Wurzel,    die   zwischen  0  und    1    Hegt      '  n    ->••    mit   Hilfe   der 
Newtonsehen  Methode  m   herei  Unen,  muß  man  ron  dum  Wert  d  =-  1   aus> 


1)  J.  Bourget,  „Nouv.  Annale«  de  Math."  186»,  p.  81. 
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gehen,  da  für  #  =  1  die  Funktion  f  das  Zeichen  +  annimmt,  d.  h.  gerade 
das  Zeichen,  welches  f"=  cos#  in  dem  ganzen  betrachteten  Intervalle  be- 
wahrt.    Man  erhält  als  Wert  der  Wurzel 

a  —  0,73908512,     d.  h.     a  =  42°  20'  47",25, 

wenn  man  beachtet,  daß  der  Einheitsbogen  in  Graden  ausgedrückt  wird 
durch    ™  und  daher  gleich  57°17'44",806247  ...  ist. 

f)  An  die  Kette nlinie  y  =  -J-(e*  +  e~z)  durch  den  Anfangspunkt 
eine  Tangente  zu  ziehen,  y  =  kx  sei  die  Gleichung  der  Tangente.  Es 
handelt  sich  darum,  k  derart  zu  bestimmen,  daß  die  Gleichung  e*  +  e~* 
=  2kx  eine  Doppelwurzel  hat.  Diese  muß  auch  der  derivierten  Gleichung 
c*  —  e"  *  =  2  k  zukommen.  Eliminiert  man  k ,  so  sieht  man ,  daß  die 
Wurzel  notwendig  der  Gleichung 

^—--x  =  Xy     d.  h.  *-|l0gi— j 

genügt.  Es  liegt  in  der  Natur  unseres  Problems,  daß  es  nur  zwei  Wurzeln 
gibt,   die   dem   absoluten   Betrage   nach   gleich   sind.     Übrigens  wird   die 

x-A- 1 
Funktion  f  =  x  —  £  log  ,  die  rechts  von  1  negativ  ist,  mit  zunehmen- 

dem  x  schließlich  positiv  und  bleibt  es.    Sie  wachst  in  der  Tat  beständig, 

x* 
da  ihre  Derivierte  f  =  — j — r  für  |  x  \  >  1   positiv  ist.     Die  Substitution 

der  Werte  £=1,1  und  x  =  1,  2  liefert  Resultate  mit  entgegengesetzten 
Zeichen,  und  man  erkennt,  daß  die  Newtonsche  Methode  auf  die  obere 
Grenze  a  =  1,2  anwendbar  ist.  Man  findet  a  =  1,199678  .  .  .  Ferner 
erhält  man,  wenn  man  die  Gleichungen 

<?«=,*(«+ 1),     <ra  =  Ä(a-l) 

miteinander    multipliziert,    k  »  —  =  1,50888  ....      Wir    können 

nunmehr  behaupten,  daß  die  Gleichung  e* -\- e~x  =  2kx  keine  reellen 
Wurzeln  hat  oder  zwei  solche,  je  nachdem  k  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner  oder  größer  ist  als  1,50888  .... 

g)  Sehr  interessant  ist  die  Gleichung1)  tgx^x,  die  in  den  mathe- 
matischen Theorien  der  Elastizität,  des  Lichtes  und  der  Wärme  vorkommt. 
Hierbei  erweist  sich  als  sehr  nützlich  die  graphische  Darstellung,  die  es 
sofort  ermöglicht,  die  unendlich  vielen  Wurzeln  der  Gleichung  zu  sehen 
und  trennen.  Diese  sind  die  Abscissen  der  Schnittpunkte  der  Linien 
y  ~=  tgx  und  y  «-  x.  Die  erste  Linie  (die  sogenannte  Tangentoide)  be- 
steht aus  unendlich  vielen  kongruenten  Zweigen,  deren  jeder  von  der  Geraden 
y  =*  x  nur  in  einem  Punkte  getroffen  wird.  Wir  sehen  auf  diese  Weise, 
wenn  wir  uns  auf  die  positiven  Wurzeln  beschränken,  daß  dieselben  eine 


1)  Siehe  Bertrands  „Algebre14  (1870,  t.  II,  p.  384),  den  „Cours  d' Analyse" 
von  Gatalan  (p.  297)  und  die  „Lecons  d'optique  phynque"  von  Verde t  (p.  S7S). 
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V,  2.    Auflösung  der  Gleichungen. 


§627 


Reihe  «t,  as,  «s, .  .  .  bilden,  deren  n-tes  Glied  zwischen  die  Zahlen  nx 
und  (n  +  £)  n  fällt,   und  zwar  am  so   näher  an  die  zweite,  je  größer  n 

ist.  Um  die  Wurzel  cc  zu  be- 
rechnen, welche  in  dem  Intervall 
(a  —  in,  a)  liegt,  wobei 

«-(*  +  *)* 

ist,  ist  es  natürlich  a  =■  a  —  0 
zu  setzen,  wo  0  zwischen  0 
und  \it  liegt.  Alsdann  geht 
die    Gleichung   tg  a  «  a   über 

in  cot0=>a,  d.h.  0»  arctg — , 
und  es  wird  daher 

.     1 
a  =  a  —  arctg  — 

Fig.  85.  ^   a 

Wenn  wir  auf  der  rechten  Seite  für  et  den  Wert  a  >  a  setzen  und 

.     1 
Oj  =  a  —  arctg  — 

nehmen,  so  erhalten  wir  einen  zu  großen  Wert,  der  aber  sicher  kleiner 
als  a  ist  und  infolgedessen  näher  an  a  liegt.     Ebenso  wird 

.     1 
<i2  =»  a  —  arctg  — 

immer  größer  als  a  sein,  aber  kleiner  als  at  u.  s.  w.  Also  nähern  sich 
die  nach  dem  Gesetz 

.     t 
a_  . «  =  a  —  arctg  — 

gebildeten  Zahlen  ax ,  at ,  a3 , .  .  .  beständig  der  Wurzel  a,  indem  sie  größer 
als  dieselbe  bleiben.  Sie  konvergieren  also  nach  einem  Grenzwert  er'. 
Wenn  man  nun  in  der  obigen  Relation  n  unendlich  zunehmen  läßt,  so 
erhält  man 


a  «=  a  —  arctg 


a 


und  es  ist  daher  a'  =  a,  da  in  das  Intervall  (a  —  ■$■»,  a)  nur  eine  Wurzel 
der  betrachteten  Gleichung  fällt.  Wir  könnten  uns  also  unter  Vermeidung 
der  Newtonschen  Methode  der  vorhin  konstruierten  Folge  bedienen,  um 
uns  der  unbekannten  Wurzel  unbegrenzt  zu  nähern.  Aber  die  Konvergenz 
ist  zu  langsam.     In  der  Tat  ist 

am  +  1  —  an  =  arctg arctg  —  =■=  arctg 


•«-l 


a. 


1  +*»«•- 1 


mithin  für  unendliches  n 


lim 


a 


n  +  l 


—  a. 


=  lim 


Dm  die  Rechnung  zu  beschleunigen  wird   es  also  nötig  sein,  die  Newton- 
16  Methode  anzuwenden,  indem  man  von  irgend  einem  der  bei  der  obigen 


§  527  Näherungsweise  Berechnung  der  Wurzeln.  461 

Rechnung  erhaltenen  Werte  ausgeht.  Man  beachte  hierbei,  daß  man  nicht 
von  a  =  (w  +  ■£-)  n  ausgehen  darf,  da  für  diesen  Wert  die  Funktion  un- 
endlich wird.  So  muß  man  z.  B.,  wenn  es  sich  um  die  Berechnung  der 
kleinsten  positiven  Wurzel  handelt,  nicht  von  a  =  .|jr  ausgehen, 
sondern  wenigstens  von 

a  =  f  *  —  arctg  —  - 

Alsdann  erhält  man  mit  Hilfe  der  Newtonsehen  Methode 

tga  —  a  a  1  3  /  4  \  3 

at  =  a  —  -2i-i —  =  "^~t z —  =  ir  Ä  —  ( 1  +  ;r-i )  arctg  — 

1  tg'a  sin'a       tga        2  \      '    9*V         ö  2* 

u.  s.  w.     Man  gelangt  schließlich  zu  dem  Resultat 

a  _  4,493409457909  .  .  .  ,  d.  h.  et  —  257°27'12",231224  .... 

h)  Die  Gleichung  tg  x  =  x  ist  auch  deshalb  bemerkenswert,  weil  bei 
ihr  eine  allgemeine  Auflösung  möglich  ist,  d.  h.  die  Bestimmung  einer 
Formel,  welche  alle  ihre  Wurzeln  ausdrückt.     Man  kann  die  Gleichung 

a  =  a  —  arctg  —  in  der  Tat  folgendermaßen  schreiben  (§  332,  d): 

1,1  1,1 

Wenn  man  auf  der  rechten  Seite  a  für  a  setzt  und  die  Potenzen  von 
—  von   der  dritten  ab  vernachlässigt,  so  erhält  man   cc  =  a .     Setzt 

man  auf  der  rechten  Seite  jetzt  a für  cc  und  vernachlässigt  die  Po- 
tenzen von  —  von  der  fünften  an  aufwärts,  so  findet  man 

1 

cc  =*  a -  + 


._i  ,(._±)- 

oder 

/l    ,    1\    ,     1  1         2 

«  -  a  -  U  +  ä'J  +  Sa»  ~  a  "  ~  3^ 
Ferner  erhält  man  in  analoger  Weise 


a  =  a -     —t-  + 


1  2    ^     /  1  2  \9  /  1  2  \6 

oder 

a  -  °  -  (i  +  i  +  ^) +  t  (i  +  i)  -  i »  u- s  w- 

Fahrt  man  so  fort,  so  erkennt  man,  daß  die  Wurzel  an  sich  folgender- 
maßen in  eine  konvergente  Reihe  entwickeln  läßt: 

/      ,    «x      ____! * I* 

146  781 


105  (n  +  ±)T*T       816  (n  +  tfn 


•-• 


Wenn    z.  B.  w  sehr   groß    ist  (wie    man   e*    beim   Studium    der  Diffraktion 

Aßt    Ln'liti'3   anzunehmen  veranlaßt  wird),  so    kuno    mau   mit    genügender 
Annäherung  sehreiben 

*-{•+*)-£■ 

i)  Auch  bei  der  Auflösung  der  Gleichung  sin  x  =  kx  ist  es  nöi/lith, 
sich  einer  geometrischen  Darstellung  zu  bedienen  und  die  Wurzeln  ala 
die  Ausrissen  der  gemeinsamen  Punkte  der  Sinuskurve  y  — 
der  Geraden  y  =  kx  zu  betrachten.  Sieht  mau  von  x  ■=  0  ab,  «o  erkennt 
mau,  daß  für  Ar  >  1  keine  weiteren  Wurzeln  existifren.  Setzen  wir  also 
voraus  k  <  1  und  denken  wir  uns  sogar,  k  nehme  in  stetiger  Weise  von 
1  ausgehend  ab.  Alsdann  dreht  sich  die  Gerade  y  =  kx  um  den  Anfangs- 
punkt im  Sinne  des  Uhrzeigers,  und  es  tritt  unendlich  viele  Male  der  FaU 
ein,  daß  sie  eine  Tangente  der  Sinuskurve  wird.  Dies  passiert  für  die- 
jenigen Werte  von  k,  für  welche  die  vorgelegte  Gleichung  eine  gemein- 
same Wurzel  mit  der  derivierten  Gleichung  cos  x  =  k  hat.  Die  Elimina- 
tion von  k  aus  den  beiden  Gleichungen  liefert  tgx  =  i.  Es  seien  u„ 
«,,  i*(,  .  . .  die  positiven  Wurzeln  dieser  Gleichung  und  kn  =  cosaa.  Die 
Nftigiingskoe-flizientcu  der  durch  den  Anfangspunkt  an  die  Sinuskurve  ge- 
legten Tangenten  sind  in  ab Dflbin ender  Reih«  geordnet  1,  A*t,  kt,  k^,  . 
*s«  *'si  *■■     Wenn  k  kleiner  als  A-,  wird,  so  hört,  die  Gerade  auf  die  Korr* 


der  g< 
an  wen 


außerhalb  des  Anfangspunktes  zu  schneiden.     Also  hat  die  Gleichung  t 
=  kx  reelle  von  Null  verschiedene  Wurzeln  nur  für  diejenigen  Werte  von 
k,  welche    kleiner    als  1,    aber    nicht    kleiner    als y. ==  sind,  wobei 

a=  4,49  ...  die  kleinste  positive  Wurzel  der  Gleichung  tgsc  =  x  i 
z.  B.  Ä  positiv  ist  und  »wischen  zwei  bestimmte  Zahlen  kJn_s  und  A-,a 
füllt,  so  wird  die  Zahl  der  positiven  Wurzeln  2«  --  1  sein,  d.  h  d 
eliung  wird  im  ganzen  4«  —  1  reelle  Wurzeln  haben.  Wenn  jfc  sehr  klein 
ist,  so  liegt  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  sehr  nahe  an  —. 
bemerke  man,  daß  die  kleinste  positive  Wurzel  dem  Intervall  (0,  «)  ( 
(«,  ßj)  angehört,  je  nachdem  fc  positiv  oder  negativ  ist.  Da  nun  die 
Funktion  f  —  smx  —  kx  für  x  —  ir  den  Wert  —  kn  hat,  dessen  Vor- 
zeichen dasjenige  ist,  welches  f"=-  —  s\nx  in  dem  einen  oder  dem  andern 
der  genannten  Intervalle  bewahrt,  so  kann  man  die  KewtOoMBfl  Methode 
anwenden,    indem    man    immer    von    a  —  n    ausgeht.      Man    •rfa&tt 


i « 
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Algebraische  Auflösung. 

528.  Kubische  Gleichung.  Wir  wollen  uns  jetzt  mit  der  al- 
gebraischen Auflösung  der  Gleichungen  beschäftigen,  d.  h.  wir  wollen 
die  Bestimmung  der  Wurzeln  als  expliciter  algebraischer  Funktionen 
der  Koeffizienten  versuchen,  die  wir  als  beliebig  voraussetzen.  Dies 
ist  für  die  Gleichungen  ersten  und  zweiten  Grades  bereits  in  der  ele- 
mentaren Algebra  geschehen.  Es  werde  jetzt  die  folgende  Gleichung 
betrachtet: 

(4)  x*+px  +  q  =  0. 

Setzt  man  x  =  u  +  v,  so  wird  sie 

u*  +  v*+  (Suv  +p)(u  +  v)  +  q  =  0 
und  ist  erfüllt,  wenn  man  gleichzeitig  nimmt 

w8  +  v8  +  q  =  0,     Suv  +  p  =  0, 

d.  h.  w8  +  v8  =  —  q ,  u3v*  «=  —  |  -  #     Man   sieht,   daß   u*   und   v*  die 

Wurzeln  der  folgenden  quadratischen  Gleichung  sind,  der  sogenannten 
Resolvente  der  gegebenen  Gleichung, 

Es  ist  daher 

„.._l+1/fT|,  ,__|_ye7{j. 

Also  hat  jede  von  den  Unbekannten  u  und  v  drei  Werte,  sodaß  man 
im  ganzen  neun  Werte  für  u  +  v  finden  würde,  wenn  man  nicht  be- 
achtete, daß  nur  diejenigen  Werte  von  u  und  v  gepaart  werden  dürfen, 
deren  Produkt  —  $p  ist.  Es  sei  a,  b  ein  Paar  solcher  Werte.  Die 
gesuchten  Wurzeln  sind  dann 

ax  *=  a  +  b,    «2  =  coa  +  &*b,    a8  =»  ©Äa  +  ob, 

wo  (o  eine  imaginäre  dritte  Einheitswurzel  (§  394)  darstellt.  Man 
pflegt  dies  in  folgende  Formel  zusammenzufassen,  die  sogenannte 
Formel  von  Tartaglia: 


(5)  x 


f-i+v^+S + ycT-vT+  g 


In  Wirklichkeit  liefert  diese  Formel  neun  Werte,  die  der  Gleichung 
(4)  genügen,  wenn  man  darin  p  als  eine  beliebige  kubische  Wurzel 
von  p*  betrachtet.  Faktisch  gibt  also  die  Formel  von  Tartaglia  die 
neun  Wurzeln  der  Funktion 

(x8  +  px  +  q){x*  +  <opx  +  q)(x?  +  a*px  +  q)  =  (x*  +  q)*  +  p*x\ 
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529.  Die  Formel  von  Tartaglia  hat  den  (auf  algebraischem  Wege 
nicht  zn  beseitigenden)  Nachteil,  daß  sie  die  Wurzeln  in  ima- 
ginärer Form  darbietet  gerade  im  Falle  ihrer  Realität,  wenn  also  (§  608,  b) 

\r  +  Zz  <  0  ist.     Ein  anderer  Nachteil  ist  der,  daß  sie  die  Werte  ra- 

tionaler  Wurzeln  in  irrationaler  Form  gibt.  So  hat  z.  B.  die  Gleichung 
x*  —  x  —  6  =  0  die  einzige  reelle  Wurzel  2,  während  man  aus  (5) 
einen  komplizierten  Wert  gewinnt,  der  durch  Logarithmen  zu  berechnen 
ist,  sodaß  man  praktisch  zu  einem  Resultat  kommt,  welches  sich  von 
2  so  wenig  unterscheidet  als  man  will,  welches  aber  nicht  direkt  2 
ist.  Man  hat  bemerkt1),  daß  dies,  wenn  man  nur  mit  rationalen 
Zahlen  operiert,  allgemein  eintritt  außer,  wenn  die  Gleichung  die  Form 

x*  -  (a  +  2ß)x*  +  (2aß  +  ß*  +  3y*)x  -  a(/J»  +  3y*)  =  0 

mit  rationalen  a,  ß,  y  hat.  Nur  in  diesem  Falle  kann  die  rationale 
Wurzel  a  (nachdem  man  in  der  weiter  unten  anzugebenden  Weise 
die  Gleichung  auf  die  Form  (4)  gebracht  hat)  mit  Hilfe  der  Formel 
von  Tartaglia  genau  gefunden  werden.  Die  beiden  andern  Wurzeln, 
die  imaginär  sind,  bringen  (x  —  ß)*  +  3y*  zum  Verschwinden. 

530.  Der  letztgenannte  Nachteil  kommt  in  der  Praxis  nicht  zur 
Geltung,  wenn  man  immer  zunächst  die  Gleichung  von  den  rationalen 
Wurzeln  befreit  (§  519).  Gegen  den  ersten  hilft  man  sich  dadurch, 
daß  man  den  Ausdruck  (5)   auf  trigonometrische  Form  bringt    Für 

-f  =  pcos0,    £  +  g  =  -Vsin'0 

wird  die  Formel  von  Tartaglia 

x  =*y  q (cos 0  +  »sin  0)  +  y  q (cos 0  —  t sin 6) . 
Bekanntlich  sind  (§  393)  die  Werte  der  beiden  Radikale  bezüglich 

.1/        0  +  2**    ,     .    .     $  +  2kn\         1/        6  +  ikn         .    .    6  +  2*«\ 

q*  (cos  — !-j h  » sin  — iy  —),    q*  (cos  — i-j *  sin  — ^ — j, 

wo  k  die  Werte  0,  1,  2  annimmt.  Man  muß  ferner  diese  Werte  in 
der  Weise  paaren,  daß  ihr  Produkt  reell  ist,  und  zu  diesem  Zweck 
hat  man  k  in  beiden  Ausdrücken  gleiche  Werte  beizulegen.  Daraus 
folgt 

0    X  0  +  2** 

x  =  2q*  cos        i-  -  - , 
sodaß  die  Wurzeln  folgende  sind: 

^^^cos-,     a8  =  2e*cos(!  +  120°),    «,-2^cos(y  +  240*)- 


1)  E.  Kummer  (Matheaie,  1881,  pp.  96,  184). 
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Diese  Werte  werden  bekannt  sein,  sobald  man  die  positive  Zahl  p 
und  den  Bogen  0  kennt.    Da  nach  der  Annahme 


ist,  so  lassen  sich  q  und  0  leicht  durch  Logarithmen  berechnen. 

531.  Die  allgemeine  kubische  Gleichung 

(6)  sc8  —  cxx%  +  c^x  —  %  —  0 

läßt  sich  immer  auf  die  Form  (4)  reduzieren.    Man  braucht  nur  als 
neue  Unbekannte 

zu  wählen.    Dann  verwandelt  sich  die  gegebene  Gleichung  in  folgende 

V  -  ifo*  -  3^)|  -  &  (2c,*  -  9^  +  27c,)  -  0, 
welche  die  Form  (4)  hat.    Im  vorliegenden  Falle  ist 

jp-- 1(^-8*),    ff- -£(2^-9^  + 27  c,), 
mithin  (§  492,  a) 

«!  +  *!    _  _^_ 

4   "*"  27  Ä       4  •  27  > 

wo  wie  bisher 

d  =  —  27  c,8  +  lSc^c,  —  4^*^  —  4c,8  +  c*cf 
ist.     Die  Radikale  der  Formel  von  Tartaglia  werden 

Also  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  (6)  gegeben  durch  die  Formel 
*-i(<i+  ^(2^  -  9qc,  +  27c,  +  3}/^3^) 

+  ]J/i(2c18  -  9c,c,  +  27c,  -  3  y=W2)  ) . 

532.  Gleichung  vierten  Grades.     Es  werde  jetzt  die  Gleichung 

(7)  #*  +  P%*  +  Q%  +  r  «=  0 

betrachtet,  und   man  versuche  sie  zu  befriedigen,  indem  man  setzt 
x  =  u  -\-  v  +  w.    Erhebt  man  dieses  ins  Quadrat,  so  erhält  man 

x*  —  (u8  +  v*  +  w%)  —  2{vw  +  wu  +  uv), 
ferner  durch  nochmaliges  Quadrieren 

**  -  2(u*  +  v*  +  u?*)x*  +  (u8  +  **  +  w*)* 
*=  4(v8«78  +  t<;8u8  +  u8  t;8)  +  8uvtt?#. 
Identifiziert  man  mit  der  vorgelegten  Gleichung,  so  kommt 

u8  +  v8  +  w*  -  -  i ,     t;8«;8  +  «;8u8  +  uV  -  ?^r,     "Vw8  -  £• 

C«i*ro,  Analytli.  30 


Daraus    geht   hervor   (§  465),   daß    u\  r-,  ir*  Wurzeln    der    kubischen 
Gleichung 

ütinil.  Dies  ist  die  Uesolvente  der  gegebenen  Gleichung  Sind  die 
Wurzeln  der  Hesolvente  gefunden,  ho  hat  man  zwei  Werte  für  jede 
der  Unbekannten  11,  r,  w.  Man  muß  aber  nur  diejenigen  Wette  von 
",  m,  ir  zu  einer  Summe  vereinigen,  deren  Produkt  —  i  q  ist.  Es 
seien  o,  h,  c  drei  solche  Werte.  Die  gesuchten  Wurzeln  sind  dann 
k,  =  <i  +  fi  +  c ,  b»—  a — 6  —  C  r  at  —  —  a  +  b  —  c,  al  —  —  a  —  b  +  c. 
Man  bemerke,  daß  auf  die  Form  (7)  die  allgemein«  Gleichung  vierten 

Grodoi 

immer  reduzierbar  ist.     Man  braucht  nur  als 


i  Un  bekannte 


I  -  *  -  |  e, 

einzuführen.     Dadurch   verwandelt  sich  die  gegebene  Gleichung   in 

j*— K»e\'— Sflj^  +  i^— **)t  +  &(ct*Ci-4clct  +  16cJ-Q. 

Diese  ist  Tom  Typus  i  Tl.    Lost  man  sie  auf  und  vermehrt  ihre  Wurzeln 
um  }  t\ ,  so  erhält  man  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung. 

533.  Die  in  den  §§  628,  683  bot'.  »Igten  Methoden  zur  Auflösung 
der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades  rühren  bezüglich  rofl 
Hudde  und  von  Euler  her.  Andere  sind  von  verschiedenen  Autoren1) 
nngegeben  worden.  Wir  wollen  uns  aber  hier  darauf  beschränken, 
nur  zwei  davon  auseinander/usel/en,  die  den  Vorzug  haben,  nach  all- 
gemeinen Prinzipien  gebildet  zu  sein  und  daher  durchblicken  SD  lassen, 
welchen  Weg  man  einschlagen  muH,  um  die  Auflösung  der  Gleichungen 
höheren  Grades  zu  versuchen,  Die  eine,  die  Methode  von  Cayley. 
stüzt  sich  auf  die  Formentheorie  und  besteht  darin,  daß  man  sich  der 
Relationen  bedient,  die  zwischen  der  Funktion  /"  und  den  mgehSrigen 
H,  (J  u.  s.  w.  bestehen,  um  /'  auf  kanonische  Form  zu  bringen  und 
sie  dann  in  Linearfaktoreu  zu  zerlegen").  Die  andere,  die  Methode 
von  Lagrange,  stützt  sich  auf  die  Theorie  dar  vjrmmatriselien  Funk- 
tionen uud  hat  den  Vorzug,  den  innern  Grund  in  Enden 
für  die  Unmöglichkeit,  die  allgemeinen  Gleichungen  höheren  bJ 
Grades  durch  Radikale  aufzulösen. 


■Igebn 


1)  Siebe  «,  B.  die    Theorie    da 

(8,  »7  ff.).  Es  ist  in  empfehlen, 
„Studien",  welche  Tortolifii  in  dt 
tfffentlicbt  hat. 

I    Bilphen,    „Nont,  Annan»  de  Math."   (1885,  p.  IT 
'.■■■  ngen  Oh  i  Oc rie*    U   I 


ingen  roo  Peteriea 

iiin'r    iii«H<iii    '  ■  Mileaei]     ilie 

i  Aunili   di    UalemüLira  (1861*,  p.  310)  tat- 
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534.  Methode  von  Cayley.    a)  Bei  der  quadratischen  Gleiohung 

x*  —  (\x  +  %  —  0 

läßt  sich  die  Zerlegung  der  linken  Seite  f  in  Linearfaktoren  leicht 
ausführen,  wenn  man  von  dem  Ausdruck  für  die  Hessesche  Funktion 
(§  485)  ausgeht 

die  sich  im  vorliegenden  Falle  wegen  /"—  2x  —  cx ,  /*"=  2  auf  die 
Eonstante  cx*  —  \c%  reduziert.     Man  hat  sofort 

2/t  #-  r  -  h  -  (r-  VE)  (r  +  ys) 

oder 

/•=  (*--k  -  *yi)(*-  K  +  \Vh). 

Die  Wurzeln  sind  also  durch  die  Formel 

gegeben. 

b)  Bei  der  kubischen  Gleiohung 

#*  —  qs*  +  c^rc  —  c^  =»  0 

werden  wir  zu  betrachten  haben  die  Hessesche  Funktion  fl"=  2f*  —  3/y" 
und  die  Jacobische  <)  -  Hf-  f  #/.  Es  ist  früher  (§  490,  c)  be- 
wiesen worden,  daß 

(8)  #*-2<P  =  54/'^ 

ist.  Dieser  Identität  läßt  sich  die  Form  0*  +  27/14  =  |Ä8  geben 
oder 

Wir  behaupten  nun,  daß  das  Problem  der  Reduktion  von  f  auf 
kanonische  Form  nicht  wesentlich  verschieden  ist;  von  dem 
der  Zerlegung  von  H  in  Linearfaktoren.  Denken  wir  uns  in 
der  Tat  diese  Zerlegung  ausgeführt  und  seien  ax  +  a,  bx  +  V  die 
Faktoren  von  \H.  Dann  wird  man  durch  die  obige  Identität  dazu 
geführt  zu  setzen 


(9)  i  Q  +  \fV-  3^  -  (a*  +  a')3,  *  Q  -  ifV-S2  -  (bx  +  fc')8 
und  infolgedessen 

wie  wir  beweisen  wollten.  Um  also  die  Methode  von  Cayley  zur 
Auflosung  der  kubischen  Gleichung  anzuwenden,  wird  nur  erfordert, 
daß  man  die  linken  Seiten  von  (9)  zu  bilden  weiß,  welche  vollstän- 
dige Kuben  werden  müssen.  Oder  kürzer,  wenn  die  Wurzeln  «  und  ß 
von  -ff  gefunden  sind,  so  wissen  wir,  daß  /"=  X(x  —  a)8— f*(#  —  ß)8 

so* 
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ist.     Es  ist  dann  leicht  durch  Identifizierung  die  Konstanten  X  und  p 

zu  bestimmen  und  darauf /*  in  die  Linearfaktoren  (x—a)yl  —  (y— ß)  yp 
zu  zerlegen. 

c)  Um  ferner  mit  Hilfe  der  Cayleyschen  Methode  die  allgemeine 
Auflösungsformel  wiederzufinden,  die  in  §  531  aufgestellt  worden  ist, 
verfährt  man  folgendermaßen.  Wenn  man  die  Hessesche  Funktion 
bildet^  so  erhält  man 

(11)  \H-(e*  -  »c)(x  -  -K)»  +  *•(*-  -K)  +  tfe»  -  8<0», 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  worden  ist  6  =  2q8  —  9c^  +  27^. 
Man  bemerke  (§  489),  daß  öx*  auch  das  erste  Glied  von  Q  ist  Es 
folgt  also  aus  (9) 

(12)  ^ö  +  iV^liJ^a*,    \<s-%Y^Z2-b\ 
Andererseits  setze  man 

i  H  -  \a(x  -  4- c.)  +  a'l  [&(*  -  i  O  +  H, 
sodaß,  wenn  man  mit  (11)  identifiziert,  sein  muß 

aft-q'-Sct,     «"&"=(y)*>    «&"+&«"-*«. 

Diesen  Relationen  genügt  man  durch  die  Annahme  a"=  -J  &*,  6"—  -£  a1. 
Wir  können  jetzt  (10)  die  folgende  Form  geben 

(«» -  *•)/■-  [a(*  -  K)  +  *&»]»  -  [6(*  -  -K)  +  *<*«]». 

Man  sieht  daraus,  wenn  man  durch  a*  —  b*  dividiert,  sofort,  daß  f 
sich  in  drei  Linearfaktoren  zerlegen  läßt,  von  denen  einer  der  Quotient 
von 

[a(x-^c^  +  ibr]-[b(x-^cl)  +  \ar]~(a-b)(x-icl)-^(ai-bi) 

durch  a  —  b  ist,  d.  h.  x  —  \  {cx  +  a  +  b).  Ein  zweiter  ist  der  Quo- 
tient von 

[«(*  -  J^)  +  \b>]  -a>\l,(x  -  \ct)  +  \a'] 

=  («  -  ab)  (x  -  i ct)  -  |  ©  (a*  -  0*6») 

durch  a  —  tob,  d.  h.  .r  —  J  (c,  +o«  +  a>*6).  Endlich  erhält  man  den 
dritten  Faktor,  indem  man 

I«  (*  -  i<0  +  J  V]  -  m*[b(x  -  tcj  +  *«*] 
=  («  -  m*b)  (x  -  i  ct)  -  -I  ©»(a*  -  «**>*) 

durch  a  —  <asi  dividiert.  Er  lautet  also  x  —  \{cx  +  o*o  +  <»'')•  Folg* 
lieh  ist 

/"-  L* - \  (ci  +  fl  +  b)]\x-  |(c,  +  o»a  +  o>*M][3--  J  (c,  +  ©'«  +  oft)]. 
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Nach  (12)  bedeutet  dies,  daß  die  Wurzeln  von  f  in  der  Formel  ent- 
halten sind 

^-i^  +  ^^  +  ^V^^  +  ^^-sy^ff^. 

d)  Bei  der  Gleichung  vierten  Grades  ist  die  Relation,  welche 
an  die  Stelle  von  (8)  tritt,  folgende: 

4ü8  -  3<?2  -  64(3 IJJ-  8Jf)f* 
oder 

|  #*  _  ;p  -  3  IH(4fY  +  2  J(±f)\ 

Wir  haben  aber  bereits  gesehen  (§  491-,  b),  daß  dieselbe  sich  in  andere 
einfachere  spaltet,  wenn  man  die  quadratischen  Faktoren  fif  f2,  fz  der 
Jacobischen  Funktion  Q  =  6/i/j/j  betrachtet.     Man  hat  alsdann 

H-lVlf-Zf*,    H-4yif=Zft>,    H-4ytf=3ft>, 

wo  yx,  ys,  ys  die  Wurzeln  von  &(#)  =  x*  —  3  ix  +  2J  sind.  Wenn 
man  nach  Auflösung  der  Gleichung  &  =  0  die  biquadratischen  Funk- 
tionen H—4yf  bildet,  so  müssen  sich  dieselben  als  vollständige 
Quadrate  erweisen,  und  wenn  man  daraus  die  Quadratwurzeln  zieht, 
so  gewinnt  man  die  quadratischen  Faktoren  von  Q  und  kann  dann 
endlich  f9  welches  proportional  zu  ff  —  ff  =  (f%  — /8)(/i  +  f9)  ist,  in 
seine  Linearfaktoren  zerlegen.  Es  genügt  sogar  schon  eine  einzige 
Wurzel  yx  von  St  zu  kennen  und  sich  darauf  zu  beschranken 
H—  4ytf  zu  bilden,  welches  gleich  3 ff  werden  wird.  Die  Aus- 
ziehung der  Wurzel  führt  zu  einem  Resultat,  welches  sich,  abgesehen 
von  einem  beliebigen  numerischen  Faktor,  auf  die  Form  (a  x  +  a)  (bx  +  V) 
bringen  läßt.  Dann  müssen  die  andern  Funktionen,  f%  und  f$,  not- 
wendig die  Form  (ax  +  aT)*  ±  (bx  +  V)*  haben,  da  (§  491,  a)  ihre 
Wurzeln  diejenigen  von  fx  harmonisch  trennen  und  auch  selbst  ein 
harmonisches  Quadrupel  bilden.  Man  gelangt  auf  die  Weise  dazu 
ff  —  ff  und  infolgedessen  f  die  kanonische  Form  zu  geben 

/•»  x(ax  +  af  +  iiiax  +  ay(bx  +  bj  +  v(bx  +  bf, 

sodaß  jetzt  die  Gleichung  f  =*  0  wie  eine  quadratische  Gleichung  auf- 
gelöst wird. 

535.  Methode  von  Lagrange.,  a)  Wenn  eine  quadratische 
Gleichung  gegeben  ist,  so  kennt  man  zwei  symmetrische  Funktionen 
der  Wurzeln,  nämlich 

Es  liegt  aber  auf  der  Hand,  daß  es,  um  eine  Wurzel  von  der  andern 
unterscheiden  zu  können,  unerläßlich  ist  irgend  eine  andere,  nicht- 
symmetrische Funktion  dieser  Wurzeln  zu  kennen.  Im  vorliegenden 
Falle   haben   wir   (§  474)   die  alternierende  Funktion  «j  —  a, ,   deren 


470  V*  2   Auflösung  der  Gleichungen.  §  6S5 

Quadrat  die  Diskriminante  c1s  —  4c,  der  vorgelegten  Gleichung  ist 
Also  ergeben  sich  die  Wurzeln  durch  Addition  und  Subtraktion  der 
Relationen 

«i  +  Äj  —  Ci,    «i  —  *s  —  V^ 
und  haben  daher  die  Werte 

b)  Ebenso  ist  bei  der  kubischen  Gleichung  die  bloße  Kenntnis 
der  symmetrischen  Funktionen 

«!  +  *s  +  cc$^Ci)     <**«*  + «$<h  +  «1«!  —  <*>     «l**^™*» 

nicht  ausreichend,  um  die  Wurzeln  voneinander  zu  unterscheiden.  Wir 
haben  aber  bereits  bemerkt  (§  480),  daß  die  Funktion  (^  +  00,  +  a>'as)s 
nur  die  beiden  Werte 

ßi  —  (Äi  +  <***  +  ^'«b)8;       A  —  («1  +  <°'«i  +  »«s)8 

hat,  die  wir  als  die  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung  betrachten 
können,  deren  Koeffizienten  sich  rational  durch  die  Koeffizienten  der 
vorgelegten  Gleichung  ausdrücken  lassen.    In  der  Tat  ist 

(«!  +  cd«,  +  ©*a8)  +  («j  +  0*01  +  cd«8)  —  2^  —  «,  —  «, , 

(«!  +  (DO,  +  CD2«^  +  »(«j  +  CD2«,  +  CDOj)  —  CD2(2«,  —  0,-0,), 

(äj  +  &(%  +  w2«,)  +  &*(«!  +  tu3«,  +  cooj)  =  cd(2«,  —  «,  —  «,). 

Man  erhält  daraus  durch  Multiplikation,  wenn  man  fortfahrt  mit  6 
den  ersten  Koeffizienten  in  Q  zu  bezeichnen,  ft  +  /3S  —  0 .  In  ana- 
loger Weise  könnten  wir  fix  ßt  berechnen  und  die  Resolvente  herstellen. 
Es  ist  aber  zur  Berechnung  von  ßt  und  ßt  nützlicher,  /J,  —  ßt  zu 
bilden,  und  zu  diesem  Zweck  schreibe  man 

(«!  +  (OCC1  +  CD2«^  —  («j  +  CD3«,  +  ©Og)  —  (CD  —  »*)(«,  —  «,)  , 
(«t  +  (ÖOi  +  (ö*CCi)  —  CD(o1  +  <0*CCi  +  CDOg)  —  (1  —  ©)(«!  —  «,), 
(«!  +  ©«,+  CD2«,)  —  ©'fa  +  CD2«,  +  COOj)  —  (o2  —  1)(«,  —  «,) . 

Daraus  folgt,  wenn  man  multipliziert  und  außerdem  beachtet!  daß 
(o  —  co2)2(l  —  cd)2(cd2  —  l)2,  die  Diskriminante  von  x*  —  1,  den  Wert 
-  27  hat,  ' 

Also  ist 

Um  nun  die  Wurzeln  «  zu  berechnen,  haben  wir  ein  System  von 
linearen  Gleichungen 

*!  +  «%  +  «•  —  <1>     «l  +  »«f  +  »,«i-t/A>     «j  +CD2«,  +  CDÄj-fS. 
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Schließlich  wird 

«i-ibi  +  Vfc+Vßd, 

c)  Im  Falle  der  Gleiohung  vierten  Grades  können  wir  die 
Funktion  cr,Oj  +  c^a^  betrachten,  welche  nur  drei  Werte  hat: 

Versuchen  wir  zunächst  die  kubische  Gleichung  zu  bilden,  welche 
durch  diese  Wurzeln  definiert  ist.  Durch  eine  leichte  Rechnung  er- 
hält man 

ßi  +  ß%  +  Aj  —  %>    ßtßs  +  ßzßi  +  ßißi  —  «i^  —  4c4, 

AAA-V  +  ^-Vi« 

Die  Resolvente  ist  also 

(13)  jf»  -  ^y'  +  (qc3  -  4c4)y  -  (c8>  +  c^  -  4c,cA)  -  0 . 

Wenn  man  eine  ihrer  Wurzeln  kennt,  z.  B.  ft,  so  hat  man 

sodaß  «jOj  und  «^  Wurzeln  von  x*  —  ßxz  +  cA  sind.  Findet  man 
für  diese  Wurzeln  die  Werte  a  und  6,  so  hat  man  OjOj  =»  a,  «ja4  —  6. 
Man  kennt  daher,  wenn  man  beachtet,  daß 

(«2  +  «iM«4  +  («1  +  «l)«*«8  =  *3 

ist,  zwei  Relationen,  welchen  o,  +  «j  und  c^  +  aA,  genügen,  nämlich 

(«t  +  «s)  +  («1  +  «4)  —  <1  >     6(«J  +  «s)  +  «0*1  +  «4)  —  %  • 

Daraus  folgt 

Also  liefern  die  quadratischen  Gleichungen 

s  _  «AzlSl     +     _  0      x%  _  5^z^  *  +  &-<) 

alle  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung.  Man  hat  mit  andern  Worten 
folgende  Identität,  die  sich  leicht  verifizieren  läßt,: 

(14)  #*  —  c^tf  +  ^#f  —  c^x  +  cA 

-(«■-!?^-+»)(»'-^^-+»)- 

d)  Anstatt  ^cc^  +  c^cc^  hätten  wir  auch  die  Funktion  a1  —  af—a8  +  a4 
wählen  können.  Allerdings  hat  dieselbe  sechs  Werte,  und  man  wird, 
um  sie  zu  ermitteln,  eine  Gleichung  sechsten  Grades  auflösen  müssen. 
Aber  diese  Werte  sind  paarweise  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich, 
sodaß  die  Resolvente  nur  die  geraden  Potenzen  der  Unbekannten  ent- 
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haltet)  und  daher  unmittelbar  auf  den  dritten  Grad  reduzierbar  sein 
wird    Die  sechs  Werte  der  betrachteten  Funktion  sind 

ys  =  (a,  +  «,)-(«,  +  «,),     ys  -  (o,  +  «*)  -  fo  +  «, ) 

und  —  yx>  —  7t,  —  Ys-  Die  jetzige  Reeolvente  laßt  sich  leicht  aus 
der  mit  (13)  bezeichneten  herleiten,  indem  man  die  Relation  benutzt» 
welche  die  y  mit  den  ß  verbindet    In  der  Tat  hat  man 

r*  =  («i  +  «*  +  «s  +  O*  -  4(&  +  A)  -  cif  -  4c*  +  4A  u- 8-  w> 

sodaß  die  Unbekannte  z  der  jetzigen  Resolvente  mit  derjenigen  der 
Gleichung  (13)  durch  die  Relation  j?*  =  cf  —  4c,  +  4y  verknüpft  ist 
Die  wirkliche  Ersetzung  von  y  durch  seinen  Ausdruck  in  e  verwan- 
delt (13)  in 

(15)    z*  -  (3c/  -  8c,)*4  +  (3c/  -  löc/c,  +  16c,8  + 16^  c,  -  64c>« 

-(c13-4c1c,  +  8c^  =  0. 

Hat  man  die  Wurzeln  y  dieser  Gleichung  berechnet,  so  erhalt  man, 
wenn  man  die  Relation  at  +  «r.  -f  «3  +  «4  =  f i  zu  den  andern  hinzu- 
nimmt, die  eben  die  y  durch  die  a  definieren,  ein  System  von  linearen 
Gleichungen,  welches  folgende  Werte  für  die  Wurzeln  liefert: 

«1  -  K<i  +  7i  -  7s  -  Ps)  >     «f-ifa-fi +  *-?*)• 

«3  -  i  (fi  -  fi  -  /  2  +  ;^ >  «4  -  i  (<\  +  yi  +  ft  +  yi)  ■ 

536.  Bemerkungen,  a)  Die  Methode  von  Lagrange  führt,  wenn 
man  die  Funktion  der  Wurzeln,  welche  der  Resolvente  genügen  soll, 
passend  wählt,  in  rationeller  Weise  zu  den  verschiedenen  Kunstgriffen, 
die  von  Hudele,  Ferrari,  Cartesius,  Euler  und  anderen  zur  Auflösung 
der  kubischen  und  biquadratischen  Gleichungen  erdacht  worden  sind. 
Selbst  die  Cayleysche  Methode  hat  enge  Beziehungen  zu  derjenigen 
von  Lagrange,  und  es  ist  leicht  sich  davon  zu  überzeugen,  wenn  man 
bemerkt,  daß  die  Resolventen  in  y  und  in  r,  welche  zur  Auflösung 
der  biquadratischen  Gleichung  konstruiert  worden  sind,  nicht  wesent- 
lich verschieden  sind  von  der  Resolvente  Ä  =  0.  In  der  Tat  ent- 
stehen die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (13)  und  (15)  aus  Q(x)9 
indem  man  bezüglich  setzt 

x-c,  -3y,    x-KSc^-S^-fj?*. 

Es  ist  ferner  leicht,  die  Äquivalenz  zwischen  der  Zerlegung  (14)  von 
f(x)  und  derjenigen  nachzuweisen,  welche  die  Cayleysche  Methode 
liefert.    Setzt  man,  wie  es  auch  durch  diese  Methode  nahegelegt  wird, 

f{x)  -  (Xx>  +  fix  +  v)>  -  (AV  +  \lx  +  vj, 

so  findet  man,  daß 

A»  _  X%  »  1 ,     v  +  !/'=■  (X  +  k')af     v  -  t/=  (A  -  ty, 
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P  +  f'-^zr1  (*  +  *)>    P-P'-l££(i-i') 
sein  muß  mit 

wo  y  eine  Wurzel  der  Resolvente  (13)  ist.  Jeder  der  drei  Wurzeln 
entspricht  eine  der  drei  Arten  der  Zerlegung  von  f  in  zwei  quadra- 
tische Faktoren.  Die  Methode  von  Ferrari  reduziert  sich  im  Grunde 
darauf,  daß  man  X  =  1 ,  X'  =  0  nimmt. 

b)  Lagrange  hat  seine  Methode  auf  alle  algebraischen  Gleichungen 
angewandt1)  und  für  jeden  Grad  die  Resolvente  zu  bilden  gelehrt. 
Die  allgemeinen  Gleichungen  der  vier  ersten  Grade  lassen  sich  auf- 
losen, weil  die  genannte  Hilfsgleichung  von  niedrigerem  Grade  wird 
als  die  vorgelegte  Gleichung.  Dieser  günstige  Umstand  bietet  sich 
nicht  mehr  bei  den  Gleichungen  von  höherem  als  viertem  Grade.  So 
läßt  sich  z.  B.  die  Auflösung  der  Gleichung  fünften  Grades8)  immer 
auf  die  einer  Gleichung  vierten  Grades  reduzieren.  Aber  die  Koeffizienten 
derselben  hängen  ab  von  der  Auflösung  einer  Gleichung  sechsten 
Grades,  und  die  Methode  wird  daher  illusorisch.  Sehr  bald  werden 
wir  sehen,  daß  diese  Tatsache  nicht  auf  der  Un Vollkommenheit  der 
Methode  beruht  (die  sich  bei  gewissen  Klassen  von  Gleichungen  mit 
Nutzen  anwenden  läßt),  sondern  auf  der  Unzulänglichkeit  der  alge- 
braischen Symbole  zur  Darstellung  der  Wurzeln  einer  algebraischen 
Gleichung  als  expliciter  Funktionen  der  Koeffizienten.  Es  sind  für 
eine  solche  Darstellung  in  endlicher  Form  neue  Symbole  nötig,  und 
Hermite  und  Brioschi  ist  es  bereits  gelungen  die  allgemeine  Auflösung 
der  Gleichungen  fünften  und  sechsten  Grades  zu  geben  unter  Zuhilfe- 
nahme spezieller  transcendenter  Funktionen.  Dies  schließt  nicht  aus, 
daß  eine  solche  Auflösung,  die  durch  Radikale  unmöglich  ist,  sich 
wie  Klein  gezeigt  hat  mit  rein  algebraischen  Hilfsmitteln  ausführen 
läßt,  die  jedoch  dem  Gebiet  der  höheren  Algebra  angehören. 

c)  Wenn  man  über  die  Auflösung  der  Gleichungen  der  ersten 
vier  Grade  etwas  nachdenkt,  so  erkennt  man,  daß  der  Erfolg  der  Me- 
thode von  Lagrange  (vgl.  §§  480,  481)  genau  genommen  auf  der 
Möglichkeit  beruht,  mehrwertige  Funktionen  zu  konstruieren,  die  eine 
einwertige  oder  zweiwertige  Potenz  haben.  So  sind  wir  bei  der 
quadratischen  Gleichung  dazu  geführt  worden,  die  zweiwertige  Funk- 
tion at  —  <ra  zu  betrachten,  welche  als  Quadrat  die  symmetrische  Funk- 
tion J  hat.  Bei  der  kubischen  Gleichung  haben  wir  die  Funktion 
<*!  -f-  oo,  +  <D*ffs  angetroffen,  welche  als  Kubus  eine  zweiwertige  Funk- 

1)  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie,  1771.  Siehe  auch  eine  Arbeit 
von  Vandermondein  den  Abhandlungen  der  Pariser  Akademie  desselben  Jahres. 

2)  Über  diesen  Gegenstand  siehe  eine  Arbeit  von  Brioschi  in  den  Annali 
di  Matematica  (2ft  serie,  1 1,  p.  223). 
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tion  ±(tf  ±3  \  —  3J)  hat.     Endlich   hatten   wir  auch  bei  der 
chung  vierten  Grades  anstatt  die  Gleichung  (13)  aufzulösen  direkt  die 
Funktion  ßt  +  toßt  +  <d*03  ,  d.  h. 

«,a3  +  alal  +  «(^«j  +  0,1*4)  +  o^o,«,  +  a^aj 

bilden  können,  deren  Kubus  die  beiden  Werte  J  ±  YJ*  —  P  hat,  wie 
man  sofort  durch  die  Bemerkung  erkennt,  daß  die  ß  dieselbe  Difr- 
kriminante  haben  wie  die  et  und  daß  für  sie  die  Funktion  ö  gerade 
2J  ist. 

537.  Übungen.  a)  Die  Gleichung  x*  +  6ar  —  7  —  0  aufzu- 
lösen.    Hier  hat  man  (§  528) 

j>=.6,        q 7,        T  +  -=._ 

Die  Wurzeln  der  Resolvente  sind  also 

Man  kann  also  setzen  u  =  2,  2o>,  2w2  und  0  =»  —  1,  —  0,  —  «*.  Diese 
Werte  müssen  aber  in  der  Weise  gepaart  werden,  daß  uv »-  —  2  ist. 
Also  sind  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  2 — 1,  2co  —  «*, 
2  co3  —  w   oder 

«,-1,       o,  =  -  J(i+8y^8),       «,--i(l-3/^3). 

b)  Eine  Halbkugel  in  zwei  gleiche  Teile  zu  zerlegen  durch 
eine  Parallelebene  zur  Basis.  Nimmt  man  den  Radius  als  Einheit 
und  ist  x  der  Abstand  zwischen  der  Basis  und  der  unbekannten  Ebene,  so 
muß  sein 

^[i  +  (i-a;»)]  +  ~^--j,  d.h.  ^-3*  +  1-0. 

Hier  hat  man  (§530)  p  =  —  3,  fl  —  l,  mithin  ^=1,  cosö  —  —  ^, 
0  =  120°.     Die  Wurzeln  sind  also 

«!  —  2  cos  40°,      c*s  =  2  cos  160°,      a,  —  2  cos  280°. 

Wir  haben  nur  die  zwischen  0  und  1  liegende  Wurzel  ins  Auge  iu 
fassen.     Sie  lautet 

2  cos  280°  —  2  cos  80°  =  0,3472964  .  .  . 

c)  Die  Gleichung  4s3  +  9x*  +  18*  +  17  -  0  mit  Hilfe  der 
Cayleyschen  Methode  aufzulösen1).  Wenn  man  darauf  hält  durch 
Einführung  passender  Zahlenfaktoren  gebrochene  Koeffizienten  zu  ver- 
meiden, so  findet  man  J  —  —  27  •  1600, 

H 90  (Sx*  +  10*  +  3),      Q 270(11  x*  -  9 je*  —  63«  —  67). 

Ferner  erkennt  man  leicht,  daß  der  Ausdruck 

-(llx8-9s>-  63* -67)  ±4  (4a8  +  9a?2  +  18*+  17) 

1)  Salmon-Fiedler:  „Algebra44  (S.  341). 
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die  Werte  5(#+3)8  und  —  (3#  +  l)8  hat.  Die  vorgelegte  Gleichung 
ist  also  (§  534,  b)  auf  die  Form 

5(*+3)8  +  (3*  +  l)8-0 

reduzierbar,  in  welcher  man  sie  unmittelbar  auflösen  kann.  Übrigens 
genügt  es  ohne  Q  zu  berechnen  zu  bemerken,  daß  —  3  und  —  -$"  die 
Wurzeln  von  H  sind,  um  der  linken  Seite  der  Gleichung  die  Form 
X(x  +  3)8  +  ft  (3  a;  +  l)3  geben  zu  können.  Durch  Identifikation  erhält 
man  die  Gleichungen  A  +  27  p  =  4,  27A  +  (fc=17,  aus  denen  sich  er- 
gibt X  =  5(i. 

d)  Die  Gleichung  #*  +  8x*  —  12s*  +  104a  —  20  =  0  aufzu- 
lösen1). Nach  Berechnung  der  Invarianten  J=—  4  •  12  •  54,  J*=  27 • 32 •  189 
erhält  man  (§  534,  d)  als  Resolvente  ä8  +  65s  +  7  •  66  —  0.  Man  sieht 
sofort,  daß  diese  Gleichung  die  Wurzel  —  6S  hat.     Andererseits  hat  man 

H  =  6  •  48  (a4  -  10x8  -  I2x*  —  4*  +  106) 

und  weiß,  daß  die  biquadratische  Funktion 

2(^  — 10x8—  12s*  —  4*+  106)  +  (^  +  8x8—  12x*+  104  s— 20) 

ein  vollständiges  Quadrat  sein  muß.  In  der  Tat  ist  sie  das  Dreifache  des 
Quadrats  von  x%  —  2  x  —  8 ,  welches  die  Wurzeln  —  2  und  4  hat.  Man 
muß  also  die  linke  Seite  der  vorgelegten  Gleichung  auf  die  Form 
bringen   können 

X(x  +  2)4  +  <*(x  +  2)*(x  —  4)2  +  v(x  -  4)4. 

Durch  Identifikation  erhält  man  A  =  —  3v,  ^  =  —  2i>,  und  da 

3*»+  2*  —  1  =  (*+  1)  (3  jer  —  1) 

ist,  so  wird  die  Gleichung 

[(*  +  2)'  +  (*  -  4)*]  [3  (*  +  2)'  -  (x  -  4)*]  -  0, 

mithin  sind  ihre  Wurzeln  durch  die  linearen  Gleichungen 

±  (*  +  2)]/^T  ~  s  -  4,       ±(*+2)>/8-*  —  4 

gegeben.     Sie  haben  also  die  Werte 

«j-l  +  3/^T,      «^  =  -5-3/3, 

a,  «1— 3)/^7,       a4  =  -5  +  3)/3. 

Die  Methode  von  Lagrange  (§  535,  c)  würde  uns  zu  der  Besolvente 

y8  +  3  •  4y*  +  57  •  4?y  —  134  -  48  -  0 

geführt  haben,  welche  die  Wurzel  8  besitzt.  Darauf  hätten  wir  die 
Gleichung 

**  —  8s  — 20  — 0 


1)  Salmon-Fiedler:  „Algebra"  (8.  268). 
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losen  müssen,  deren  Wurzeln  a  •=  10,  b  «=  —  2  sind,  und  die  gegebene 
Gleichung  hätte  sich  also  gespalten  in  die  beiden  quadratischen 

x'  —  2x  +  10  =  0,       3?  +  10«  —  2  -  0. 

e)  Man  trifft  manchmal  Gleichungen  von  höherem  als  viertem  Grade 
an,  die  wegen  irgend  einer  Besonderheit  auf  die  der  ersten  vier  Grade 
reduzierbar  sind.  Wir  wollen  hier  insbesondere  nennen  die  reiiproken 
Gleichungen,  deren  Grad  sich  wenigstens  um  die  Hälfte  erniedrigen  laßt. 
Das  sind  Gleichungen,  bei  denen  die  Wurzeln  paarweise  invers  zueinander 

sind,  die  also  ungeändert  bleiben,  wenn   man  x  in  —  verwandelt      Ihre 

Koeffizienten  sind  also  von  der  Beschaffenheit,  daß  man  hat 

mithin  ni  =  am_{  für  i  =  1 ,  2,  3,  .  .  .,  «  oder  ai  -»  —  an_{.  Denkt  man 
sich  die  Gleichung  bereits  befreit  von  den  möglicherweise  vorhandenen 
Wurzeln  1  und  —  1,  so  wird  sie  notwendig  die  Form  haben 

«0j-2»  +  atjc*-1  +  -  •  ■  +  flr.!J,  +  1  +  a,**  +  «r-t**-1  +  •  •  •  +  Oo  -  0 

und  auf  den  Grad  v  reduzierbar  sein.  Setzt  man  in  der  Tat  jf  -f-  x~*  —  g^ 
so  kann  man  sie  folgendermaßen  schreiben: 

aoS.  +  ffi>r-i  +  "tl,-*  H h  or  =  0. 

Nun  sind  aber  die  g  Funktionen  von  x  +  x~~ l  —  y ,  die  sich  leicht  be- 
rechnen lassen,  da  man  identisch  hat 

d.  h.  Ip  +  t  =  J/;f  —  l,_i-  Wegen  ^  =  2,  |, «-  y  erhalt  man  also  successiv 
6,-jr*-2,    fe-jf-Sjr,    ^  =  ^-4^+2,  |,_^-5y"  +  5y,  ... 

Auf  diese  Weise  wird  die  gegebene  Gleichung 

hy%  +  \yr~l  +  W  +  •    +  K  -  o. 

Löst    man    sie    auf,    so   gibt   jeder    Wert    von   jf    Veranlassung    zu    zwei 

Werten  von  ,r,  die  man  mit  Hilfe  der  Formel  jr  =  ■$■  f jr  ±  |/y*  —  4)  be- 
rechnet. Man  bemerke  endlich,  daß  man  die  Berechnung  der  Funktionen  g 
mit  Hilfe  der  Identität  g^  =  gp  +  i|  +  gp  noch  beschleunigen  kann.  Es 
ist  zweckmäßig  die  Differenz,  p  —  q  möglichst  klein  zu  nehmen  und  die 
Formeln  $,,  —  |/  -  2,  U,  +  i—  SA+i  —  0  zu  benutzen. 
H  Reziprok  ist  z.  B.  die  bekannte  Gleichung  (§  484,  b) 

^16)   A«-3A5+(<;~^-)a4-(7-2^)a3  +  (6-  jJ^-Si+l-O, 

welche  die  Weile  des  Doppelverhilltnisses  der  Wurzeln  einer  biquadratischen 
Gleichung  liefert,  falls  die  Invarianten  /,  /  und  infolgedessen  ^f  — ^(J1 —  J*) 

bekannt  sind.     Setzt  man  k  +  —  *=  *  +  1 »  sodaß 


(£). 
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X*  +  h  ""  **  +  2X  ~"  *'      *8  +  jT  =  *8  +  3**  -  2 
ist,  so  reduziert  sich  die  vorgelegte  Gleichung  auf 

TS  78 

«»  — =t*  +  ±t-0. 

Die  Formeln  für  die  trigonometrische  Auflösung  (§  530)  geben  uns 

,      cosÖ  =  —  2 

sodaß 

sin»0=>l-Te   T  =  i  -.__„_ 

ist.     Mithin  wird 

coBÖi  Qco8  0t  „cosfl, 

X* d"5ö70'      *» *"£Ö70'      **  =  wb0' 

wenn  man  kurz  mit  ön  0S,  0S  die  Winkel  £0,^0  +  120°,  |0  +  240° 
bezeichnet.     Inzwischen  hat  man  für  jeden  von  diesen  Winkeln  0 

J_  1    __  3CO8  0 

*  +  T  cos  8  0 

woraus  sich  ergibt 

y^icote 


x 


o3+cot»0 

""  ~3  —  cot»0» 

cos  (0  ±  120°) 

VJ  q:  cot  0  cos  (0  qF  i*0*) 


Also  hängen  die  Wurzeln  der  Gleichung  (16)  einzig  und  allein  von  den 

drei  Werten  von  0  ab,  die  dadurch  definiert  sind,   daß  man  die  absolute 

I*  1 

Invariante  -«  auf  die  Form  -.—.-=-«  bringt.     Sie  haben  die  Werte 
t/"  sin1 30         ° 

CO8  0,       CO8  0,       CO8  09       CO8  0J        CO8  0,        CO8  0, 
CO8  0f  '      COS0,  '      CO8  0j  '      CO8  0f  '      CO8  0f  '      CO8  0l 

Man  hat  mit  andern  Worten  (vgl.  §  417) 

(«s«s  +  «1*4) cos 0\  +  ("3*1  +  atad C08 *2  +  (*i*s  +  «3°0 co8*8  ^  0- 

Die  erhaltenen  Werte  sind  sämtlich  reell,  wenn  man  0  als  reell  voraus- 
setzt. Dies  wird  klar  durch  die  Bemerkung,  daß  man  unter  dieser  Vor- 
aussetzung J>0  hat.  Es  sind  daher  (§  513,  b),  wenn  man  die  Koeffi- 
zienten als  reell  annimmt,  die  Wurzeln  sämtlich  reell  oder  sämtlich 
imaginär,  und  in  dem  letzteren  Falle  gehören  sie,  weil  sie  konjugiert  sind, 
einem  Kreise  an,  sodaß  (§  417)  in  beiden  Fällen  ihre  Doppelverhältnisse 
reell  sind. 
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538.  Wir  wollen  jetzt,  um  die  algebraische  Auflösung  der 
Gleichungen  beliebigen  Grades  zu  versuchen,  erforschen,  ob  man  dem 
allgemeinen  Ausdruck  der  Wurzel  als  Funktion  der  Koeffizienten 
irgend  eine  spezielle  Form  beilegen  muß.    Zu  diesem  Zweck  ist  es  vor 


ulleu  Dingen  nötig  sich  einige  Kenntnisse  ober  die  Art  um 
anzueignen,  wie  man  die  expliciten  algebraischen  Funktionen  klassi- 
fiziert. Aus  gegebenen  Größen  und  allen  denjenigen  andern,  die  sich 
aus  ihnen  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Additionen,  Subtraktion  n, 
Multiplikationen,  Divisionen  und  Potenzierungen  mit  ganzzahligen  Expo- 
nenten herleiten  lassen,  stelle  man  einen  sogenannten  Kation  alitats- 
bereich  her.  Dieser  ist  so  beschaffen,  daß  jede  rationale  Funktion  der  in 
ihm  enthaltenen  Größen  wieder  ein  dem  Bereich  ungehöriges  Resultat 
gibt.  Um  aus  ihm  herauszuge langen ,  dabei  aber  doch  immer  in  dem 
Bereich  der  algebraischen  Funktionen  zu  bleiben,  muß  man  eine 
Potenzierung  mit  rationalem,  nicht  ganzzahligem  Exponenten  aus- 
führen. Man  erhält  auf  diese  Weise  ein  Resultat,  welches  im  all- 
gemeinen nicht  mehr  in  dem  gegebenen  Rationalität  bereich  liegt. 
Übrigens  ist  die  Erhebung  zur  Potenz  --  mit  gari /.zahl i gern  />>"  und 
ganzzahligem  <[  gleichwertig  mit  der  rationalen  Operation,  die  i 
Erhebung  zur  fl-teu  Potenz  besteht,  gefolgt  von  der  Ausziehung  der 
ji  teu  Wurzel  als  einziger  irrationaler  Operation,  die  also  fähig  ist 
Irrationalitäten  hineinzubringen.  Zerlegt  man  Übet 
Produkt  ußy  .  . .  von  gleichen  oder  ungleichen  Primzahlen,  so  spaltet 
sich  die  Operation  V  in  die  Operationen  Y~ ,  V  ,  i  , 
nicht  weiter  in  ähnliche  Operationen  zerlegbar  sind.  Mithin  ist  y 
wo  p  eine  Primzahl  bedeutet,  die  einfache  oder  die  ElemenW- 
operation  unter  denen,  die  Irrationalitäten  hervorbringen  können. 

639.  Dies  vorausgeschickt  wollen  wir  zu  dem  gegebenen  Itatio- 
nalitätsbereich  die  Residtate  hinzufügen,  die  sich  ergeben,  wenn  man 
auf  die  in  ihm  enthaltenen  Größen  eine  einfache  WurzelausziebuDg 
anwendet.  Darauf  wollen  wir  auf  alle  Größen  des  erweiterten  Be- 
reiches rationale  Operationen  anwenden  und  deren  Resultate  wieder 
dem  Bereich  einverleihen.  Wir  gelangen  auf  diese  Weise  zur  Her- 
stellung eines  neuen  Rationali  tätsbereiches,  der  wie  der  ursprüngliche 
die  Eigenschaft  hat  alle  rationalen  Funktionen  der  ihn  bildenden 
Größen  zu  enthalten,  während  nur  eine  Wurzel  ausziehung  uns  ein 
Resultat  liefern  kann,  welches  außerhalb  dw  BweiODM  liegt.  Die- 
jenigen Funktionen,  welche  sich  nur  nach  der  angegebenen  Erweiterung 
des  Ratiunalitätsbeieiches  als  rational  betrachten  lassen,  heißen  irra- 
tional von  erster  Ordnung.  In  ihnen  tritt  die  einfache  irrationale 
Operation  nur  auf  angewandt  auf  rationale  Funktionen.  In  analoger 
Weise  schreitet  man  nunmehr  zur  Erweiterung  und  Vervollständigung 
des  zweiten  Bereiches  und  erhält  dadurch  einen  dritten  Rationalität?^ 
bereieb,  in  welchem  neue  irrationale  Funktionen  als  i 
die  man  irrational  von  zweiter  Ordnung  nennt.  In  ihnen  i*t  dir  ''in 
fache    irrationale    Operation    nur    angewandt   auf  rationale   Funktionen 
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oder  auf  irrationale  von  erster  Ordnung,  und  zwar  sicher  auf  diese 
letzteren.  Fährt  man  so  fort,  so  gelangt  man  zu  den  expliziten  alge- 
braischen Funktionen  ft-ter  Ordnung,  in  deren  jeder  wenigstens  eine 
einfache  Wurzelausziehung  vorkommt,  die  auf  eine  Funktion  (fi  —  l)-ter 
Ordnung  angewandt  ist.  Die  Anzahl  v  dieser  Radikale  in  einer 
Funktion  u  von  der  Ordnung  ft  gibt  den  Grad  dieser  Funktion  an. 
Wohlverstanden  wird  v  als  reduziert  auf  den  kleinstmöglichen  Wert 
vorausgesetzt  in  dem  Sinne,  daß  wir,  wenn  irgend  eins  der  Radikale 
von  der  Ordnung  fi  sich  rational  mit  Hilfe  der  andern  ausdrücken 
ließe,  uns  diesen  Ausdruck  in  u  bereits  eingesetzt  denken.  Es  bleiben 
schließlich  in  u  nur  solche  Radikale  p-ter  Ordnung  stehen,  die  auf 
dem  Wege  rationaler  Operationen  nicht  aufeinander  reduzierbar  sind. 
Wenn  man  also  in  dem  Ausdruck  von  u  eines  der  genannten  Radikale 
isoliert,  so  kann  man  schreiben 

(17)  u-f(V*9  «i;  «>s,  «3,  •••)> 

wo  p  eine  Primzahl,  f  das  Symbol  einer  rationalen  Funktion,  v  eine 
Funktion  (fi  —  l)-ter  Ordnung  ist,  während  die  Ordnungen  und  die 
Grade  der  Funktionen  vl9  vi7  vs,  ...  nicht  /*  bezw.  v  —  1  übertreffen. 

540,  Hilfbsatz  I.  Jede  algebraische  Funktion  ji-ter 
Ordnung  und  i/-ten  Grades  kann  immer  auf  die  Form  ge- 
bracht werden 

(18)  u  =  u0  +  ulV^  +  *h(V~v)*  +  •  •  •  +  Vi(R") 

wo  p  eine  Primzahl  ist,  u0,  ulf  ti,,  . . .  algebraische  Funktionen 
sind,  deren  Ordnungen  und  Grade  nicht  größer  sind  als  fi 
bezw.  v  —  1,  während  v  eine  Funktion  (fi  — l)-ter  Ordnung 
ist,  deren  ^;-te  Wurzel  nicht  rational  ausdrückbar  durch 
u0,  Uj,  Uf,  . . .  ist.  Man  kann  überdies  immer  annehmen  1^  =  1. 
Da  jede  rationale  Funktion  von  einer  oder  mehreren  Veränder- 
lichen sich  als  Quotient  von  zwei  ganzen  Funktionen  derselben  Ver- 
änderlichen ausdrücken  läßt,  so  können  wir  (17)  in  der  Form  schreiben 

^  g>o  +  <Pi  V  *  +  y»  (mO*  H 

%  +  %  Vv  +  V,  (V  *)2  +  •  • ' 

wo  die  q>{  und  die  fy  ganze  Funktionen  von  vlf  vi7  vS7  ...  sind.  Setzt 
man  zur  Abkürzung 

<p(x)  —  <p0  +  <pxx  +  <p%x%  +  •  •  •,    1>(x)  —  ^0  +  1>tx  +  i>tX*  H , 

so  kann  man  auch  schreiben 

<p{Vv)y(JV^)v{»%Vv)  •  •  •  *{°>p~lVD 


(19)  u 


*(v~v)*(<»Vv)m,(»*v^)  ■  ■  •  v(*p-iv^y 
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wo  co  eine  p-te  imaginäre  Einheitswurzel  ist    Bekanntlich  sind 

die  sämtlichen  |>-ten  Wurzeln  von  v.    Daraus  folgt,  daß  die  Punktion 

die  in  den  Wurzeln  von  v  —  a?  ganz  und  symmetrisch  ist,  eine  ganze 
rationale  Funktion  in  den  Koeffizienten   Ton   v  —  xp,   also  in  t>  ist. 

Wir  sehen  auf  diese  Weise,  daß  in  der  Funktion  w  nicht  mehr  yv 
vorkommt.  Sie  ist  also  eine  ganze  Funktion  von  den  v{  und  von  v. 
Dagegen  ist  der  Zähler  des  Ausdruckes  (19)  nicht  symmetrisch  in 
den  Wurzeln  von  v  —  xP.  Denkt  man  sich  aber  die  Multiplikation 
der  p  Polynome,  aus  denen  er  zusammengesetzt  ist,  ausgeführt,  so  ist 
klar,   daß   man   ihm  die  Form  einer  ganaen  Funktion  geben   kann, 

welche  nach  yv  geordnet  so  aussieht 

Hier  sind  w0,  u\f  u?s,  ...  ganze  Funktionen  der  vif  also  algebraische 
Funktionen,  die  denselben  Bedingungen  unterworfen  sind  wie  w  und 
wie  infolgedessen  auch  die  Quotienten  der  w{  durch  w,  abgesehen  davon, 
daß  diese  letzteren  in  den  v{  nicht  ganz,  sondern  nur  rational  sind. 
Nennen  wir  sie  u0,  ul9  u,,  . . .,  so  erhalten  wir  die  Formel 

n  =  u0  +  ulV~v  +  u%{V^f  +  fh(V^f  +  •  •  •, 

in  welcher  wir  uns  immer  darauf  beschränken  können  die  p  ersten 
Glieder  zu  nehmen.     Da  nämlich 

(W-*,  (fir1— fi,  (r*r+,-»(^r,  ... 

ist,  so  kann  man  die  Glieder  up(y~v)v,  Up+ifV*)**1,  •  •  •  *  bezüglich 
mit  w0,  uxYv}  .  .  .,  vereinigen.  Bei  alledem  bleibt  yv  immer  ra- 
tional nicht  ausdrückbar  durch  die  v{  und  daher  auch  durch  die  u{. 
Es  ist  endlich  immer  erlaubt  ut  —  1  anzunehmen,  wobei  man  natür- 
lich v  durch  eine  andere  Funktion  w  ersetzen  muß,  die  denselben 
Bedingungen  wie  v  unterworfen  ist  Es  sei  in  der  Tat  ur  eine  von 
Null  verschiedene  unter  den  Funktionen  t*,,  ut,  t«j,  . . .  Man  be- 
merke, daß  diese  Funktionen  nicht  alle  null  sein  können.  Sonst 
würde  sich  u  auf  m0  reduzieren  und  hätte  nicht,  wie  wir  voraus- 
setzen, den  Grad  v.     Setzt  man  w  =  urpur,  so  können  die  Funktionen 

sich  nur  um  Faktoren,  die  den  u{  analog  sind,  von 

(pr)r,  <VrT,  (v*r, ...,  (Vry-i)r 
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und  daher  von 

V~v,  {V~v)\  (W,  ....  (W~l 

unterscheiden,  wenn  wir  von  der  Reihenfolge  absehen.  Im  besonderen 
hat  man  für  einen  passenden  Wert  von  Ar,  für  welchen  Jcr=pq  +  1  ist, 

und  es  ist  daher  yw  nicht   rational   ausdrückbar    durch    die    alten 

oder  die  neuen  Funktionen  ui}   weil   sonst  dasselbe  von    yv  gelten 

würde.     Denken  wir  uns  jetzt  die  Einführung  von  yw  an  Stelle  von 

yv  in  dem  Ausdruck  (18)  vorgenommen,  so  ist  klar,  daß  sich  ein 
Ausdruck  von  derselben  Form   ergibt,   in   welchem  w  anstatt  v  er* 

scheint,  aber   yw  als  Koeffizienten  die  Einheit  hat. 

541.  Hilfssatz  IL1)  Es  sei  p  eine  Primzahl,  und  v0)  vlf 
vu  -•>  vP-i  8^ien  Funktionen,  die  einem  bestimmten  Ratio- 
nalitätsbereich angehören,  v  gehöre  demselben  Rationa- 
litätsbereich an,  während  ihm  die  p-ten  Wurzeln  von  v  nicht 
angehören  mögen.    Wenn  dann  die  Gleichungen 

v  —  sf  =  0,     v0  +  vxx  +  vtx*  + f-  vp_txp"1  =  0 

zusammen  bestehen,   so   hat   man   notwendig 

In  der  Tat,  wenn  t>0,  v19  . . .,  v  t  nicht  alle  null  sind,  so  kann 
man  den  größten  gemeinsamen  Teiler  der  beiden  betrachteten  Polynome 
aufsuchen,  r  sei  sein  Grad,  der  offenbar  zwischen  1  und  p  —  \  ein- 
schließlich liegt.     Die  r  Wurzeln  der  Gleichung 

w0  +  wxx  +  wtx*  +  •  •  •  +  x?  =  0, 

die  man  durch  Nullsetzen  des  gefundenen  größten  gemeinsamen 
Teilers  erhält,  sind  auch  Wurzeln  von  v  —  af .  Wenn  man  also  eine 
von  ihnen  mit  x0  bezeichnet,  so  werden  die  andern  sein  &ax0,  a^xQ, 
(oY%0,  .  .  .,  wobei  ©  eine  imaginäre  p-te  Einheitswurzel  bezeichnet. 

Setzt  man  6  für  a  +  ß  +  y  -\ ,  so  ist  bekanntlich  das  Produkt 

der  Wurzeln 

Nun  bemerke  man,  daß  p  eine  Primzahl  und  daher  mit  r  teilerfremd 
ist,  und  daß  demnach  die  Reste,  welche  sich  bei  Division  von  p,  2p} 
.  .  . ,  (r  —  \)p  durch  r  ergeben,  auf  Grund  eines  bekannten  arith- 
metischen Satzes  abgesehen  von  der  Reihenfolge  1,  2,  3,  ...,r— 1 
sind.     Es  gibt   also   immer   ein  Vielfaches  von  pf  welches  durch  r 


1)  Er  rührt  von  Abel  her  (Oeuvres  completee,  t.  II,  p.  196). 
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dies  /71,  sodaß  man  h&t  kp  =  qr+i. 

su  hat  mau 


dividiert  den  Itest  1  läßt.     Es  sei 
Da  nuii  (±  «'„)*  =  o)',,3:0*'-1  ist, 

o-»"ir0  =  (±  »„)-*«*. 
Die  linke  Seite  ist  eine  p-te  Wurzel  von  v.     Die  rechte  gl  I 
gegebenen   Rationnlitatsbereich  an,  da  ihm   p*  angehört    und    auch    <r0 
ihm    angehört,    weil    ja    die   Aufsuchung    des    größten    gemeinsamen 
Teilers  aus  rationalen  Operationen  besteht.    Es  würde  also  an 
ron    '  —  ■>:>'    dem    Rational  itätsbereich    angehören    gegen    die 
Setzung.      Man    darf   also   nicht   zulassen,   daß   die   Koeffizienten    der 
zweiten  Gleichung  nicht  alle  verschwinden 

542.    Hiltss&te   III.      Die    al geh rai sehen    Funktionen    der 
Koeffizienten,  welche  den  allgemeinen  Ausdruck  dei 
einer    beliebigen    algebraischen    G  leiehung    bilden,    die    sich 
timI.   Hilfe    von    Wurzelzeichen    auflösen    läßt,   sind    rational 
ausdrückbar  durch   die  Wurzeln  dieser  Gleichung. 

Auf  Grund  des  ersten  HiU'ssatzes   kann  man  der  exptie  <■■■ 
braischen  Funktion,  die  der  allgemeinen  Gleichung 

a^sT  +  «,.f"-'  +  i^j"--  +  ■  ■  -  -f  at  =  Q 
genügt,  immer  die  Form  gehen 

(20)         i  -«,  I  »,t  •• +»,#''/ +  ---  +  V.'V  '■'""■ 

WO  p,  D  und  die  ut  die  mehrfach  angegebene  Bedeutung  haben.    Man 

■etae    dielen    Ausdruck    in    die    vorgelegte  Gleichung    ■ 

daß  x1,  J"'.  .  .  .  dieselbe   Form  wie  x  haben       Mann  erhitt   nnwi 

(H)  .„  +  r,f ■.■  +  r,(f  Ür  +  ---  +  V.fi   "I""'1- 

1T0    ',, ,    ',,    '',,,    ...    rationale    Funktionen    von    den   Uj    und   von   0  dar 

stellen.      Da  J    r    nicht  rational  ausdrückbar  durch  die  ut  isl    i 

:iiul]     nicht     durch     die    i\,    BD    folgt    aus    dem    zweiten    Hill- 

c0  =  0,  b,  —  0,  t>.  -    0,         Bein  muß.     Daraoi  gehl  berror,  -hiß  die 
g   il'l]   auch   dann   besteht,   wenn   man  yt   durch    seine  v.-r- 
■-ilnciliii.i!    Will,,  ersetzt,   und  daß  daher  die  betrachtete  Q 
vini  der   Funktion  (20)  auch   dann   noch  befriedigt  wird,  wenn  man 
derselben   der  Reihe  nach   u  )    p,  ws  V  ''  -  ■'■'        Mau  i 

hält  auf  diese  Weise  die  p  Wurzeln 


(SS) 


I  i  i 


- «,  +  «l»i-'t'r  +  »,o»'-,(f  »)'+■•  ■  +  «,_! »"    ' 
i!i<'  Amtlich  v.ni.iiciinl.r  roraebieden  lind,  wie  um»  li'ii'bt  dnjd)  i 
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Bemerkung  erkennt,  daß  bei  Annahme  der  Gleichheit  zwischen  zweien 

von  ihnen  yv  einer  Gleichung  yon  der  Form  (21)  mit  nicht  ver- 
schwindenden Koeffizienten  genügen  müßte.  Dies  vorausgeschickt  liefert 
das  System  (22),  wenn  man  sich  daran  erinnert,   daß  man  ux  immer 

gleich  der  Einheit  annehmen  darf,  sofort  den  Wert  von  yv  als 
Funktion  der  p  Wurzeln: 

^  =  —(«1  +  a>*-1cc%  +  cd*-*«,  H f-raap). 

Setzt  man  also  die  Einheitswurzeln  als  bekannt  voraus,  so  ist  y~v 
eine  rationale  Funktion  der  Wurzeln  alf  as,  ...,  ap.  Dasselbe  laßt 
sich  von  u0,  t*2,  tij,  ...  sagen,  da  man  aus  dem  System  (22)  gewinnt 

r       *        (at+  a)*"1«,  +  a>'-2«,  +  •  •  -)r 

Wenn  wir  also  mit  y  irgend  eine  von  den  Funktionen  bezeichnen, 
die  in  der  Formel  (20)  auftreten,  so  können  wir  schreiben 

wobei  f  das  Symbol  einer  rationalen  Funktion  ist,  die  auf  alle  oder  auf 
einige  Wurzeln  der  betrachteten  Gleichung  angewandt  ist.  Diese 
Funktion  von  n  Veränderlichen  sei  fähig  m  Werte  ßu  /8S,  ..  .,  ßm 
anzunehmen,  welche  Wurzeln  einer  Gleichung  m-ten  Grades  sind. 
Diese  muß  sich  befriedigen  lassen,  indem  man  setzt 

V  =  t;0  +  vtVw  +  v,  {V^f  +  •  ■  •  +  Vi  (V™)*~1> 
wo  die  vt  Funktionen  darstellen,  welche  eine  Ordnung  gleich  der- 
jenigen von  y  haben  können,  aber  sicher  von  niedrigerem  Grade  sind. 
Inzwischen  bemerke  man,  daß  die  Koeffizienten  der  Gleichung  in  y 
ganze  symmetrische  Funktionen  der  ß  und  daher  rational  in  den 
Koeffizienten  der  ursprünglichen  Gleichung  sind.     Daraus  folgt,  wenn 

man  wie  oben  schließt,  daß   yw,  v0,  vl}  vt,  . . .  rationale  Funktionen 

der  ß  und  daher  auch  der  a  sind,  yw  und  die  v{  sind  nun  ihrer- 
seits mit  Hilfe  der  Formel  (18)  durch  Funktionen  niedrigeren  Grades 
ausdrückbar,  von  denen  man  analog  beweist,  daß  sie  rational  in  den 
u  sind.  Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  gelangt  man  schließlich 
zu  rationalen  Funktionen  der  Koeffizienten  der  ursprünglichen  Gleichung, 
welche  sicher  rational  und  sogar  symmetrisch  in  den  Wurzeln  dieser 
Gleichung  sind. 

543.  Um  sich  von  der  Bedeutung  des  soeben  bewiesenen  äußerst 
wichtigen  Satzes  volle  Rechenschaft  zu  geben,  ist  es  nützlich  zu 
untersuchen,  was  bei  den  Gleichungen  passiert,  die  wir  bereits  durch 
Radikale  aufzulösen  wissen.  Man  beachte  z.  B.,  daß  das  in  der  Auf- 
lösungsformel   der   quadratischen   Gleichung    enthaltene   Radikal    die 

31* 
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Differenz   der  Wurzeln    darstellt.      Ebenso   drücken   sich   die    beid< 
übereinandergescbac.htelten  Kadikaie,  die  in  der  Formel  Ton    I 
auftreten,  rational  durch  die  Wurzeln  ans,  und  zwar  folgendermaßen: 


-«.), 


durch  die 


In  dem  allgemeinen  Falle  wird  diese  Tatsache  geradi 
thode  von  Lagrange  in  volles  Licht  gesetzt. 

544.  Theorem  von  RnfAni1).  Es  ist  unmöglich  die  all- 
gemeinen Gleichungen  höheren  als  vierten  Grades  mit  Hilfe 
von  Wurzelzeichen  anfznlÖeeo. 

Es  sei  in  der  Tat  fy u  eins  der  Radikale  erster  Ordnung,  die  in 
dem  allgemeinen  Ausdruck  der  Wurzel  auftreten  Dasselbe  ist  rational 
ausdrückbar  dnreh  die  Wurzebi  und  muH  erhoben  tax  i>  teil  PotaH 
die  Funktion  m  liefern,  die  rational  in  den  Koeffizienten  und  dülni 
symmetrisch  in  den  Wurzeln  ist.  Also  ist  (§  478)  die  Funktion  V  « 
welche  in  den  Wurzeln  nicht  symmetrisch  ist,  alternierend  und  tum 
hat  Überdies  p  —  2.  Operiert  mau  rational  mit  y  u  und  rationalen 
Funktionen  der  Koeffizienten,  so  erhält  man  eine  zweiwertig-  Punktion  t, 
aus  welcher  man ,  wenn  die  Operationen  nicht  zu  Ende  sind,  d)  B 
q-te  Wurzel  ziehen  muß,  wobei  q  eine  Primzahl  ist.  Nun  ist  sJM 
die  Funktion  y  v,  welche  in  den  Koeffizienten  irrational  von  zweiler 
Ordnung  ist,  nichtsdestoweniger  rational  in  den  Wurzebi.  Erhoben 
zur  ty-ten  Potenz  muß  sie  eine  zweiwertige  Funktion  liefern,  man 
■je  knofa  selbst  mehr  als  zwei  Werte  hat.  Dies  ist  nicht  möglich 
iS  479),  wenn  die  Anzahl  der  Veränderlichen  4  übertrifft.  Es  ist  also 
unmöglich  bei  der  allgemeinen  Gleichung  vom  Grade  h>4  eine  ejpli- 
cite  algebraische  Funktion  zu  konstruieren,  welche  der  'il. 
genügt. 

545,  Bemerkungen.  Das  TnAOrwn  von  Kuffiiii  und  dii  Be 
trachtungen,  welche  ihm  vorangehen,  liefern  uns,  abgesehen  ilavon, 
daß  sie  uns  der  Mühe  überheben  die  algebraische  Anflöraig  iIhi  all- 
gemeiueu  Gleichungen  fiten,  (i  teu,  ...  Grades  durch  Radikale  m  vei- 
Biichen,  die  Hilfsmittel  zur  Auffindung  der  Formeln  für  die  s 
der  Gleichungen  der  vier  ersten  Grade,  Vor  nlli-in  bubeii  wir  gesehen, 
daß  das  erste  Radikal,  welches  man  bei  der  Aufsuchung  der  Wurzeln 
antrifft,    wenn    mau    die    Rechnungen    der    Reihe   nach    ausführt,    einf 


I)    ..[titlffHJrini    interne   ntlii    snluzioi 
d<-na,  1813) 


■ 
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Quadratwurzel  ist,  die  man  aus  der  Diskriminante  zu  ziehen  hat. 
Das  zweite  Radikal  ist  kubisch.  Wir  wissen  nämlich,  daß  für  n  <^  4 
rationale  Funktionen  existieren,  die  mehr  als  zweiwertig  sind  und  er- 
hoben zu  einer  Potenz  q  eine  zweiwertige  Funktion  liefern.  Es  ist 
aber  auch  bekannt  (§  479),  daß  q  =  3  sein  muß.  Wenn  wir  z.  B. 
die  allgemeine  kubische  Gleichung  auflösen  wollten,  müßten  wir  setzen 

«-■te  +  f^  +  uf*1, 

wo  v  notwendig  die  Form  tp  +  #  Y^d  hat,  während  q>  und  #  in  den 
Koeffizienten  rational  sind.  Führt  man  diesen  Wert  in  die  vorgelegte 
Gleichung  ein  und  beachtet  den  zweiten  Hilfesatz,  so  erhält  man  die 
Relationen 

v  +  uV  =  £(2^»  -  9^  +  27  c,),     uv  -  ifa1  -  3c,), 

aus  denen  sich,  wenn  man 

214  -  4(q2  -  3^)8  -  (2cx8  -  9^  +  27 c9)' 

setzt,  die  Werte  von  v  und  von  tt3v2  ergeben: 

b(2c*  -  9«^  +  27^)  ±  f8/=3^. 

Man  findet  auf  diese  Weise  die  allgemeine  Formel  wieder,  die  wir 
früher  auf  anderm  Wege  erhalten  haben. 


Sechstes  Buch. 
Differentialrechnung. 

Die  Differentiation. 

Funktionen  einer  Veränderlichen. 

546.  Unendlichkleines  und  Unendliohgroßes.  Wie  man  dil 
Benennung  Unendliehgroß  oder  Unendlich  für  eine  Zahl  anwendet, 
die  ihrem  absoluten  Betragt'  nach  jede  Grenze  zu  überschreiten  §treht, 
so  heißt  jede  veränderliche  Zahl,  welche  den  Grenzwert  Null  hat,  ein 
Unendlichkleines  oder  eine  Infinitesimale1).  Der  Begriff  &N 
Infinitesimalen  impliciert  also  wie  der  des  Unendlichen  (vgl.  t;  354,  b) 
vor  allem  die  Voraussetzung  der  Variabilität.  So  ist  z.  B  inhuitesi 
mal  das  Volumen  eines  festen  Körpers,  welcher  schmilzt.  Dagegen 
ist  es  nicht  erlaubt,  das  Volumen  eines  unver  find  er  liehen  \ 
Weltall  als  infinitesimal  zu  bezeichnen.  Und  in  der  Tat,  wenn  man 
den  Vergleich  eines  solchen  Volumens  mit  dem  des  ganzen  Weltalls, 
welches  man  als  unendlich  voraussetzt,  versuchen  wurde,  so  wira  um 
Erzwungen,  die  Maßeinheit  als  über  alle  Grenzen  wachsend  jumu- 
asfamm;  und  jedem  Zustand  dieser  Einheit  würde  man  denn  eine 
Zahl  entsprechen  sehen,  die  immer  kleiner  wird  und  die  da  Muß  liir 
das  betrachtete  Volumen  dient.  Nicht  dieses  Volumen  also,  sondern 
vielmehr  die  Zahl,  welche  zu  seiner  Messung  bestimmt  ist,  wäre  ver- 
änderlich und  infinitesimal  Das  geht  aber  nicht,  weil  die  eint 
■Hing  unterworfenen  Zahlen   immer  so   aufzufassen  sind,  daß  sie  sich 


1)  Cauehy,  Analyse  lUgelirique  (Paris,  1821)    Volle  40  & 
de   In   Clmie   des   Sciences   de   l'Acftdemie   de    BeJgiqu*"  (1901,  ]>.  54t]  •m<l   im 
Hi'käni]ifnnK   dieser   „ganz   schlechten"   Definition    MwUmet,     Die  l>enuUl«iB. 

tlgllllieilll  sind  i.  T.  nur  im  stand'1,  <ü>'    f  ^  r  .:.  ih  l  l.hi-   l"njinliinu-li"-lik"'il 
i'Minitionen    (Wahrscheinlichkeit    u.  a   w.)    zu    neigen,    welche   xu  ihrer  Vervoll- 
ständigung gerade  verlangen,  daß  man  jede  schiefe  Auffassung  de«  Unendlichen 
und  des  Infinitesimalen  abweist. 
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alle  auf  dieselbe  Maßeinheit  beziehen.  Wie  groß  diese  auch  sein  mag, 
das  betrachtete  Volumen  wird  immer  durch  eine  Zahl  gemessen  wer- 
den, die  vielleicht  sehr  klein,  aber  doch  unveränderlich  ist.  Zum 
klaren  Verständnis  der  Infinitesimalrechnung  ist  es  unbedingt  nötig, 
niemals  außer  acht  zu  lassen,  daß  die  infinitesimalen  Größen  wie  die 
unendlichen,  wesentlich  veränderlich  sind,  daß  man  sie  also  (wie  Newton 
selbst  lehrt)  zu  betrachten  hat  als  „quantitates  magnitudine  determi- 
natas,  sed  cogita  semper  diminuendas  sine  limite",  abnehmend  natür- 
lich ihrem  absoluten  Betrage  nach. 

547.  Zwei  infinitesimale  Größen  heißen  von  derselben  Ordnung, 
wenn  ihr  Verhältnis  nach  einem  von  Null  verschiedenen  Grenzwert 
konvergiert.  Wenn  dagegen  das  Verhältnis  einer  infinitesimalen 
Größe  ß  zu  einer  andern  a  nach  Null  konvergiert  (in  welchem  Falle  ß 
gleich  dem  Produkt  von  a  mit  einer  infinitesimalen  Größe  ist),  so 
sagt  man,  ß  sei  von  höherer  Ordnung  als  a.  Im  entgegengesetzten 
Falle,  wenn  also  das  genannte  Verhältnis  seinem  absoluten  Betrage 
nach  unbegrenzt  wächst,  ist  ß  von  niedrigerer  Ordnung  als  a. 
Es  ist  nicht  immer  möglich  zu  entscheiden,  ob  zwei  infinitesimale 
Größen   von  derselben  Ordnung  sind  oder  nicht,  weil  ihr  Verhältnis 

nicht  immer  nach  einem  Grenzwert  konvergiert.     So  ist  ß  -  a  sin  * 

gleichzeitig  mit  a  infinitesimal,  man  kann  aber  nicht  sagen,  ob  ß 
ebenso  wie  a  nach  Null  konvergiert  oder  rascher  als  a.  Nichtsdesto- 
weniger kann  man,  so  oft  das  Verhältnis  von  ß  zu  a,  nach  seinem 
absoluten  Betrage  genommen,  zwischen  zwei  positiven  Grenzen  os- 
zilliert, wohl  sagen,  daß  ß  die  Ordnung  von  a  hat.  Hat  man  mehrere 
infinitesimale  Größen  miteinander  zu  vergleichen,  so  pflegt  man  eine, 
a,  beliebig  zu  wählen,  welche  man  die  Hauptinfinitesimale  nennt, 
und  die  Verhältnisse  der  andern  zu  et  und  zu  dessen  Potenzen  zu  be- 
trachten. Es  heißen  alsdann  infinitesimal  von  der  Ordnung  n  (>  0) 
alle  diejenigen,  welche  die  Ordnung  von  an  haben.  Z.  B.  sind  log  (1  +  a), 
sin  a,  tga  u.  s.  w.  infinitesimal  von  erster  Ordnung,  solange  a  die 
Hauptinfinitesimale  ist.  Ebenso  ist  1  —  cosa  von  zweiter  Ordnung, 
a  —  sin«  von  dritter,  a  sin  (sin  a)  —  sin*  a  von  sechster,  tg(sina) 
—  sin  (tga)  von  siebenter  u.  s.  w.1).  Übrigens  bemerke  man,  daß  man 
nicht   immer   die   Ordnung   einer  Infinitesimalen  angeben  kann.     So 

sind  z.  B.,  wenn  cc  eine  Infinitesimale  ist,  auch  e  "*  und  1/loga  in- 
finitesimale Größen.  Während  aber  (§  312,  a)  das  Verhältnis  der  ersten 
zu  a"  nach  Null  konvergiert,  was  auch  n  sein  mag,  wird  das  entsprechende 
Verhältnis  bei  der  andern  Größe  unendlich,  sodaß  man  nicht  sagen 
kann,  wie  groß  die  Ordnung  der  ersten  und  wie  klein  die  Ordnung  der 

1)  Siehe  hierüber  zwei  Übungen  in  der  „Mathesis",  1898,  p.  dl;  1902,  p.  146. 
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)/«,  sin«,  1—  cosb,  «  — Bin«,---,  c  ,  e""*  ,  •■-  befinden 
«ich  in  einer  solchen  Reihenfolge,  daß  jede  infinitesimal  ißt  Ui  bezug 
auf  alle  vorhergehenden.  Wenn  man  also  van  recht«  nach  links 
geht,  so  konvergiert  die  Ordnung  von  beliebig  großen  Werten  aus- 
gehcud  unter  beständigem  Abnehmen  nach  Null  In  analoger  Wem 
werden  die  niimd  lieb  großen  Zahlen  klassifiziert. 

548.  Man  glaube  jedoch  nicht,  daß  jede  uuendlichkleine  oder 
im  en  dl  ich  große  Zahl  notwendig  ihren  Platz  in  solchen  Vi 
skalen  finden  müsse.  So  z.  B.  kann  man  nicht  sagen,  welches  die 
Ordnung  »  von  ^5  =  «/log«  ist.  In  der  Tat  ist  einerseits  klar,  daß  n 
größer  sein  mußte  als  1,  und  andererseits  kann  dies  nicht  der  Fall 
sein,  weil  das  Verhältnis  von  ß  zu  «"  für  beliebiges  »>  1  dem  absoluten 
Betrage  nach  unbegrenzt  wachst.  In  einem  gewissen  Sinne  (§  168) 
könnte  man  sagen,  daß  in  der  VYrgleichssknJn,  die  aus  den  Potenzen 
von  a  besteht,  die  Infinitesimale  a/log«  rechts  von  u  liegt  und  die 
Ordnung  1+0  hat.  Ebenso  würde  man  vergeblich  die  Stell 
die  der  Infinitesimalen  ß  anzuweisen  ist,  welche  mit  u  durch  die  Re- 
lation ß  ■=  «alog  ~  verbunden  ist.  Setzt  man  in  der  Tat  «  —  ßt,  eo 
erhält  man  a  =  1/4  logt,  ß  -•  1  (:log/  und  erkennt,  daß  /  ins  Unenit 
lieh*  iridtMU  muß.  damit  e  und  ß  nach  Null  konvergieren 
OU  daher,  daß  ßjtt*  —  r"-'(logO"~'  ist,  so  sieht  man,  daß  dieses 
Verhältnis  unbegrenzt  wächst  für  »i  ^  2  und  nach  Null  konvergiert 
für  «  <  2.  Also  liegt  ß  sozusagen  links  von  «',  d,  h.  es  konvergiert 
weniger  rasch  nach  Null  als  et*,  aber  rascher  als  jedes  «"  für  n  <  2, 
und  man  könnte  dies  so  ausdrücken,  daß  man  sagt,  ß  habe  il h  Ord 
nung  2  —  0.     Wenn  es  überhaupt  Zahlen  ri  und  «"  gibt  derart,  daß 


lira- 


-0, 


lim    ,.:  =-  ±  oo 


ist,  so  kann  man  in  diesen  Gleichungen  jede  Zahl  «'  durch  eine 
kleiniTe  und  jede  Zahl  fi"  durch  eine  größere  ersetzen,  und  es  ist 
daher  klar,  daß  die  Zahlen  W  eine  Menge  bilden,  welche  eiue  oben 
G  renne  fi  hat  {§  172),  wie  die  Menge  der  Zahlen  »"  eine  untere 
QfUM  A  >  »i  hat.  Haben  nun  <l  und  u  einen  einzigen  Wert  n,  so 
kann  man  wohl  sogen,  daß  «  die  Ordnung  von  ß  ist,  so  oft  «  weder 
der  einen  noch  der  andern  Menge  angehört,  obwohl  der  Grenzwert 
von  ß/a"  nicht  existiert.  Es  kann  aber  auch  vorkommen,  <hiß  n  die 
größte  unter  den  Zahlen  n'  oder  die  kleinste  unter  den  Zahlen  »"  ist. 
Alsdann  ist  die  Ordnung  von  ß  sicherlich  nicht  it.  Sie  könnte  aber 
im    ersten    Fall«   durch    n  +  0,    im    zweiten   durch  »  — 0  dargestellt 
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werden.  Endlich  kann  es  auch  sein,  daß  nicht  X  =  (i  ist,  und  dann 
fehlt  jedes  Mittel,  die  Ordnung  von  ß  durch  eine  Zahl  zu  messen. 
Es  genüge  hier  ein  Beispiel,  nämlich  das  der  Infinitesimalen 

/(  =  «     °    L«J; 
für  welche  man  hat 

0        im  Falle  n  <  1 , 

±  <x>  im  Falle  n  >  2 . 

Man  bemerke,  daß  ß/cc  nicht  nach  Null  konvergiert,  da  es  unendlich 
oft  den  Wert  1  annimmt,  wenn  a  die  Folge  1,  \,  -J,  ...  durchläuft. 
Daraus  folgt  ft  =  1.  Ebenso  wächst  ß/a*  nicht  ins  Unendliche,  da  es 
kleiner  als  e  bleibt,  wenn  a  die  Folge 

l l  i__  l 

2  _  - — -        3  —  = — -        4  —  = ö  — 


lim-^j  = 


log  2  log  8  log  4  log  5 

durchläuft.  Also  ist  A  =  2.  Für  jeden  andern  Wert  von  n,  der 
zwischen  1  und  2  liegt,  kann  das  Verhältnis  ß/an  beliebig  große  und 
beliebig  kleine  Werte  annehmen,  sodaß  es  nicht  gelingt  eine  Zahl  zu 
finden,  die  uns  ein  Maß  für  die  Ordnung  der  infinitesimalen  Größe  ß 
liefern  könnte. 

549.  Fundamentedsatz.  Sagt  man,  daß  zwei  infinitesimale 
Größen  sich  um  eine  Infinitesimale  von  höherer  Ordnung 
unterscheiden,  oder,  daß  ihr  Verhältnis  nach  der  Einheit 
konvergiert,  so  behauptet  man  damit  zwei  Tatsachen,  die  im  wesent- 
lichen äquivalent  sind,  da  jede  der  Gleichungen 

Hmizüü^o,    liml-1 

eine  Folge  der  andern  ist.  Dies  vorausgeschickt  ist  es  leicht,  folgen- 
des für  die  Differentialrechnung  fundamentale  Theorem  zu  beweisen: 
Der  Grenzwert  des  Verhältnisses  von  zwei  infinitesimalen  Größen 
bleibt  ungeändert,  wenn  dieselben  um  Infinitesimalen  von  höherer 
Ordnung  variieren.  Will  man  nämlich  den  Grenzwert  von  ß/a  be- 
rechnen und  unterscheiden  sich  ß*  und  a  von  ß  und  a  bezüglich  um 
Infinitesimalen  von  höherer  Ordnung,  so  genügt  es,  den  Grenzwert 
von  ßf/cc   zu  berechnen  und  zu  bemerken,  daß 

lim—  —  lim  -|r  .-£-•—  —  lim  -*-r 

cc  p        et        a  cc 

ist. 

550.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  man  habe  eine  Gleichung 
zwischen  Infinitesimalen  a  =  ß,  von  welcher  man  in  der  Weise  Ge- 
brauch machen  soll,  daß  man  beide  Seiten  durch  eine  passende  Infini- 
tesimale y  dividiert,  um  dann  durch  Grenzübergang  die  Gleichung 


45X1 
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(i  =^  I,  /.wischen  unveränderlichen  Grüßen  an  erhalten.  Der  Nul/,«*u  da 
bewiesenen  Theorems  besteht  darin,  daß  die  Gleichung  a  —  ß,  welche 
oft  kompliziert  und  für  die  gewöhnlichen  Regeln  zur  Berechnung  der 
Grenzwerte  unzugänglich  ist,  sich  vereinfachen  läßt,  indem  man  auf 
beiden  Seiten  jeden  Bestandteil  unterdrückt,  der  sich  als  infinitesimal 
von  höherer  Ordnung  erweist  im  Vergleich  zu  dem  zurückbleibenden 
Teil.  Man  erhält  auf  diese  Weise  eine  andere  Gleichung  zwischen 
Infinitesimalen  u  —  ß',  die  im  allgemeinen  unexakt  ist.  Das  ist  aber 
ganz  gleich  in  Anbetracht,  des  Gebrauchs,  den  man  von  ihr  zu  machen 
hat;  denn  wenn  man  beide  Seiteu  durch  y  dividiert  (oder,  wenn  man 
will,  durch  irgend  eine  andere  Infinitesimale  j'-,  die  sieb  von  y  um 
eine  Infinitesimale  von  höherer  Ordnung  unterscheidet),  so  winl  man 
schließlich  durch  Grenzübergang  immer  die  exakte  Gleichung  a  -  i 
finden.  Hierin  liegt  aber  wohlbemerkt  nicht  du  Wenn  der  Diffe- 
rentialrechnung, welche  vielmehr  auf  der  systematischen  Anwendung 
eines  gewissen  Symbols  beruht,  mit  dessen  Hilfe  man  dazu  gelangt 
a  priori  sicher  zu  sein,  daß  die  Gleichung  «'  —  ß'  ebenfalls  exakt 
ist.  Man  vernachlässigt  dann  also,  wenn  man  Infinitesimalen  a  und 
ß'  ab  Ersatz  für  a  und  ß  sucht,  auf  beiden  Seiten,  ohne  des 
wahr  zu  werden,  gleiche  infinitesimale  Größen,  und  es  gelingt  auf 
diese  Weise  die  Infinitesimalen  «'=  ay\  ß'  =  by  ohne  weiteres  in  die 
Hand  zu  bekommen.  Dann  aber  hat  man  keinen  Grenzübergang 
mehr  uötig,  da  die  Gleichung  «'=  ß"  sich  unmittelbar  auf  a  =  h  re- 
duziert. Die  Berechnung  der  Grenzwerte  tritt  also  dank  dem  ge- 
nannten Symbol  zurück,  um  der  Differentialrechnung  Platz  zu  machen, 
die  sich  freilich  auf  den  Begriff  des   Grenzwertes  gründet. 

551.  Von   dem   zuletzt  angedeuteten  Gesichtspunkt,  aus  kann  man 
wohl  sagen,  daß  die  Differentialrechnung  dem  Genius  Leibnizens  ver- 
dankt wird.    Wir   linden   übrigens  heute  diese  Wissenschaft  im    ganMH 
in   der  von   Leibniz  gedachten  Form   aufgerichtet,   iml   dann 
nennungen  und  denselben  Symbolen,  die  wir  nicht  m  sehr  sina 
liehen  Wahl,  als  vielmehr  dem  Scharfsinn  des  Erlinders  dankt 
Sorgfalt,    welche   dieser   auf   die  Wahl    der  Bezeichnungen   verwandte, 
ist  aus  der  Tatsache1)  zu  entnehmen,  daß  er  beini  Vergleichen  seiner 
Methode   mit  derjenigen   von  Newton  und  beim  Behaupten  ihrer  Ober 
Legenheit  meinte,  „die  Bezeiehnungsweise  sei  der  in  die  Augen  hflende 
Teil  der  Erfindungskunst".     Auch   in    letzter  Zeit   ist   die   rVichitgkatl 
der  Bezeichnungen  und   der  Nomenklatur   hervorgehoben   wurden    in 
den  „Populär-wissenschaftlichen  Vorlesungen"  von  Ernst  Mai 
die   Sprache    und  ein  zweckmäßiges  System  von   Synib"l>>n   und  t<---li 
nischen    Benennujigen    nicht   nur   als    unerläßliche    Hilfsmittel    FBl    dal 
Zusammen  wirken  der  Forscher  und  für  die  Anhäufung  und  I 


r,  Ha 


;   „Hi'sume  du  Cour*  d'AnalvHP"  in   109). 
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rung  der  nach  und  nach  erhaltenen  Resultate  von  Generation  zu  Ge- 
neration betrachtet,  sondern  auch  und  vor  allem  als  einziges  wirksames 
Mittel,  um  das  menschliche  Gedächtnis  und  die  Intelligenz  von  jeder 
unnötigen  Last  und  Mühe  frei  zu  halten  und  so  ihre  immer  wachsende 
Ausnutzung  für  die  wichtigeren  und  wesentlicheren  Funktionen  zu  ermög- 
lichen. Wer  sich  mit  mathematischen  Studien  beschäftigt;  der  findet  sich 
oft  von  dem  Eindruck  beherrscht;  daß  die  Symbole  und  die  Formeln 
es  gleichsam  auf  sich  nehmen  für  ihn  zu  arbeiten  oder  um  die  be- 
rühmten Worte  Eulers  zu  gebrauchen;  daß  sein  Schreibstift  an  Scharf- 
sinn seinen  Kopf  übertrifft.  Wie  seltsam  es  auch  scheinen  mag;  sagt 
Mach;  die  große  Macht  der  mathematischen  Wissenschaften  beruht 
hauptsächlich  auf  dem  Umstände;  daß  es  ihnen  geglückt  ist,  dem 
Geiste  jede  unnötige  Arbeit  zu  ersparen  und  die  Ökonomie  der  in- 
tellektuellen Kräfte  bis  zum  äußersten  zu  treiben.  Und  nach  dem- 
selben Ideale  streben  nach  ihm  auch  die  Naturwissenschaften;  beson- 
ders die  höher  entwickelten  Zweige"1). 

552.  Das  erste  Differential.  Aus  der  Definition  (§  281)  der 
Derivierten  einer  Funktion  y  von  x  folgt  dy  =  y'dx  -f  q8x  für  jeden 
Wert  von  x,  und  zwar  konvergiert  q  nach  Null,  wenn  man  ix  bei 
festgehaltenem  x  nach  Null  konvergieren  läßt.  Da  nun  die  Differenz 
zwischen  dy  und  y'Sx  von  einer  höheren  Ordnung  als  öx  infinitesimal 
ist;  so  darf  man,  wenn  es  sich  um  Grenzwerte  von  Verhältnissen 
handelt,  nach  dem  Fundamentalsatz  dy  durch  y'dx  ersetzen.  Wir 
werden  uns  sehr  bald  von  dem  großen  Nutzen  dieser  Ersetzung  über- 
zeugen. Die  Größe  y'Sx  werden  wir  nun  unter  der  Voraussetzung, 
daß  x  die  unabhängige  Veränderliche  ist,  mit  dy  bezeichnen  und  sie 
das  Differential  von  y  nennen.  Unter  dem  Differential  einer 
Funktion  versteht  man  also  das  Produkt  der  Derivierten 
der  Funktion  mit  dem  infinitesimalen  Inkrement,  welches 
der  unabhängigen  Veränderlichen  willkürlich  beigelegt  ist. 
Aus  dieser  Definition  ergeben  sich  sofort  nachstehende  Folgerungen: 

a)  Das  Differential  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  ist  nichts 
anderes  als  das  willkürliche  Inkrement  dx,  welches  für  jeden  Wert 
von  x  als  veränderlich  und  nach  Null  konvergierend  vorausgesetzt 
wird.  In  der  Tat,  wenn  y  =  x  ist,  so  hat  man  y  «=»  1 ,  und  die  De- 
finition des  Differentials  (dy  «=*  y'dx)  gibt  dx  =  dx. 

b)  Nunmehr  wird  die  Definitionsgleichung  dy  —  ydx}  und  man 
entnimmt  daraus 

Mit    dieser    neuen    Bezeichnung   wendet   man   die   Derivierte    in   der 

1)  Aus  einer  Rezension  von  G.  Vailati  (Rivista  sperimentale  di  Freniatria, 
1896). 
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Differentialrechnung  an.  Die  Derivierten  werden  sieb  uns  also  als 
Verhältnisse  und  nicht  mehr  als  Grenzwerte  von  Verhältnissen 
zwischen  Infinitesimalen  darbieten. 

c)    Allgemeiner    stellt    das    Verhältnis    der     Differentiale 
zweier   Funktionen    die   Derivierte   der  ersten   in    be/,ug  auf 
die   zweite    dar,    diese    als    unabhängige    Veränderln 
trachtet     In  der  Tat  (g  284),  wenn  y  =  /'Ui   ist,  wo  h  eine  Fnnk- 
tion  der  unabhängigen  Veränderlichen  X  bedeutet,  so  hat  mim 


<*»- 


y'dx 


-f{»u«!x-r '(«)<* «>  rc«)-^ 


553.  Geometrische    Deutung.     Auf    der    durch    die    Gleichung 

=  f(x)  dargestellten  Kurve  befrachte  man  in  der  Nähe  eines  festen 
Punktes  M  mit  der  Abseisse  x  einen 
Punkt  M',  dessen  AbBcisse  x  -\-  6x  sein 
möge.  Sx  als  infinitesimal  vorauazu- 
setzen  bedeutet  (g  540),  daß  man  sich 
M'  längs  der  Kurve  beweglich  und 
nach  M  hinrückend  denkt.  IJs  seien  H 
und  Q  die  Punkte,  in  welchen  die  Or- 
dinate von  .V  zwei  durch  M  gezogene 
Geraden  trifft,  von  denen  die  m 
rallol  zur  .r- Achse,  die  zwitc  tangential  zur  Kurve  gezogen  ist. 
Wenn  die  unabhängige)  Veränderliche  x  ist,  so  hat  man  offenbar  (§  293) 

MH=dx=bx,  HQ  =  (hj,  HM'=dy. 
itij  im  die  Stelle  von  Sy  setzen  heißt  also  QM'  vernachlässigen  oder 
.1/'  durch  (J  ersetzen  für  alle  Lagen  des  Punktes  -1/'  in  der  Um- 
gebung von  M,  es  heißt  folglich,  die  Kurve  in  der  Nähe  jedes 
Punktes  durch  die  Tangente-  ersetzen.  Übrigens  gehört,  wel- 
ches auch  die  unabhängige  Veränderliche  sein  mag,  der  Punkt 
(x  -f  dx ,  y  +  dy)  immer  der  Tangente  an,  wie  (x  +  Ax,  y  4-  9y) 
immer  der  Kurve  augehört.  Für  eine  gegebene  Lage  JU'  des  zweitun 
Punkte  kann  der  erste  in  Q,  in  Q'  oder  in  irgend  eine  andere  Lage 
auf  der  Tangent«  fallen,  je  nachdem  die  unabhängige  Veränderliche 
x,  y  oder  eine  andere  ist. 

554.  Regeln  für  die  Differentiation.  Um  zu  differentiieren, 
d.  h.  um  daB  Differential  eiivr  Funktion  Ton  i  SU  berechnen,  genügt 
es  auf  Grund  der  Definition  des  Differentials  die  Derivierte  der  Funk- 
tion zu  berechnen  und  sie  mit  dx  zu  multiplizieren.  Auf  diese  Weise 
erhält  man 

d(x")  =  nx*~*dx,    dt?  =  f*dx,    d ain x  =  cos xdx ,    d cos x  =•  —  sin xdx, 

j  i  ■**  , ,  rix  ,  ,  (Jz 

dlogl-         .      '"«'-,„,,,,      .luclgJ!--,-^^,, 
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ddx 
arc  sin x  =  —-■  —     u.  s.  w., 

auch  wenn  x  nicht  die  unabhängige  Veränderliche  ist.  Es  lassen  sich 
auch  die  bekannten  Kegeln  für  die  Derivation  leicht  in  ebensoviele 
Differentiationsregeln  übersetzen.  So  differentiiert  man  z.  B.  die  Summe 
von  zwei  oder  mehr  Funktionen,  indem  man  die  Differentiale  der 
Summanden  addiert.  Das  Produkt  von  zwei  Funktionen  wird  diffe- 
rentiiert, indem  man  jede  Funktion  mit  dem  Differential  der  andern 
multipliziert  und  die  Resultate  addiert,  u.  s.  w.     In  der  Tat  hat  man 

d(u  +  v)  =  (w  +  v)'dx  =  (u  +  v)dx  =  udx  +  v'dx  =  du  +  dv, 

duv  =  (uv)'dx  =  uv'dx  +  vu'dx  =  udv  +  vdu, 

vudx- — uv'dx       vdu  —  udv 


a —  =  (--)  ax  = t — ax  = 

v       \  v  /  v* 


v*  v* 


u.  s.  w. 


555.  Suooessive  Differentiale.  Bevor  wir  weitergehen  ist  es 
nötig,  daß  wir  uns  noch  näher  mit  der  Bedeutung  des  Differentials 
dx  der  unabhängigen  Veränderlichen  beschäftigen.  Bei  festgehaltenem 
x  ist  das  zugehörige  dx  eine  infinitesimale  Größe,  die  wir  uns  provi- 
sorisch als  abhängig  von  einer  gewissen  Infinitesimalen  a  denken 
wollen,  welche  als  Hauptinfinitesimale  angenommen  wird.  Wenn  man 
von  einem  Werte  x  zu  einem  andern  übergeht,  so  ist  kein  Grund 
vorhanden,  warum  nicht  auch  das  (willkürliche)  Gesetz,  nach  welchem 
dx  von  a  abhängt,  variieren  soll,  dx  ist  also  eine  Funktion  sowohl 
von  x  als  von  a: 

(2)  dx  =  q>(x,  a). 

Denken  wir  uns  die  Achse  der  x  als  in  sich  deformierbar  und  nehmen 
wir  an,  daß  jeder  Punkt  x  in  x  +  dx  übergeht,  so  drückt  die  Glei- 
chung (2)  das  Gesetz  aus,  nach  welchem  bei  nach  Null  konvertieren- 
dem a  die  Punkte  der  deformierten  Achse  wieder  in  ihre  ursprüng- 
lichen Lagen  zurückkehren.  Der  willkürlichen  Funktion  q>  wird 
nur  die  Bedingung  auferlegt,  mit  a  nach  Null  zu  konvergieren,  was 
auch  x  sein  mag,  und  die  successiven  partiellen  Derivierten  (§  368) 
nach  x  zu  besitzen.  Unter  diesen  Bedingungen  gestattet  dx,  insofern 
es  eine  Funktion  von  x  ist,  seinerseits  ein  Differential,  welches  man 
das  zweite  Differential  von  x  nennt  und  mit  (Px  bezeichnet: 

(3)  d?x  —  ddx  =  ?>*'(#,  a)dx  —  tp(xf  a)  •  <px'(x}  a). 

Wir  wollen  hier  eine  Vereinbarung  machen,  die  für  das  Folgende  von 
hervorragender  Wichtigkeit  ist.  Wir  wollen  in  erster  Linie  annehmen, 
daß  sich  in  dem  Ausdruck  (2)  die  beiden  Eigenschaften,  welche  dx 
haben  muß,  voneinander  geschieden  finden,  nämlich  das  Konvergieren 
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nach    Null    (gleichzeitig    mit    a)    und     die    Abhängigkeit    von    x       Zu 
diesem  Zwecke  genügt  es  zu  Beten 
(4)  *•-«%<.'), 

indem  man  für  den  Augenblick  %(x)  eine  willkürliche  Funktion  sein 
labt.  Auf  diese  Weise  wird  dx  das  Produkt  einer  Infinitesimalen, 
die  unabhängig  von  x  ist,  mit  einer  Funktion  von  z,  die  unabhängig 
von  a  ist.  dx  ist  also  eine  Infinitesimale  erster  Ordnung,  die  wir 
von  jetzt  ab  immer  als  Hauntuifiuitesiniale  annehmen  werden.  Da- 
gegen ist 

d*x  =  da%  -  ttdx  -  «%dx  -  a'ti 

eine  Infinitesimale  von  zweiter  Ordnung.  Differentiiert  man  weiter, 
so  findet  man  analog  nacheinander  das  dritte  Differential,  das 
vierte  u.  s.  f.: 

,px  =  fixi*  +  rz"),  #x  =  «*(xx3  +  Hh'x"+  t'x'l 

Das  w-te  Differential  von  x,  d.  h.  das  Resultat  von  n  Diß'er.m 
die  man  successiv  ausgeführt  hat,  wird  mit  d"x  bezeichnet  und  ist 
eine  infinitesimale  Größe  M-ter  Ordnung.  Wie  man  sieht,  werden  die 
Resultate  der  sueeessiven  Differentiationen  rasch  kompliziert,  und  viele 
Vorzüge  der  DiSareatialredurang  würden  verloren  gehen,  wenn  man 
die  Wülkürlichkeit  der  Funktion  x(x)  aufrecht  erhalten  wollt«,  Ks 
ist  vielmehr  zweckmäßig  jj(.j)  =  1  zu  setzen,  da  mau  bei  düster  An- 
nahme hat 


(ß) 


=  0,     <Px 


-f». 


,/',  . 


und  alle  Rechnungen  sich,  wie  sich  bald  zeigen  wird,  erheblich  rar 
einfachen.  Dies  ist  eine  fundamentale  Vereinbarung.  Sie  läßt  si.-li 
su  ausdrücke«:  Dos  erste  Differential  der  unabhängigen  Verinder- 
liohen  wird  als  unabhängig  von  dieser  Veränderlichen  voraus- 
gesetzt. Nunmehr  ist  es  leicht,  die  sueeessiven  Differentiale  einer 
beliebigen  Funktion  zu  berechnen  und  zu  konstatieren,  daß  da«  n-te 
Differential  immer  eine  Infinitesimale  von  w-ter  Or 
ist: 

d*y  -=  tldy  =  d{y'dx)  =  dy  ■  dx  —  y"dx    dx  =  y"dx*, 
d*y  =  ,/,py  =  <l(y"äx*)  —  dy"-  d.<-       u'.i 

u.  b.  w.     Allgemein  ist  tl"y  =  t/">dx",   wenn  wir   DbereinkOBUn 

liii    i./.m"  zu   schreiben.     Man  gelaugt  auf  diene  Weise  tu  der   EMfttion 

welch.-  die  Gleichung  (1)  einschließt  (für  »—  1).  Also  ist  die  n-U 
Derivierte  einer  Funktion  nach  der  unabhängigen  Veräudcr 
|fe    gleiib    dem    Quotienten    den    .<f-u    Differentials  der 


556—556  Funktionen  einer  Veränderlichen.  495 

Funktion  durch  die  n-te  Potenz  des  Differentials  der  unab- 
hängigen Veränderlichen.  Während  man  aber  (§  552,  c)  für  w=  1 
die  Einschränkung,  daß  die  Veränderliche  unabhängig  sein  soll,  fallen 
lassen  darf,  geht  dies  für  n  >  1  nicht  mehr,  weil  bei  den  successiven 
Differentiationen  yon  dy  die  Bedingungen  (5)  benutzt  worden  sind, 
die  nicht  erfüllt  sind,  sobald  x  nicht  mehr  die  unabhängige  Veränder- 
liche ist. 

556.  Jetzt  sind  wir  im  stände  zu  verstehen,  was  in  §  550  nur 
angedeutet  wurde.  Die  Gleichung  zwischen  Infinitesimalen  u  =  ß' 
(die  aus  a  =  ß  durch  Vernachlässigung  infinitesimaler  Größen  von 
höherer  Ordnung  entsteht)  ist  sicherlich  exakt,  so  oft  in  ihr  keine 
andern  Infinitesimalen  als  die  aus  Differentiationen  her- 
vorgehenden auftreten,  vorausgesetzt,  daß  diese  Gleichung  (wir 
denken  sie  uns  auf  ganze  Form  gebracht)  homogen  gemacht  ist,  daß 
also  in  ihr  nur  die  Glieder  gelassen  sind,  welche  infinitesimal  von 
der  Minimalordnung  n  sind.  In  der  Tat  müßte  man  jedenfalls,  um 
eine  exakte  Gleichung  zu  finden,  auf  beiden  Seiten  durch  dx*  divi- 
dieren und  zur  Grenze  übergehen.  Man  beachte  aber,  dß.ß  dieser 
Grenzübergang  überflüssig  geworden  ist,  da  die  Verhältnisse 
zwischen  Potenzen  von  Differentialen,  wenn  diese  Potenzen 
infinitesimal  von  derselben  Ordnung  sind,  gleich  ihren 
eignen  Grenzwerten  sind,  sodaß  die  zu  findende  exakte  Gleichung 
gerade  cc'/dj?  =  ß'/da?  oder  a  =  ßf  ist.  Hierin  liegt  das  ganze  Ge- 
heimnis der  Differentialrechnung.  Überdies  bietet  uns  die  Hofhoge- 
neität  der  definitiven  Relationen  zwischen  Differentialen  ein  Mittel 
zur  Eontrolle,  welches  in  der  Praxis  des  Kalküls  nützlich  ist.  Man 
begreift  jetzt,  welche  Wichtigkeit  die  Aufsuchung  der  d if f er enti eilen 
Infinitesimalen  hat,  die  sich  durch  Unterdrückung  von  infinitesimalen 
Bestandteilen  höherer  Ordnung  in  den  bei  der  Rechnung  sich  dar- 
bietenden Infinitesimalen  ergeben.  Für  jedes  a  gibt  es  zahllose  andere 
Infinitesimalen,  welche  sich  von  a  um  infinitesimale  Größen  einer 
höheren  Ordnung  unterscheiden;  aber  eine  einzige  unter  ihnen  ist  das 
Differential  einer  Funktion  u.  In  der  Tat,  wenn'  für  eine  andere 
Funktion  v  die  Differenz  a  —  dv,  wie  a  —  du,  infinitesimal  von  einer 
höheren  Ordnung  werden  könnte,  so  würde  es  genügen  diese  Infini- 
tesimalen in 

du  =  dv  +  (a  —  dv)  —  (a  —  du) 

zu  unterdrücken,  um  die  Gleichung  du  ==  dv  zu  finden,  welche  not- 
wendig exakt  ist.  Diese  beiden  differentiellen  Infinitesimalen  fallen 
also  in  ihrem  Werte  zusammen;  und  es  ist  leicht  zu  sehen,  daß  sie 
auch  dieselbe  Bedeutung  haben,  weil  man  hat  d(u  —  v)  =*  0  und  daher 
u  —  i?  =  const.  Es  unterscheidet  sich  also  v  nicht  wesentlich  von  t*. 
In  der  praktischen  Rechnung  sucht  man  immer  a  auf  die  Fonn  der 
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infinitesimalen  Variation  einer  Funktion  n  zu  bringen,  und  dann  ist 
(§  552)  die  einzige  differentielle  Infinitesimale,  welche  sich  an  die 
Stelle  von  cc  setzen  läßt,  gerade  du.  Auf  diese  Weise  erreicht  die 
Differentialrechnung  mit  Hilfe  der  Operation  d  eine  vollkommene  Prä- 
zision, insofern  sie  nur  in  einer  einzigen  Weise  die  Infinitesimalen, 
welche  bei  irgend  einer  Untersuchung  auftreten,  durch  ebensoviele 
Infinitesimalen  zu  ersetzen  gestattet,  die  alle  durch  Differentiation  aus 
wuli  Umstimmten  Funktionen  hervorgehen.  Sie  sind  durch  die- 
selben Relationen  verbunden,  die  zwischen  den  Infinitesimalen 
bestehen,  deren  Stelle  sie  in  den  Rechnungen  einnehmen. 

557.  Wechsel  der  unabhängigen  Veränderlichen.  Die  Formel  C>) 

impliciert  für  M>  I  die  Voraussetzung,  daß  die  Veränderliche  x  un- 
abhängig ist.  Will  man  daher  (was  sich  oft  als  uütig  etw 
neue  unabhängige  Veränderliche  einfuhren,  so  ist  es  ror  allem  nötig, 
jener  Formel  ihre  volle  Allgemeinheit  wiederxugehen,  und  dann  erst 
darf  man  zu  dem  Wechsel  der  Veränderlichen  schreiten,  Es  genügt 
für  unsern  Zweck  die  successiven  Derivatioueii  von  <hj  zu  wii 
die  in  §  505  ausgeführt  worden  sind,  dabei  aber  nicht  die  Formeln  (5) 
zu  benutzen      Auf  solche  Weise  erhält  man 

<Py  =  d(tf'dx)  =  dy'dx  +  y'ddx  «=  y"d  x"  +  y'd*x , 
ferner 

d*y  -  y'"dxl  +  tydxtPx  +  yVr, 
d*y  —  v'rda*  -r  i>y'"dx*d'x  +■  3yW  +  4y"dxd*x  +  y'Wx 
n.  b.  w.    Aus  der  ersten  Gleichung  entnimmt  man 


_rf'y 


1    dx> 


"  —  dxd'y      dytPs 


dw% 


,ü,  ,.,      a-y       n   ..  fx         »  a-x 

W  y  -a  ■*  ap 

_  dx'dtV  -  tdxd'rdty  +  idgd*x*  -  d 

u.s.w.     Zu   denselben   Resultaten   gelangt   man    rascher,    indem  i 
ein  oder  mehrere  Male    nacheinander  die   beiden   Seiten   von   (1)  diflV 

reiitiiert.     Mau  findet  in  der  Tat 

3  dx  dx*  ' 

woraus  sich  (7)  ergibt.     Differeutiiert  mau  |7),  so  kommt 

.,.  ,  lixjdxd'y  —  liyii'  .■ 


WOttXtB  (8)   hervorgeht,  u.s.w.      Es  wird  manchmal   vorkommen, 
wir  g-  als  das  Symbol  der  Derivation  nach  x  betrachten.     D 
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gemäß  wird  uns,  wenn  wir  diese  Operation  noch  einmal  anwenden, 
-T-  -7-  zur  Darstellung  der  zweimaligen  Derivation  nach  x  dienen, 
welches  auch  die  unabhängige  Veränderliche  sein  mag,  während 
T-i  dieselbe  Operation  nur  unter  der  Annahme  darstellt,  daß  die  un- 
abhängige Veränderliche  x  ist.     In  der  Tat  hat  man  nach  (7) 

/m  d    d         d*       d*x  d 

v  '  dx  dx       dx*       dx*  dx 

Ebenso  ist  nach  (8) 

dxdxdx       dx*  dx*  dx*   '    \     dx*       dx*)  dx 

558.  Übungen,  a)  Wünscht  man  in  einen  Ausdruck,  der  die  in 
bezug  auf  eine  Veränderliche  x  genommenen  Derivierten  von  y  enthält, 
die  auf  eine  andere  Veränderliche  t  bezüglichen  Derivierten  hineinzubringen, 
so  kann  man  aus  den  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Formeln  so- 
fort die  für  y,  y",  . .  .  einzusetzenden  Ausdrücke  entnehmen,  wenn  x  als 
Funktion  von  t  gegeben  ist  und  demnach  die  Derivierten  dx/dt,  d*x/dfi,  . . . 
bekannt  sind.     In  der  Tat  hat  man 

dx    ,      dy       (dx\*  „      dx  d*y       dy  d*x 


,      dy       /dx\*  , 

y  =  dt>  Kdi)y 


dt9        dt'     \dt)  *        dt  dt*        dt  dt*' 

(dx\*  ,„       fdx\*  d*y  __      dx  &x  d*y       „  dy  fd*x\*  __  dx  dy  d*x 
dt)  V    =  \di)   ~dt*  "~  ö  dt  ~dt*W*  +  ö  ~dt  [dt*)   ~~~dtTt~dt* 

u.  s.  w.  Wenn  dagegen  die  neue  Veränderliche  t  als  Funktion  von  x  ge- 
geben ist  und  man  will,  daß  sie  die  unabhängige  sein  soll,  so  hat  man 
immer 

V"'  y       dx       dt  dx       dt  l 

Ferner  kann  man,  um  y"  zu  berechnen,  von  der  Formel  (7)  Gebrauch 
machen,  nachdem  man  bemerkt  hat,  daß  wegen  d*^  =  0  sein  muß 
f'dx*  +  (d*x  =*  0  und  daher 

(11)  *,-*       *m ™. 

Hiernach  wird  die  Formel  (7) 

(12)  f-  g  o  +  %  r. 

Man  kann  aber  diese  Relation  leichter  aufstellen,  indem  man  die  beiden 
Seiten  von  (10)  nach  x  deriviert.  Deriviert  man  analog  die  Formel  (12), 
so  gelangt  man  sofort  zu  dem  Resultat 

Mit  größerer  Mühe  leitet  man  dasselbe  ans  Formel  (8)  ab,  nachdem  man 
zu  (ll)  die  Formel 

(13)  d'x  -  "     ,.         dfi 

Ccifcro,  An«ly.ii.  SS 
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hinzugefügt  hat,  welche  man  erhalt,  indem  man  d*t  =  0  schreibt,  oder 
indem  man  die  zweite  Formel  (ll)  differentiiert,  u.  8.  w. 

b)  Nehmen  wir  an,  man  wolle  als  unabhängige  Veränderliche  die 
Funktion  y  selbst  annehmen,  und  es  seien  die  Derivierten  x\  x",  . . .  von 
x  in  bezug  auf  y  zu  berechnen.     Die  Formeln   (ll),  (13)  u.  s.  w.  liefern 


X  —      y,         35   =  _Jai      X    —  /6  , 


Diese  Formeln  lassen  sich  übrigens  von  der  zweiten  ab  rascher  erhalten,  indem 
man  die  erste  successiv  deriviert  Man  kann  auch  von  den  Formeln  (7), 
(8)  u.  s.  w.  Gebrauch  machen,  indem  man  in  dieselben  die  Voraussetzung 
der  Unabhängigkeit  von  y  mittels  der  Gleichungen  (Py  —  0,  d*y  —  0,  . . . 
einführt.     Man  gelangt  so  zu  den  Formeln 


,1  „  sf'  t„     Sa*"1  —  td  td" 

&  a  ~x''       ya■~~a?i,      y  **  "S1         »■"» 

welche  sich  von  den  vorigen  nur  durch  die  Vertauschung  von  x  mit  y 
unterscheiden.  Es  ist  übrigens  evident,  daß  diese  Relationen  in  bezog  auf 
die  beiden  Veränderlichen  symmetrisch  sein  müssen,  und  in  der  Tat  kann 
man  ihnen  die  Form  geben 

*y»l,     x"ar*  +  y"sT,  =  0, 

oder  äquivalente  Formen,  welche  sich  auch  direkt  durch  Derivation  aus 
der  ersten  Gleichung  x'y'=  1  ableiten  lassen.  Je  nachdem  man  bei  der 
Derivation  x  oder  y  als  unabhängige  Veränderliche  denkt,  erhält  man  die 
eine  oder  die  andere  der  beiden  Gleichungen 

xy+xy    =*0,    yx  +y  x    =  0. 
Multipliziert  man  die  erste  mit  x*  oder  die  zweite  mit  y'*,  so  findet  man 

x"y*  +  y'x*  -  0. 


Deriviert  man  dagegen   die  erste  nach  y  oder  die  zweite  nach  xy  so  er- 
hält man 

xy+öxy+yx    =»  U 
u.  s.  w. 

c)  Es  ist  leicht  zu  konstatieren,  daß  dxcPy  —  dyd*x  sich  durch  die 
ersten  und  zweiten  Derivierten  von  x  und  von  y  in  bezug  auf  eine  be- 
liebige Veränderliche  /  und  durch  das  erste  Differential  von  t  ausdrücken 
läßt.  Man  kann  daher,  um  die  Berechnung  jenes  Ausdrucks  in  den  ver- 
schiedenen speziellen  Fällen  zu  erleichtern,  immer  t  als  unabhängige  Ver- 
änderliche voraussetzen  und  a  priori  sicher  sein,  daß  das  Resultat  auch 
dann  noch  gültig  bleiben  wird,  wenn  nicht  t  die  unabhängige  Veränder- 
liche ist.     In  der  Tat  hat  man 
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oder 


dx     <Px 


dy    d*y 


dx  , 
-r1  dt 
dt 

^dt 
dt 


**  di>  +  *£  #t 


dt 


dt 


dt* at  +  dtat 


dx     d*x 

dt      dt* 

dy    d*y 
dt      dt* 

dt* 


**-«*._(Sg-2S)*. 


Diese  Bemerkung  ist  allgemeiner  auf  jede  Determinante  n-ter  Ordnung 
anwendbar,  in  welcher  die  v-te  Vertikalreihe  aus  den  v-ten  Differentialen 
von  n  Funktionen  besteht.     Z.  B.  ist 


I 


dx    cPx    d*x 


dy    <Py    d*y 


dB     d*g     d%$ 


dx 
dt 

dy 
dt 

dM_ 

dt 


d*x 
dt* 

d*x 
dt* 

d*y 
dt* 

d*y 
dt* 

d*M 
dt* 

d*M 
dt* 

df. 


Zu  dxd%y  —  dycPx  zurückkehrend  wollen  wir  annehmen,  daß  x  und  y 
die  rechtwinkligen  cartesischen  Koordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene 
sind,  und  uns  die  Aufgabe  stellen,  den  betrachteten  Ausdruck  auf  Polar- 
koordinaten, r  und  0,  zu  transformieren.  Unter  Benutzung  der  vorstehen- 
den Bemerkung  kann  man,  um  die  Rechnungen  zu  vereinfachen, 
0  als  unabhängige  Veränderliche  annehmen,  in  welchem  Falle  man  aus 
x  =  r cos 0,  y  =  r  sin  0  erhält 

dx  ■=  cos0  •  dr  —  rsinö  •  eJ0,      dy  =  sind  •  dr  +  rcos0  •  d0, 
d?x  =  cos  0  •  cPr  —  2  sin  0  •  drdß  —  r  cos  0  •  d0\ 
d*y  —  sin  0  •  cPr  +  2  cos  0  •  drdO  —  r  sin  0  -  d6*. 

Daraus  ersieht  man,  daß 

dx    d*x  dr      cPr  —  rdB*  cos0 

dy    d*y    ""    rd6     2drd6  —sin 0 

ist  und  endlich 
dxtfy  -  dyd*x  =-  r*d6*  +  2d6dr*  -  rd6d*r  -  (r*  +  2r'*  -  rr  O^8. 

Obwohl  dieses  Resultat  unter  der  Annahme  <P0  =-  0  erhalten  worden  ist, 
ist  es  doch  von  der  Voraussetzung  völlig  frei,  daß  0  die  unabhängige  Ver- 

d*T 

änderliche  sein  sollte,  vorausgesetzt,  daß  man  unter  r"  nicht  -?zj  sondern 

d  dr     ,    .     d*r        ,  d*B  .  ,  . 

de  dB  *  d'  h'  dB* ~~  r  5Ö~«'  versteht 

d)  Wir  steilen  uns  die  Aufgabe,  den  Ausdruck  des  Krümmungs- 
radius (§  348,  e) 


sind 

COS0 


8«* 
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zu  transformieren.  Diese  Formel  setzt  nicht  notwendig  voraus,  daß  die 
unabhängige  Veränderliche  x  ist,  vorausgesetzt,  daß  man  nicht  unterläßt 
y"  unter  der  allgemeinen  Form  (7)  zu  nehmen.  Auf  diese  Weise  findet 
man,  wenn  man  auch  die  Formel  (l)  anwendet, 

(\K\  (dx*  +  dy*)l 

V10'  9  —  dxd*y  _  dydtX 

In  Polarkoordinaten  ist 

dx%  +  dy*  —  (cosö  •  dr  -  rsinö  •  dO)*  +  (sind  -  dr  +  rcosÖ  •  dO)* 

=  dr*  +  r*dO* 

und  daher,  wenn  man  sich  an  (14)  erinnert  und  Zähler  und  Nenner  durch 
dö8  dividiert, 

(r«  +  r'*ft 
9  =  r»  +  2f"  —  rt'' " 

Dieser  Formel  läßt  sich  ferner  eine  einfachere  Form  geben,  die  in  den 
Anwendungen  von  Nutzen  ist.  Man  gelangt  zu  ihr,  wenn  man  sich  die 
Kurve  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  r  =»  l/f(ß)  gegeben  denkt 
und  o  als  Funktion  von  /*,  /",  f  auszudrücken  sacht    Es  ergibt  sich  sofort 

mithin 

Q    v  +  nr' 

e)  Zu  andern  bemerkenswerten  Formen  für  q  gelangt  man  unter  An- 
wendung der  Veränderlichen  s,  welche  der  Relation  ds*  «=  dx*  -f  dy*  ge- 
nügt und,  wie  wir  im  folgenden  sehen  werden,  die  von  einem  festen 
Punkte  aus  gerechnete  Bogenlänge  darstellt.  Eliminiert  man  cPy  oder 
d*x  aus  (15)  mit  Hilfe  der  Relation 

dscPs  —  dx<Px  +  dycPy, 

so  erhält  man  die  Formeln 

dyd$*  dxds* 

Q  l=B       dsd*x  —  dxd*8  *     ^  =  dsd%y  —  dyd%s  ' 

welche  sich  nach  (9)  auch  in  folgender  Weise  schreiben  lassen: 

d  dx  1  dy        d  dy        1  dx 

ds  ds  q  du  '     du  du        ?  da' 

Diese  Formeln,  welche  uns  im  folgenden  (§  591)  als  evident  erscheinen 
werden,  sind  besonders  bei  Fragen  der  Mechanik  nützlich.  Erhebt  man 
sie  ins  Quadrat  und  summiert  sie,  so  erhält  man 

1        /  d  dx\*       /d^  djA» 
"l*  ™  \ds  ds)   +  W*  ds) 

oder  auf  Grund  der  Relation  (9) 
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559.  Bemerkungen,  a)  Die  gewöhnliche  Differentialrechnung 
beruht,  wie  wir  in  §  555  gesehen  haben,  ganz  auf  der  Annahme  (4) 
mit  Hinzufugung  der  weiteren  %  (x)  =  1.  Die  unendlich  vielen  Formen, 
welche  die  Differentialrechnung  den  unendlich  vielen  Funktionen  %(x) 
entsprechend  annehmen  könnte,  reduzieren  sich  alle  auf  eine  einzige; 
denn  der  Übergang  von  einer  Funktion  %  zu  einer  andern  ist  gleich- 
bedeutend mit  einem  Wechsel  der  unabhängigen  Veränderlichen  in 
der  gewöhnlichen  Differentialrechnung.  Um  uns  hiervon  zu  überzeugen, 
müssen  wir  vorausschicken,  daß  es  (wie  wir  am  Anfang  des  siebenten 
Buches  sehen  werden)  wegen  der  notwendigen  Stetigkeit  der  Funktion 
%(x)  immer  eine  Funktion  t  von  x  gibt,  deren  Derivierte  gleich 
l/l(x)  ist.  In  derjenigen  Differentialrechnung,  welcher  die  Funktion 
%(x)  zu  gründe  liegt,  sind  die  Differentiale  von  t 

dt  =  t'dx  =  -^r  -  aX(x)  -  a,    cPt  —  dH =  0, 

d.  h.  die  Eigenschaften  (5)  sind  von  x  auf  t  übertragen,  und  die  gedachte 
Differentialrechnung  unterscheidet  sich  nicht  von  der  gewöhnlichen, 
wenn  t  als  unabhängige  Veränderliche  zu  gründe  gelegt  wird.  Es  ist  also 
durchaus  natürlich,  gleich  zu  Anfang  der  unabhängigen  Veränderlichen 
die  Eigenschaft  zuzuschreiben,  daß  ihr  Differential  konstant  ist. 
Gegen  diese  Vereinbarung  erhebt  sich,  ohne  sich  freilich  ihren  Sinn 
klar  zu  machen,  schon  seit  lange  die  Schar  der  Metaphysiker.  Manche 
glauben,  man  habe  sich  bei  einem  konstanten  dx  zu  denken,  daß  für 
dx  ein  ganz  kleiner  Wert  festgesetzt  wird;  andere,  daß  man  von  x 
sprungweise  zu  x  +  dx,  x  +  2dx,  x  +  Sdx,  ...  übergeht;  andere  nur, 
daß  dx  von  einer  Differentiation  zu  der  folgenden  un geändert  bleibt; 
andere  endlich  geben  sich  den  Anschein1),  als  acceptierten  sie  diese 
absurden,  plumpen  und  albernen  Interpretationen  alle  zusammen. 
Demgegenüber  ist  zu  betonen,  daß  die  Behauptung,  dx  sei  konstant, 
nichts  weiter  bedeutet  als  folgendes:  dx  hängt  nioht  von  x  ab.  Läßt 
man  also  dx  nach  Null  konvergieren,  so  kann  man  sich  dies  so  denken, 
daß  die  als  starr  vorausgesetzte  2-Achse,  nachdem  sie  in  sich 
verschoben  worden  ist,  wieder  ihre  alte  Lage  anzunehmen  strebt. 

b)  Es  ist  jedoch  die  Möglichkeit  einer  Differentialrechnung  nicht 
auszuschließen,  in  welcher  keiner  Veränderlichen  ein  konstantes  Diffe- 
rential zukommt  Damit  dies  für  eine  Funktion  t  der  Fall  ist,  muß 
notwendig  t"dx%  +  tf(Px  —  0  sein  und  daher,  wenn  man  (3)  durch 
(2)  dividiert,  das  Verhältnis 

d%x       d  ,         /       v 

einzig  und  allein  von  x  abhängen.    Daraus  folgt  <p(x,  a)  —  Z  (#)#(«), 

1)  „Nuove  conaiderazioni  Bulla  metafisica  del  Calcolo  infinitesimale"  (Memorie 
della  B.  Aocademia  delle  Scienze  delT  Iitituto  di  Bologna,  1896,  p.  309). 


asatehwi.     E*  ToOneiwn  sich 
YnUtn  der  Teraekndcsk»  Düatffwtiale. 


■s. 


i  Kalkül  eoaraterhanach 

das  §  567  irr  Form  nach 


ihdiE  flrtfs  — ««*« 


an  »ein,  üe  Ordnung  2»  —  l,  and  aar  im  aügismium  ist  rf"i 
der  Ordnung  a,  4»  dm  statt  (6)  für  ■  >  l  hat 

ohne   das   Symbol   lim   btaeitigen   zu    können.      Ebenso    ist    für   rf* 

—  ae  * ,  wenn  man  0 hereinkommt,  daß  die  InfiaitennM le  a  das  Zeichen 
ron  x  bewahrt,  jede«  a-te  Differential  quasi  (§  54Ä)  ron  a-ter 
Ordnung  in  Bezog  auf  dx;  es  beateht  aber  nicht  mehr  die  Gleichung  ;6), 
da  das  Verhältnis  rf"y  d/"  dem  absoluten  Betrage  nach 
groß  ist,  und  man  hat  dagegen 

was  auch  n  sein  mag.  Eine  solche  Differentialrechnung  konnte 
leicht  ihre  Vorteile  haben.  Es  ist  aber  sicher,  dafl  ihr  dieje 
fehlen  wurden,  welche  die  gebräuchliche  Differentialrechnung  in  der 
Einfachheit  und  der  Homogen  ei  tat  ihrer  Formeln,  sowie  in  der  ge- 
nauen Schätzung  der  Ordnung  der  Infinitesimalen  erreicht  Vor  allem 
aber  fehlt  ein«,  worin  man  (nach  dem  in  §  55*>  Gesagten)  den 
wahren  Ezistenzgnmd  der  Differentialrechnung  erblicken  kann.  Es 
wflrden  nämlich  die  Verhältnisse  zwischen  solchen  Potenzen  ron  Diffe- 
rentialen, die  infinitesimal  Ton  derselben  Ordnung  sind,  nicht  mehr 
gleich  ihren  eignen  Grenzwerten  sein,  and  man  wurde  daher 
in  dem  neuen  Kalkül  nicht  den  Kalkül  der  Grenzwerte  sozusagen  ab- 
sorbiert finden. 


Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen. 

560.  Partielle  Differentiation.  In  der  Funktion  f{x,  ff,  t,  .  . .) 
erteile  man  den  Veränderlichen,  die  als  unabhängig  vorausgesetzt 
werden,  willkürliche  Inkremente  dx,  dy,  ...  Betrachtet  als  Funktion 
(vgl.  §  367)  von  *  allein  oder  von  y  allein  n.  s.  w.  läßt  die  genannte 
Funktion  die  Differentiale 


die    partielle    Differentiale   beißen.     Ihre 


_.. 
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totale  Differential  und  wird  mit  df  bezeichnet.  Wir  beginnen  mit 
der  Bemerkung,  daß  die  totalen  Differentiale  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen die  willkürlichen  Inkremente  ix,  dy,  8z,  ...  selbst  sind. 
Setzt  man  in  der  Tat  f=*x,  so  wird  £'-1,  /"/— 0,  f,'<=0,  . .., 
folglich  dx  =»  dx ;  n.  s.  w.  Hiernach  werden  die  Definitionsgleichungen 
der  partiellen  Differentiale: 

'*        dx}     '*  ™  dy  '     '•  —  dg  >  "  ' ' 

Jede  partielle  Derivierte  ist  auf  diese  Weise  dargestellt  als  Quotient 
von  zwei  Infinitesimalen.  Wegen  der  Einfachheit  der  Schreibweise  ist 
es  zweckmäßig  in  den  Zahlern  die  Indices  x>  y,  z} . . .  zu  unterdrücken. 
Man  darf  dabei  keinerlei  Eonfusion  befürchten,  denn  jedes  df  bezieht 
sich  als  partielles  Differential  auf  die  im  Nenner  stehende  Veränder- 
liche. Da  indessen  immer  noch  eine  Verwechselung  jener  Differentiale 
mit  ihrer  Summe  df  möglich  wäre,  so  pflegt  man  bei  den  partiellen 
Differentiationen  das  Zeichen  d  anstatt  d  anzuwenden  und  zu  schreiben 

/•'— -  ^f      f      df      f      df 
T*~~dx>    **       2y>    rtSamdgf"' 

In  dieser  Form  werden  von  jetzt  ab  die  partiellen  Derivierten  in 
unsern  Rechnungen  auftreten. 

561.  Totale  Differentiation.  Nach  seiner  Definition  ist  das  totale 
Differential 

(16)  <V-i£«to  +  g*ir  +  g*  +  -, 

wenn  die  unabhängigen  Veränderlichen  x,  y,  z,  ; . .  sind.  Es  ist  aber 
von  Wichtigkeit  zu  bemerken,  daß  die  Relation  (16)  auch  dann 
besteht,  wenn  die  Veränderlichen  nicht  unabhängig  sind. 
Man  betrachte  in  der  Tat  die  Funktion  f(u>  v,  tv,  . . .),  in  welcher 
u,  v,  w,  ...  Funktionen  von  beliebig  vielen  andern  Veränderlichen 
x,  y9  zy  . . .  sind,  die  voneinander  unabhängig  sein  sollen.  Es  ist 
klar,  daß  man  die  partiellen  Derivierten  von  f  nach  w,  v,  w,  . . . 
immer  mit 

f—M.      f      OL      f       df_ 

bezeichnen  kann,  da  bei  ihrer  Berechnung  u,  v,  w  als  unabhängige 
Veränderliche  zu  betrachten  sind.  Aber  nichts  berechtigt  uns  zu  be- 
haupten, daß  das  durch  (16)  definierte  totale  Differential  auch  durch 

ausgedrückt  wird.  Wenn  man  die  Funktion  f  unter  der  Voraussetzung 
deri  viert,  daß  nur  x  oder  y  variiert  u.  s.  w.,  so  hat  man  bei  An  wen- 
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dang  der  Regel  für  die  Derivation  der  zusammengesetzten  Funktionen 
(§  369)  offenbar 

df      ^^  ,  j£^  ,  I£^  , 

dx  —  du  dx  "■"  dv  dx  +  dw  dx  ^         ' 

K  =  K*±  +  H.?l  +  dJL  £!?.  +  ... 

dy  *"  du  dy   *  dv  dy  "*"  dw  dy  7 


Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  (16)  ein  und  beachtet,  daß 

,         du  j      *  du  j      .   du  ,     . 


st,  so  erhält  man  genau  die  Formel  (17),  die  als  fundamental  für  den 
Differentiationskalkül  zu  betrachten  ist.  Die  große  Tragweite  der  to- 
talen Differentiation  beruht  gerade  auf  dem  Umstand,  daß  es,  um  sie 
anzuwenden,  garnicht  nötig  ist  zu  wissen,  welches  die  unabhängigen 
Veränderlichen  sind,  noch  auch,  wie  groß  ihre  Anzahl  ist.  Wenn 
im  besonderen  y,  *, . . .  Funktionen  Ton  x  wären,  so  würde  die  Funk- 
tion f(x,  y,  e,  . . .)  eine  Funktion  von  x  sein,  deren  Delirierte  man 
erhielte,  indem  man  (16)  durch  dx  deri viert: 

df       df    .dfdy       df  dz 
dx      dx      dy  dx      de  dx 

Diese  Bemerkung  ist  geeignet  die  Notwendigkeit  klarzulegen,  die  für 
die  Anwendung  des  Zeichens  d  anstatt  d  besteht;  denn  -J-  ist  im  all- 
gemeinen nicht  gleich  J-- 

562»  Geometrische  Interpretation.  Um  das  totale  Differential 
geometrisch  zu  deuten,  wenigstens  im  Falle  von  zwei  unabhängigen 
Veränderlichen,  betrachte  man  die  durch  die  Gleichung  z  =  f(x,  y) 
definierte  Funktion.  Diese  Gleichung  stellt  in  cartesischen  Koordinaten 
eine  Fläche  im  Baume  dar.  Ein  Bogen  MM'  dieser  Fläche  gehe, 
wenn  man  ihn  parallel  zur  z- Achse  auf  die  Tangentialebene  der  Fläche 
im  Punkte  M  projiziert,  in  MQ  über.  Man  vervollständige  die  Kon- 
struktion des  Parallelepipedons,  dessen  Basis  in  der  (xy)-Ebene  das 
über  den  Seiten  dx  und  dy  (willkürlichen  Inkrementen  der  Koordi- 
naten von  M)  konstruierte  Parallelogramm  PÄPB  ist,  während  die 
gegenüberliegende  Seitenfläche  in  der  Tangentialebene  sich  befindet. 
Da  diese  Seitenfläche  ein  Parallelogramm  MAQB  ist,  so  fällt  der 
Mittelpunkt  von  MQ  mit  dem  Mittelpunkt  von  AB  zusammen,  und 
man  hat  daher  MP  +  QF  =-  AÄ  +  BB.  Andererseits  ist,  wenn 
man  sich  an  das  in  §  553  Gesagte  erinnert, 
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MP  =  e,    AA'  =  e  +  ^dx,    BB  =  z  +  ^dy. 

Also   hat   man    QP'=>  z  +  ~-  dx  +  *-  dy  =*  z  +  dz.     Mit  anderen 

Worten,  dz  stellt  das  Inkrement  HQ  der  Ordinate  der  Tangential- 
ebene dar,  wie  dz  das  analoge  Inkrement  HM'  für  die  Fläche  dar- 
stellt. Ersetzt  man  daher  dz  durch  dzf  so  kommt  dies  darauf  hinaus, 
in  der  Umgebung  jedes  Punktes  die  Fläche  durch  ihre  Tangential- 
ebene in  jenem  Punkte  zu  ersetzen. 

563.  Suooessive  Differentiationen.  Wenn  man  in  f(x,  y,  z,  . . .) 
nur  x  als  veränderlich  annimmt,  so  sind  die  Betrachtungen,  die  wir 
über  die  successiven  Derivierten  der  Funktionen  einer  einzigen  unab- 
hängigen Veränderlichen  angestellt  haben,  anwendbar,  und  wir  können 
daher  den  successiven  partiellen  Derivierten  von  f  nach  x  die  Form 
geben 

av    av    av 

dx*>  dx*>   dx*>   •••> 

falls  wir  übereinkommen  die  willkürlichen  Inkremente  dx,  dy,  dz,  . . . 
nicht  von  xf  y,  z}  . . .  abhängen  zu  lassen.  Wir  haben  gesehen 
(§  368),  daß  unter  gewissen  Bedingungen,  die  bei  den  gewöhnlichen 
Rechnungen  im  allgemeinen  erfüllt  sind,  das  Resultat  von  n  partiellen 
Derivationen,  die  nacheinander  ausgeführt  werden  und  bei  denen 
/-mal  nur  x,  j-mal  nur  y  u.  s.  w.  als  veränderlich  vorausgesetzt 
wird  (i+j  +  '"  =  n),  unabhängig  ist  von  der  Reihenfolge  der  Deri- 
vationen. Man  kann  also  annehmen,  daß  zunächst  die  i  Derivationen 
nach  x  ausgeführt  werden,  dann  die  j  Derivationen  nach  y  u.  s.  w. 
Das  Resultat  der  n  Derivationen  kommt  man  überein  in  folgender 

Weise  zu  bezeichnen: 

cnf 
datdylds*...' 

Z.  B.  sind  die  partiellen  Derivierten  von  z9  einer  Funktion  der  Ver- 
änderlichen x  und  y, 

d±      iL     d.l±       d*z       dl±      2Ü£        d%*  d**        &z 

~dx>     dy'    dx*'     dxdy>     dy*>    dx*'    dx*dy'     dxdy*'     äy1'     

Die  ersten  fünf,  die  man  in  der  Flächentheorie  häufig  braucht,  pflegt 
man  kurz  mit  p,  q,  r,  s}  t  zu  bezeichnen.  Wir  wollen  nun  zu  den 
Differentiationen  übergehend  die  Gleichung  (16)  vornehmen  und 
sie  differentiieren,  indem  wir  dx9  dy9  dz,  ...  als  unabhängig  von 
x,  y,  z,  . . .  voraussetzen.    Dann  ergibt  sich 

*f-  Uli«*  +  g*  +  ■••)•<»  +  h(&*+%*9+-)  •**  + 


Da  man  unabhängig  von  der  Funktion,  welche  der  Operation  rf  unter- 
worfen  wird,   diese  Operation   darstellen   kann,    indem    man   schreibt 

so  sieht   man,   daß 

ist  oder  symbolisch 

•?-{h-d*  +  /,,"'» !  Ä ""+•-)'■ 

Differentiiert  man  noch  einmal   und  fährt  immer  in  derselben    rVoM 
fort,  so  gelangt  man  offenbar  zu  der  symbolischen   Relation 


d'- 


{&■«■+£■*+&■«•+•■• 


welche  im  Falle  «  >  1  voraussetzt,  daß  x,  y,  z,  . . .  die  unabhängigen 
Veränderlichen  sind.     Hat   man   dagegen  z.  B.  z  =  f(x,  y), 
x  und  y  Funktionen  tod   andern  unabhängigen  VerämlcrliVi 
so  erhält  man  durch  succeBsive  Differentiationen 


£**  +  £*»  +  SSW»  +  3gJ/-*r#ff 


^„.V 


564.  Formel  von  Taylor.     Die  Benutzung  des  Differential 
ermöglicht  es,   die   Taylorsche  Formel  (§  330)    auf  eine  Gestalt  von 
bemerkenswerter   'Einfachheit   z«    bringen,    die    in    gleicher    Wi 
Funktionen   von   einer  und  solche  von  mehreren  Veränderlichen  gilt: 
(18)  «/"-  df+  \<Pf+  \d?f+  ,l(dV-|-  ■  •  ■• 

Wir  wollen  uns  zwecks  größerer  Klarheit  auf  den  Fall  einer  einzigen 
Veränderlichen  beschränken  und  bemerken,  daß  die  genannt«  Formel 
sich  in  folgender  Weise  schreiben  läßt: 

d9)      df\x)  -  rtx)sx + */>)**■ + */"»*** + •  ■  -  ■ 

Wenn  z  die  unabhängige  Veränderliche  ist,  so  hat  man  di  —  dz, 
fW(x)dx*  =  tf  f(x)  und  findet  auf  diese  Weise  die  Formel  (18}  Dfe 
ferner  die  Bedeutung  jedes  Gliedes  dieser  Formel  nicht  an  eine  spe- 
zielle Wahl  der  Veränderlichen  gebunden  ist,  ho  gilt  dieselbe  offenbar, 


angige 


nderliche 


Diese  Bemerkung  ist  notwendig,   weil  man  ja  nicht  behaupten  kann, 
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daß  das  n-te  Glied  auf  der  rechten  Seite  von  (19)  —  dnf  ist.      Man 
müßte  vielmehr 

dx  =  dx  +  \  ä%x  +  \  d*x  +  ^  &x  H 

der  Reihe  nach  zur  zweiten,  dritten,  . . .  Potenz  erheben  und  schreiben 
df  -  (dx  +  ±d*x  +  i  d*x  +  •  •  .)r  +  i(<te*  +  <**<***  +  •  •  -)f  +  ■  •  •  • 

Man    käme    dann    wieder    zu   (18)   zurück,    wenn   man   die   Glieder 
sammelt,  die  von  gleicher  Ordnung  infinitesimal  sind: 

fdx  -  df,     i  (fffix  +  f"dx*)  -  t  dV, 

|  (f  df»*  +  $f'dx<Px  +  f'dx*)  -  i  d»f,    .  .  . 

565.  Wechsel  der  Veränderlichen.  Will  man  die  partiellen 
Derivierten  der  Funktion  f(x,  y,  z}  . . .)  ausdrücken  unter  der  Vor- 
aussetzung, daß  andere  Veränderliche  u,  vf  w9  . . .  in  gleicher  Anzahl 
angenommen  werden,  so  hat  man  sofort,  wenn  man  zuerst  nur  ti, 
dann  nur  v  variieren  läßt  u.  s.  w., 

du^  dxdu^  dydu^"  dzdu~* 

d£       9£^,dfdy,dfdM, 

dv  =  dxdv  +  dydv  +  dzdv^ 

df       dfdx       dfdy   ■    dfdj  , 
äto^a^ato"1"  dy^to"*"  dz'dw^ 


Dieses  System  linearer  Gleichungen  liefert  die  Werte  von  ~ 
vorausgesetzt,  daß  die  Determinante 


^ 


"9 


3 


dx 
di 

dy 

du 

dt 

du 

dx 

dv 

dz 

■i       •  •  • 

dv 

dx 

dvo 

dy 

d» 

dt 

5 —    •  '  * 

OVO 

die  man  die  Funktionaldeterminante  oder   die   Jacobische   Deter- 
minante  der   Funktionen  x9  y,  *9  ...   in   Bezug  auf  u,  v,  w, 
nennt,   nicht   verschwindet1).     Man  schreibt   diese   Determinante  in 
folgender  Weise: 


1)  Wir  werden  bald  sehen,  daß  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  wenn  x,y,  z, 
voneinander  unabhängig  sind. 


Di«   Hilft 


H 

ergibt  sich 


(20) 


Löst  mau  nunmehr  das  betrachtete  System  auf, 

K     i   ay.  y.  ».■--> 
dx  =  3  '0(w,  p,  w,  ...)" 
und  ebenso 

df        I  apr.  A  t.  .,.)       c/-        l?(r,|,r,...) 
?y       f  0  (tt,  «,  tt,   , .  .)  '      2*        £  2(k,  t\  w,  .  .  .)> 

Um  dann  die  weiteren  Derivierten  zu  berechnen,  braucht  man  nur  in 
analoger  Weise  mit  den  bereits  erhaltenen  zu  verfahren. 

566.    Zu   dem    vorstehenden   Problem   wird  man  geführt,   wenn 

eine  Gleichung  oder  irgend  ein  Ausdruck  gegeben  ist,  der  die  Ueri- 
vierten  von  f  nach  x,  y,  e,  .  . .  enthält,  und  man  will  ihn  derart 
transformieren,    daß   die  Derivierten   nach   gewissen  neuen  Veränder- 


lichen  darin   auftreten. 


Man   muß  alsdann 


i>f 


% ' 

als    Funktionen    von 


ausdrücken;  und  wenn  x,  y, 
h,  r,  w,  ...  gegeben  sind,  so  ist  das  angegebene  Verfahren  im  all- 
gemeinen jedem  andern  vorzuziehen.  Es  kommt  manchmal  vor,  daß 
umgekehrt  w,  v,  to,  . . ,  als  Funktionen  von  x,  y,  s,  . .  .  gegeb 

Dann  kann  man  unmittelbar  schreiben 


dx      dttdx^dvd 
In    analoger   Weise   würde    man    ■ 


+  5S 


««-. 


,.,' 


crliidteu.  Wie  diese 
Formeln  sich  auf  die  des  vorigen  Paragraphen  reduzieren  lassen, 
kann  man  leicht  sehen,  indem  man  f  —  sc,y,s,...  annimmt,  vor- 
ausgesetzt, daß  man  die  (im  nächsten  Kapitel  zu  prüfende)  Möglichkeit 
zuläßt,  auch  X,  y,  S,  .  . .  als  Funktionen  von  u,  v,  w,  ...  Ko  be- 
trachten, welche  erste  Derivierte  besitzen, 

.  dx  dm  , 

j  .  . 


.  ""  "LZ  .1.  * 

cudx^  i- 

i  i ,  i 


dwcx 


b'x  +  cv'e.c  +  cwcx  +  ' 


Aus  diesen  Gleichungen  ist  zu  entnehmen 

«u  ^    1   <![y,  t,  .  .  .)         dj_ 1   d  (y,  I,  .  ■  ■)         S«J  _    1   Ö(y,  t ) 

dx  *™  3  3(0,  »,  ■  •  -)'     Tx  ""       3  d(u,  k,  .  .  .)'      dx  *"  J  2(n,  p,  .  -  -)' 
Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  (21)  ein,  so  findet  man  die  Formel  ( 
wieder,  in  welcher  übrigens  auch  die  letzteu  Formeln  enthalten  h 
wie  man  sofort  erkennt,  wenn  man  der  Reihe  nach  /"=  u,  v,  w, 
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567.  Es  bietet  sich  noch  ein  andrer  Weg,  um  zu  der  Formel 
(20)  zu  gelangen.  Wir  wollen  ihn  hier  angeben  nur  um  in  Evidenz 
zu  setzen,  daß  eine  partielle  Delirierte  nichts  anderes  als  ein 
Quotient  ist,  nämlich  der  Quotient  von  zwei  partiellen  Differentialen. 

So  kann  man  z.  B.  J-  erhalten,  indem  man  die  Differentiale 

0  x 


'du         '    dv        ' 


du        ■    dv        ' 


durcheinander   dividiert,   nachdem   man   sie  zu  partiellen  Differen- 
tialen gemacht  hat  durch  die  Annahmen  dy  =»  0,  dz  =  0,  . Man 

hat  also 


(dfdx       df\j.    (dfdx       0A  ,      ,    (dfdx       df\  ,       , 

vorausgesetzt,  daß  zwischen  du,  dv,  dw,  ...  die  Relationen 

dy  du +  ly„dv  +  lldiv +  •••  =  (), 


=  0 


dv 


dw 


rr-  du  +  5-  dv  +  K-dw  -\ =  0 , 


0w 


#0 


010 


bestehen. 


Durch  Elimination  von  du,  dv,  dw, 
dfdx       df     dy     dz 


.  ergibt  sich 


dx  du 

du 

du 

du 

df  dx 
dx  dv 

df 
dv 

dy 

dv 

dz 
dv' 

dfdx 

dxdw 

dw 

dw 

dz 

— —   • 

dw 

o, 


df 


woraus  man  den  Ausdruck  (20)  für  ?p  findet. 

568.  Derivierte  in  einer  gegebenen  Richtung.  Um  einen  be- 
stimmten Fall  vor  uns  zu  haben,  wollen  wir  annehmen,  man  habe 
eine  Funktion  f{x,  y,  e)  von  drei  unabhängigen  Veränderlichen,  d.  h. 
eine  Größe,  von  der  die  Werte  in  jedem  Punkte  des  Raumes  gegeben 
sind.  Die  natürlichste  Art  den  Begriff  der  Derivierten  auszudehnen, 
wenn  man  von  den  Funktionen  einer  einzigen  Veränderlichen  zu  denen 
von  mehreren  Veränderlichen  übergeht,  ist  folgende.  Man  betrachtet 
das  Inkrement,  welches  die  Funktion  beim  Übergänge  von  einem 
Punkte  M  zu  einem  andern  M'  erfahrt,  und  sucht  den  Grenzwert 
des  Verhältnisses  dieses  Inkrements  zu  der  Größe  h  der  Strecke  MM' 
unter  der  Voraussetzung,  daß  bei  festgehaltenem  M  der  Punkt  M' 
nach  M  hinrückt,  und  dabei  soll  die  Richtung  MM'  eine  gegebene, 
durch  die  Kosinus   a,  ß,  y  ihrer  Winkel  mit  den  Achsenrichtungen 
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«letiuiorU»  sein.  Dieser  Grenzwert  heißt  die  Derivierte  der  Funktion 
in  der  botrachteten  Richtung.  Es  gibt  also  in  jedem  Punkte  M  un- 
endlich viele  Derivierte;  aber  sie  hangen  miteinander  in  einer  ein- 
lachen und  merkwürdigen  Weise  zusammen.  Die  Delirierte  in  der 
Kichtuug  (a,  ß,  y)  ist  nämlich 

lim  f{x  +  "*'  y  +  *h%  *  +  **>-  rt*»3M) 

Dabei  sind  die  als  stetig  vorausgesetzten  ersten  partiellen  Derivierten 
von  f  für  den  Punkt  Jtf  berechnet.  Man  denke  sich  nun  eine  infini- 
tesimale Strecke  dö,  die  mit  einem  Endpunkt  in  M  auf  die  in  der 
Richtung  (a,  ß,  y)  von  M  ausgehende  Gerade  gesetzt  ist    Die  Deri- 

vierte  in  der  genannten  Richtung  pflegt  man  dann  mit  -J-  zu  be- 
zeichnen, sodaß 

df          df    ,adf    ,  df 

dc         ex  '  rcy  'cm 

ist.  Wir  wollen  eine  Richtung  fixieren,  deren  Richtungskosinus 
a0,  ß0}  y0  proportional  zu  den  ersten  partiellen  Derivierten  von  f  sind, 
sodaß  man  hat 

2  -  %  -  ff  -  \m-  -  "-  ^>'+  0+  0 

dx       dy       cz 

ist.  Bezeichnet  6  den  Winkel  der  Richtung  (a,  ßf  y)  mit  (c^,  ß0,  y%\ 
so  hat  man 

[f-  =  (aaQ  +  ßß*  +  yy0)/^7-  cosd  •  }Tjf. 

Tragen  wir  also  in  der  Richtung  (o^,  ß0,  y0)  eine  Strecke  gleich  Y^f 
auf,  so  mißt  die  Projektion  dieser  Strecke  auf  jede  andere 
Richtung  die  Derivierte  der  Funktion  in  dieser  Richtung. 
Daraus  folgt  insbesondere,  daß  die  Richtung  (<r0,  ß09  y^)  diejenige  ist, 
in  welcher  die  Funktion  am  raschesten  variiert  In  den  unendlich 
vielen  senkrecht  auf  ihr  stehenden  Richtungen  hat  dagegen  die  Funktion 
die  Tendenz  konstant  zu  bleiben. 

569.  Differentialparameter.  Man  nennt  so  diejenigen  aui  den 
partiellen  Derivierten  einer  Funktion  gebildeten  Ausdrücke,  welche 
mit  Invariantencharakter  begabt  sind,  d.  h.  eine  von  der  Wahl 
der  Achsen  unabhängige  Bedeutung  haben.  Man  begreift,  daß  der- 
artige Ausdrücke  eine  große  Wichtigkeit  haben  müssen  in  der  Geo- 
metrie, der  Mechanik,  der  Physik,  kurz  überall  da,  wo  es  sich  um 
die  Untersuchung  von  Verhaltnissen  handelt,  die  garnichts  mit  den 
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Achsen,  die  man  wählt,  zu  tun  haben1).  So  sind  die  ersten  partiellen 
Deri vierten  von  f  offenbar  gebunden  an  die  Achsen,  auf  die  man 
alles  bezieht,  und  ändern  sich  mit  ihnen;  ungeändert  bleibt  aber  die 
Summe  df  ihrer  Quadrate,  die  aus  diesem  Grunde  als  Differential- 
parameter von  erster  Ordnung  bezeichnet  wird.  In  der  Tat  haben 
wir  im  vorigen  Paragraphen  gesehen,   daß  Jf  gleich   dem  Quadrat 

von  y~   ist,   und   zwar  in  der  Richtung  der  raschesten  Variation 

von  f.  Diese  Richtung  hängt  aber  augenscheinlich  nur  ab  von  den 
Werten  von  f  und  nicht  von  den  Achsen,  die  man  zu  Grunde  gelegt 
hat.     Ebenfalls  invariant  ist  der  Ausdruck 

n  *  ^  dxt  t  dy*  "*"  de" 

der  als  Differentialparameter  von  zweiter  Ordnung  bezeichnet 
wird.  In  der  Tat  ergibt  sich,  wenn  man  die  Derivation  in  der 
Richtung  (a,  /},  y)  wiederholt, 

W     aTx \«di  +  ßTy  +  * "  7  +  ßdj \aWi  +  $Ty  +  ' '  7  +  * '  * ' 

Sucht  man  nun  den  Ort  derjenigen  von  M  ausgehenden  Geraden, 
längB  welchen  die  zweite  Derivierte  null  ist,  so  findet  man  den  qua- 
dratischen Kegel 

(22)  *g  +  ,g  +  ...  +  8.^  +  ..._o. 

Offenbar  hängt  dieser  Kegel  nicht  ab  von  der  Wahl  der  Achsen. 
Es  ist  also  invariant  die  Diskriminante  der  quadratischen  Form  (22), 
die  Hessesche  Determinante  von  f,  und  ebenso  erfreuen  sich  der  In- 
varianteneigenschaft die  Summen  (§  89)  ihrer  Hauptminoren  erster 
oder  zweiter  Ordnung  und  insbesondere  4* f.  Die  Funktionen,  für 
welche  man  immer  zi2/*=-0  hat  (Laplacesche  Gleichung),  heißen 
harmonische  Funktionen  (vgl  §  401)  und  sind  von  großer  Wichtig- 
keit in  den  Anwendungen.  Eine  harmonische  Funktion  ist  z.  B.  die 
Temperatur  in  einem  Korper,  der  sich  im  thermischen  Gleichgewichts- 
zustand befindet,  eine  harmonische  Funktion  ist  das  Potential  außer- 
halb des  you  den  wirksamen  Massen  eingenommenen  Raumes  u.  s.  w. 

570.  Die  obigen  Betrachtungen  werfen  viel  Licht  auf  die  Dis- 
kussion der  Minima  und  Maxima  bei  Funktionen  von  mehreren  Ver- 
änderlichen. Wenn  man  durch  M  eine  beliebige  Gerade  legt  und  nur 
die  Werte  betrachtet,  welche  eine  Funktion  f  längs  dieser  Geraden 
annimmt,  so  ist  klar,  daß  man  in  M  weder  ein  Minimum  noch  ein 

1)  In  diese  Richtung  fällt  der  „Calcolo  differenziale  assoluto",  den  G.  Ricci 
von  der  Universität  zu  Padna  erdacht  hat  (Bulletin  des  sciences  math.  et  astr., 
1892,  p.  186). 


Maximum  haben  wird,  wenn  nicht  —  =  0  ist.  Da  diese  Gleichung 
in  den  unendlich  sielen  auf  (nr„,  ßa,  yu)  senkrecht  stehenden  Rich- 
tungen erfüllt  ist,  so  sieht  man,  daß  durch  jeden  Punkt  3/  des 
Raumes  unendlich  viele,  in  einer  Ebene  liegende  Geraden 
hindurchgehen,  läuga  welchen  die  Funktion  in  M  ein  Mi- 
nima m  oder  ein  Maximum  erfährt.  Eine  Ausnahme  können 
jedoch  zwei  gewisse  Geraden  machen,  die  Erzeugende  des  Kegels  (22) 
sind;  denn  längs  dieser  Geraden  verschwindet  die  zweite  Dcri  vierte 
in  M.  Alles  dieses  setzt  voraus,  iluii  die  ersten  partiellen  Derivierteii 
nicht  alle  in  dem  betrachteten  Punkte  verschwinden.  Sonst  wäre 
nämlich  —  =  0  in  jeder  Richtung,  und  es  ist  klar,  daß  dann  längs 
aller  von  einem  solchen  Punkte  ausgehenden  Geraden  die 
Punktion  in  ihm  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  erfährt, 
wobei  nur  die  eventuell  eine  Ausnahme  machen,  welche  als  Erzeugende 
auf  dem   Kegel  (22)  liegen.     Ist  dieser  Kegel  imaginär,  so  findet  die 


Ausnahme    nicht  statt,    und 


;— ,  bewahrt  dann  für  alle  Richtungen 
ein  unverändertes  Zeichen,  weil  es  eine  stetige  Funktion  ist  und  für 
reelle  Werte  von  «,  ß,  y  nicht  verschwinden  kann.  Auf  dies.  \\,;., 
wird  ea  klar,  warum,  wenn  man  in  M  in  jeder  Richtung  immer  ein 
Minimum  oder  immer  Bin  Maximum  hat,  die  Funktion  tatsüelile -h  un 
Räume  in  M  ein  Minimum  oder  Maximum  hat.  Ist  dagegen  der 
Kegel  (22)  reell,  so  wird  weder  ein  Minimum  noch  ein  Maximum 
stattfinden,  da  längs  gewisser  Geraden  die  Funktion  in  M  ein  Mi- 
nimum wird,  längs  gewisser  anderer  Geraden  aber  ein  Maximum, 
während  der  Kegel  (22)  die  Scheidegrenze  zwischen  den  beiden  von 
diesen  Geraden  gebildeten  Regionen  darstellt.  In  dem  Spezialfälle 
der  harmonischen  Funktionen  können  die  drei  zweiten  partiellen 
Derivierten,  deren  Summe  d*f  gleich  Null  ist,  nicht  alle  dasselbe 
Zeichen  haben,  und  der  Kegel  (22)  ist  daher  immer  reell.  Daraus 
folgt,  daß  die  harmonischen  Funktionen  keine  Minima  nnd  Maxima 
besitzen. 

571.  Übungen,  a)  Wir  wollen  uns  die  Aufgab»  stellen, 
Differential parameter  einer  Punktion  fix,  y)  der  Punkte  der  Ebene 
Polarkoordinaten  auszudrücken.     Man  hat  x  — '  reosÖ,  y  =  rs'wO  und 


■  I 


"  de' 


'   CO.«. 


(n) 


-J?° 


übrigens   lassen   sieb    diese  letzten   Formeln  direkt  aufstellen  (vgl  §  56t!) 
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wie  die  ersten,  wenn  man  beachtet,  daß  ans  den  Relationen  r*=*#* +  y2, 
0  =  arc  tg  —  sich  folgern  laßt 


x 


—      x  —       a      —      IL sfafl 

dx       r  *      dx  rf  ~~         r    ' 

dr        y         .    A       dB       x       cosO 

—  »=  —  =  sin  0 ,      o-  =  -r  =» • 

dy        r  '      ay       r*  r 

Quadriert  und  addiert  man  die  Ausdrücke  (23),  so  kommt 


"-«)■+ £*•• 


ao/ 

Wenden   wir  jetzt  die  Formeln  (23)   auf  J-  und  J-   anstatt   auf  /*,    so 
finden  wir 

Pf        d  (df       a      1  df  .    a\        ü       1    d  (df      Ä      1  df  .  ü\     .   a 

ö— •  =  ärlö-cos  0 ^-  sin  0)  •  cos0 7r^  l^cosa «^sm0J  •  sin0, 

dx*       dr\dr  r  dB         J  r  ÖB\dr  r  dB        J  ' 

&f        d  (df  .    a,l  df       a\     -   a  a    *    ö  (df  ha    *  df      *\        a 

d.  h. 

^f      Pf      ta  a  o/1  df       1    d%f  \  .  a      a  L  /l  a/1 .   1  av\  .  «ü 

av    av  .  %a     0/i  a/"     1  av\  .  Ä     *  ,  /i  a/  ,  1  av\    s* 

^»^tsm»0-2(^^-T^smöcosö+(T?F  +  7i^)cos«ö. 
Also  ist 

^  '  ^  arf  "*"  r  ar  "*"  r*dB*  ^  r  dr  \  dr)  "*"  r*W 

Im    Falle   von  n  Veränderlichen   hat   man,    wenn  f  eine    Funktion    von 
r  —  Y x*  +  V%  +  **  +  •  •  •  allein  ist, 

a/;     ,»  d/;     a/     ^d/;     a/1     j^d/; 

aÄ^rdr'     dy***  r  dry     t*~rdr>       *•' 
ferner 

dx*       r  dr^~  r  dr\r  dr)  n<  8'  w' 
Mithin  ist 

Af-(df\*      A*f      n  dfM,  d  l1  df\-     X      d  U-idf\ 

Jf"W)^    d  f"T-d7  +  rd7\TTr)mm^TTr\^    dT)' 

Aus  der  letzten  Formel  geht  hervor,  daß,  wenn  man  eine  harmonische 

Funktion  von  r  allein  haben  will,  **~l-j-  konstant  sein  muß.     Es  muß 

demnach  abgesehen  von  einer  Konstanten  /  «=  log  r  sein  im  Falle  *»  =  2 
und  /•=  r*-"  im  Falle  n  ^  2. 

b)  Will  man  auch  die  Hessesche  Determinante  JT—  ö— ;  *— i  —  (o    s   I 
berechnen,  so  muß  man  noch  kennen  ******      Kdxd»' 

Ceifcro,  Anal/iii.  38 
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(25)  ds*  =■  adu*  +  2cdudv  +  bdv* 

darbieten.     Zunächst  findet  man  aas  den  Formeln  (24)  durch  Quadrieren 
und  Addieren  sofort 

"-j.[»69'-''£K+'e91- 

Ferner   ergibt    sich    aus   den   letzten   Formeln   der   vorigen   Übung  durch 
Addition 

~^  gWöu  g     dv  g)  du^  \dv  g     du  g)  cv] 
'     glduKgdu     g  dvj'T dv\g  dv      g  dujy 

die  wichtige  Formel  von  Lama.     Zu  dieser  Formel   gelangt  man  auch, 
wenn  man  den  in  §  566  angegebenen  Weg  einschlägt     Man  findet  sofort 

'      cu*        '     dudv\dx  dx  '   dy  dy)       dv*         '  du  dv 

Andererseits  hat  man  wegen 

dxdu.dx^dv^      n      dxdu      dxdv 


oder 


du  dx  '  #t>  dx'  du  dy       cv  dy 

dy_<^  \^y.Q!L    1  =  dy  ^u  4.  dy  ^v 

du  dx      dv  dx'        ^  du  dy       dv  dy  ' 


folgendes: 

du      J_  dy       dv_      __  ±  dy       du       __  1  dx      dv_      J_  0* 
~d'x~gdv'     dx*~       g  du'     dy  =       9  dv'     dy^gdu' 

mithin 

A    b        du  dv       du  dv  _c_  a 

/lu'~~gi'    didi  +  d^dytMI""gi'    *v=ag*' 

x*  -i/lA«li\     >#»      _L /  iL iL _ JL JL\ 
^\au^     0*<?/'  9\>v  9     dug) 

u.  s.  w.  Konstruiert  man  die  Kurven  u  und  v  (§413),  so  lassen  sich 
die  Werte  von  a,  fc,  c  in  jedem  Punkte  M  direkt  aus  geometrischen  Be- 
trachtungen ableiten.     In  der  Tat  sieht  man  aus  (25),  daß  ya  •  du  und 

y  b  -  dv  das  ds  auf  den  Kurven  v  «■  Const.  bezw.  u  —  Const  darstellen. 
Wenn  a  und  0  die  Neigungen  sind,  welche  diese  Kurven  in  M  gegen  die 
x-Achse  haben,  so  ist  also 

l    dx  l   cy  Q        1   dx        .    Q        1   dy 

cos  a  =  -- :  5-- ,     sin  a  =»-—>,-- ,     cos  0  =»  —=  ö—  ,     sin  ß  —  -r=  «*• , 

und  der  Winkel  o>  beider  Kurven  ist  gegeben  durch 

cos  o)  =  cos  {ß  —  a) 


— .- 1 


)/a6 
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sodaß  man,  da  offenbar  d*  -=»  ab  —  c*  ist.  auch  hat  sinco  =    , •    Setzt 

man  z.  B.  im  Falle  der  Polarkoordinaten  u  =■  r,  t;  -=  0,  so  sieht  man 
direkt  an  der  Figur,  daß  a  =»  1,  6  =  r*,  c  =»  0  ist,  und  die  Formel  von 
Lame  reduziert  sich  sofort  auf  die  in  der  ersten  Übung  erhaltene  Formel. 
Für  jedes  zweifache  Orthogonalsystem  von  Kurven  nimmt  die  Lamesche 
Formel  folgende  äußerst  einfache  Gestalt  an: 


Implicite  Funktionen. 

672,  Wenn  man  sich  in  der  Relation  f(x,  y)  =  0  y  als  Funktion 
von  x  denkte  so  kann  man  unter  Anwendung  der  Regel  für  die  Deri- 
vation der  zusammengesetzten  Funktionen  (§  369)  unmittelbar  die 
Gleichung  schreiben 

aus  welcher  man,  falls  ~-  ^  0  ist,  den  Wert  von  y  ableitet.    Aber 

wenn  man  dies  macht,  so  setzt  man  dabei  stillschweigend  die 
Existenz  von  y  voraus,  während  uns  doch  nichts  berechtigt 
a  priori  zu  behaupten,  daß  y  existiert  oder  daß  überhaupt  y  als 
Funktion  von  x  betrachtet  werden  kann.  Trotzdem  sind  diese 
Behauptungen  zulässig.  Es  sei  in  der  Tat  (x0f  y0)  irgend  ein  Paar 
solcher  Werte  von  x  und  y,  die  der  Gleichung  /"— 0  genügen,  und 
wir  wollen  annehmen,  daß  fj  und  f'  stetig  sind,  wenn  x  und  y  inner- 
halb der  Intervalle  (xQ  —  Ä,  x0  +  *)  bezw.  (y0  —  Je,  y0  +  Je)  variieren. 
Außerdem  wollen  wir  annehmen,  h  und  Je  seien  hinreichend  klein  ge- 
wählt, damit  f  immer  das  Zeichen  von  fw'(xoy  y0)  ^  0  bewahre.  Das 
ist  wegen  der  Stetigkeit  von  f'  möglich.  Es  ist  ferner  klar,  daß  auf 
Grund  unserer  Voraussetzungen  das  Verhältnis  von  /*/  zu  f  seinem 
Betrage  nach  nicht  beliebig  klein  werden  kann,  und  es  gibt  daher 
eine  positive  Zahl  a  derart,  daß,  wenn  x  und  y  in  ihren  zugehörigen 
Intervallen  variieren,  beständig  |  f9'  |  >  a  \  fx '  |  ist.  Wenn  Ä,  welches 
man  so  klein  wählen  kann  als  man  will,  kleiner  als  Jca  ist,  so  hat  man 

*\f:\<**\f:\<*\Ki 

Daraus  folgt,  daß  in  der  Gleichung 

ffa  + 1,  Vo  ±  *)  -  6/L'(*o  +  <*,  y* ±  eh)  ±  */,'(*„  +  et,  y0 ±  ou), 

auf  welche  sich  unter  Berücksichtigung  von  f(x09  y0)  —  0  die  Taylor- 
sche  Formel  reduziert,  der  absolute  Betrag  des  ersten  Bestandteils  der 
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rechten  Seite  kleiner  ist  als  der  ahs<>lute  Betrag  des  zweiten  Bestand- 
teile, und  zwar  für  jedes  zwischen  —  A  und  A  enthaltene  £.  Also  ist 
das  Zeichen  von  f(x0  + 1,  y0  ±  k)  dasjenige  von  ±  Jcff'  (i0  +  ög,  y0  ±  6k), 

und  da  das  Zeichen  von  ff'  sich  nicht 

ändert,  so  erkennt  man  folgendes:  Bei 
festgehaltenem  g  ist  f(x6  -f  £,  y)  eine 
Funktion  von  y  allein,  deren  Werte  für 
y  =  yD  —  k  und  ii  =  i/o  +  *  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben.  Nun  ist  die 
genannte  Funktion  aber  stetig,  weil 
sie  die  Deriviert«  ff  hat.  Sie  ist  also 
null  (§  275)  fiir  einen  gewissen  Wert 
!/o  "f"  V  V0D  9>  der  dem  Intervall  (ya  —  k, 
y0  +  k)  angehört,  und  sie  kann  nicht 
rig  *8"  mehr  als  einmal  verschwinden,  ■ 

Zeichen  ihrer  Deri  vierten  ungeäudert  bleibt  und  die  Funktion  Ö*h< 
in  dem  genannten  Intervall  entweder  immer  wachst  oder  immer  ul.miiii ml 
Es  ist  also  wahr,  daß  es  bei  beliebiger  Fixierung  eines  Wertes  x  =  xu  +  % 
einen  Wert  y0  +  y  von  y  und  nur  einen  gibt,  derart,  daß  die  Relation 
f(x,  y)  =  0  besteht.  Innerhalb  der  angegebenen  Grenzen  definiert 
also  diese  Relation  eine  Funktion  y  von  x,  und  zwar  offenbar  f 
stetige  Funktion;  denn  wenn  man  in  /'(i'0  +  g,  yu  +  ij)  =  0,  d.  h.  in 

l/i'CS  +  H,  y0  +  On)  +  nftfa  +  H,  ya  +  9$  - 

g  nach  Null  konvergieren  läßt,  so  sieht  man,  da  fj  endlich  und 
l'v  ^  0  ist,  daß  auch  j;  nach  Null  konvergiert.  Die  Funktion  besitzt 
überdies  eine  Deriviert«,  da  man  mit  nach  Null  konvergierendem  17  hat 


lim 


li  tu 


Wir  haben  somit  von  dem  Punkte  (jr0J  y„)  ausgehend  unendlich  viele 
andere  der  Gleichung  /"=0  genügende  Punkte  im  Innern  des  durch 
die  Ecken  (ar0  ±  A ,  y0  ±  A")  definierten  Rechtecks  aufgefunden,  und 
diese  Punkte  befinden  sich  alle  unter  denselben  Bedingungen  wie 
(x0,  y0),  sodaß  der  letzte  Schluß  auf  jeden  solchen  Punkt  anwendbar 
ist.  Die  Formel  (26)  ist  also  bewiesen.  Mau  bemerke  BChUafilioh, 
daß  wogen  der  Stetigkeit  von  fm'  und  ff'  und  wegen  /"'>•>  auch  y 
eine  stetige  Funktion  ist. 

573.    Allgemeiner  gilt  folgendes:    Wenn  die  Relation 
(27)  f(x,y,*,..,,u)-0 

von  den  Werten  x0,  y0,  *„,  ...,  «0  der  Veränderlichen  erfüllt  wird, 
wenn  femer  in  der  Umgebung  dieser  Werte  die  ersten  partiellen  De- 
rivierten   von  /"  existieren   und  stetig  sind,   wenn  endlich   für  die  he- 
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trachteten  Werte  fj  >  0  ist,  so  kann  man  behaupten,  daß  u  eine 
Funktion  der  Veränderlichen  x,  y,  z,  ...  ist,  die  stetige  erste  partielle 
Derivierte  besitzt.  Man  erhält  dieselben,  indem  man  die  Relation  (27) 
partiell  deri viert,  also  in  folgender  Weise: 


dx      du  dx  =3*     ' 


dy"1"  dudy^"'      d»  "*"  du  dz  "  u>  *  '  " 


Der  Beweis  ist  genau  so  zu  führen  wie  in  dem  bereits  betrachteten 
Spezialfall. 

674.   Weitere  Differentiationen  liefern  die  Werte  der  successiven 
Derivierten.     Z.  B.  braucht  man   im  Falle   der   Relation  f(x,  y)  =  0 

nur  ?p  dx  +  J-  dy  =  0  zu  differentiieren,  um  y"  zu  berechnen.    Man 

erhält  nämlich 

woraus  man  nach  Einsetzung  des  durch  (26)  gegebenen  Wertes  von 
y   sofort  findet 


y   \dy)   ~dx*\dy)        *  dxdy  dx  dy^  dy*\dx) 


oder 


ff 


69' 


0 

K 

dx 

IL- 


dx 
Pf 

dx* 

d*f 


dy 
J1L 

dxdy 

d*f 


dydx      dy* 


u.  s.  w.  Wir  wollen  noch  die  Aufgabe  erledigen,  die  partiellen  Deri- 
Tierten  p,  q,  r,  8,  t  der  Funktion  z  zu  berechnen,  welche  implicite 
durch  die  Relation  f(x,  yt  e)  —  0  definiert  ist.  Die  beiden  ersten  er- 
geben sich  aus  den  Gleichungen 


(28) 


dt  ,dfn    n    df  ,df 

dx  +  T**~°>    Ty  +  Tz* 


0, 


welche  man  durch  partielle  Derivation  von  f  =  0  nach  x  und  nach  y 
erhält.  Deriviert  man  jetzt  die  erste  Gleichung  nach  x}  die  zweite 
nach  y,  so  findet  man  die  Relationen 

d-p  +  2dxJip  +  W*p  +Tzr    "> 

dy~*  +  ZdyTiq+dT*g-  +  Ti*      U' 
aus  denen  sich  folgende  Werte  für  r  und  für  t  ergeben: 
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r  — 


l 
i>f\* 


CO 


0 

a/ 

ax 

IL 

et 

a/- 

av 

av 

<?x 

a«» 

dxet 

a* 

av 

CtCX 

av 
ai* 

0 


•  a* 


ff  »74— «7« 

df       df 

3y      dt 

av    av 

ay*     dydt 

• 

c*f  av 
a«ay   a«* 

q        EL        EL 


Deri  viert  man  die  erste  der  Gleichungen  (28)  nach  y  oder  die  aweite 
nach  z9  so  kommt 

2y   aya« 
a/    ay 

dt     dtdx 


«-vflVr.    ^ 
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iL 

a* 

av 


av 

ä*~* 


Man  bemerke  hier,  daß  die  obigen  drei  Determinanten  sich  aus  der 

einen  Determinante 

df       d£ 
d~y       da 

d*f       d*f 


D- 


0 


df 

Wx 

dL 
äy 

df 

dt 


iL 

dx 

ay 

dx% 

J1L 

dydx 

av 


3xäy    dxdt 
d'f      d*f 


ay* 
av 


dtdx    dzdy 


dydz 
Pf 

dz* 


ableiten  lassen,  indem  man  die  algebraischen  Komplemente  der  Ele- 
mente  -f,  —  g— g-  f  g-^i  nimmt.  Daraus  folgt  auf  Grund  bekannter 
Eigenschaften  der  Determinanten  (§  38) 


r<-5*- 


D 


m- 


575.  Noch  allgemeiner  gilt  folgendes:   Sind  die  m  Relationen 


(29) 


qp(x,  y,  *,  . . . ,  14,  v,  w,  . . .)  —  0, 
1>(x9  y,  *,  ...,  u,  r,  ir,  ...)  —  0> 


gegeben  und  werden  sie  durch  x  =  x0>  y  —  y0, 


•> 


"  Ä  «#>  *  -  rtf 


erfüllt,  so  kann  man  die  m  Veränderlichen  m,  r,  tr,  .  .  .  als  Funktionen 
von  den  n  Veränderlichen  x,  y,  z,  . . .  betrachten,  und  diese  Funktionen 
besitzen  erste  partielle  Delirierte.  Vorausgesetzt  ist  aber  dabei, 
daB  die  ersten  partiellen  Derivierten  ?on  ff  y,  pf  . . .  stetig 
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sind,  und  daß  überdies  für  die  betrachteten  Werte  die  Jacobi- 
sche Determinante 

g  -»  d(£  y>  V>  -  •  •) 
d(u,  v,  w,  .  .  .) 

von  Null  verschieden  ist.  Für  m  =  1  gelangt  man  wieder  zu 
dem  Theorem  des  §  573.  Um  das  allgemeine  Theorem  zu  beweisen, 
wird  es  also  genügen  zu  zeigen,  daß  das  Theorem  für  m  Relationen 
gilt,  wenn  es  im  Falle  von  m  —  1  Relationen  richtig  ist.    Da  nun 

im  Punkte  (xQ,  y0,  . . .,  u0,  . . .)  vorausgesetzt  wird  9  ^  0,  so  kann 

man  sicher  sein,  daß  wenigstens  eine  der  Derivierten  J- ,  q— ,    5—  •  •  •  • 

»  o  du7  cv 7    ovo7 

in  diesem  Punkte  von  Null  verschieden  ist.  Nehmen  wir  an,  es  sei 
Y~  >  0 .  Alsdann  können  wir  unter  Beachtung  der  gemachten  Voraus- 
setzungen und  unter  Benutzung  des  Theorems  in  §  573  behaupten, 
daß  u  eine  Funktion  von  x,  y,  . . .,  v,  w,  . . .  ist,  welche  stetige 
erste  partielle  Derivierte  hat.  Denken  wir  uns  den  Ausdruck  von  u 
in  die  übrigen  Gleichungen  (29)  eingesetzt,  so  finden  wir 

(30)  {    tx  (x,  yf  z,  . . . ,  v,  w}  . . .)  —  0, 


Dies  ist  ein  System  von  m  —  1  Gleichungen,  welches  die  m  —  1  Ver- 
änderlichen v,  w,  . . .  an  die  n  übrigen  bindet.  Die  ersten  partiellen 
Derivierten  von  <p19  iplf  ...  existieren  und  sind  stetig,  da  man  hat 

dtpt  djp   ,  dq>  du      d<pt       d<p   .   dq>  du 


w. 


dx       dx*  dudx9      dy       dy      du  dy 
Wir  werden  sehr  bald  sehen,  daß  die  neue  Jacobische  Determinante 

1  ""  d{v%  w,  . . .) 

wie  9  von  Null  verschieden  ist.  Also  definiert  das  System  (30)  v9 
ti,  ...  als  Funktionen  von  x,  y,  z}  . . . ,  und  diese  Funktionen  haben 
erste  partielle  Derivierte.  Das  Gleiche  läßt  sich  aber  auch  von  u 
sagen,  wenn  man  sich  in  den  Ausdruck  von  u,  der  aus  der  ersten 
Gleichung  (29)  entspringt,  t?,  w,  ...  als  Funktionen  von  x,<  y,  z,  ... 
eingesetzt  denkt.  Man  erhält  auf  diese  Weise  ein  System  von  Funk- 
tionen u,  v,  w}  . . . ,  die  fttr  x  -~  x0,  y  —  y09  z  —  z0)  ...  die  Werte 
"o>  VQ9  wo>  •  •  *  annehmen  und  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  erste 
partielle  Derivierte  zulassen.    Es  reduziert  sich  somit  alles  darauf,  zu 

beweisen,  daß  9X  ^  0  ist.  Wir  wollen  uns  nun  denken,  daß  in  9  die 
Elemente  der  ersten  Vertikalreihe,  multipliziert  mit  r-,  zu  den  ent- 
sprechenden der  zweiten  addiert  werden,  ferner  dieselben  Elemente, 
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du 
aber  multipliziert  mit  ^— ,  zu  denen  der  dritten  Vertikalreihe  n.  8.  f. 

Die  Elemente  der  neuen  Determinante  sind  dann  folgende: 
df      Bf  to£c»  __n         ILm^L  **.      n 

aü'    cv^du  dv~v>      dw  ^  du'dto  ~u> * " 

a?       a^p   ,   e^p  a_u       ayt        a?    ,   c>jp  8m       8yt 
8m'     'dv  +  du~dva~dv~'     dw  ^"dü  dw  ^Tw9  "  ' 

cf      dq.thpdu      d^      d^.d^du^      d+t 
du'     dv~^  du  dv™  dv  >     dw  "*"  du  dw  ™  Tw  > 

Mithin  ist  9  =»  <?,  0-,  und  da  ^    endlich   ist   und   <?   als   von  Null 

*■  ow  cu 

verschieden  vorausgesetzt  wird,  so  ist  auch  9X  ^0. 

576.  Nachdem  wir  so  die  Existenz  der  ersten  partiellen  Den  vierten 
bei  den  durch  das  System  (29)  definierten  Funktionen  konstatiert 
haben,  können  wir  diese  Derivierten  sehr  leicht  berechnen.  Wir 
brauchen  nur  die  Gleichungen  (29)  nach  jeder  der  als  unabhängig 
vorausgesetzten  Veränderlichen  x,  y,  z,  . . .  partiell  zn  derivieren.  So 
findet  man  z.  B.,  wenn  man  nach  x  deriviert,  folgendes  System  von 
linearen  Gleichungen: 

dx  "*"  du  dx  "*"  dv  dx  "*"  dw  dx  "•" ' "  "  u' 
a*  +  au dx^  dv  dx  +  aü  a*  "*" ' "  —  v' 

dx      du  dx      dv  dx      dw  dx  =D    ' 


dessen  Determinante  gerade  9  ^  0  ist     Daraus  ergibt  sich  nach  der 
Gramerschen  Regel 

du l_d(f,  9i_L-  •)       dv_ 1^  d {f,  y,  . .  .) 

ä «        #  ä  (*,  t>, . . .) '   a  #        ,?  ä  (u,  x, . . .)  * 

577.  Übungen,  a)  Den  Winkel  o>  zweier  ebener  Kurven  9  •=-  0, 
t/;  =  0  zu  berechnen,  die  sich  in  einem  Punkte  (#,  y)  schneiden.  Nach 
der  Formel  (26)  sind  die  Neigungskoeffizienten  der  Tangenten  der  beiden 
Kurven 


tgc  — 


sodaß  man  hat 

sin  a  «=  — 


dx 

dy 

1  .  ?? 

y^9  a«c' 

sin  p  — i^zl  A-  7 

|^J+  8* 


d+ 

tgp  = 

a« 

a+' 

äy 

cosa  : 

i 

dy' 

cos/3 

i    a+. 
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folglich  (vgl.  §  571,  d) 

sin  co  =-  sin  (ß  —  <*)  =     _  :  a,      \y  • 

Man  bemerke,  daß  die  Berührung  zwischen  den  beiden  Kurven  angezeigt 
wird  durch  das  Verschwinden  der  Jacobischen  Determinante  der  Funktionen 
g>  und  tf;. 

b)  Wird  eine  ebene  Kurve  dargestellt  durch  eine  Gleichung 

/*(*,  y,  ">  «>,  .  ..)  —  0, 

während  «*,  f>,  ...  durch  n  Gleichungen 

<p(*j  V,  «*,  v,  .  ..)  =  0,     ^(x}  y,  u,  t>,  ..  .)  =  0,     ... 

implicite  als  Funktionen  der  Koordinaten  x  und  y  definiert  sind,  und 
will  man  in  irgend  einem  Punkte  die  Tangente  konstruieren,  so  ist  es 
nicht  nötig  u,  t>,  .  .  .  aus  den  n  +  1  Gleichungen  zu  eliminieren,  um  da- 
durch zunächst  die  Gleichung  der  Kurve  in  x  und  y  zu  erhalten.  Man 
kann  vielmehr  die  Sache  so  ansehen,  daß  die  genannten  Gleichungen 
y,  u,  v,  . .  .  als  Funktionen  der  einen  Veränderlichen  x  definieren,  und 
braucht  dann  nur  zu  derivieren  und  aus   den   so  erhaltenen  Gleichungen 

3x  "*"  dy  dx  "*"  du  dx  "*"  dv  dx  ^  u' 

(hp   ,   d<p  dy      d<p  du       dy  fo    ,  ft 

a«  "*"  dy  dx  "*"  a«  dx  "*"  a*  d*  i         =  U» 

^    ^^    ^du    a^dü 

a*  "•"  ay  dx~*~  du  dx  "**  a»  e**  -1       —  ' 


die  Deri vierten  von  u,  t>,  ...  zu  eliminieren.  Einer  der  größten  Vorzüge 
der  Differentialrechnung  besteht  gerade  in  der  Vermeidung  von  praktisch 
unmöglichen  Eliminationen.  Sie  führt  mit  Hilfe  der  Derivation  oder  der 
Differentiation  zu  Systemen  linearer  Gleichungen,  die  man  immer  auf- 
lösen kann.     So  gelangt  man  im  vorliegenden  Falle  zu  der  Formel 

d  (f,  y,  ?, . .  Q 
dy  d(x,u,  «,...) 


dx  d(fi<p,y,.. .)  * 

d  (y,  u,  v, . . .) 

welche  offenbar  eine  Verallgemeinerung  von  (26)  ist. 

c)  In  ähnlicher  Weise  sei  eine  Fläche  gegeben  durch  zwei  Gleichungen. 
Man  hat  sich  also  zu  denken,  daß  die  Relation  zwischen  den  Koordinaten 
ihrer  Punkte  durch  Elimination  von  u  aus  den  Gleichungen 

9>(«,  y,  *,  ")  -  0,      -*(*,  y,  *,  i*)  -  0 

hervorgehen  würde.  Wir  wollen  annehmen,  man  wünsche  j>,  q}  r,  «,  t, 
d.  h.  die  ersten  und  zweiten  partiellen  Derivierten  von  *,  welches  eine 
Funktion  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y  ist,  zu  berechnen. 
Deriviert  man  die  beiden  Gleichungen  das  eine  Mal  nach  x,  das  andre 
Mal  nach  y,  so  erhält  man  die  Systeme 
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dtp   .   dtp  de    ,   dtp  du 

dx      de  dx      du  dx 


0 


dx  +  de  dx~*~  du  dx 


dtp   ,   dtp  dz_  ,  dtp  du 
dy^dedy^düdy 

äy  "^ä*  ay  "^a^ay 


0 


0 


aus 


welchen  man  durch  Elimination  der  Derivierten  von  u  ableitet 

a  (9,  ^)  a  (9,  *) 


a  &  u) 


g  — 


ä(y,  u) 


a(^w) 


a  (y,  ?) 


Die  andern  Derivierten  kann  man  durch  direkte  Derivation  aus  p  und  q 
gewinnen  oder  auch  durch  Auflösung  der  Gleichungen,  welche  sich  aus 
den  obigen  Systemen  durch  partielle  Derivation  ergeben.  Wenn  ins- 
besondere die  Gleichung  der  Fläche  z  «  /*(#,  y,  u)  ist,  während  u  im- 
plicite  als  Funktion  von  x  und  von  y  durch  die  Gleichung  <p  (as,  y,  u)  ■■  0 
gegeben  ist,  so  hat  man  sofort 


mithin 


<*£>d£du       dVxfapd*      ft 
8«  +  du  dx'     dx  "*"  aw  ä«  =  U' 


8y        d£dtp df_dtp       dify  tp) 

OL    OL  ^x     dxdu    duWx     a (xy u) 

*      dx      du  dtp  ™  dtp  "^     dtp 

du  du  du 


Daraus  folgt 


dp 

dx 


pf  ,  «  d*f  du  ,  d*f  /du\* ,  a/;a»u 

a^a*»' 


>Y  ,  ft  ay  au  ,  d'f(du\*t 

>*■  "■"  *  a«au  a*  "•"  du9  \dx)  ^ 


du 


d^u 


wo  man  für  ^—  und  ^—t  die  Werte  einzusetzen  hat,  die  aus  den   Glei- 

■m  0  X  0  X 

chungen 


a«     du  dx      ' 

sich  ergeben. 


a'<p 


af9  au    av/dtfx*!  a<pafu 

£35  Si  +  Fi«  kij  +  F5W0  "w- 


678,  Wenn  m  Funktionen  yu  y,,  . . .,  ym  der  n  Veränderlichen 
^u  xi)  -  -  •}  xn  gegeben  sind,  so  ist  es  von  Wichtigkeit  ein  Kenn- 
zeichen zu  haben,  ob  dieselben  voneinander  unabhängig  sind,  d.  h. 
ob  keine  von  ihnen  eine  Funktion  der  andern  ist.  Hierzu  genfigt  es 
die  Jacobische  Matrix  des  Systems  zu  untersuchen,  d.  h.  die  Matrix 

0yi    #yi    dyi        dyx 

— -.     -— ._     _^_  ....  _ _ 
dxt     cx%     dxg  dxH 

dy%    dy%    dy%        $y% 


dxx 

dx%     dxi 

Ixn 

dym 

dxt 

dJLm    d '2m  . 

dXj     dxt 

dxn 

deren  Elemente  als  stetige  Funktionen  vorausgesetzt  werden.    Ist  p 
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der  Rang  der  Jacobischen  Matrix,  so  enthält  das  betrachtete 
System  (i  unabhängige  Funktionen,  und  die  m  —  p  andern  sind 
Funktionen  jener  (i  ersten.  Wir  wollen  dieses  wichtige  Theorem  jetzt 
beweisen. 

a)  Man  darf  zulassen,  daß  die  Determinante 

Jr_a(yi»yi,  ••-,  y,) 

von  Null  verschieden  ist;  denn  die  Jacobische  Matrix  soll  nach  der 
Annahme  mindestens  eine  Determinante  ji-ter  Ordnung  enthalten,  die 
nicht  verschwindet.  Denkt  man  sich  gerade  diejenigen  Funktionen  y 
und  Veränderlichen  x,  welche  in  der  genannten  Determinante  vor- 
kommen, mit  den  Indices  1,  2,  . . .,  p  numeriert,  so  kommt  man  zu 
dem  Fall,  wo  9  eine  solche  Determinante  ist.     Es  seien  nun 

Vi ==B  II  \X1>  Xt)  '  •  '  9  Xn)  >     1f%  =sa  fl  \Xl)  X%}  •  •  • ;  Xn)  9      •  •  • 

die  Ausdrücke  der  betrachteten  Funktionen.     Man  setze 

<Pi\Xl>    Xl)    •  •  '9   Xn9   Ifit   y%)    •  •  ')   Vm)  Ä  fi\Xif   fy)    •  •  •;    Xn)  ""  Vi 

und  betrachte  das  System 

(31)  9>iÄ°>     9>s=»0,     •.,     9>«  =  0. 

Dieses  System  ist  nach  dem  in  §  575  Gesagten  geeignet  die  Ver- 
änderlichen 

(32)  x19  x%9  ...,  xfA9     S^+i;  y^+2;  •••*  y« 
als  implicite  Funktionen  der  übrigbleibenden 

(yfy  yu  y%>  ••  •;  y^}    ^+i*  ^+*>  •••»  x% 

zu  definieren.  Dazu  ist  nämlich  nur  nötig,  daß  die  Funktional- 
determinante 

d  (a^ ,  ä,  , . . . ,  «^ ,  y^ + 1 1  y^j + 2 » •  •  •  i  y»1) 

nicht  null  ist,  und  das  trifft  tatsächlich  zu,  weil  wegen 

dxj      dxjf     dy{  9     dyy 

die  genannte  Determinante  sich  offenbar  auf  (—  l)m"^9  reduziert. 
Ist  also  b{  der  Wert  von  yi  im  Punkte  (04,  a»,  . . . ,  aj,  in  dessen 
Umgebung  wir  die  Existenz  (und  die  Stetigkeit)  der  ersten  partiellen 
Deri vierten  der  f  zulassen,  so  können  wir  behaupten,  daß  das 
System  (31)  die  Größen  (32)  als  implicite  Funktionen  der  übrigen 
Veränderlichen  in  der  Umgebung  des  Punktes  (bu  b%9  . . .,  6^,  aM+iy 
%+*>  -  -  ->  an)  definiert.  Mit  andern  Worten,  für  jedes  System  von 
Werten,  die  den  Großen  (33)  beliebig  beigelegt  sind,  vorausgesetzt, 
daß  diese  Werte  bezüglich  in  einer  gewissen  Nahe  von  bl9  bi9  . . .,  6^, 
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%t-i>  %+t>  -•*}  an  Kege&>  hat  man  wohlbestimmte  Werte  der 
Größen  (H2).  Wenn  man  sich  daher  denkt,  daß  den  p  ersten  Ver- 
änderlichen x  gerade  diese  Werte  beigelegt  werden,  wahrend  die  * — p 
übrigen  x  die  ihnen  bereits  anfangs  verliehenen  Werte  annehmen!  so 
sieht  man,  daß  ylf  y„  . . .,  yh  die  vorgeschriebenen  Werte  erhalten, 
die  innerhalb  gewisser  Grenzen  beliebig  gewählt  sind.  Es  ist  also 
wahr,  daß  die  p  ersten  Funktionen  y  voneinander  unabhängig  sind. 
b)  Es  muß  jetzt  noch  gezeigt  werden,  daß  die  m  —  p  übrigen 
Funktionen  y  Funktionen  der  ft  ersten  sind.  Aus  dem  Obigen  geht 
nur  hervor,  daß  jede  von  ihnen  eine  Funktion  der  Großen  (33)  ist. 
Es  wird  demnach  für  uns  genfigen  zu  zeigen,  daß,  wenn  i  und  j 
größer  sind  als  ji,  die  Funktion  yj  unabhängig  von  x€  ist  Wenn 
wir  aber  die  Gleichungen  (31)  nach  xi  derivieren,  indem  wir  fort- 
fahren die  Größen  (32)  als  Funktionen  der  Größen  (33)  zu  betrachten, 
so  ergibt  sich 


dxx  dX(       dx,  dx( 
i)rl  dx,       dxt  dx. 


+ 


dfx 


dx*  +  dfx 


dx    dxi       dxi 
'  dx    dx(  ~  Wx, 


0, 

o, 


dfft  cx±  ,    Qfp  dxi 

dxl  dx4  '    dx%  dx{ 

fy  dxx  dfj  dxf 

(!xl  ext  dxt  3x{* 


+  ? 


dx    dxi 

dt,  dx. 


dx. 


dx{ 


^  dx{    '    dXi 
mithin  durch  Elimination  der  Derivierten  der  x 


o, 

dx, 


o, 


dfx     dfx      _      dfx     dfx 

dXx     dxt           dx      dxt 

cxx     dx,            dx      dx{ 

dfj    dft         dfj    dft 

-  •      — ^—    •  •   •    __-_            -  — 

dxx     dxt           ^xu     dxi 

dyj 

dx{ 

ud  endlich  ~— '  —  0. 

dxi 

-o, 


d.h.  J?-0 

dx% 

579,  Folgerung.  Damit  n  Funktionen  u,  vf  tcf  . . .  von  * 
Veränderlichen  x}  y>  e,  ...  voneinander  unabhängig  seien, 
int  notwendig  und  hinreichend,  daß  man  hat 

d(u,  r,  w,  ...) 


i?(x,y,  r,   ...) 


^0. 


Auch  hier  wird  wie  früher  vorausgesetzt,  daß  die  Funktionen  stetige 
erste  Derivierte  besitzen. 
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680.  Wir  wollen  schließlich  noch  eine  bemerkenswerte  Eigen- 
schaft der  Funktionaldeterminanten  angeben,  die  sich  als  eine  Verall- 
gemeinerung der  Regel  für  die  Derivation  der  Funktionen  von  Funk- 
tionen (§  284)  ansehen  laßt.  Nehmen  wir  an,  daß  die  y  von  den  x 
durch  Vermittlung  anderer  Funktionen  u  derselben  x  abhangen.    Da 

man  hat 

dys      dyj  d^      dy5  du,  dys  dun 

tötoTI r 


dx{      d^  dx{    *  du,  dx{  '  '   dun  dx£  > 

so  sieht  man  sofort,  daß  die  Multiplikation  der  Determinanten 

gerade  die  Funktionaldeterminante  der  y  in  Bezug  auf  die  x  liefert. 
Es  ist  mit  andern  Worten 

/im      dfruyti  -••!  y«)  Ä  ^(yt»yti  -»yj  .  gfrus»  ■  •»  «„) . 

Insbesondere  hat  man 

C35)  3(3^,  s,,  ...,  a?„)  ^  fl  & ,  yt ,  •  •  ,  y„)  a  j 

581.  Übungen,  a)  Die  Formel  (34)  schließt  andere  ein,  die  wir 
früher  erhalten  haben.  Will  man  z.  B.  in  einer  Funktion  f  einen  Wechsel 
der  Veränderlichen  vornehmen,  so  kann  man  sofort  schreiben 

d(f,y,*,    ••)  _  d(f,y,z,  ...)    d(x,y,e,  ...) 
d(u,t>,tt>,...)      d(x,y9z,  ...)'  d(u,v,w% ...)' 

und  da  sich  der  erste  Faktor  rechts  auf  ^--  reduziert,  so  findet  man  die 
Formel  (20)  wieder: 

d(f,  y*  **  ■■  •) 

dx  ***  #(st  y,  *,  . ..)  " 

Analog  findet  man  sofort 

d(u,  ü,  ic,.. .) 
und  im  besondern 

d  (u,  t>,  ic,  . . .) 

b)  Um  die  Nützlichkeit  der  obigen  Formeln  zu  zeigen,  wollen  wir 
uns  auf  den  Fall  von  drei  Veränderlichen  #,  y,  g  beschränken,  die  ex- 
plicite  als  Funktionen  von  u,  t>,  w  gegeben  sind,  und  uns  die  Aufgabe 
stellen  die  Derivierten  von  u,  t>,  w  nach  a?,  y,  *  zu  berechnen,  ohne  vor- 
her die  Ausdrücke  von  w,  v9  w  als  Funktionen  von  x1  y,  z  auf- 


VI,  1.    Die  Differentiation. 


zusuch' 

hängige  I 


Wir   denken    uns   die  beiden 
VeriinderlichMi,   sodaB 

Die  Formel  (20)  liefert  unmittelbar 
8%  ±  8(y,Q  du  l_  g(r,ap 
'ex       3  »(»,»)'     dy~  3  d{v7*>) 


Tripel    als  bestehend  aus  i 


(37, 

und  die  Aufgabe 
diese  Delirierten 
in  Bezug  auf  x, 
denn  auf  Grund 

Handelt  es  sich  i 
so  beginnt  man  t 
Darauf  liefern   di 


0») 


ist  also  gelost.  Man  bemerke,  daß  es  nicht  nfitig  ist 
:u  kennen,  um  die  Funktional  de  tenninante  von  «, 
r,  «  und  ihre  Minoren  zweiter  Ordnung  zu  berechnen; 
on  {'6b)  und  (36)  oder  auch  nach  (37)  hat  man 
1        g(»,«)       _1_  dx       g(e,  w}       J_  ry 

5  '    3(y.  *)  "~  £  s»'    g(«.  n)"^«' 

ii  die  Berechnung  der  totalen  Differentiale   von  H,  i 
«nit,  die  totale  Differentiation    auf  7,  y,  7  anzuwenden 
Relationen 


<,- 


du-    Wiilli: 


rf«  +  i-  dw, 


r»  (•/.') 


*  + 


>(.,«) 


j,  | 


i  .r.yi 


J-]  i 


"--jL8(.,»)"*T8(.,»)"'TäC.«)" 
Aus  ihnen  kann  man  aufs  neue  die  Formeln  (37)  ableiten. 

c)    Bei    gewissen    Anwendungen    braucht  man  die  Formeln  (HS), 


berechnen,   die  sich  sofort  in  einen  Aus- 


die  Summe  dx*  +  dy*  -f  dz*  ; 
druck   von  der  Form 

adu*  +  bdv*  +  cdw*+  2fdvdu>  +  Igdwdu  +  thdutm 
verwandelt,  wo  zur  Abkürzung  gesetzt  worden  ist 

-2fä  '-Sffi-  ■■•■f-2t 

Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  daß,   wenn  die  sechs  Funktionen  a,b,a,f,f,h 
bekannt  sind,  auch  die  Fun ktionaldet«nnin ante  3    bekannt   ist       Man  hat 


(39) 


und  analog  lassen  sich  die  Summen 


2v$'  äS»)'  ■  "•  2^^ 
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ausdrücken,  deren  Werte  durch  die  Minoren  bc  — -  /**,  ca  —  g%,  .  .., 
gk  —  afy  . ..,  dividiert  durch  d*  gegeben  sind.  Besonders  bemerkens- 
wert ist  der  Fall,  wo  f,g,h  identisch  null  sind.     Alsdann  hat  man  nach 

den  letzten  Bemerkungen  Au  =-  —  u.  8.  w.,  und  man  kann  außerdem  be- 
weisen, daß 

A*u  -  -  - -^      A*v  =  -  —  ^      A*u>  =  -  —  ^ 

ist.  Daraus  folgt  (vgl.  §  571,  d),  um  die  Operation  A*  angewandt  auf 
eine  beliebige  Funktion  auszudrücken, 

oder 

w-7s[r.(y?-Ä)+Ä(V¥-Ä)+Ä(y?-Ä)]- 

Dies  ist  die  Lamesche  Formel  für  den  Baum. 

d)  Wenn  a?,  y,  e  noch  von  einer  andern  Veränderlichen  t  abhängen, 
die  von  u,  v,  w  unabhängig  ist,  so  hängt  im  allgemeinen  auch  <?  von  t 
ab,  und  man  kann  in  die  Lage  kommen  die  Deri vierte  cf  nach  t  be- 
rechnen zu  müssen.  Bezeichnet  man  durch  einen  Strich  jede  in  Bezug  auf 
t  genommene  Derivierte,  so  liefert  die  Regel  für  die  Derivation  der  Deter- 
minanten (§  373) 

=  d(u%  v%  w)  """  d(u,  v,  w)  ~1~  d(u,  v%  w)' 
Dividiert  man  durch  <?,  so  erhält  man  die  Formel 

(41)  0^.  £  +  £  +  £, 

welche  in  der  Hydrodynamik  gebraucht  wird.  Wir  werden  hier  von  ihr 
Gebrauch  machen,  um  die  Lamäsche  Formel  anders1)  zu  beweisen.  Man 
denke  sich  x,  y,  z  als  Funktionen  der  unabhängigen  Veränderlichen 
£,  17,  £,  t  und  die  Derivierten  x,  y,  t!  (nach  t)  gleich  bekannten  Funk- 
tionen von  #,  y,  *.  Offenbar  hängen  auch  w,  v ,  «?,  als  Funktionen  von 
X,  y,  z,  von  §,*?,£  und  von  f  ab.  Ihre  Derivierten  nach  *  sind  mit 
x\  y',  z   durch  die  Relationen 

/        ,dx  .     ,dx  .      ,dx 

verbunden.  Wählt  man  #',  y,  z  gleich  den  drei  ersten  partiellen  Deri- 
vierten einer  Funktion  <p(#,  y,  jr),  so  hat  man 

dq>         fdx   ,     ,#y    .     ,dz  ,  ,    ,    ,  .        , 

ä-^  —  a>  5-  +  y  3* +  *  st-  —  au  +  hv  +  gw ,    .... 
du  du      *  du  du  '  •  *     » 

Daraus  ergibt  sich,  wenn  man  mit  Oq,  60,  . .  . ,  h0  die  durch  #  dividierten 
1)  Beltrami:  „Memorie  dell'  Acc.  di  Bologna",  serie  8*,  t.  I,  p.  467. 
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algebraischen    Komplemente   von    «,  6, 
bezeichnet, 


.,  h 


der    Determinante    (39) 


Dies  vorausgeschickt  wende  man  die  Formel  (41)  auf  die  erste  und  ■]*<• 
dritte  Determinante  in  der  Gleichung 

gfr.y,«)     a fr. y. «)  ?(«.*.«) 

an,  nachdem  man  bemerkt  hat,  daß  jeue  Formel  auf  die  Determinante  et 
nicht  mehr  anwendbar  ist,  weil  M,  v,  w  nicht  mehr  unabhängig  von  t 
sind.     Man  erhalt  dann 

8T  +  a7  +  **  =  (  g  }  +  ^  +  ^  +  ^ 

Insbesondere  hat  man  für  f  =  #  =  7i  =  0 
und  findet  so  die  Formel  (40)  wieder. 


Anwendungen  auf  die  ebenen  Kurven. 

Differential  des  Bogen«. 

582.  Die  strenge  Definition  der  Länge  eines  Kurvenbogen»  gibt 
zu  äußerst  schwierigen  Fragen1)  Veranlassung,  die  wir  hier  vermeiden 
wollen.  Wir  nehmen  eben  an,  daß  man  den  intuitiven  Begriff  der 
Bogenlänge  besitzt,  wenigstens  bei  den  wenigen  ebenen  Kurven, 
in  den  Anwendungen  betrachtet  werden.  Bei  diesen  Kurven,  die  alle 
geometrisch  darstellbar  sind,  ist  auch  folgende  Annahme  erlaubt: 
Jeder  Bogen  MM'  ist  so  beschaffen,  daß,  wenn  ein  Endpunkt  M 
nach  dem  festgehaltenen  Endpunkt  M  hinrückt,  der  Bogen  srhiieulii'li 
nach  einer  und  derselben  Seite  hin  in  seiner  ganzen  Ausdehnung 
konvex  ist.  Seine  Lange  wird  alsu  zwischen  derjenigen  der  Sehne 
MM'  und  der  Summe  der  Abschnitte  der  Tangenten  in  M  und  M ', 


i) 


„Oours    d' Analyst 


.-;:. 
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gemessen  von  den  Berührungspunkten  bis  zum  gemeinsamen  Schnitt- 
punkt Q,  enthalten  sein.  Wird  die  Derivierte  y  als  stetig  voraus- 
gesetzt, so  strebt  die  Gerade  QM',  ebenso  wie  MM',  dem  Zusammen- 
fallen mit  QM  zu,  und  es  sind  daher  die  Winkel  QMM'  und  QM'M 
gleichzeitig  mit  MM  infinitesimal.  Daraus  folgt,  daß  die  Verhält- 
nisse von  QM  und  von  QM'  zu  ihren  Projektionen  auf  M M'  nach 
der  Einheit  konvergieren,  und  daß  daher  (§  549)  die  genannten 
Längen  sich  von  ihren  Projektionen  um  höhere  Infinitesimalen  unter- 
scheiden. Auch  QM  +  QM'  unterscheidet  sich  also  von  MM'  um 
eine  höhere  Infinitesimale,  und  das  Gleiche  läßt  sich  a  fortiori  von 
dem  Bogen  MM'  sagen.    Folglich  ist 

,.     Bogen  M W       + 
um  Sehne  M  M '  s  L ' 

683.  Es  bezeichne  s  die  Länge  eines  Eurvenbogens,  der  einen 
Endpunkt  in  einem  festen  Punkte  hat,  welcher  auf  der  Kurve  be- 
liebig gewählt  ist.  Der  andere  Endpunkt  befinde  sich  in  M.  Offen- 
bar variiert  s  gleichzeitig  mit  den  Koordinaten  x  und  y  des  Punktes  M. 
Wenn  dieser  Punkt  nach  M'  gelangt,  dessen  Koordinaten  x  +  dx 
und  y  +  öy  sind,  so  geht  der  Bogen  s  über  in  s  +  ds,  sodaß  ds  die 
Länge  des  Bogens  MM'  darstellt.  Es  sei  l  die  Länge  der  Sehne 
MM',  welche  sich  von  ds  und  folglich  (§  552)  auch  von  ds  um  eine 
höhere  Infinitesimale  unterscheidet.  Setzt  man  in  der  Relation 
l*  =  dx*  +  dy*  an  Stelle  von  l,  6x,  Sy  bezüglich  ds,  dx,  dy,  so 
vernachlässigt  man  dabei  sowohl  rechts  als  links  Infinitesimalen  von 
einer  höheren  Ordnung.     Da  aber  in  der  Gleichung,  die  man  erhält, 

(1)  ds*  -  dx*  +  dy* 

keine  Infinitesimalen  mehr  auftreten,  die  nicht  Differentiale  sind,  so 
kann  man  (§  556)  sicher  sein,  daß  die  Gleichung  exakt  ist.  Diese 
wichtige  Formel  dient  zur  Berechnung  von  s.  Sie  sagt  uns,  daß, 
wenn   man  s  als  Funktion  von  x  betrachtet,   die   Derivierte   dieser 

Funktion  Y 1  +  y  *  ist,  und  wir  werden  im  siebenten  Buche  lernen, 
wie  man  eine  Funktion  bestimmt,  wenn  man  ihre  Derivierte  kennt 
Ist  x  die  unabhängige  Veränderliche,  so  stellt  ds  (§  553)  die  Länge 
desjenigen  Abschnitts  der  Tangente  in  M  dar,  welcher  zwischen 
M  und  der  Ordinate  von  M'  liegt,  und  man  hat  nicht  ds  =  Bogen 
MM}  außer  wenn  s  die  unabhängige  Veränderliche  ist.  In  allen  Fällen 
stellt  ds  die  Länge  desjenigen  Abschnitts  der  Tangente  dar,  welcher 
von  dem  Berührungspunkt  (#,  y)  bis  zu  dem  Punkte  (x  -f  dx,  y  +  dy) 
reicht 

584.  Transformiert  man  (1)  auf  Polarkoordinaten,  so  erhält 
man  (§  558,  d) 

(2)  ds*  -  dr*  +  f*dd*. 
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684—686 


Fig.  89. 


Man  gelangt  aber  zu  dieser  Formel,  wie  zu  der  ersten,  auch  durch 
direkte  geometrische  Betrachtungen.  Auf  dem  Radiusvektor  OM' 
trage  man   03/"=  0M=*r  ab,   und  P  sei  die  Projektion  von  M 

auf  0 M' .  Dann  hat  man  P  =»  M P»  +  P M '*, 
und  in  dieser  Gleichung  kann  man  l  durch 
rfs  ersetzen.  MP  —  rsindö  kann  man 
zunächst  durch  rdO  und  weiter  durch  rdO 
ersetzen.  Endlich  kann  man  PM,  indem 
man  die  Infinitesimale  zweiter  Ordnung 
PM "  =  r  (1  —  cosdö)  vernachlässigt,  durch 
M"M  —  dr  und  dann  durch  dr  ersetzen. 
Man  erhält  auf  diese  Weise  die  Relation  (2), 
die  notwendig  exakt  ist,  da  sie  nur  zwischen 
differentiellen  Infinitesimalen  besteht.  Man 
kann  auch  ausgehen  von  der  Relation 

l*  =  r*  +  (r  +  Sry  -  2r(r  +  dr)  cos  dO 

und  a  priori  sicher  sein,  daß  auf  der 
rechten  Seite  die  nicht  infinitesimalen  so- 
wie die  von  erster  Ordnung  infinitesimalen 
Glieder  fortfallen  müssen,  und  daß  ds*  durch  den  Inbegriff  der  in- 
finitesimalen Glieder  zweiter  Ordnung  allein  exakt  dargestellt  werden 
wird,  sobald  in  ihnen  nur  differentielle  Infinitesimalen  zurückbleiben. 
Und  in  der  Tat  reduziert  sich  der  obige  Ausdruck  auf 

l*  «=  dr2  +  4r(r  +  är)sin,-r-- 

SO  1 

Wenn  man  hier  l  durch  ds,  dr  durch  dr,  sin  -^-  durch  yd0  ersetzt 

und  rdrdO*  vernachlässigt,  so  findet  man  die  Formel  (2)  wieder. 
Man  benutzt  dieselbe,  um  s  zu  berechnen,  indem  man  bemerkt, 
daß  s,  betrachtet  als  Funktion  von  0,  die  Derivierte  Yr*  +  r *  hat. 

585.  Wir  wollen  jetzt  zeigen,  daß  die  Differenz  zwischen 
einem  infinitesimalen  Bogen  und  der  zugehörigen  Sehne 
im  allgemeinen  infinitesimal  von  dritter  Ordnung  ist  in  Bezug 
auf  den  Bogen  "selbst.  In  der  Tat  hat  man  (§  564)  nach  der  Taylor- 
schen  Formel 

(21)     dx  =  dx  +  td*x  +  td*x  +  --',    dy  =  dy  +  ±d*y  +  ld*y  +  .~, 

welches  auch  die  unabhängige  Veränderliche  sein  mag.     Wenn  sie  s 

ist,  so  hat  man  (§  558,  e) 

dx*  +  dy*  =  ds',     d'x'  +  cPy*  ■ 


und  erhält  durch  zweimalige  Differentiation  der  ersten  Gleichung 

ds* 
dx<Px  +  dytPy  —  0,      dx<Px  +  dycPy  — r  • 
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Mithin  wird 

l*  =  dx*  +  dy*  =  ds'-*~+--. 

Vernachlässigt  man  nun  höhere  Infinitesimalen  und  schreibt  ins- 
besondere in  der  Gleichung 

'*-*-£*  +  - 

2ds  statt  ds  +  l,  so  findet  man 

ds* 

08-1  =  ^  +  ... 

oder  in  präciser  Form 

,.      Bogen  MM'-  Sehne  MM'  _  _1_ 
lim  (ßogen"if M'j*  ~  24?» ' 

Um  dieses  Resultat  in  einem  speziellen  Fall  zu  verifizieren,  betrachte 
man  auf  einem  Kreise  vom  Radius  q  einen  Bogen  MM'  =  2qcc. 
Die  Länge  der  Sehne  ist  MM'  =»  2psina,  und  die  linke  Seite  der 
letzten  Gleichung  wird 

,.      a  —  sina  1 

lim 


«=o 


4?1«8  24?" 


In  Bezug  auf  die  behandelte  Frage  kann  man  also  sagen,  daß  die 
Kurve  sich  in  der  Umgebung  von  M  verhält  wie  ihr  oskulierender 
Kreis  (§  348,  e). 


Tangente  und  Normale. 

586.  Auf  einer  Kurve,  die  in  rechtwinkligen  cartesischen  Koor- 
dinaten durch  die  Gleichung  Y=f(X)  dargestellt  wird,  wähle  man 
einen  Punkt  M,  dessen  Koordinaten  x  und  y  sein  mögen.  Die 
Gleichung  einer  beliebigen  Geraden,  die  durch  M  hindurchgeht,  ist 
Y—  y  =  m(X  —  x),  und   man  hat  bekanntlich  (§293)   m  =  y    für 

die   Tangente    und    folglich    m  = -    für    die    Normale.      Die 

9 

Gleichungen  der  Tangente  und  der  Normale  sind  also 

(4)  Y-y-f/(X-x),      Y-y--±(X-x), 

wo  y'  für  f(x)  steht,  d.  h.  den  Wert  von  f(X)  im  Punkte  M  dar- 
stellt. In  der  Differentialrechnung  bietet  sich  uns  die  Tangente 
unter  einem  noch  einfacheren  Gesichtspunkt  dar,  nämlich  (§  553)  als 
die  Verbindungsgerade  des  Punktes  (x,  y)  und  des  Punktes  (x  +  dx, 
y  +  dy).  Diese  Bemerkung  führt  dazu,  die  Gleichungen  der  Tan- 
gente und  der  Normale  unmittelbar  unter  der  Form  zu  schreiben 

(5)        ^nr=Yir>    (x-*)dz  +  (Y-9)d9-o, 


.nwendunpeD  »nV  die  ebenen  Kurven. 

TOB  welcher  man  sofort  zu  (4)  gelangt,  indem  man  ij'ilr  für  t/>i 
schreibt  und  den  gemeinsamen  Faktor  dx  unterdrückt.  Als  vorteil- 
haft erweist  sich  die  Form  (5)  besonders  in  dem  Falle,  wo  die  Kurve 
durch  die  Gleichungen  X  —  <p(t),  Y—i>(t)  dargestellt  wird.  Wenn 
ferner  die  Kurve  durch  die  Gleichung  /'(X,  T)  =  0  gegeben  ist,  so  hat 
man  in  jedem  Punkte  (x,  y) 


-.*- 


und  die  Gleichungen  (5)  werden  dann 


(6) 


(X- 


^. 


er 


1=1 

Bf 

dy 


Auch  zu  diesen  kann  man  direkt  gelangen.  In  der  Tat  ist  die 
Richtung,  längs  welcher  die  Funktion  f(X,  Y)  den  Wert,  den  sie  im 
Punkte  (x,  y)  hat,  d.  h.  also  den  Wert  0,  zu  bewahren  strebt,  lüo 
Itichtung  der  Tangente,  und  es  sind  daher  (§  568)  die  Kichtungs- 
k os in us  der  Normale  proportional  zu  den  ersten  partiellen  Deri- 
vierten  von  /*,  berechnet  in  dem  genannten  Punkte,  wobei  voraus- 
gesetzt wird,  daß  dieselben  nicht  beide  verschwinden.  Übrigens  läßt 
sich  die  erste  Gleichung  (6)  auch  betrachten  als  diejenige,  auf  welche 
sich  die  Gleichung  der  Kurve  selbst  reduziert,  wenn  man  für  Punkte 
(X,  Y),  die  zu  (x,  y)  unendlich  benachbart  sind,  die  Infinitesimalen 
von  höherer  Ordnung  vernachlässigt  und  beachtet,  daß  in 


«x,  D-rt»,tf  +  (x-*)f-i  +  (r-») 


>t 


f{x,  y)  =  0  ist.  Wir  haben  in  der  Tat  bereits  die  Bemerkung  ge- 
macht (§  553),  daß  unter  den  angegebenen  Umständen  die  Kurve  in 
der  Umgebung  des  Berührungspunktes  durch  die  Tangente  ersetzt 
wird.  In  den  Anwendungen  ist  es  zweckmäßig  die  Können  (4),  (5),  (ö) 
der  Gleichungen  der  Tangente  und  der  Normale  gegenwärtig  zu 
haben,  um  sie  je  nach  der  Zweckmäßigkeit  anzuwenden. 

587.  Es  ist  auch  nützlich  die  Gleichung  der  Tangente  einer 
algebraischen  Kurve  in  homogener  Form  zu  schreiben  zu 
wissen.  Es  sei  f(X,  Y)  =  0  die  Gleichung  der  Kurve  in  rationaler 
ganzer  Form.  Bekanntlich  läßt  man,  um  sie  homogen  zu  machen, 
die  Glieder  vom  höchsten  Grade  n  ungeändert,  während  diejenigen 
von  den  Graden  n  —  1,  n  —  2,  .  .  .  bezüglich  mit  Z,  Z*,  .  .  nullit 
pliziert  werden.  Auf  diese  Weise  gelingt  es  die  Ulcichitng  auf  die 
homogene  Form  f(X,  ¥,  Z)  —  Ü  zu  bringen,  und  man  braucht  dann 

Z  =  1   zu    setzen,    um    die    ursprüngliche   Form    wisden 
Für    einen    Punkt    [x,  y,  s),    der    stuf    der    Kurve    liegt,    hat    man 
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f(x,  y,  z)  —  0,  und  auf  Grund  des  Eulerschen  Theorems  (§  372)  ist 
identisch 

Nun  haben  wir  gesehen,  daß  die  Gleichung  der  Tangente  in  nicht 
homogenen  cartesischen  Koordinaten 

<x-*)g0i  +  (r ■-•)©-» 

lautet,  wo  (g^J  und  LJ-\  das  bezeichnen  sollen,  was  aus  J-  und 
TT-  wird,  wenn  man  darin  z  =  1  setzt     Man  hat  aber 

und  die  letzte  Gleichung  wird  daher 

sdö.+r&o.+ß-o,-0- 

Macht  man  sie  homogen,  so  erhält  man  endlich 

x|£  +  rf^  +  z|£  -  o. 

ex  cy  de 

688.  Die  Gleichungen  der  Tangente  und  der  Normale  gebraucht 
man,  wenn  diese  Geraden  bei  Fragen  der  analytischen  Geometrie 
vorkommen.  Handelt  es  sich  aber  nur  darum,  die  Tangente  oder  die 
Normale  in  einem  gegebenen  Kurvenpunkte  zu  konstruieren,  so 
genügt  es  einen  zweiten  Punkt  zu  finden,  um  durch  seine  Verbindung 
mit  dem  gegebenen  Punkte  die  gewünschte  Gerade  zu  erhalten.  Im 
Hinblick  darauf  werden  die  Längen  gewisser  Strecken,  der  sogenannten 
Subtangente  und  Subnormale,  berechnet.  Wenn  P  die  Projektion 
von  M  auf  die  Abscissenachse  ist,  wenn  ferner  T  und  N  die  Punkte 
sind,  in  denen  die  Tangente  und  die  Normale  in  M  die  genannte 
Achse  treffen,  so  nennt  man  die  Strecke  TP  die  Subtangente  und 
die  Strecke  PN  die  Subnormale.  Aus  der  Figur  ergibt  sich  un- 
mittelbar 

TP-ycoty-^,      PN-ytg<p-yt/. 

Macht  von  Polarkoordinaten  Gebrauch,  so  ist  es  zur  Bestimmung  der 
Tangente  vorteilhaft  den  Winkel  co  zu  kennen,  den  dieselbe  mit  dem 
Radiusvektor  bildet  In  dem  Dreieck  MPM\  das  wir  bereits  in 
§  584  betrachtet  haben,  hat  man 

tg  a>  —  lim  tg  OM'M  —  lim  p-gp  —  lim  M»fö  —  um  -^  —  y  • 
Errichtet  man  im   Pol   die   Senkrechte    auf   dem   Radiusvektor,    so 
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trifft  sie  in  T  die  Tangente,  in  N  die  Normale,  und  man  nennt 
Polarsubtangente  die  Strecke  0T7  Polarsubnormale  die  Strecke 
ON.    Offenbar  ist 

OT=rtg©  =  £,      ON  =  rcota  —  r. 

Wenn  man  von  der  Länge  der  Normale  in  M  spricht,  so  meint  man 
damit  die  Länge  desjenigen  Abschnitts  der  Normale,  der  vom  M  bis 
zur  Abscissenachse  oder  bis  zu  der  im  Pol  auf  dem  Radiusvektor 
errichteten  Senkrechten  reicht,  je  nachdem  man  cartesische  oder 
Polarkoordinaten  benutzt.  Die  erwähnten  Langen  werden  offenbar 
gemessen  durch 

yVl  +  y'*    und     Yr*  +  r'*. 

589.    Übungen,     a)  Bei  der  Parabel  zweiter  Ordnung  ist  die  Kon- 
struktion   der   Normale    (vgl.  §  294,  a)    äußerst    einfach.      Nimmt   man 

nämlich  als  Achse  der  z  die 
Achse  der  Kurve,  so  findet  man, 
daß  die  Subnormale  kon- 
stant ist,  und  dies  ist  eine 
charakteristische  Eigenschaft  der 
Parabel,  da  aus  yy'—»  a  folgt 
^y*  —  ax  +  Const.  und  (wenn 
man  den  Anfangspunkt  auf  der 
Kurve  wählt)  y*  —  2ax. 

b)  Welche  Kurve  hat  eine 
konstante  Subtangente?  Es 

muß  sein  — ,  —  a,  d.  h.  die  De- 

y        ' 

rivierte  von  logy  muß  beständig 

gleich  —    sein.      Erinnert    man    sich    also,    daß    zwei    Funktionen    mit 

gleichen  Derivierten  sich   nur   um   eine   Konstante   unterscheiden  können, 

so  hat  man 

logy  —  —  +  Const 

Die  Konstante  kann  man 
gleich  loga  machen,  indem 
man  den  Anfangspunkt  in 
geeigneter  Weise  auf  der 
x-Achse  verschiebt,  und  man 
gelangt  so  zu  der  Gleichung 
einer  logarithmischen  Kurve: 


Fig.  30. 


y  —  ae 


X 

a 


c)  Eine  der  interessantesten  Kurven  (die  wir  schon  in  §  527,  f  be- 
trachtet haben)  ist  die,  welche  durch  die  Gleichung  y  —  a  ch  —  oder  (§  408) 
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durch 


*(. 


X 

"  +  e 


X 

a 


) 


dargestellt  wird.  Sie  heißt  Kettenlinie ,  weil,  wie  man  in  der  Mechanik 
beweist,  ein  biegsamer  und  unausdehnbarer  Faden,  der  schwer  und  ho- 
mogen ist,  gerade  die  Gestalt 
eines  Bogens  solch  einer  Kurve  y 

annimmt,  wenn  man  ihn  an 
seinen  beiden  Enden  aufhängt. 
Außerdem  gibt  diese  Kurve, 
mit  dem  Scheitel  A  nach  oben, 
das  Profil  der  Gewölbe  ohne 
Reibung.     Man  hat 


8h^ 

a 


y  =  sn  —  =  tgg>, 

sodaß  <p  die  hyperbolische  Am- 
plitude von  -  darstellt  (§  409). 


Direktrix 
Fig.  SS. 


y 


ch* 
a 


Daraus  folgt 
=  sec  <p , 


mithin  y cos <p  =  a.     Also  ist  die  Projektion  der  Ordinate  auf  die 
Normale  konstant.     Überdies  leitet  man  aus 


ds_ 
dx 


cos  9 


a 


<*y 


ff 


ab  ds  =  ady,  mithin  s  =  atg<p,  wenn  man  die  Bogen  vom  Scheitel  A 
aus  rechnet.  Man  rektifiziert  also  den  Bogen  AM,  indem  man 
die  Ordinate  auf  die  Tangente  projiziert. 

d)  Man  beweist  ferner  in  der  Mechanik,  daß  man  die  Dichtigkeit 
von  einem  Ende  des  Fadens  zum  andern  derart  variieren  lassen  kann, 
daß  derselbe  auf  seiner  ganzen  Lange  dem  Zerreißen  einen  gleichen 
Widerstand. entgegensetzt.  Aber  in  diesem  Falle  ist  die  Gestalt,  welche 
der  Faden  annimmt,   die  einer  andern  Kurve,  welche  man  der  Sachlage 

entsprechend  als  Keüenlinie  gleichen   Widerstandes   bezeichnet.      Sie  wird 

sc 
durch  die  Gleichung  y  «=  —  a  log  cos  —  dargestellt.     Diese  Kurve  besteht 

aus  unendlich  vielen  Zweigen,  die  man  erhält,  indem  man  den  zwischen  den 
Asymptoten1)  x  =  ±  \na  enthaltenen  Zweig,  der  die  Abscissenachse  im 
Anfangspunkt  berührt,  und  sich  dort  annähernd  verhält  wie  die  Parabel 
x*  =  2ay,  parallel  zu  der  genannten  Achse  nach  beiden  Seiten  wieder- 
holt um  2 na  verschiebt.  Dieser  zentrale  Zweig  gibt,  mit  dem  Scheitel 
nach  oben,  das  Profil  der  Gewölbe  ohne  Überlastung. 

e)  Sehr  merkwürdig  ist  die  logarWmische  Spirale,  d.  h.  die  Kurve, 
welche    die    von    einem   Punkte    ausgehenden   Geraden    unter   konstantem 


1)  Von  den  Asymptoten,  die  bereits  aus  der  analytischen  Geometrie  be- 
kannt sind,  werden  wir  ausführlicher  in  §  696  handeln. 


t.  Wenn  w  konstant  -ist,  und  man  setzt  m  =  cotw,  so  ist 
,-  in  i-ofaetitnen  —  •=-  m,  mithin  logr  =  mff  +  log«  und 
endlich  r  =  oe"1*.  Das  ist  die  (uns  aus  dem 
in  §  412  Gesagten  bereits  bekannte)  Gleichung 
der  logarith  mischen  Spirale.  Die  Polarsub nor- 
male ist  r  =mr,  die  Subtaugente  -,  =  — 
Polarsubtangente  und  Polars  üb  normale  sind  also 
proportional  zu  dem  Radiusvektor.  Weiter  bat 
man 


M 


-  V7M-  r'» 


,  s —  —XT. 


Wahrend  M  die  Kurve  durchläuft,  findet  te 
Spiralenbogen,  gerechnet  vom  Pol  bis  nun  Punkte 
.V,  in  jedem  Augenblick  seine  Rektifikation  in 
''  MT,  Aus  dieser  Eigenschaft  folgt  unmittel  hm- 
eine  andere,  wegen  welcher  die  logarithmische 
Spirale  in  der  Praxis  benutzt  wird:  Wenn  die  Spirale  ohne  zu 
gleiten  auf  einer  Geraden  rollt,  SO  beschreibt  ihr  Pol  Bin« 
Gerade.  Endlich  bietet  sich  uns  hier  Gelegenheit  zu  der  Bemerkung, 
daß  das  Verhältnis  eines  infinitesimalen  liogens  zu  seiner  Sehne  ( v 
unter  Umstanden  nicht  nach  1  konvergiert.  In  der  Tat,  wenn  M  längs 
einer  logarithmisehen  Spirale  dem  Pol  0  dieser  Kurve  zustrebt,  so  bleibt 
das  Verhältnis  der  Sehne  OM  zu  dem  Bogen  OM  unaufhörlich  gleich 
casa.     Man  beai'hte  jedoch,  daß  die  Tangente  in  0  nicht  UJatiart 

f)  Will  man  eine  Kurve  mit  konstanter  Polarsubnormale  haben, 
su  muH  man  setzen  r'— o.  Daraus  folgt  bei  passender  Orientierung  der 
Polarachse:  r  =  aO.  Die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Kurve  heißt 
grckimeäitckt  Spirale.  Wahrend  8  ins  Unendliche  wachst,  geht  u  von  O 
1  ist,  und  die  Kurve  gebt  daher  vom  Pol  aus  tangential 
zur  Polarachse,  um  dann  immer  mehr  und 
mehr  normal  zu  ihren  Radienyektoren  zu 
werden.  Offenbar  liegen  die  Punkte  .V,  die 
Endpunkte  der  Pol arsub norm al en ,  auf  einem 
Kreise  vom  Radius  a,  der  seinen  Mittelpunkt 
im  Pol  hat  Von  jedem  Punkte  dieses 
Kreises  aus  lassen  sich  unendlich  viele  Nor- 
malen zur  Kurve  ziehen,  deren  Inzideuzpunkte 
auf  einer  Geraden  liegen,  welche  den  Pol 
enthält  Aber  diese  Eigenschaft  ist  weit 
entfernt  fUr  die  archimedisch«  Spirale  cha- 
rakteristisch in  sein.  So  i.  B.  erfreuen  >nh 
dieser  Eigenschaft  nach  die  durch  die  Gleichung 

«B.u  9  —  —  +  Hog— 

dargestellten   Kurven,    zu    welchen,    für  *  •- 0,  die   archimedische   Spirale 
gehört.     Eine  andere  Eigenschaft  dieser  Kurve  laßt  sich  direkt  aus  der 


,  da  tgw  - 
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Fig.  36. 


Gleichung  r  =  ad  ableiten,  wenn  man  einen  zu  dem  Kreise  vom  Radius  a 
konzentrischen  Kreis  konstruiert,  dessen  Radius  beliebig,  aber  größer  als 
a  ist,  und  dann  von  den  Punkten  Q  und  Q\  in  denen  die  Radien vektoren 
OM  und  OM'  die  Peripherie  des  genannten 
Kreises  treffen,  die  Tangenten  QP  und  Q'F 
an  den  andern  Kreis  zieht.  Man  bemerke 
in  der  Tat,  daß  wegen  der  offenbaren  Kon- 
gruenz der  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke 
OPQ  und  OP*Qf  der  Winkel  POP'  gleich 
QOQfj  d.h.  gleich  SO  ist,  die  Länge  des 
Bogens  PP*  also  aiO  -=  ir.  Fixiert  man 
nun  in  A  den  Anfangspunkt  der  Bogen 
auf  dem  inneren  Kreise,  so  hat  man 

Bogen  PPf  —  Bogen  AP'  —  Bogen  AP, 
ir  -  OM' -  OM~QM-Q'M', 

und  daraus  folgt,  wenn  man  noch  PQ  »  P'Qf  hinzufügt, 

Bogen  AP  +  PQ  +  QM  =  Bogen  AP'  +  P'tf  +  QfM', 

d.  h.  der  längs  der  Kurve  bewegliche  Punkt  M  kann  mit  dem  festen 
Punkt  A  durch  einen  biegsamen  und  unausdehnbaren  Faden  APQM  ver- 
bunden werden,  der  beständig  gespannt,  aber  gezwungen  ist  sich  an  den 
Kreis  anzulegen  und  durch  Q  hindurchzugehen.  Auf  dieser  Bemerkung 
beruht  ein  ziemlich  einfacher  Apparat1),  der  zum  Zeichnen  der  archime- 
dischen Spirale  dienen  kann.  Derselben  Eigenschaft  (ir  =  aiO)  ist  der 
Gebrauch  zu  danken,  den  man  in  der  Praxis  von  unserer  Spirale  macht, 
als  Profil  eines  Exzenters,  der  geeignet  ist  eine  gleichförmige  Bewegung 
hervorzubringen. 

g)  Eine  andere  Kurve  ist  charakterisiert  durch  die  Eigenschaft  eine 
konstante  Polarsubtangente  zu  haben.  Sie  heißt  hyperbolische  Spirale 
und  wird  dargestellt  durch  die  Gleichung  rd  =  a.  Für  unendlich  kleines  0 
ist  r  unendlich  groß,  und  die  Kurve  erstreckt  sich  daher  ins  Unendliche; 
aber  dies  geschieht  asymptotisch  zu 
einer  Geraden,  welche  von  der  Polar- 
achse den  Abstand  a  hat,  da 


lim  r  sin  0 

0=0  " 


a 


ist.  Wenn  dagegen  0  ins  Unendliche 
wächst,  so  konvergiert  r  nach  Null, 
indem  es  beständig  abnimmt,  d.  h.  die 
Kurve  wickelt  sich  unbegrenzt  um  den 
Pol  herum,  ohne  ihn  jemals  zu  er- 
reichen. Die  Punkte  T,  die  Endpunkte 
der  Subtangenten,  liegen  offenbar  auf 
einem  Kreise  vom  Radius  a  mit  dem  Mittelpunkt  im  Pol.     Von  jedem 


Mg.  86. 


1)  Clifford:   „Der  gesunde  Menschenverstand  in   den  exakten  Wissen- 
schaften14. 
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Punkte  dieses  Kreises  lassen  sich  an  die  Kurve  unendlich  viele  Tangenten 
ziehen,  und  die  Berührungspunkte  liegen  auf  einer  Geraden,  die  den  Pol 
enthält.  Hierdurch  wird  die  völlige  Unbestimmtheit  der  Tangente  im  Pol 
anschaulich. 

h)  Die  letzte  Eigenschaft   der  hyperbolischen   Spirale   kommt   auch 
andern  Kurven  zu,  insbesondere  der  Kochleoide,   einer  Kurve,  die  durch 

die  Gleichung  r  =  a  — ^—  dargestellt  wird.     In  der  Tat  ist 


cot  09 


r 

r 


cote  — 


e  *- 


d.h. 


ein  (»  —  6)       sin0 


r 
a 


Andererseits    hat    man    in 


sin»  $ 

dem  Dreieck  0M8,  desäen  Scheitel  8  der 
Schnittpunkt  der  Tangente  in  M  mit  der 
zur  Polarachse  in  Bezug  auf  den 
vektor  symmetrischen  Geraden  ist, 


08 


rem  co 


Fig.  37. 


Bin(a>  —  6)       "' 

d.  h.  8  gehört  dem  Kreise  vom  Radius  a  an, 
der  seinen  Mittelpunkt  im  Pol  hat.  Also 
laufen  die  Tangenten  in  den  unendlich  vielen 
Punkten,  die  einem  und  demselben  Radiusvektor 
angehören,  in  einem  Punkte  8  des  genannten 
Kreises  zusammen,  gerade  so  wie  wir  es  bei 
der  hyperbolischen  Spirale  haben.  Nur  ist  im 
Falle  der  Kochleoide  der  Punkt  8  symmetrisch 
zu  dem  Scheitel  A  in  Bezug  auf  den  Radius- 
vektor, während  bei  der  andern  Kurve  8  der  Senkrechten  angehört,  die 
im  Pol  auf  dem  Radiusvektor  errichtet  ist. 

i)  Die  durch  die  Gleichung  r  »  —  ~  dargestellte  Kurve  heißt   Qua- 

BAU  V 

dratrix.      Sie   besteht   aus    einer   unendlichen    Zahl    von    Zweigen,    unter 

denen  einer,  der  zwischen  den  Asymptoten 
x  =  ±  na  enthalten  ist,  eine  gewisse  Ähn- 
lichkeit hat  mit  einem  Zweig  von  einer 
Kettenlinie  gleichen  Widerstandes.  Die  Kurve 
ist  besonders  bemerkenswert  wegen  der  An- 
wendung, welche  die  Alten1)  bei  dem  Problem 
der  Quadratur  des  Kreises  von  ihr  ge- 
macht haben.  Die  Normale  in  irgend  einem 
Punkte  laßt  sich  auf  Grund  der  Bemerkung 
konstruieren,  daß  die  Projektion  der 
Polarnormale  auf  die  Polarachse  kon- 
stant ist.  In  der  Tat  ergibt  sich  ans 
r  sin  0  =»  aO  durch  Derivation 


QP-OA  -flf 


Fig.  88. 


r  cos  6  +  r  sin  0  «»  a. 
Aus   der   Gleichung   in  cartesischen  Koor- 


1)   Siehe    die    „Vorlesungen    über    ausgewählte    Fragen    der    Elementar- 
geometrie" von  F.  Klein. 
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(x  \  oc 

y  =  a;cot  —  I  leitet  man,    indem  man  für  x  cot  —    seine    Ent- 


xl 


setzt,  ab,  daß  sich  die  Kurve  in  der  Umgebung 

s 


Wickelung  a  —  - — |-  •  • 

des  Scheitels  verhält  wie  die  Parabel  x*  =»  3  ay. 

j)  Wenn  man  bei  allen  Radienvektoren  einer  Kurve  eine  konstante 
Länge  hinzufügt  oder  abzieht,  so  erhält  man  eine  zweite  Kurve,  welche 
eine  Konchoide  der  ersten  heißt.  Da  die  Funktion  r  ungeändert  bleibt, 
wenn  man  zu  r  eine  Konstante  addiert,  so  sieht  man  sofort,  daß  die 
Normalen  aller  Konchoiden  einer  Kurve  in  Punkten,  die  auf 
einem  und  demselben  Radiusvektor  liegen,  in  einem  Punkte 
der  Senkrechten  zusammenlaufen,  welche  im  Pol  auf  dem  Ra- 
diusvektor errichtet  ist.  Hierin  hat  man  ein  Mittel,  um  die  Nor- 
malen einer  Kurve  zu  kon- 
struieren, wenn  man  die  Nor- 
malen irgend  einer  von  ihren 
Konchoiden  kennt.  Es  ist  in- 
teressant zu  bemerken,  daß 
die  Konchoiden  einer  archi- 
medischen Spirale  in  Bezug 
auf  den  Pol  lauter  kongruente 
Spiralen  sind  und  die  un- 
endlich vielen  Lagen  darstellen, 
welche  die  ursprüngliche  Spi- 
rale bei  Drehung  um  den  Pol 
annimmt.  Bemerkenswert  ist 
die  eigentlich  so  genannte 
Konchoide,  d.  h.  die  Kon- 
choide der  Geraden.  Sie  hat  zwei  verschiedene  Formen,  je  nachdem  der 
zu  addierende  oder  zu  subtrahierende  Abschnitt  kleiner  oder  größer  ist  als 
der  Abstand  des  Pols  von  der  Geraden.  Diese  Kurve  wurde,  wie  die 
Quadratrix  und  andere  Kurven,  erdacht,  um  die  Winkel  in  drei  gleiche 
Teile  zu  teilen1). 

k)  Noch  wichtiger  ist  die  Konchoide  des  Kreises  in  Bezug  auf  einen 
seiner  Punkte:  r  —  acosö  +  6.  Sie  heißt  Schnecke  und  hat  drei  ver- 
schiedene Formen,  je  nachdem  die  Länge  b  (die  man  immer  als  positiv 
voraussetzen  kann)  kleiner  als  a  ist  oder  zwischen  a  und  2  a  enthalten 
oder  größer  als  2  a  ist.  Für  b  ■=  a  hat  man  eine  spezielle  Schnecke,  die 
sogenannte  Kardioide,  welche  sozusagen  die  Scheidegrenze  bildet  zwischen 
dem  Typus  von  Schnecken,  die  den  Pol  enthalten  und  eine  innere  Schleife 
haben  (b  <  a),  und  den  andern  (b  >  a),  welche  den  Pol  nicht  enthalten. 
Um  übrigens  zu  ermitteln,  ob  die  Kurve  durch  den  Pol  hindurchgeht  und 
welches  die  Geraden  sind,  die  sie  in  diesem  Punkte  berührt,  braucht  man 

nur  r=»0  zu  setzen.     Dann  findet  man  cos  0  = ,  eine  Gleichung,  die 


Fig.  89. 


1)  Klein:  „Vorlesungen  u.  8.  w.u.  Über  eine  sehr  große  Zahl  von  Kurven 
findet  man  Orientierung  in  dem  Buche  von  Loria:  „Spezielle  algebraische 
und  transcendente  Kurven44  (Leipzig,  Teubner). 


M2 


VIfr    An 


auf  die 


H*.  40. 


für  0  nur  \m  Kall*  h  '  a  reelle  Werte  liefert     Wffl 
Xvrir«    /Im    Polaradift*    in    andern    unkten  trifft,   fo   mal 

fetzen  und  & 

im  positiven  oder  im  negativen 
Sinn  auf  der  PoUmekse  ab- 
tragen, je  nachdem  n  gerade 
oder  ungerade  ist  Man  er- 
hilt  auf  dieee  Weiae  xwei 
Punkte,  die  in  den  Abständen 
a  +  b  und  a  —  b  vom  Pol 
liegen,  und  man  sieht,  daB 
für  b  >  a  die  Kurve  den  Pol 
in  allen  Richtungen  umgibt 
Weiter  unten  werden  wir  sehen, 
daB  nur  für  b ^>  2a  die  Karre 
überall  konvex  ist  Um  die 
Normale  in  einem  beliebigen 

hinkte    M    xtt    kutiHtruiernn    genügt   es    M   mit    demjenigen   Punkte 

y.u    verbinden,   der   auf  dorn  Kreise  dem  Schnittpunkt  mit  dem 

KudiuNvektur  diametral  gegenüberliegt. 

1)   Woiu»   iniui  einer  Kurve  r  —  /'(ö)  eine  andere  entsprechen   ladt, 

die  durch  die  Gleichung 

detlniert  int ,  so  braucht  man  nur  tu  bemerken,  daB  -,-  —  V  ist,  um  sieh 

t\\  ttber«eugen,  daB  die  Tangenton  in  solchen  Punkten  der  beiden 
Kurven«  welche  demselben  Wert  von  0  entsprechen,  sich  auf 
der  Senkrechten  treffen,  die  im  Pol  auf  dem  Radiusvektor  er- 
richtet ist.     Vnter  den  Kurven,  die  der  Geraden  r  —  .       -  entsprechen, 

findet  sich  insbesondere  der  Kegelschnitt  r  —    -y-f- — g,  und  man  erhilt 

auf  diese  Weis*  eine  Konstruktion  der  Tangenten  eines  Kegelschnitts,  die 
im  Grunde  mit  der  folgenden  bekannten  Eigenschaft  gleichwertig  ist: 
Wenn  sich  twei  Geraden  rechtwinklig  in  einem  der  beiden 
Htcnnpunkte  eines  Kegelschnitts  schneiden«  so  trifft  jede  von 
iluieu  die  Otrektrw,  welche  iu  dem  betrachteten  Brennpnnkt 
$cho>t%  iw  Pole  der  andern  Geraden. 

«0  Van  tatevhntt  als  &«*ftpiniM'«u  die  Karren«  wekhe  duck  die 
GWhmyc  t*  —  <T*Mn«»l*  dargestellt  werden      l>a  man  hat 


*•  —  4*iv*«i|l.       t$e>-»       —  tgm#. 


V  Weisen  Arc  V^or**?WW«  £****?  »i  aaMtavr 
wtw^    X\e*<   *>n*    »  ^v.a.   *cvi*   **ia#  „Voei 
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so  sieht  man,  daß  co  proportional  zu  0  variiert.  Es  gilt  also  folgendes: 
Wenn  der  Radiusvektor  sich  gleichförmig  um  den  Pol  dreht, 
so  dreht  sich  die  Tangente  gleichförmig  um  den  Berührungs- 
punkt. Aus  diesem  Grunde  heißen  die  Sinusspiralen  auch  Kurven 
proportionaler  Inflexion.  Es  gehören  zu  ihnen  einige  bekannte 
Kurven,  wie  die  Parabel  (mit  dem  Brennpunkt  im  Pol)  für  m  =  —  \ 
und  die  gleichseitige  Hyperbel  (mit 
dem  Mittelpunkt  im  Pol)  für  m  =  —  2. 
Für  m  =  ^  findet  man  die  Kardioide  wieder, 
und  für  m  =  2  erhält  man  eine  andere  be- 
merkenswerte Kurve,  die  sogenannte  Lernrns- 
kate.  Sie  geht,  wie  jede  andere  einem 
positiven  Wert  von  m  entsprechende  Sinus- 
spirale durch  den  Pol  und  liegt  ganz  im 
Endlichen.  Dagegen  erstrecken  sich  die- 
jenigen  Sinusspiralen,  welche  negativen 
Werten  von  m  entsprechen,  ins  Unendliche  und  gehen  nicht  durch  den  Pol. 

590.  Der  Fundamentalsatz  der  Differentialrechnung  (§  549)  läßt 
sich  auch  in  geometrischer  Form  nutzbar  machen.  Wenn  es  sich 
z.  B.  darum  handelt,  an  eine  Kurve  in  einem  Punkte  M  die  Tangente 
zu  ziehen,  so  kann  man  den  Punkt  M\  der  auf  der  Kurve  unendlich 
benachbart  zu  M  ist,  durch  einen  Punkt  M"  ersetzen,  der  unendlich 
benachbart  zu  M'  ist,  vorausgesetzt,  daß  die  Entfernung  M'M"  im 

Vergleich  zu  MM  unendlich  klein  ist,  daß  man  alao  hat  Um  ™  =  0. 

Läßt  man  in  der  Tat  die  Existenz  der  Tangente  zu,  der  MM'  zu- 
strebt, so  muß  auch  MM"  dieselbe  Gerade  als  Grenzlage  haben,  da 
in  dem  Dreieck  MM'M",  wie  beschaffen  auch  der  Winkel  bei  M " 
sein  mag, 

lim  sin  M M M "  -  lim  ^|£  sin  MM"M'  -  0 

ist.     Wir  wollen  gleich  einige  Beispiele1)  hierzu  behandeln. 

a)  Wenn  ein  Kreis  auf  einer  Geraden  rollt,  ohne  zu  gleiten,  so  be- 
schreibt jeder  Punkt  seiner  Peripherie  eine  Kurve,  welche  CyUoide  heißt. 
Es  seien  N  und  N'  die  Punkte,  in  denen  der  Kreis,  betrachtet  in  zwei 
unendlich  benachbarten  Lagen,  die  Gerade  berührt  M  und  M'  seien  die 
zugehörigen  Lagen  des  die  Cykloide  beschreibenden  Punktes.  Um  den 
Übergang  von  M  nach  M'  zu  bewerkstelligen,  kann  man  sich  offenbar 
denken,  daß  der  Kreis  zunächst  um  seinen  Mittelpunkt  derart  sich  dreht, 
daß  der  Punkt  M  nach  L  gebracht  wird,  wobei  er  sich  von  dem  Punkt  N 
(der  Geraden)  um  einen  Bogen  ML  gleich  NN*  entfernt.  Darauf  wird 
der  Kreis  parallel  zu  der  Geraden  verschoben  und  dadurch  in  seine  neue 


1)  Der  Leser  findet  ausgedehntere  Anwendungen  dieses  Prinzips  in  den 
alten,  aber  immer  noch  interessanten  „l&ements  de  Calcnl  infinitesimal14  von 
Duhamel  (t  I,  livre  I). 
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Fig.  48. 


Lage  gebracht,  wobei  der  Punkt  M,  der  sich  bereits  in  L  befindet,  nach 
M'  gelangt,   indem    er    die   Strecke    LM'  =  NN*  beschreibt.      Nunmehr 

kann  man  auf  dieser  Strecke  M' 
durch  einen  Punkt  M"  ersetzen 
derart,  daß  LM"  —  LM  ist. 
Man  vernachlässigt  dabei  die 
Differenz 

j  L M' -  LM" 

«  Bogen  £itf  — -  Sehne  Z  Jf , 

welche  unendlich  klein  von 
dritter  Ordnung  ist  Die  Nor- 
male der  Cykloide  im  Punkte  M 
kann  man  jetzt  betrachten  als 
die  Grenzlage  der  Senkrechten, 
die  in  L  auf  MM"  errichtet  ist.  Wenn  die  durch  L  und  M  zu  der 
festen  Geraden  gezogenen  Parallelen  den  Kreis  in  P  und  Q  schneiden, 
so  muß,  da  das  Dreieck  LMM"  gleichschenklig  ist,  die  genannte  Senk- 
rechte den  Bogen  MNP  halbieren.  Folglich  halbiert  die  Normale  in 
M  den  Bogen  MNQ  und  geht  also  durch  N  hindurch.  Diese  Eigen- 
schaft wird  später  (§  595,  n)  durch  die  Rechnung  bestätigt  werden. 

b)  Wir  wollen  die  Kurve  betrachten,  welche  von  dem  Scheitel  M 
eines  konstanten  Winkels  beschrieben  wird,  dessen  Schenkel  sich  in  der 
Ebene  tangential  zu  zwei  gegebenen  Kurven  bewegen.  P  und  Q  seien  die 
Berührungspunkte  für  eine  gegebene  Lage  des  Winkels,.  P*  und  Q'  die 
analogen  Punkte,  wenn  der  Scheitel  sich  in  der  Lage  M'  befindet,  die  zu 

M  unendlich  benachbart  ist.  M"  sei  der 
Schnittpunkt  der  beiden  Parallelen,  die 
durch  P  und  Q  zu  den  8chenkeln  des 
Winkels  in  seiner  zweiten  Lage  gezogen 
sind.  Man  bemerke,  daß  die  Abstände  des 
Punktes  M"  von  diesen  Schenkeln  im  all- 
gemeinen unendlich  klein  von  zweiter  Ord- 
nung sind,  da  jeder  solche  Abstand  gleich 
ist  dem  Abstand  eines  zum  Berührungspunkt 
unendlich  benachbarten  Kurvenpunktee  von 
der  Tangente.  Daraus  ist  leicht  zu  folgern, 
daß  auch  M'M"  unendlich  klein  von  einer 
höheren  Ordnung  ist,  und  daß  daher  die 
gesuchte  Tangente  die  Grenzlage  der  Ge- 
raden MM"  ist.  Aber  wegen  der  Gleich- 
heit der  Winkel  M  und  M"  gehört  der  Punkt 
M"  dem  festen  Kreise  MPQ  an,  und  MM" 
strebt  also  danach,  diesen  Kreis  in  M  zu  berühren.  Mithin  wird  die 
Normale  des  Ortes  der  Scheitel  im  Punkte  M  erhalten,  indem  man  M 
mit  dem  Schnittpunkt  der  Normalen  der  gegebenen  Kurven  in 
P  und  Q  verbindet. 

")  Als  Fußpunktkurve  einer  Kurve   in  Bezug  auf  eben  Punkt  0 


Fig.  43. 
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bezeichnet  man  den  Ort  der  Fußpunkte  der  von  0  aus  auf  die  Tangenten 
der  Kurve  gefällten  Lote.  Wenn  M  ein  Punkt  dieser  Kurve  ist  und  P 
die  Projektion  von  0  auf  die  Tangente  in  M,  so  erhält  man  die  Nor- 
male der  Fußpunktkurve  in  P,  indem  man  P  mit  dem  Mittelpunkt 
von  OM  verbindet.  Diese  Konstruktion  läßt  sich  sofort  aus  der 
vorigen  herleiten  durch  die  Bemerkung,  daß  im  vorliegenden  Falle  der 
Winkel  ein  rechter  ist  und  eine  der  beiden  Kurven  sich  auf  einen  Punkt 
reduziert.  Auf  diese  Weise  findet  man  z.  B.  die  früher  (§  589,  k)  bereits 
erhaltene  Konstruktion  für  die  Normalen  einer  Schnecke  wieder.  Man  be- 
stätigt nämlich  leicht,  daß  die  Kurve  r  =  a  cos  0  +  b  sich  auch  als  die 
Fußpunktkurve  eines  Kreises  vom  Radius  b  in  Bezug  auf  einen  Punkt  be- 
trachten läßt,  der  in  der  Entfernung  a  vom  Mittelpunkt  liegt.  Hat  man 
insbesondere  zwei  sich  berührende  Kreise,  deren  einer  den  andern  um- 
schließt und  einen  doppelt  so  großen  Radius  hat,  so  ist  die  Fußpunkt- 
kurve des  äußern  Kreises  in  Bezug  auf  den  Berührungspunkt  eine  Kon- 
choide  des  innern  Kreises,  und  zwar  ist  sie  eine  Kardioide. 

d)  Zum  Schluß  wollen  wir  eine  Ellipse  betrachten.  M  und  M' 
seien  zwei  unendlich  benachbarte  Punkte  auf  dieser  Kurve,  F  und  F'  die 
Brennpunkte.  Ferner  sei  P  die  Projektion  von  M  auf  M'F  und  P'  die 
von  M'  auf  MF'.  Abgesehen  von  Infinitesimalen  zweiter  Ordnung  kann 
man  schreiben 

M 'P  -  3t F  -  MF,      MP'  —  MF'  —  M'F', 

M'P  -  MP'  -  (M'F  +  M'F')  -  (MF  +  MF')  -  0. 

Folglich  ist  M'P=*  MP'.     Weiter  erhält  man,   wenn   man  durch  MM' 

dividiert,    cos  MM'F  =  cos  M'MF'    und    endlich    durch    Grenzübergang 

TMF  =  TMF\  d.h.  die  Tangente  ist  gleich  geneigt  gegen  die 
beiden  Radienvektoren,  die  von  den  Brennpunkten  ausgehen.  Dies 
ist  eine  charakteristische  Eigenschaft  der  Ellipse;  denn  aus  der  letzten  * 
Gleichung  erhält  man,  indem  man  den  umgekehrten  Weg  verfolgt,  die 
exakte  Gleichung  dMF  +  dMF'  =  0  und  endlich  MF  +  MF' =  Const. 
In  analoger  Weise  führt  man  den  Beweis  im  Falle  der  Hyperbel,  und 
noch  einfacher  gestaltet  er  sich  bei  der  Parabel 


Krümmung. 

591.  Definitionen.  Als  Kontigenzwinkel  wird  das  Differential 
bezeichnet;  durch  welches  der  Winkel  zwischen  den  Tangenten  einer 
Kurve  in  zwei  unendlich  benachbarten  Punkten  ersetzbar  (vgl.  §  556) 
ist.  Sein  Verhältnis  zu  dem  Differential  des  Bogens  heißt  die 
Krümmung  der  Kurve  in  dem  betrachteten  Punkte.  Offenbar  ist, 
wenn  <p  die  Neigung  der  Tangente  gegen  eine  feste  Gerade  bedeutet, 
dcp  der  Kontingenzwinkel,  und  die  Krümmung  wird  also  gemessen 
durch  die  Derivierte  von  q>  nach  dem  Bogen  s.     Um  die  hier  ge- 

Ceifcro,  Analyiii.  36 
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DefoitMQ  im  Krümmung  so  rcchtfertigeu,  bemerke 
rolgtndea.9  Wenn  man  außer  dem  Punkte  jtf  auf  der  Kurve  einen 
l'inikl  .1/'  wählt,  der  nahe  genug  an  M  Hegt  (vgl.  §  582),  damit  der 
BogftO  MM'  überall  nach  derselben  Seite  hin  konvex  ist,  so  ist  t 
durchaus  natürlich  zu  sagen,  dieser  Bogen  sei  für  einen  gegebenen 
Wert  6*8  Minor  I.Üuge  um  so  mehr  gekrümmt,  je  größer  der  Winkel 
dtp  seiner  äußersten  Tangenten  ist.  Es  ist  infolgedessen  natürlich, 
als  Maß  der  Krümmung  des  genannten  Bogens  das  Verhältnis  -r— 
anzunehmen,  welches  gerade  nach  -?~  konvergiert,  wenn  niati  bei 
festgehaltenem  M  den  Punkt  M'  auf  der  Kurve  nach  M  hinrücken 
läßt.  Dies  fOrausgeechickt  sei  nun  die  feste  Gerade  die  Abaciasen- 
achse.     Dann  sind  die  Richtungskosinus  der  Tangente 

ix  ,i>, 

-T-  =  cosy,    -f^smtp, 


und 


l  dioasn  Gleichungen  ergibt  sich  durch  Deriviitimi 


lithin  (g  558j  ,h 


(?) 


dxd'y  —  d\jd3x 


Im  Falle  eines  Kreises  vom  Radius  y  sagt  uns  diese  Formel,  daß  die 
Krümmung  in  allen  Punkten  beständig  durch  —  ausgedrückt  wird, 
und  man  kann  daher  folgendes  behaupten:  Die  Kr&mrfiu 
beliebigen  ebenen  Kurve  wird  in  jedem  Punkte  gemessen 
durch  die  Krümmung  ihres  oskulierenden  Kreises  . 
Demgemäß  heißen  Radius  und  Zentrum  des  oskulierenden  Kreises 
auch  Krümmungsradius  und  Krümmungszentrum. 

593.    Die  Definition   der   Krümmung  läßt  sich   auch  iu  anderer 
WeiBe  rechtfertigen,  indem  man  zunächst  als  Maß  für  die  Krümmung 
eines  Kreises  den  reziproken  Wert  der  Maßzahl  des  Radius  annimmt. 
Das    kann    man    offenbar    tun   auf   Grund    der    Bemerkung,    ihiß    die 
kleinen   Kreise   Un   gewöhnlichen   Sinne  des    Wortes    mein-   g 
sind  als  die  großen.      Um    nunmehr   die    Krümmung    einer    beliebigen 
Kam    in    dem    Punkte    M   zu    messen,    betrachte    man    alb' 
welche  die    Kurve    in    .1/    berühren    und   zusammen    mit   ihr   »Ib    noch 
derselben   Seite    hin    konkav    sind.      Offenbar   kann    man,   und    zwar 
wieder  auf  Grund  des  intuitiven  Begrub,  den  man  Ton  der  Krümmung 
bat,  sagen,    daß    die   gegebene  Kurve  stärker   gekrümmt   ist,  ids   die 
äußeren    Kreise    und    schwacher    gekrümmt    als   die    inner, 
wird    auf   diese    Weise    zu   der   Behauptung    geführt,    daß    die    Kurve 
ebenso  stark  gekrümmt   ist,  wie  ihr  oaknlierender  Kreis      Vorher  muß 


§  692  Krümmung.  547 

man  aber  beweisen,  daß  dieser  gerade  die  Scheidegrenze  zwischen  den 
inneren  und  den  äußeren  Kreisen  bildet.  In  der  Tat  hat  man  nun, 
wenn  r  der  Radius  eines  Tangentialkreises  der  Kurve  in  M  ist  und 
h  der  Abstand  des  Punktes  M'  von  diesem  Kreise, 

(2  r  +  A)  A  =  (ßx  +  r  sin  <p)*  +  (äy  —  r  cos  qp)2  —  r2, 

mithin  bei  Vernachlässigung  der  Infinitesimalen  von  höherer  als 
dritter  Ordnung 

2rh  =  l>  -  2r-—y-^^-x  +  . . . 

oder,  wenn  man  sich  an  das  in  §  585  Gesagte  erinnert, 

,  ds*       dxd*y —  dyd1  x       dxd*y —  dyd3x 

27  2ds  Öds  " 

Wählt  man  s  als  unabhängige  Veränderliche,  so  wird 

dxcPy  —  dycPx  —  — ,      dxcPy  —  dycPx  —  ds*d  -  • 
Also  ist 

2  W     <>;+  69«  + 

Im  allgemeinen  ist  h  infinitesimal  von  zweiter  Ordnung,  und  zwar 
positiv  oder  negativ  in  der  Umgebung  von  M}  je  nachdem  r<Q 
oder  r  >  q  ist,  d.  h.  die  Punkte  M'  in  genügender  Nähe  von  M 
liegen  alle  außerhalb  oder  alle  innerhalb  des  Kreises,  je  nach- 
dem dieser  innerhalb  oder  außerhalb  des  oskulierenden  Kreises  liegt. 
Für  r  =  q  dagegen  wird  der  Abstand  h  infinitesimal  von  höherer  als 
zweiter  Ordnung  und  hat  das  Zeichen  von  dp.  Daraus  folgt,  wenn 
die  Derivierte  von  q  nach  s  in  M  als  stetig  und  von  Null  verschieden 
vorausgesetzt  wird,  und  wenn  man  sich  die  Kurve  im  Sinne  der 
wachsenden  Bogen  durchlaufen  denkt,  daß  die  Punkte  M'  in  ge- 
nügender Nähe  von  M  vor  M  im  Innern 
und  nach  M  außerhalb  des  oskulierenden 
Kreises  liegen,  falls  die  Krümmung  ab- 
nimmt. Dagegen  liegen,  falls  die  Krümmung 
mit  s  zunimmt,  die  Punkte  M'  vor  M 
innerhalb  und  nachher  außerhalb.  Im  all- 
gemeinen also  durchsetzt  der  osku- 
lierende  Kreis  die  Kurve  in  dem 
Punkte,   in  welchem  er  sie  berührt.  Fig. 44. 

Jedoch    kann    es    vorkommen,    daß    dies 

nicht  der  Fall  ist,  in  Punkten,  für  welche  dQ  verschwindet,  für 
welche  daher  h  mindestens  von  vierter  Ordnung  infinitesimal  wird. 
Auf  alle  Fälle  ist  aber  der  oskulierende  Kreis  einer  Kurve  in 
einem  Punkte  M  charakterisiert  durch  die  Eigenschaft,  daß 
die   zu    M  unendlich    benachbarten   Kurvenpunkte   M'    von 

85* 
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ihm  Abstände  haben,  die  infinitesimal  von  höherer  als 
zweiter  Ordnung  sind. 

593.  Ist  H  der  Schnittpunkt  der  Normalen  in  M  und  M'}  so 
läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  das  Krümmungszentrum  in  M  die  Grenz- 
lage des  Punktes  H  ist,  wenn  man  bei  festgehaltenem  M  den 
Punkt  M'  nach  M  hinrücken  laßt.  Bezeichnet  man  in  der  Tat  mit 
n  die  Länge  der  Strecke  MH,  so  ist  der  Abstand  des  Punktes  M 
von  der  Normale  in  M'  offenbar  gleich  nsintfqp  und  läßt  sich  an- 
dererseits ausdrücken  als  Summe  der  Projektionen  von  dx  und  dy 
auf  die  Tangente  in  M'y  sodaß  man  hat 

n  sin  dy  =  cos  (<p  +  d<p)  •  dx  +  sin  (<p  +  d<p)  •  dy. 

Nennt  man  also  q  den  Grenzwert  von  n,  so  ist 

q  d<p  =  cos  qp  •  dx  +  sin  <p  •  dy  =  ds, 

d.  h.  q  ist  gerade  der  Krümmungsradius.  Man  kann  demnach  be- 
haupten, daß  die  Normalen  in  Punkten,  die  zu  M  unendlich 
benachbart  sind,  in  infinitesimalen  Entfernungen  am  Krüm- 
mungszentrum in  M  vorbeigehen.  Es  ist  ferner  leicht  diese 
Entfernungen  auszurechnen.  Man  braucht  nur  zu  bemerken,  daß  ab- 
gesehen von  höheren  Infinitesimalen 

/  *      .  *  \      .  *  dx  •  dx  +  dy  •  dy       ds    .    d*s 

n  -  (cosy  •  Sx  +  smqp .  dy)cotd<p jfdjT       =  dj  +  2d9 

und  endlich  n  =  Q  +  ^dQ  ist,  wenn  man  tp  als  unabhängige  Ver- 
änderliche annimmt. 

694.  Die  Formel  (7)  schließt  alle  andern  Formeln  ein,  welche 
zur  Berechnung  der  Krümmung  dienen  und  übertrifft  sie  oft  durch 
Einfachheit  und  Leichtigkeit  der  Rechnung.     Setzt  man 

|[> 
<p  =  arctg  y      oder     tp  =  0  +  arctg  -7 , 

je  nachdem  man  von  cartesischen  oder  von  Polarkoordinaten  Gebrauch 
macht,  so  ergibt  sich  durch  Derivation 

dtp  _      y"  dy  r'i-rr" 


dx       1  +  y*'      dß       A   '     r'  +  Z1  > 

und  da  ds  —  Y 1  +  y*  •  dx  —  }/r*  +  r%  •  dd  ist,  so  findet  man  die 
Formeln  wieder 

Wenn  die  Kurve  durch  die  Gleichung  /*(#,  y)  —  0  gegeben  ist,  so 
genügt  es  auf  ein  früheres  Resultat  (§  574)  zurückzugreifen,  um  den 
ersten  der  Ausdrücke  (8)  in 
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(9) 


9 


vrt 


o 

df 

dx 
df 


df 

df 

dx 

dy 

d*f 

av 

dx* 

dxdy 

av 

av 

dy     dydx      dy* 

zu  verwandeln.  Auch  dieser  Ausdruck  laßt  sich  aber  aus  (7)  her- 
leiten. Behandelt  man  q>  als  eine  Funktion  von  x  und  y,  welche 
ihrerseits  Funktionen  von  s  sind,  so  hat  man 


dw       dq>  dx   ,   dw  dy  dq>    ,      .  dq> 


mithin 


ds       da;  d*        dy  ds 


dx 


oy 


T  =  äZam'P-äZCOB,P 


dx 


dy 


Andererseits  weiß  man  (§  586),  daß  die  Richtungskosinus  der  Nor- 
male folgende  sind: 

1     df        1      df 


(10) 
Also  ist 

oder 

(ii) 


sin  9 


Y~äfd 


äZ>      C089 


x 


yjfdy 


-  —  -■  d  (  *    aA  i  a  (  —  ^A 

?  =  dx\y-jf'dx)  'r  3y  ^y^/  2y,/ 


*f  j_dt  a 


Dies  ist  eine  wichtige  Formel  von  Bonnet.    Eine  leichte  Rechnung 
gibt 


df  d 


+  df  d 


und  da 


dx  dx  y^ff  ^  dy  dy  y  jf 
(jrfld&Kdx)  i_ 'dxdy  dxdy  +  dy*\dy)  J' 


*f 


.^(dx'  +  ^JLKdx)  +\dy)l 


ist,  so  findet  man  endlich  die  Formel 

l  =         l     r8Y  /8A»      s  ay    df  df      d'f  (df\*i 
q  /jfÄVcx%\dy)  dxdy  dxdy      dy*\dx)  y 

welche  von  (9)  nicht  verschieden  ist.  Was  die  Formel  (11)  betrifft, 
so  ist  sie  deshalb  wichtig,  weil  sie  den  Invariantencharakter  der 
Krümmung  in  Evidenz  setzt  In  der  Tat  ist  uns  dieser  Charakter 
bereits  bekannt  (§  569)  bei  dem  ersten  Gliede  auf  der  rechten  Seite, 
und  es  wird  also  für  uns  genügen  zu  zeigen,  daß  die  andern  Glieder 
zusammen  eine  geometrische  Bedeutung  haben,  die  von  den  Achsen 


jrwcndungen  auf 


>i>enen  Kurven. 


unabhängig  ist.     Bezeichnet  man  nun   aber  die  Funktion     ,  _   kurz 

mit  g  und  zieht  dnreh  einen  beliebigen  Punkt  M  der  gegebenen 
Kurve  /"  =  0  die  Kurve,  längs  welcher  die  Funktion  <J  konstaut  bleibt, 
so  läßt  sich  leicht  der  Winkel  co  berechnen,  den  die  beiden  Kurven 
in  M  bilden.  Schreibt  man  nämlich  die  Formeln  (10)  für  die  zweite 
Kurve  auf,  so  findet  man  sofort  (vgL  §  577,  o) 


(dt  9t      ■ 


y  4f-4g  \flxc 


•  "  i  :'  ' 


595.  Übungen,  a)  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe  die  Krümmungs- 
centra  derjenigen  Kurven  zu  konstruieren,  die  in  der  Praxis  am  häufigsten 
benutzt  werden.  Wir  wollen  mit  der  einfachsten  von  allen,  nächst  dem 
Kreise,  beginnen,  nliralieli  mit  der  logarithraisclu-n  Spirille  (r  =  oem,)1 
die  sich  übrigens  für  m  =  0  auf  einen  Kreis  reduziert.  Da  r  =  mr, 
r"  =  mr  =  m*r  ist,  so  hat  man  r'*=-  rr",  und  die  /weite  der  Formeln.  (8) 
zeigt  uns,  daß  o  gleich  yr*  +  r'1  =  n  wird.  Noch  rascher  gelangt  man 
zu  diesem  Resultat  mit  Hilfe  der  Formel  (7),  wenn  man  bemerkt,  daß 
ans  g>  =  0  +  w  folgt  dtp  =  dB.  Man  findet  also  wegen  ds  ■>  udO  lolort 
o~ft,  4  h.  bei  der  logarithmischen  Spirale  ist  der  Krümmungs- 
radius gleich  der  Polarnormale,  Mithin  ist  (vgl.  §  .V  ■ 
Krümmungszentrum  N.  Diese  Eigenschaft  erscheint  als  evident,  wenn 
man  unter  Erinnerung  an  das  in  §  593  Gesagte  bemerkt,  daß  der  den 
Normalen  in  M  und  M'  geraeinsame  Punkt  //  dem   Kreis«  OMJt   M- 

gehört,  da  OMU=  OM'H  ist.      Wenn  M'  nach  M  hinrückt,   so  strebt 

der  Kreis  danach  die  Kurve  in  M  zu  berühren,  mitbin  hat  11  lie  'IVmbiiz 
mit  K  zusammenzufallen,  dem  Ponkte,  der  M  auf  dem  (Iren /.kreise  dia- 
metral gegenüberliegt.  Früher  haben  wir  gesehen,  daß  die  Polartangent«, 
d.  h.  MT,  die  Lange  des  Bogens  OM  darstellt,  und  jetzt  wollen  wir  die 
Relation  p  -=  ms  beachten,  die  sich  sozusagen  an  dem  Dreieck  NMT  ab- 
lesen läßt.  Bei  jeder  ebenen  Kurve  kann  man  in  analoger  '■'■■ 
Relation  zwischen  s  und  p  betrachten.  Sie  heißt  die  natürliche  Gleichung 
der  Kurve')  und  reicht  aus,  um  deren  Gestalt  zu  bestimmen. 

logarithmischen  Kurve   \jf  =  ae")  hat  i 
Mithin  giht  die  erste  der  Formeln  (8) 


i    T  und  N  die  Punkte,   in    welchen   die  Tangente   und   die    Nor- 
male   die    Asymptote    treffen.      Wenn    die    in    T    auf    der    Aeyu 
richtete   Bi  nknohte  in  //  die  Normale  schneidet,  so  ist  der  Krflmmnngs- 
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radius    so    lang    wie    die    Strecke    NH,    und    man    kann    daher    das 
Krümmungszentram  C  konstruieren,  indem  man  II C  =  NM  macht. 

c)  Bei  der  auf  ihre  Asymptoten  bezogenen  gleichseitigen  Hyperbel 
hat  man 


mithin  MTO  =  0.     Ferner  ist 


X 


a? 


S  1 


?  = 


2aJ 


Also  variiert  der  Krümmungsradius  proportional  zu  dem  Kubus 

desDurchmessers.  Um 

das    Krümmungszentrum  V 

zu  konstruieren,  bemerke 

man,  daß  man  hat 


2a» 

r 


ein  20 


MQ. 


Folglich  ist  MC  =  MQ, 
d.  h.  das  Krümmungs- 
zentrum ist  in  Bezug 

auf  M  symmetrisch  zu  Q.  Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  mit 
Hilfe  von  (7),  da  man  wegen  <p  =»  it  —  0  hat  d q>  =  —  cfö,  mithin 
q  =  —  n.  Wir  wollen  hier  bemerken,  daß,  wenn  man  zwei  andere 
Punkte  Mf  und  M"  auf  der  Kurve  nimmt,  die  geradlinige  Strecke,  die 
vom  Mittelpunkt  des  Kreises  MM'M"  nach  dem  Orthozentrum  des  Drei- 
ecks MM'M"  führt,  von  dem  Schwerpunkt  dieses  Dreiecks  im  Verhältnis 
von  1  zu  2  geteilt  wird,  und  daß  andererseits  nach  einer  bekannten 
Eigenschaft  der  gleichseitigen  Hyperbel  das  Orthozentrum  der  Kurve  an- 
gehört. Rücken  nun  Mr  und  M"  nach  M  hin,  so  streben  der  Schwer- 
punkt und  der  Mittelpunkt  des  umbeschriebenen  Kreises  den  Lagen  M 
bezw.  C  zu,  und  es  ist  also  klar,  daß  das  Orthozentrum  dem  Schnitt- 
punkt H  der  Normale  mit  dem  andern  Hyperbelzweig  zustrebt,  und  daß 
man  hat  MH=*2q.  Mit  andern  Worten:  Der  Durchmesser  des 
oskulierenden  Kreises  in  einem  beliebigen  Punkte  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel  ist  gleich  dem  Abschnitt,  den  die  Kurve 
selbst  auf  der  Normale  bestimmt. 

d)  Die  Kardioide  ist  zunächst  bemerkenswert  wegen  der  Leichtigkeit, 
mit  der  sie  sich  rektifizieren  läßt  Aus  r —  a  (l  -f  cos  ff)  leitet  man  der 
Reihe  nach  ab 


r'—  —  asinö, 


ds 
dB 


V^W 


S  _ 


ß 

2  a  cos  y  , 


4a  sin  —, 


wenn  man  den  Scheitel  A  zum  Anfangspunkt  der  Bogen  macht.  Wenn 
der  Radiusvektor  OM  in  L  den  Kreis  trifft,  der  durch  A  hindurchgeht 
und  seinen  Mittelpunkt  im  Pol  hat,  so  sieht  man,  daß  der  Bogen  AM 
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so  lang  ist  wie  die  gerade  Strecke  AL.     Daraas  folgt  insbesondere, 
daß  die  Länge  der  ganzen  Kardioide  gleich  8  a  ist.     Außerdem  hat  man 


r"--acos0,    r't-r/'  =»a'(l  +  cos  0) 


n'  +  An. 


S 


Fig.  46. 


Also  teilt  das  Krümmungszentrum,  welches  zu  M  gehört,  die 
Polarnormale  im  Verhältnis  von  2  zu  1.  Zu  dieser  Eigenschaft 
gelangt  man  rascher  mit  Hilfe  von  (7),  nachdem  einmal  die  Konstruktion 

der  Normale  bekannt  ist.  Man 
beschreibe  in  der  Tat  den  Kreis 
vom  Durchmesser  a,  dessen 
Konchoide  (§  589,  k)  in  Bezog 
auf  einen  seiner  Punkte  0 
die  betrachtete  Kurve  ist 
H  sei  der  Mittelpunkt  des 
Kreises,  P  derjenige  von  seinen 
Punkten,  welcher  auf  dem  Ra- 
diusvektor OM  liegt,  und  Q 
der  dem  Punkt  P  diametral 
gegenüberliegende  Punkt  Be- 
kanntlich ist  MQ  die  Nor- 
male der  Kardioide  in  M. 
Aus  dem  Umstand,  daß  das 

Dreieck  MPQ  wie  OHP  gleichschenklig  ist,  folgt  PMQ  —  ±0. 
Also  ist  die  Neigung  der  Normale  gegen  die  Polarachse  £0,  sodaß 
d(p*=$dO  ist,  folglich  p  =  £w.  Es  sei  N  der  andere  Punkt  unseres 
Kreises,  der  auf  MQ  liegt.  Da  das  Dreieck  MPQ  gleichschenklig  ist,  so 
halbiert  offenbar  N  als  Projektion  von  P  auf  MQ  die  Strecke  MQ.  Der 
zu  P  in  Bezug  auf  N  symmetrische  Punkt  heiße  M\  Die  Gerade  HM' 
trifft  MQ  im  Krümmungszentrum.  In  der  Tat  ist  der  so  konstruierte 
Punkt  C  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  PQM\  und  man  hat  daher 

M C  =  MN+  ±NQ  =  tMN-  }MQ. 

Endlich  bemerke  man,  daß  die  natürliche  Gleichung  der  Kardioide 
s*  +  9p8=  Const.  ist.  Wenn  man  die  Bogen  vom  Pol  aus  rechnet,  so 
findet  man,  daß  die  Länge  des  Bogens  OM  folgende  ist: 

s  =»  4  a  (1  —  sin  y  j  • 
Andererseits  ist  die  Länge  der  Sehne  OM  folgende: 


r  =  a  (1  +  cos  0)  =  s  — 


iL 

8a 


Zu  dieser  Relation  kann  man  auch  auf  geometrischem  Wege  gelangen  mit 
Hilfe  der  Bemerkung,  daß  nach  der  Gleichung  der  Kardioide  das  von  A 
auf  OM  gefällte  Lot  durch  den  zu  L  in  Bezug  auf  M  symmetrischen 
Punkt   hindurchgeht      Hiernach    ist   AL*  =  4  a  •  2 ML    oder   (4C-I)1 
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=»8a(2a  — r)  u.  s.  w.  Daraus  folgt,  daß,  wenn  M  nach  0  hinrückt, 
die  Differenz  zwischen  dem  Bogen  und  der  Sehne  nicht  infinitesimal  von 
dritter  Ordnung  ist  (vgl.  §  585),  sondern  von  zweiter.  Das  liegt  an 
dem  Umstand,  daß  die  Krümmung  in  0  unendlich  ist. 

e)  Aus  der  Gleichung  der  Sinus  Spiralen  rro  =  amsinfnö  leitet 
man  ah  r*1"*1/  =  amcosro0,  ferner  (w  —  lJr^-V1  +  rm-1r"=  —  mrm, 
d.  h.  (m  -  1) r%  +  rr"  =  —  mr*  und  endlich  r*  -  rr"  =  m(r*  +  r*). 
Also  hat  man 

(r«-f/»)*       ==Vf,l  +  f"==      n 
9       (i  +  wJCH  +  r1)  ~"     1  +  ro  1  +  ro' 

ein  nach  (7)  evidentes  Resultat,  da  q>  =  0  +  co  =  (l  +  m)  0  ist.  Es 
folgt  daraus,  daß  der  Krümmungsradius  proportional  zu  der 
Polarnormale  ist.  Für  m  =  —  2  und  für  m  =  \  findet  man  die  ohen 
angegebenen  Konstruktionen  des  Krümmungszentrums  der  gleichseitigen 
Hyperbel  und  der  Kardioide  wieder.  Für  tw  =  2  erhält  man  die  analoge 
Konstruktion  für  die  Lemniskate.  Für  m  =  —  £  findet  man,  daß  bei 
der  Parabel  die  im  Brennpunkt  auf  den  Radiusvektor  errichtete  Senk- 
rechte den  Krümmungsradius  halbiert,  u.  s.  w.  Setzt  man  endlich  m  =  0, 
so  kommt  man  wieder  auf  die  bei  der  logarithmischen  Spirale  gefundene  Kon- 
struktion. Man  pflegt  aus  diesem  Grunde,  obwohl  andererseits  die  Gleichung 
r"1  =»  amsinroö  für  ro=»0  illusorisch  wird,  auch  die  logarithmische  Spirale 
als  eine  Sinusspirale  zu  betrachten,  die  dem  Wert«  0  des  Index  m  ent- 
spricht. Sie  bildet  gewissermaßen  die  Grenze  zwischen  der  Klasse  der  im 
Endlichen  gelegenen  Sinusspiralen  (§  589,  m)  und  der  Klasse  derjenigen 
Sinusspiralen,  die  sich  ins  Unendliche  erstrecken. 

f)  Die  beiden  Klassen  von  Sinusspiralen  lassen  sich  auseinander  durch 
Inversion  ableiten.  Man  nennt  so  diejenige  geometrische  Transformation, 
welche  jedem  Punkt  der  Ebene  seinen  reziproken  in  Bezug  auf  einen 
festen  Kreis  entsprechen  läßt.  *  Wenn  r  =  f(0)  die  Gleichung  einer  be- 
liebigen Kurve  ist,  so  ist  r  =  a%jf{S)  die  Gleichung  ihrer  inversen  in 
Bezug  auf  einen  Kreis  vom  Radius  a  mit  dem  Mittelpunkt  im  Pol.  So 
bieten  uns  die  archimedische  Spirale  und  die  hyperbolische  Spirale,  die 
Kochleoide  und  die  Quadratrix,  die  gleichseitige  Hyperbel  und  die  Lemnis- 
kate, die  Parabel  und  die  Kardioide  und  allgemeiner  zwei  Sinusspiralen 
mit  entgegengesetzt  gleichen  Indices  Beispiele  für  Paare  von  inversen 
Kurven.  Es  ist  also  nützlich  zu  wissen,  wie  man  die  Krümmungszentra 
einer  Kurve  konstruiert,  wenn  man  die  einer  zu  ihr  inversen  Kurve  kon- 
struieren kann.  Wir  überlassen  es  dem  Leser  zu  zeigen,  daß  in  zwei 
Punkten,  die  sich  auf  zwei  inversen  Kurven  entsprechen,  die  Tangenten 
in  Bezug  auf  den  Radiusvektor  antiparallel  sind  und  die  Krümmungs- 
zentra in  gerader  Linie  mit  dem  Inversionszentrum  liegen. 

g)  Asiroide    heißt   die   in    rechtwinkligen    cartesischen    Koordinaten 

x        x         A 
durch  die  Gleichung  x    +  y    —  a     dargestellte   Kurve.      Sie  ist  symme- 
trisch in  Bezug  auf  beide  Achsen  und  besteht  aus  vier  gleichen  Bogen, 
die  in  ihren  Endpunkten  die  Achsen  zu  Tangenten  haben.     AB  sei  einer 

dieser  Quadranten,  und  man  lege  in  seinen  Mittelpunkt  (#  =  t/=-a/2  }/2) 
den  Anfangspunkt  der  Bogen.     Offenbar  ist 


Daraus   folgt   insbesondere,    daß    die  Lltnge    der   ganzen  Kurve    gleich    6« 

ist.     Ferner  hat  man 


Eine    leichte    Rechnung    zeigt    dann,    daß    4  s1 +p*=Ja*    die    naturliche 
Gleichung   der    Astroide   ist.      Man   gelangt   aber  leichter   zur  Aufdeckung 


der  Eigenschaften    dieser   Kurve, 


und  genügen,  1 

geschickt  hat  man 

dx  =  —  3asin0cost0o*ff, 


geo-nit'tii^lii'ri 
Ort  betrachtet,  der  in  folgender 
Weise  definiert  ist.  Manlieschreibe 
um  den  Anfangspunkt  einen  Kreis 
mit  dem  Radius  a  und  projiziere 
jeden  Punkt  N  dieses  Kreises  zu- 
nächst auf  die  beiden  Achsm, 
nach  P  und  Q,  sodann  auf  PQ, 
nach  M.  Der  Ort  von  M  ist 
eine  Astroide.  Wenn  man  nftmlich 
mit  6  den  Winkel  HOA  »«ninhnnt, 
so  hat  man    3f  P  =  «  sin*  ff, 

MQ  =  a  cos?  8. 

Die  Koordinaten  von  M  sind  daher 

x  —  MQ    cosff^  acos'0, 

y  =  MP  -sinO  =  aän'tj 


Dies  voraus- 


<l  y  —  3  (i  cos  ff 


,     da  —  3asinffcosffdff 

Also  ist  zunächst  die  Neigung  der  Tangente  gegen  die  Achs*  der  x 
gleich  ir  —  ff,  d.  h.  die  Tangente  in  M  ist  die  Gerade  PQ  selbst.  Daraus 
ergibt  sich  sofort,  daß  der  durch  die  Achsen  auf  der  Tangente  be- 
stimmte Abschnitt  bestandig  gleich  a  ist.  Ferner  hat  man,  wenn 
man  den  Anfangspunkt  der  Bogen  in  den  Mittelpunkt  des  Be 
legt,  3  •=  —  |  a  cos  2  0  und  daher 

Bogen  MA  =  \a(l  -  cos  2  ff)  -  jasin'ff-  3  MP. 

Also  lassen  sich  die  Bogen  MA  und  MB  sofort  auf  der  Tangente  rekti- 
fizieren, indem  man  die  Strecken  MP  und  MQ  um  die  Hälfte  verlängert 
Endlich  ist  der  Krümmungsradius,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 


ji 


j  sin  2  ff, 


nnd    man    erkennt   aufs    neue,    daß    4  «'  +  f'  =  } "'    ist-      Bemerkt 
ferner,  daß  MN  =  a  sin  9  cos  $  ist,  so  erhalt  man  p  -  3Jf,V.     Abo   ist 


so    tu 
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der  Krümmungsradius  das  Dreifache  von  MN.  Bezeichnet  man 
mit  N'  den  andern  Schnittpunkt  der  Normale  mit  dem  Kreise,  so  kann 
man  auch  sagen,  daß  das  Krümmungszentrum  in  Bezug  auf  M 
symmetrisch  zu  N'  liegt. 

h)  Längs  eines  Kegelschnitts  variiert  die  Krümmung  wie  der 
Kubus  des  Abstandes  zwischen  Mittelpunkt  und  Tangente. 
Wählt  man,  um  einen  bestimmten  Fall  zu  haben,  eine  Ellipse,  bezogen 
auf  ihre  Achsen,  so  kann  man  aus  der  Gleichung  b%x%  +  a*y*  =  a*b%  der 
Reihe  nach  ableiten 

i^  +  aW-O,     b*  +  a*9'*  +  aW-0,    aW=-&4. 
Führt  man  den  Abstand  des  Mittelpunktes  von  der  Tangente  ein 


und  wählt  das  Zeichen  von  q  passend,  so  wird 

»-TP- 

Andere  Formen  von  q  erhält  man,  indem  man  versucht  anstatt  h  die 
Länge  l  des  zu  OM  konjugierten  Halbdurchmessers  hineinzubringen  oder 
die  Länge  n  des  Normalenabschnitts  MN,  der  zwischen  Incidenzpunkt  und 
Fokalachse  enthalten  ist.  Man  braucht  nur  zu  beachten,  daß  Ih  =  aft, 
nh  =  b*  ist,  um  zu  finden 

—  ü.  ?! 

wo  wie  üblich  &*/a  =  p  gesetzt  ist.  Zu  der  letzten  Formel  gelangt  man 
in  bequemer  Weise  bei  Benutzung  von  Polarkoordinaten.  Die  Gleichung 
des  Kegelschnitts,  bezogen  auf  einen  Brennpunkt  F  als  Pol  und  die 
Fokalachse  als  Polarachse,  lautet  nämlich  r  =»  jp/(l  —  k  cos  ff) ,  und  eine 
bekannte  Formel  (§-  558,  d),  in  welcher  man 

1  —  k  cos  0       ^       k    .    ~       ^,      k 


,     f=-sin0,     r=-cos0,     f+f'=±- 


p        '     •        p  '  p  .     .    .  .         p 

zu  setzen  hat,  liefert  uns  sofort 

(r1  —  2 Ar*  cos  0  +  Jb1*-*)* 
9 p 

Inzwischen  bemerke  man,  daß  in  dem  Dreieck  FMF\  in  welchem  MN 
den  Winkel  M  halbiert, 

FN      FM 


2ka        Sa  ' 


FN~kr,    n'~r*-2*r,cos0  +  *V 


ist  (wenn  man  sich  daran  erinnert,  daß  MF+  MF'=*  2a,  NF+  NF*—  2ka). 
Man  kommt  auf  diese  Weise  wieder  zu  der  oben  erhaltenen  Formel. 

i)    Wir  wollen   nunmehr  die  letzte  Form  von  q   geometrisch   inter- 
pretieren und  das  Krümmungszentrum  in  einem  Punkt  eines  Kegelschnitts 
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zu  konstruieren  versuchen.  Zunächst  bemerken  wir,  daß  man  durch  Pro- 
jektion von  FNM  auf  FM  findet 

n  cos tf;  =  r  —  fcr  cos  0  «->  jp , 

d.  h.  die  Projektion  der  Nor- 
male auf  den  Radiusvektor 
ist  konstant  und  gleich  p. 
Dies  vorausgeschickt  hat  man 

nf  n 

^  mm  p*  ™"  cob'^" 

Man  errichte  also  in  N  auf 
der  Normale  ein  Lot  bis  zum 
Schnittpunkt  P  mit  einem 
Radiusvektor;  darauf  er- 
richte man  in  P  ein  Lot  auf 
dem  Radiusvektor:  dieses 
trifft  die  Normale  in  dem  ge- 
suchten Erümmungszentrum. 
Man  gelangt  zu  demselben  Resultat, 
indem  man  einige  Bemerkungen  infinitesimalgeometrischer  Art  (§  590,  d) 
zu  Hilfe  nimmt,  nach  welchen,  wenn  man  MF=r}  M JF'—  /  setzt  und 
mit  0  und  ff  die  Winkel  des  Dreiecks  MFF'  in  F  und  F'  bezeichnet, 

rdO  =  —  rdff—  cos  tf;  •  d$ 

ist.  Da  man  die  Neigung  der  Normale  gegen  die  Fokalachse  durch  0  +  ^> 
oder  durch  das  Supplement  von  ff -\-  ty  ausdrücken  kann,  so  hat  man 
offenbar  für  den  Kontingenzwinkel 

d<p  —  dd  +  dtf/,       —  d<p  =»  dff+  dy 


Daraus  folgt,  wenn  man  subtrahiert  und  durch  ds  dividiert, 

2       dd       d& 

q  "~  ds        ds 


(y  +  7)008^. 


Andererseits  werden  die  Brennpunkte  durch  die  Normale  und  die  Tan- 
gente harmonisch  getrennt,  ihre  Projektionen  auf  die  Normale  teilen 
folglich  die  Strecke  n  harmonisch,  sodaß 

i-  «=      *        ,        1  2 

n        r  cos  ^>       r  cos  ^  ™  9  cos1  ^> 

ist  oder  0  cos2 1/;  =  n  u.  s.  w.  Mit  Hilfe  ganz  einfacher  geometrischer  Be- 
trachtungen läßt  sich  ferner  die  oben  angegebene  Konstruktion  in  eine 
andere,  ebenso  nützliche  verwandeln,  die  man  Mannheim1)  verdankt 
Das  von  C  auf  FF'  gefällte  Lot  möge  PP9  in  Q  treffen  und  ff,  G' 
seien  die  Schnittpunkte  der  durch  Q  gezogenen  Parallelen  zu  FF*  mit 
MF  und  MF'.     Da  die  Winkel  CPG  und  CQG  rechte  sind,  so  Hegen 

die  Punkte  C,  P,  Q,  G  auf  einem  Kreise,  und  es  ist  daher  CGQ  —  CPQ. 


,Cours  de  Geometrie  descriptive",  p.  175. 
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In  analoger  Weise  zeigt  man,  daß  CG'Q  =  GPQ  ist,  und  da  man  offen- 
bar hat  CPQ  =  CPQ,  so  ist  CGQ  =  CG'Q,  d.  h.  das  Dreieck  CGG'  ist 
gleichschenklig,  mithin  halbiert  Q  die  Strecke  GG\     Daraus  ergibt  sich, 


Fig.  49. 

daß  die  Gerade  M Q  durch  den  Mittelpunkt  von  FJF',  d.  h.  den  Mittel- 
punkt des  Kegelschnitts,  hindurchgeht.  Man  gelangt  auf  diese  Weise  zu 
folgender  zweiten  Konstruktion:  Man  errichte  in  N  ein  Lot  auf  der 
Normale  bis  zum  Schnittpunkt  Q  mit  dem  Durchmesser;  darauf 
fälle  man  von  Q  aus  ein  Lot  auf  die  Fokalachse:  dieses  trifft 
die  Normale  in  dem  Krümmungszentrum. 

j)  Die  erste  Konstruktion  des  Krümmungszentrums  eines  Kegel- 
schnitts ermöglicht  es  uns  folgendes  Problem  zu  lösen:  In  einem  Punkte 
der  von  einem  gegebenen  Punkt  aus  gebildeten  Fußpunktkurve 
einer  beliebigen  Kurve  das  Krümmungszentrum  zu  konstruieren, 
wenn  man  das  zugehörige  Krümmungszentrum  der  Kurve  selbst 
kennt  Dem  Punkte  M  der  gegebenen  Kurve  entspreche  auf  der  Fuß- 
punktkurve der  Punkt  P,  d.  h.  P  sei 
die  Projektion  eines  festen  Punktes  0 
auf  die  Tangente  der  Kurve  in  M. 
Die  Projektion  des  Kiiimmungszentrums 
dieser  Kurve  auf  OM  sei  Q.  Man 
projiziere  ferner  Q  auf  die  Normale 
MC  und  verbinde  den  so  erhaltenen 
Punkt  JV  mit  0.  Das  Krümmungs- 
zentrum der  Fußpunktkurve  in  P 
liegt  im  Schnittpunkt  K  von  ON 
mit  der  Normale  der  Fußpunkt- 
kurve in  P.  In  der  Tat  läßt  sich, 
wenn  man  die  unendlich  kleinen  Größen 
von  höherer  als  zweiter  Ordnung  ver- 
nachlässig^  die  gegebene  Kurve  in  der 

Umgebung  von  M  durch  den  oskulierenden  Kreis  ersetzen  (§  592)  oder  durch 
irgend  eine  andere  Kurve,  die  in  M  dasselbe  Krümmungszentrum  C  hat. 
An  die  Stelle  der  von  0  aus  gebildeten  Fußpunktkurve  der  gegebenen  Kurve 


»6M 

wird  daliei  offenbar  in  der  Umgebung  von  /'  die  Fußpiiriktiurve  der 
töraon  Kurve  treten,  ohne  daß  die  Lage  des  Krüimnungszentrin;. 
ändert.  Nun  ist  aus  der  analytischen  Geometrie  hokannt,  daß  die  Fuß- 
punktkurve eines  Kegelschnitts  in  Bezug  auf  einen  Brennpunkt  der  über 
der  großen  Achse  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  ist.  Also  können 
wir  behaupten,  daß  K  der  Mittelpunkt  eines  Kegelschnitts  ist,  d 
Brennpunkt  in  0  hat,  durch  M  hindurchgeht  und  in  C  das  zugehörige 
Krümmungszeil  tri  im  hat.  Aus  der  Konstruktion  ist  aber  ganz  klar  er- 
sichtlich, daß  dieser  Kegelschnitt  gerade  der  ist,  der  die  Fokalachse  ON 
hat.  Also  gehört  K  der  Geraden  ON  an.  Es  ist  eine  gute  Übung  für 
den  Leser  diese  Konstruktion  anzuwenden  auf  die  Lemuiskafc' ,  betrachtet 
als  Fußpunktknrve  einer  gleichseitigen  Hyperbel  in  Bezug  auf  den  Mittel- 
punkt, und  auf  die  Kardioide,  die  Fußpunktkurve  eines  Kreises  in  Bezug 
auf  einen  seiner  Punkte.  Er  wird  auf  solche  Weise  mit  Hilfe  ganz  ein- 
facher nomstriBohex  Bebac&t&Bgan  die  oben  bereits  angegebenen  speziellen 
Konstruktionen  wiederfinden. 

k)  Wendet  man  anf  die  Parabel  die  erste  Konstruktion  des  Krumitmugs- 
■antrama  eines  Kegelschnitts  an,  so  erkennt  man  leicht  ans  dei  Q 
der  betreffenden  Winkel,  daß  die  Dreiecke  MFN,  PFN  gleichschenklig 
sind,  und  leitet  daraus  ab,  daß  MI'  durch  F  halbiert  wird.  Mau  kumnit 
auf  diese  Weise  zu  der  bereits  gefundenen 
Konstruktion,  auf  Grund  deren  man  sagen 
kann,  daß  die  Parabel  eine  Sinus- 
spirale  ist  mit  dem  Brennpunkt  als 
Pol.  Wenn  aber  anstatt  des  Brenn- 
punktes die  Direktrix  gegeben  ist,  so 
muß  man  die  genannte  Konstruktion 
durch  eine  andere  ersetzen,  die  wir 
jct/.l  durch  ganz  einfache  Überlegungen 
aus  ihr  ahlrit-'U  wi-nl 
M  in  G  auf  die  Direktrix,  und  es  sei 
S  du  Schnittpunkt  der  Normale  mit 
der  Direktrix.  Die  rechtwinkligen  Drei- 
ecke MFL,  MGS  sind  kongruent,  d* 
die  Winkel  bei  jU  einander  gleich  sind 
und  überdies  nach'eiuer  wohlbekannten  Eigenschaft  der  Parabel  MI-  Hfl 
:  :  i:  sind  somit  die  Hypotenusen  ML,  MS  einander  gleich.  Daraus 
folgt.,  daß  der  Krümmungsradius  doppelt  so  gl 
vom  Incidenzpunkt  aus  gerechnete  Abschnitt,  den  die  Direktrix 
auf  der  Normale  abschneidet.  Nun  nennt  mau  RBnmXmr$d 
alle  diejenigen,  bei  welchen  der  Krümmungsradius  proportional  ist  m  dm 
«artesischen  Normale.  Man  kann  also  sagen,  daß  die  Parabel  eine 
Itibaucoursche  Kurve   ist. 

1)  Auch  die  Kettenlinie  ist  eine  Ribaucourache  Kurie.     In  der  Tat 

i    bewies«]    (g  589,  o),  daß  in  dem  rechtwinkligen  Dnieok  UPS 

aktkm  M',>  von  VP— $  auf  die  Ih,  gleiek  n 

ist,   sodaß   mau    hat  y*— AM,     und    aus    der    Gleichung  der    Kuir»    folgt 

dann 


JF-ip 
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»"=  2^  (« 


X  X  \ 


+  e 


a 


a*n* 


n. 


Also  ist  das  Krümmungszentrum  in  Bezug  auf  M  symmetrisch 
zu  N  Wir  haben  früher  auch  gesehen,  daß  der  Bogen  s,  gerechnet 
vom  Scheitel  A,  gleich  PQ  ist.  Daraus  folgt,  daß  man  in  dem  Dreieck 
MPN  hat  s*  =*  MQ  •  QN.     Da  nun  n  —  M Q  +  QN  ist,  so   sieht  man, 

daß   die  natürliche  Gleichung  der  Kettenlinie  folgende  ist:   q  =  a  -\- 


m)   Bei  der  Kettenlinie  gleichen  Widerstandes 

x 


a 


y  =  —  a  log  cos 


hat  man 

r 


x 
a 


*-=-,  yi+71 


^ 


x 

C08  — 

a 


acos* 


x 


9 


a 


x 

cos  — 

a 


d.h.  q cos (p  =  a.  Also  ist  die  Projektion  des  Krümmungsradius 
auf  die  Symmetrieachse  der  Kurve  beständig  gleich  a.  Weniger 
leicht  ist  die  Berechnung  von  s,  die  wir  im  folgenden  Buch  werden  aus- 
führen können.  Alsdann  werden  wir  imstande  sein  zu  erkennen,  daß  die 
natürliche  Gleichung  der  Kettenlinie  gleichen  Widerstandes   folgende   ist: 


!(•-  +  •'•)■ 


n)    Eine    andere    wichtige    Ribaucoursche    Kurve    ist   die    Cykloide 
(§  590,  a).     Unter  Bezugnahme   auf  die  Figur  bemerken  wir,  daß  (nach 


Fig.  63. 

der  Definition)  QN  =  Bogen  MN  =  ad  ist,  und  daß  daher  die  Koordi- 
naten von  M 

x  »  ON -  PN  —  a(0  -  sinÖ),       y  -  PH  +  HM  =  a(l  -cos0) 

sind.     Daraus  folgt 

d  x  =  a  (1  —  cos  0)  dB ,       dy  —  a  sin  0cJ0, 
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mithin   dyjdx  =  cot  y  •     Andererseits  ist  MLN  =*  \MQN  —  \  0.     Also 

ist  ML  die  Tangente  und  infolgedessen  MN  die  Normale  der  Kurve 
in  M.  Quadriert  und  addiert  man  die  Ausdrücke  für  dx}  dy,  so  erhalt 
man  ds*  und  daraus  successiv 

d$  =  2a  siny  ddy     8  =  4a (1  —  cos  y J  —  8a  sin2—, 

wenn  man  übereinkommt  die  Bogen  von  0  aus  zu  rechnen.  Die  Länge 
eines  vollständigen  Cykloidenbogens,  d.  h.  eines  bei  einem  voll- 
ständigen Umlauf  des  Kreises  erzeugten  Bogens,  erhält  man,  wenn  man 
0  =  2it  setzt.  Die  genannte  Länge  ist  also  8a,  d.  h.  viermal  so  groß 
wie  der  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises.  Da  ferner  ab- 
gesehen   vom  Vorzeichen    der  Kontingenzwinkel  gleich  \dd   ist,   so   hat 

man  sofort  p  =  4a  siny,  d.h.  ^  =  2«.  Also  ist  das  Krümmungs- 
zentrum in  Bezug  auf  M  symmetrisch  zu  N.  Dies  ist  eine  Eigen- 
schaft, die  nach  dem  in  §§  593  und  590,  a  Gesagten  fast  evident1)  ist. 
Verlegt  man   endlich  den  Anfangspunkt  der  Bogen  nach  dem  Scheitel  A 

(dem  Mittelpunkt  eines  vollständigen  Bogens),  so  hat  man  s  — »  4a  cos  y 

und  sieht  sofort,  daß  die  natürliche  Gleichung  der  Cykloide  folgende  ist: 
s*  +  Q*  —  Const. 

0)  Allgemeiner  nennt  man  Rollkurven  diejenigen  Kurven,  welche 
von  einem  Punkte  einer  Kurve  beschrieben  werden,  die  auf  einer  andern, 
in  der  Ebene  festen  Kurve  ohne  zu  gleiten  rollt  Bei  allen  Rollkurven 
hat  man  die  Eigenschaft,  die  wir  bei  der  Cykloide  bemerkt  haben,  daß 

nämlich  die  Normale  durch  den  augen- 
blicklichen Berührungspunkt  der  be- 
weglichen Kurve  mit  der  festen  Kurve 
hindurchgeht.  Wenn  die  feste  Kurve  eine 
Gerade,  die  bewegliche  Kurve  dagegen  ein 
Kreis  ist,  so  haben  wir  die  Cykloide.  In 
dem  umgekehrten  Falle,  wo  eine  Gerade  ohne 
zu  gleiten  auf  einem  Kreise  rollt,  beschreibt 
jeder  von  ihren  Punkten  eine  Kurve,  die  man 
Kreisevolvente  nennt.  Wenn  0  der  Winkel 
ist,  um  welchen  die  Gerade  sieh  im  um- 
gekehrten Sinne  des  Uhrzeigers  gedreht  hat 
Fig.  54.  seit  dem  Augenblick,  wo  der  bewegliche  Punkt 

sich  in  A  befand,   so   sind  die   Koordinaten 
von  üf,  falls  man  die  Achse  der  x  längs  OA  richtet, 

x  =  a  (cos  0  +  0  sin  0) ,       y  =»  a  (sin  0  —  0  cos  0). 

Man  hat  hiernach 

dx  =  a0cos0d0,     ety  =  a0sin0<*0,      £-«tg0, 

u  SO 

ds  =■  aOdO,      ^«-  — —  aö. 

1)  Duhamel:  „Clements  de  Calcul"  (t.  I,  p.  177). 
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Also  bleibt  die  Kurve  beständig  normal  zu  der  beweglichen  Geraden  und 
hat  ihr  Krümmungszentrum  in  dem  Berührungspunkt  der  Geraden  mit  dem 
festen  Kreise.  Die  Länge  des  Bogens  AM  ist  s  =  ^a62  und  daher  die 
natürliche  Gleichung  der  Kreisevolvente  q*  =  2as.  Aus  ihr  können  wir 
folgendes  entnehmen:  Wenn  die  Verbindungsgerade  von  M  mit  dem 
Punkte  C,  der  auf  dem  Kreise  dem  Punkte  C  diametral  gegenüberliegt, 
diesen  Kreis  in  L  schneidet,  so  bestimmt  die  Gerade  GL  auf  der  Tangente 
von  M  aus  gerechnet  einen  Abschnitt  gleich  s. 

p)  Wenn  die  feste  und  die  bewegliche  Kurve  Kreise  sind,    so  hat 
man  die  Hypocykloiden  und  die  EpicyMoiden,  je  nachdem  ein  Kreis  inner- 
halb oder  außerhalb  des  andern  liegt.      Wir    wollen    uns    hier   mit    der 
Untersuchung  dieser  speziellen  Rollkurven  begnügen,  die  in  der  Theorie 
der  Mechanismen  von  Wichtigkeit  sind.     Um  einen  bestimmten  Fall  vor 
uns  zu  haben,  wollen  wir  annehmen,  daß  ein  Kreis  vom  Radius  ma  auf 
einem  andern  Kreise  vom  Radius  a 
äußerlich  rollt  ohne  zu  gleiten.    Die 
Resultate,  zu  denen  wir  gelangen, 
werden  dann  sowohl  auf  die  Epicy- 
kloiden    als    auch    auf    die  Hypo- 
cykloiden anwendbar  sein,  je  nach- 
dem m  als  positiv  oder  als  negativ 
vorausgesetzt  wird.    Wir  wollen  uns 
denken,    der   bewegliche   Punkt  M 
befinde    sich   zunächst   in   Ay   also 
auf  dem  festen  Kreise,  der  seinen 
Mittelpunkt  in  0  hat,  und  wollen 
die  Abscissenachse  längs  OA  richten. 
Der  Kreis  vom  Radius  ma  mit  dem 
Mittelpunkt  in  Q  soll  nun  im  um- 
gekehrten Sinne  des  Uhrzeigers  rollen, 
und  wir  betrachten  ihn  in  irgend  einer  neuen  Lage,  nachdem  die  Zentrale 
der  beiden  Kreise  eine  Drehung  mO  um   0  ausgeführt  hat.     N  sei  der 
Berührungspunkt  der  beiden  Kreise.     Wir  beachten,    daß   nach  der  De- 
finition  die    Bogen  AN  und  MN  gleich  sind,   mithin  der  Winkel  NQM 
notwendig  gleich  0  ist.     Daraus  ergibt  sich,  daß  die  Koordinaten  von  M 
folgende  sind: 

x  =-  a  {  (1  +  m)  cos  mO  —  m  cos  (0  +  mO)  } , 


Fig.  55 


Folglich  ist 


und  endlich 


y  =  a  {  (1  +  m)  sin  mO  —  m  sin  (0  +  mff)  } . 

dx  =»  2  m  (1  +  m)  a  sin  y  cos  (y  +  mO)  d0, 
dy  =-  2  m  (1  +  m)  a  sin  y  sin  (y  +  md\  dO 


Ä-*(t  +  -»)- 


dl 
de 


e 


2  m  (1  +  m)  a  sin  y 


Ceifcro,  Analytii. 


2 
86 
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Die  Neigung  der  Taugente  gegen  die  Achse  der  x  ist  also  <p  =  --  -f-  mU 
Verbindet  man  nun  M  mit  dem  Punkte  X,  der  auf  dem  beweglichen 
Kreise  dem  Punkte  N  diametral  gegenüberliegt,  so  ist  die  Neigung  i 
ML  gegen  Ox  gerade  gleich  der  Summe  der  Winkel  QLM  =  %&  und 
AON  =  »iö.  Also  ist  ML  die  Tangente  und  infolgedessen  MS  li> 
Normale.  Ferner  muß,  wenn  man  die  Bogen  vom  Punkte  A  (0  =  O) 
aus  rechnet,  offenbar  sein 

*  —  4m(l  +  m)a(l  -cos-~)  =  8m(l  +  «)«lb»-£-l 

und  es  ist  daher  die  Länge  eines  vollständigen  Bogens  ttm(\  +m)a. 
Wenn  man  dagegen  s  vom  Mittelpunkt  (ö  =  jt)  eines  vollständigen  BogtM 
rechnet,  so  hat  man 

8  ««■  —  4  m  (1  +  l»)  a  eoB  -j  , 
und  da  andererseits 


ist,  so  sieht  man,  daß  s*  -f  (1  +  2  »*)*?*  =  Const.  die  natürliche  Gleichung 
der  Epicykloiden  und  der  Hypocykloideti  ist..  Um  das  Krumuiungm'iih-um 
zu  konstruieren,  bemerke  man,  daß  der  Normale  nn  b  so  bnitl.  AI  -V  die  Llluge 
n  =  2wasin-s-  hat.  Der  andere  Abschnitt  MN',  der  auf  der  Normale 
durch  den  festen  Kreis  bestimmt  wird,  hat  die  Länge  »',  die  man  be- 
reclmet,  indem  man  die  Proportion  (*-»)/»  =  o/«ia  beachtet,  fttu  im 
man  entnimmt  mn'-  (l  +  in)«.  Dies  vorausgeschickt  hat  r 
«(!  +  ">)„ 


oder 


AJso    ist    C    harmonisch   konjugiert    zu    iu*  in    Bezug   auf  JTJV',   d.h.  das 
Krümmungszentrum  in  jedem  Punkte  Jlf  gehört   der  Polare   von 
M  in  Bezug   auf  den  festen  Kreis  an.     Diese  Eigenschaft  verwandelt 
lieh   sofort  in  eine  andere,    wenn  man  die  folgenden   Bemerkungen  macht. 
Der  Radius  ON'  ist  offenbar  parallel  zu  QM.     Nun    fit  11 1   aber,  wenn  nun 
das  harmonische  Quadrupel  MtfCN"  von  0  aus  auf  die  Gera' I' 
jiziert,   die  Projektion    von  N'   ins  Unendliche,   und    ea    muß    folglich  die- 
jenige von  JV,  also  Q,  die  Projektion  von  MC  halbieren,  d.  h    0 
sich   in   den    Punkt,   der  in  Bezug    auf  Q  zu  M  symmetrisch    li 
andern  Worten:    Das  Krümmungszentrum    in  jedem  Punkt« 
findet  sich  auf  demjenigen   Durehmesser  des  fetten  Krriscs,  der 
durch  den  dem  Punkte  M  diametral   gegenüberliegenden  Punkt 
des  beweglichen  Kreises  hindurchgeht. 

q)   In  dem  besonderen  Falle  m  —  0  erhalt  man  (vorausgesetzt,  daß 

ma    konstant   bleibt,    wozu    man  sich   denken   muß,  daß  <i   unbt 

nimmt,  wahrend  m  nach  Null  konvergiert)  die  Cjkloidc  [n  =  '2n).     Da- 

gegen  findet  man  für  tu  =  .30  (d.  h.  wenn  man  m  ins  Unendliche  wachsen 

:.;    md    •■inen    Wert   9  bewahrt  1    die    Eigenschaften    der    Krtll' 

»nte  (p  =  ;i)  wieder: 


§  595 


Krümmung. 
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Fig.  5«. 


0  ö  1 

q  =  2  a  lim  m  sin  —  =  a#,      s  =  8  a  lim  m  (1  +  *»)  sin2  —  =  -    ad2. 

Übrigens  ist  es  klar,  daß  in  diesem  Falle  wegen  des  Zusammenrückens 
der  Punkte  N  und  N'  auch  C  mit  ihnen  zusammenrücken  muß.  Für 
w  =  —  £  erhält  man  q  =  oo,  und  die  Hypocykloide  ist  daher  eine  Ge- 
rade, wie  man  auch  erkennt,  wenn  man  die 
Konstruktion  der  Normale  oder  die  des 
Krümmungszentrums  ausführt.  Mit  andern 
Worten,  wenn  ein  Kreis  auf  einem 
doppelt  so  großen  Kreise  innerlich 
rollt  ohne  zu  gleiten,  so  bewegt  sich 
jeder  von  seinen  Punkten  längs  eines 
Durchmessers  des  festen  Kreises.  Diese 
Eigenschaft,  welche  unmittelbar  aus  der  Figur 
zu  entnehmen  ist,  kommt  bei  gewissen  Zahn- 
radgetrieben zur  Anwendung.  Auch  die  Kar- 
dioide  ist  eine  Epicykloide,  wie  man  sofort 
erkennt,  wenn  man  in  den  allgemeinen  Formeln 
m  =  1  setzt.  Dies  geht  übrigens  auch  aus 
Figur  46  hervor.  Beachtet  man  in  der  Tat, 
daß  der  Winkel  PHN  doppelt  so  groß  ist 
wie  PQN  und  infolgedessen  gleich  0,  so  sieht 
man,  daß  HN  parallel  zu  OM  ist,  mithin  durch  den  Mittelpunkt  K  von 
MM'  hindurchgeht,  weil  es  PM'  halbiert.  Daraus,  folgt,  daß  der  über 
MM'  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  in  N  den  festen  Kreis  berührt. 
Andererseits  zeigt  die  offenbare  Gleichheit  der  Winkel  OHN  und  MKNy 
daß  auch  die  Bogen  ON  und  MN  auf  den  beiden  Kreisen  gleich  sind. 
Also  läßt  sich  die  Kardioide  betrachten  als  erzeugt  von  einem 
Punkte  eines  Kreises,  der  ohne 
zu  gleiten  auf  einem  gleich 
großen  Kreise  rollt.  Wendet  man 
die  allgemeine  Konstruktion  des  Krüm- 
mungszentrums an,  so  kommt  man  zu 
der  früher  bereits  gefundenen  spe- 
ziellen Konstruktion.  Endlich  erhält 
man  für  m  =  —  \  die  Astroide. 
Die  Figur  zeigt  sofort,  daß  der  über 
der  Hälfte  LN  des  Radius  ON  als 
Durchmesser  beschriebene  Kreis  durch 
den  Punkt  M  der  Astroide  hindurch- 
geht. Da  der  Winkel  MKN  offenbar 
viermal  so  groß  ist  wie  AON^  so  ist 
der  Bogen  MN  des  inneren  Kreises 
immer  gleich  dem  Bogen  AN  des  äußeren  Kreises.  Also  kann  mau  die 
Astroide  betrachten  als  erzeugt  von  einem  Punkte  eines  Kreises, 
der  innerlich  auf  einem  viermal  so  großen  Kreise  rollt  ohne  zu 
gleiten.  Die  allgemeine  Konstruktion  des  Krümmungszentrums  führt  zu 
der  oben  bereits  erhaltenen  Konstruktion,  da  nach  der  bekannten  Relation, 

36* 
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die  zwischen  den  durch  die  Transversale  OC  auf  den  Seiten   des  Preieeks 
MKN  bestimmten  Abschnitten  bestehen  mall, 

wc  -  W  ■  TBL   MC  ~  \  *«■    >  ~  TTO  -  »  * « 

ist 

r)  Die  erste  Form  der  Konstruktion  des  Krümm  ungswiitrums  der 
Bpicykloiden  oder  Hypocykloideu  legt  es  nahe  diejenigen  Kurven  zu 
studieren,  welche  durch  folgende  Eigenschaft  definiert  sind:  In  jedem 
Punkte  M  ist  der  Krümmungsradius  proportional  zu  dem  No 
malenabschnitt,  der  zwischen  M  und  der  Polare  von  M  in  Bezi 
auf  einen  festen  Kreis  liegt.  Wir  möchten  die  Untersuchung  dieser 
Kurven  dem  Leser  zur  Übung  vorschlagen.  Außer  den  oben  gl 
haben  diese  Eigenschaft  unendlich  viele  andere  Kurven,  insbesondere  alle 
Kegelschnitte,  Bei  diesen  ist  der  feste  Kreis  der  Monges. 
d.  h.  der  mit  dem  Kegelschnitt  konzentrische  Kreis  vom  Kadius  ]/  a*  4-  b3- 
Wenn  in  dem  allgemeinen  Falle  der  fest*  Kreis  sich  auf  einen  Punkt 
reduziert,  so  findet  man  die  Sinusspiralen  wieder.  Wenn  dagegen  der 
Kreis  eine  Gerade  wird,  so  hat  man  die  Rihancourscbeii  Kurven. 
Die  Familie  der  Kegelschnitte  enthält  also  eine  Sinus  Spirale,  mit  Aaa  Pol 
im  Mittelpunkt,  und  eine  Itibaucoursehe  Kurve.  Die  erste  erhalt  man, 
wenn  man  setzt  o*  -(-  6S  =  0.  Sie  ist  also  die  gleichseitige  Hyperbel. 
Zu  der  zweiten  gelangt  man,  indem  man  a*  +  b*  unendlich 
laßt  oder  sich  denkt,  daß  der  Mittelpunkt  ins  Unendliche  fortrückt.  Sta 
ist  also  die  Parabel, 


Asymptoten. 

596.  Wir  wollen  uns  zwei  Punkte  denken,  die  zwei  Kurven 
durchlaufen  und  dabei  dem  Zusammenfallen  zustreben,  während  (£■ 
sie  verbindende  Gerade  ins  Unendliche  fortruckt  oder  sich  unauf 
hörlich  um  einen  festen  Punkt  dreht.  Wenn  so  etwas  eintritt  (wobei 
nicht  ausgeschlossen  wird,  daß  es  möglicherweise  nicht  der  Fell  [st, 
wenn  irgend  ein  besonderes  Entsprechen  zwischen  den  beiden  Paukten 
besteht),  so  sagt  mau,  die  beiden  Kurven  seien  toeinender  Mjmp- 
totisch.  Wir  wollen  uns  z.  B.  denken,  ein  Punkt  M  entferne  sich 
ins  Unendliche  längs  einer  Kurve  #  =  /'U'),  sodaß  also  seine  Eut- 
Gamug  vom  Anfangspunkt  jede  Grenze  ta  ubewchreitea  strebt  und 

daher  wenigstens  eine  seiner    c artesischen  Koordinaten  ins  Unendliche 

wächst     Wenn   dies  nur   bei  einer  der  beiden  Koordinaten  der  Fall 

ist,  so  werden  wir  immer  voraussetzen  dürfen,   daß  es  die  z-Koordi- 

nate  ist,  indem  wir  erforderlichen  Falles  X  und  y   rei 

vorausgeschickt    betrachte  man  auf  einer  andern    Kurve   y  • 

jede  Lage  von  M  den  Punkt,  der  dieselbe  Abscisse  wie  M  hat     Es 

werde  ferner  vorausgesetzt,  daß  für  unendlich  zunehmende! 

oder  negatives)   x  die  Differenz  f(x)—g{x)   Dach  Null    konvergiert. 


8 

! 
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Alsdann  darf  man  behaupten,  daß  die  beiden  Kurven  zueinander  asymp- 
totisch sind,  und  das  Gleiche  läßt  sich  von  den  Kurven  sagen,  die  in 
Polarkoordinaten  durch  die  Gleichungen  r  =  f(0)  und  r*=*g(0)  dar- 
gestellt werden.  Da  außerdem  auch  die  Differenz  f(x)  —  g\x)  nach 
Null  konvergiert  (§  308,  c),  wenn  sie  nicht  unaufhörlich  oszilliert,  so 
sieht  man,  daß  'die  beiden  Kurven,  nicht  bloß  einen  gemeinsamen 
Punkt  zu  haben,  sondern  im  allgemeinen  auch  sich  zu  berühren 
streben;  aber  dieses  Faktum  muß  mit  größerer  Sorgfalt  untersucht 
werden. 

597.  Die  Koordinaten  des  Punktes  M,  der  sich  längs  einer  ge- 
gebenen Kurve  ins  Unendliche  entfernt,  seien  x  und  y.  Wenn  es  ge- 
lingt, die  Konstanten  m  und  h  derart  zu  bestimmen,  daß  y  —  mx  —  h 
die  Null  als  Grenzwert  hat,  falls  x  (positiv  oder  negativ)  unendlich 
wird,  so  kann  man  sagen,  daß  die  Gerade  Y=*  tnX  +  h  eine  Asymp- 
tote der  gegebenen  Kurve  ist.  Mit  der  Aufsuchung  dieser  gerad- 
linigen Asymptoten  wollen  wir  uns  eingehender  beschäftigen.  Aus  der 
Gleichung 

lim  (y  —  mx  —  h)  —  0 

ergibt  sich  sofort,   daß  y  —  mx  oder  x  (—  —  m\  nach  dem  endlichen 

Grenzwert  h  konvergiert;  und  da  der  erste  Faktor  seinem  absoluten 
Betrage  nach  unbegrenzt  zunimmt,  so  muß  der  zweite  Faktor  not- 
wendig nach  Null  konvergieren.    Also  ist 

lim  ■£■  — i  m}     lim  (y  —  mx)  —  A. 

In  der  successiven  Anwendung  dieser  beiden  Gleichungen  (die  geo- 
metrisch evident  sind)  besteht  die  Regel  für  die  Aufsuchung  der 
Asymptoten,  wenn  man  von  cartesischen  Koordinaten  Gebrauch  macht. 
In  Polarkoordinaten  kann  die  Asymptote  bestimmt  werden  durch  ihre 
Neigung  a  gegen  die  Polarachse  und  den  Abstand  q  vom  Pol.  Zu- 
nächst bemerke  man,  daß,  wenn  —  =  f(0)   die  Gleichung  der  Kurve 

kt,  f(0)  nach  Null  konvergiert,  wenn  M  ins  Unendliche  fortrückt. 
Falls  also  die  genannte  Funktion  stetig  ist,  sind  die  Winkel,  welche 
die  Polarachse  mit  den  Asymptoten  bildet,  die  Wurzeln  der  Gleichung 
f(ff) » 0.  Um  die  Bestimmung  der  Asymptote,  die  zu  einer  ge- 
gebenen Wurzel  a  gehört,  zu  vollenden,  genügt  es  zu  bemerken, 
daß  der  Abstand  des  Punktes  M  von  der  Asymptote  nach  Null  kon- 
vergieren muß,  und  daß  folglich  auf  Grund  der  Definition  von  f(a) 
sein  muß 

q  —  lim  r  sin  (0  —  a)  —  lim  -^r  =  777-7-  • 


698.  Wir  wollen  jetzt  unter  der  Voraussetzung,  daß  3/  ins  Un- 
endliche fortrückt,  folgendes  beweisen:  Wenn  die  Tangente  in  M 
einer  Grenzlage  zustrebt,  ist  diese  notwendig  eine  Asymp- 
tote. Wegen  dieser  Eigenschaft  pflegt  man  in  der  analytischen  Geo- 
metrie die  Asymptoten  zu  betrachten  als  die  Tangenten  in  Am  Sctraitt- 
punkten  der  unendlich  fernen  Geraden  und  der  Kurve.  Vergleicht 
man  in  der  Tat  die  Gleichung  der  Tangente  F—  Xy'  +  (y  —  xyr)  mit 
der  ihrer  Grenzinge  1'  =  tn,X  -f-  \»  so  sieht  man,  daß  die  Zulassung 
der  Existenz  dieser  Grenzlage  gleichbedeutend  ist  mit  der  Zulassung 
der  Existenz  der  Grenzwerte  von  y  und  von  y  —  xy  für  unendliches  j-, 
sodaß 

lim/—  mlt      Iim(y-.. :?<■' 

ist.   Inzwischen  hat  mau  unter  Anwendung  des  Theorems  von  (/Hospital 

M .  =  lim  |-  =;/=».,, 


i 


h  =  lim  (y  —  mx)  =*  lim  — - —  =  lim  (p  — 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  mit  ebenso  großer  Leichtigkeit 
unter  Anwendung  von  Polarkoordinaten.  In  da  Tat  ist  da 
zwischen  Tangente  und  Pol,  wenn  man  ihn  wie  im  vorigen  Parngi-uplien 
berechnet,  —r  sin  m  und  kann  für  unendlich  zunehmendes  r  nicht 
nach  einem  Grenzwert  qx  konvergieren,  ohne  daß  u  nach  einem  Viel- 
fachen von  n  konvergiert.  Daraus  ergibt  sich  folgendes;  Wenn  die 
Gerade,  welche  die  Grenzlage  der  Tangente  sein  soll,  gegen  die  Polar- 
achse  die  Neigung  «,  hat,  d.  li.  wenn  Ö  -f-  m  einem  Grenzwert  i 
zustrebt,  so  existiert  auch  u  =  limö  =  «,  —  tue,  und  es  ist  nußei-dtim 

q  =  lim  lim  ' .  =  —  lim  rtgw  =  —  limrsinoi  =  q, . 

599.  Übungen.  a)  Die  Kurve  y  = ist  offenbar  asymp- 
totisch zu  beiden  Achsen.  Wahrend  sieh  aber  die  Achse  der  y  nls  Grenz- 
lage der  Tangente  in  M  betrachten  bißt  tu>  den  1'ji II,  daß  die  Ordinate  g 
unbegrenzt  wichst,  kann  man  so  etwas  von  der  Ad  u  dai  i  Dicht  sagen, 
da  y  —  x>{  nach  keinem  Grenzwert  konvergiert,  wenn  x  ins  I  E 
wtlchst.  Mit  andern  Worten,  die  Tange nto  h<'irt  nicht  auf  tu  oszillieren, 
wie  man  auch  aus  der  Bemerkung  erkannt,  daß  die  Tangenten  in  den  un- 
endlich vielen  Schnittpunkten  der  Kurve  mit  der  x-Achse  alle  auf  der 
y- Achse  in  den  Punkten  y=+  1  zusammenlaufen.  Es  ist  nl- 
UrastBnden  eine  Asymptote  niebt.  die  Grenalage  der  Tangen!» 
d.  b.  es  gilt  nicht  die  Umkehmng  des  Satzes,  den  wir  im  vorigen  Para- 
graphen bewiesen  haben. 

b)    Bei    <lem    vorigen    Beispiel    hat  die   Tangente,    obwohl  I 


§  699 
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Grenzlage  hat,  doch  die  Tendenz  parallel  zu  der  Asymptote  zu  werden. 
Anders  ist  es  bei  der  Kurve 

y  =  2-w(i-*y^H), 

die  wir  früher  bereits  betrachtet  haben  (§  294,  f).  Hier  oszilliert  die 
Tangente  auch  hinsichtlich  ihrer  Richtung  unaufhörlich  derart,  daß  sie 
unendlich  oft  senkrecht  zu  der  Asymptote  wird.  Bei  der  Kurve  xy  =  [x] 
dagegen  hat  man  für  unendliches  x  zunächst  lim  y  =  1 ,  ferner  lim  y  =  0, 
lim(y  —  xy)  =  2 lim ([#]/#)  =  2,  d.  h.  die  Tangente  strebt  einer 
Grenzlago  (y  =  2)  zu,  aber  diese  fällt  nicht  mit  der  Asymptote 
(y  =  1)  zusammen.  Das  widerspricht  nicht  dem  im  vorigen  Paragraphen 
bewiesenen  Theorem;  denn  beim  Beweise  dieses  Theorems  haben  wir,  in- 
dem wir  das  Theorem  von  L'Hospital  in  Anspruch  nahmen,  stillschweigend 
vorausgesetzt,  daß  die  Derivierte  von  y  einzig  sei,  während  in  dem  von 
uns  hier  betrachteten  Falle  die  linksseitige  Derivierte  in  allen  Punkten 
mit  ganzzahliger  Abscisse  fehlt.  Dieses  Beispiel  ist  geeignet  zu  zeigen, 
wie  man  bei  der  Anwendung  eines  Theorems  auf  der  Hut  sein  und  darauf 
achten  muß,  ob  auch  die  einschränkenden  Bedingungen  des  Satzes  er- 
füllt sind. 

c)  Um  die  Asymptoten  der  durch  die 
Gleichungen  x  cos  9  —  a,  y  =  b  (tg  9  —  9) 
dargestellten  Kurve  (des  Profils  eines  ab- 
wickelbaren Helikoids)  zu  finden  oder  besser 
die    Asymptoten    desjenigen    Zweiges    der 

Kurve,    der    den    zwischen    —  —   und    — 

liegenden  Werten  von  9  entspricht,  ist  zu- 
nächst zu  bemerken,  daß  man,  um  eine 
Koordinate    zu    unendlichem   Wachsen    zu 

bringen,   0  nach  ±  ~ö~  konvergieren  lassen 

muß.    Unter  diesen  Bedingungen  hat  man 

b  ,.     ,  .    „     „       m       .    b 


m 


Fig.  68. 


=  lim-^=~Hm(sinö-öcos0)  =  ±— , 

limiy  q:  —  x]  =  olim 5 ! — «■  -  bhm 9  —  IE  -t-äö. 


x 


Die  gesuchten  Asymptoten  sind  also  die  durch  die  Gleichungen  —  T  X  Ä  ~ö~ 
dargestellten  Geraden. 

d)  Bei  der  Aufsuchung  der  Asymptoten  muß  man  nicht  unterlassen, 
x  nach  —  oo  wie  nach  +  °°  variieren  zu  lassen,  da  in  beiden  Fällen 
verschiedene  Asymptoten  herauskommen  können.     So  hat  man  z.  B.  bei 


der  Kurve  y  =  x 


m 


wenn  x  nach  ±  oo  hingeht, 


lim 


e*-e"* 


e'  +  e 


h  =  lim  (y  q:  x)  =»  ip  lim 


22 


.3* 


+  1 


0, 
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und   die  Kurve   ist   daher   asymptotisch   zu   den  Winkelhalbierenden   der 
Achsen.     Ein  einfacheres  Beispiel  liefert  uns  die  Kurve  y  —  arctgg.     Die 


Fig.  60. 

Betrachtung  der  beiden  Fälle  ist  auch  notwendig,  um  zu  wissen,  ob  die 
Kurve  sich  der  Asymptote  nur  in  einem  Sinne  oder  in  beiden  unbegrenzt 
nähert 

e)  Die  Kurve  y  =  x/y.  +  e* )  hat  im  Anfangspunkt  zwei  Tangenten, 

da  man  (§  282,  c)  links  vom  Anfangspunkt  y  —  1,  rechts  dagegen  y'— 0 
hat.  Wenn  x  nach  ±  oo  hin  variiert,  so  nimmt  auch  y  seinem  absoluten 
Betrage  nach  beständig  zu.  Aber  die  beiden  unendlichen  Zweige,  die  man 
auf  diese  Weise  erhält,  sind  asymptotisch  zu  einer  und  derselben  Geraden, 

da  man  hat  lime*  =  1,  lima^e*  —  1  j  =  1  und  folglich 


Fig.  60. 
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1  +  e*  1  +  e* 

für  x  =  ±  °°«     Als°  kt  ^e  Gleichung  der  Asymptote  x  —  2y  ■■  -J-.     Zu 
diesem  Resultat  gelangt  man  auch,  indem  man  y  in  eine  Reihe  entwickelt: 

x        1  1 


•     • 


f)  Die  Reihenentwickelungen  sind  sehr  nützlich,  wenn  man  das  Vor- 
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halten  der  Kurven  in  den  ins  Unendliche  sich  erstreckenden  Zweigen  unter- 

suchen  will.  Ist  z.  B.  die  Kurve  y  =»  xex  gegeben,  so  genügt  es  zu  be- 
merken, daß  man  hat  #  =  #+1  +  5 — h  •  •  •  >  um  zu  erkennen,  daß  die 

Kurve  asymptotisch  zu  der  Geraden  y  =  x  +  1  ist.  Da  ferner  y  auch 
dann  ins  Unendliche  wächst,  wenn  x  abnehmend  nach  Null  konvergiert, 
während  es  den  Grenzwert  Null  hat,  wenn  x  zunehmend  nach  Null  konvergiert, 
so  sieht  man,  daß  die  Kurve  aus  zwei  Zweigen  besteht,  die  beide  asymp- 
totisch zu  jener  Geraden  sind,  aber  so,  daß  nur  einer  von  ihnen  auch 
zur  y- Achse  asymptotisch  ist,  während   der  andere  im  Anfangspunkt  auf- 

hört.  In  ähnlicher  Weise  sieht  man  bei  der  Kurve  y  =  x*ex  sofort,  daß 
sie  die  y-Achse  als  einzige  geradlinige  Asymptote  zuläßt  (nur  für  den 
Zweig  rechts),  dafür  aber  die  parabolische  Asymptote  #  =  #*+#  +  ■$• 
besitzt,  die  innerhalb  des  linken  und  außerhalb  des  rechten  Zweiges  sich 

ausdehnt.     Es  ist  ferner  merkwürdig  die  Kurve  y  =  x*/\l  +  c* j,  da  sie 

große  Ähnlichkeit  mit  einer  Parabel  hat  und  im  Unendlichen  genau  wie 
die  Parabel  y  =  \  (2  x?  —  x)  sich  zu  verhalten  strebt.  Unterwirft  man 
diese  einer  Translation  in  der  Ebene  derart,  daß  der  Scheitel  nach  dem 
Anfangspunkt  gelangt,  so  durchsetzen  die  beiden  Kurven  einander  in 
diesem  Punkte,  wo  sie  sich  gleichzeitig  berühren;  denn  man  hat  rechts 
vom  Anfangspunkt  y  <  \x*  und  links  y  >  •$-#*. 

g)  Wendet  man   auf  die  hyberbolische  Spirale  die  am  Schlüsse  von 
§  597  angegebenen  Formeln  an,  so  erhalt  man 

und  findet  so  die  zur  Polarachse  parallele  Asymptote  wieder,  auf  die  wir 
früher  (§  589,  g)  hingewiesen  haben.  Ebenso  hat  man  bei  der  Quadratrix 
(§589,i) 

-/m       sinö       +//n\       OcosO  —  sind  f      +\n 

^0)s"^eT'    W ZS* >    «-**,    g  =  (-l)"n*a. 

In  analoger  Weise  zeigt  man,  daß  die  Sinusspiralen  (§  589,  m)  nur  für 
m  <  —  1  Asymptoten  im  Endlichen  besitzen,  und  in  diesem  Falle  gehen 
die  Asymptoten  alle  vom  Pol  aus  und  bilden  mit  der  Polarachse  die  Winkel 

1     m1      tn  '     m  ' 

h)  Bei  dem  durch   die  Gleichung  r  «*|>/(1  —  k  cos  ff)   dargestellten 
Kegelschnitt  hat  man 

,w_i=»2-»f  m-jä**,  cos«--!,  i-0fe- 

Nur  im  Falle  der  Hyperbel,  d.  h.  für  k  >  1,  ist  a  reell;  aber  die  unend- 
lich vielen  Winkel,  deren  Kosinus  -j-  ist,  bestimmen  nur  zwei  Richtungen, 
die  antiparallel  in  Bezug  auf  die  Fokalachse  sind.     In  diesem  Falle  ist 
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p  = -,   J*— l  =  -j    und  daher   <7  —  ±  ö   und   auch   q  =  +  ka  sin  n. 

Also  gehen  die  beiden  Asymptoten  durch  den  Mittelpunkt  hindurch  und 
sind  um  b  vom  Pol,  d.  h.  von  den  Brennpunkten,  entfernt. 

i)  So  oft  man  beim  Diskutieren  von  Kurven,  die  in  Polarkoordinateu 
gegeben  sind,  findet,  daß  r  einem  Grenzwert  a  zustrebt,  wenn  " 
oder  negativ)  unendlich  wird,  so  kann  man  behaupten,  daß  die  Kurve 
einen  asymptotischen  Kreis  zulaßt,  dessen  Radius  gleich  a  ist  und 
dessen  Mittelpunkt  im  Pol  liegt.  Es  ist  nützlich  zu  bemerken,  daß  das 
Konvergieren  von  r  nach  n  für  gewöhnlich  so  stattfindet  (tj  808,  e),  daß 
gleichzeitig  /  der  Null  zustrebt,  mithin  w  dem  Wert  ~  ,  d.  h.  daß  die 
Kurve  die  Tendenz  hat,  den  Kreis  zu  berühren.  Ins  besonder!'  ist  im  Falle 
a  =  0  der  Pol  ein  asymptotischer  Punkt.  Dieser  Fall  tritt  ein  bei 
verschiedenen  früher  betrachteten  Kurven  (§  589,  e,  g,  hl,  wil  W  der  lo- 
garithmischen Spirale,  der  hyperbolischen  Spirale,  der  Kochleoide.  Es  ge- 
nügt die  Konchoiden  (§  589,  j)  dieser  Kurven  in  Bezug  auf  den  Pol  ra 
nehmen,  um  andere  Kurven  zu  erhalten,  die  asymptotisch.'  Kn  .-. 
Besonders  bemerkenswert  sind  die  Konchoiden  der  logarithmischen  Spirale, 
welche  für  eine  gegebene  Spirale  alle  untereinander  ähnlich  sind 
man  in  der  Tat  die  Polarachse  vom  Pol  der  Spirale  nach  dam  Schnitt  - 
punkt  derselben  mit  dem  asymptotischen  Kreis  einer  ihrer  Konchoiden,  so 
ist  die  Gleichung  der  Konehoide  notwendig  r  •=  ii  i  ''"lB  ±  1  >,  wo  nur  i, 
der  Radius  des  Kreises,  beliebig  ist.  Der  Zweig,  welcher  dem  Zeichen  -+- 
entspricht,  liegt  ganz  außerhalb  des  Kreises,  und  wickelt  sich  unbegrenzt 
um  ihn  herum.  Der  andre  Zweig  dringt  in  den  Kreis  ein,  gel 
den  Pol  hindurch,  wo  er  sich  verholt  wie  eine  archimedische  Spirale 
(r  =  maß),  und  indem  er  sich  dann  mit  unendlich  vielen  Windungen  von 
ihm  entfernt,  nllhert  er  sich  unbegrenzt  der  Peripherie  des  Kreises. 

600.  Wir  wollen  uns  jetat  genauer  mit  den  Asymptoten  der  al- 
gebraischen Kurven  Beschäftigen ,  und  zwar  zunächst  diejenigen  auf- 
suchen, welche  zur  y-Acbse  parallel  sind.  7.n  dem  Zwecke  wollen 
wir  die  Gleichung  der  Kurve,  die  wir  uns  auf  ganze  rationale  Form 
gebracht  denken,  nach  y  ordnen: 

tf1>U)  +  f-l+t(M)  +  y-»*i(j;)  +  ■■■  +  *„(»)  -  o. 

Für  unendliches  y  muß  x  nach  einem  Grenzwert  '  konvergieren,  rnn 
dessen  Berechnung  es  sich  gerade  handelt,  und  es  streben  daher 
die  stetigen  Funktionen  ^(x),  it-\(-c),  ...  den  endlichen  Grenzwerten 
i/'i/!,  C,  ('./),  .  .  .  EU,  Daraus  folgt,  wenn  man  die  Gleichung  durch  >/" 
dividiert  und  dann  y  unendlich  werden  laut,  </>(/)  =-  0,  Dies  iat  die 
Gleichung,  welche  die  Werte  von  l  liefert,  deren  jedem  eise 

X  =  (   entspricht.      Wir  ordnen  nunnn ■■!  Massung 

der  Asymptoten,  welche  7.ur  y- Achse  parallel  sind,  die  Gleichung  <" 
Kurve  nach  homogenen  Gruppen.     Setzt   man  y  —  tx,   su    kann    m 
Schreibern 
(12)  *<p{i)  +  <*•-  Vi(0  +  *""  ViW  +■  •  ■  +  *>.(<)  -  o. 
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Nun  hat  man  m  =  lim  t,  und  m  ist  endlich.  Wenn  man  also  die 
obige  Gleichung  durch  3?  dividiert,  so  erhält  man  für  unendliches  x 
das  Resultat  <p(m)  =  0.  Man  braucht  diese  Gleichung  nur  aufzu- 
lösen, um  die  Richtungen  der  Asymptoten  zu  bestimmen.  Wir  wollen 
zunächst    annehmen,    m    sei    eine    einfache    Wurzel    von    <p,    sodaß 

<p'(fri)  ^  0  ist,  und  h  zu  berechnen  suchen.  Dividiert  man  die 
Gleichung  (12)  durch  a?'1,  so  hat  man 

(13)  x<p{t)  +  y1(t)  +  *f  +  ...  =  0] 

ferner  erhält  man  für  unendliches  x,  wenn  man  zuvor  bemerkt,  daß 

lim  x  (t  —  m)  =  lim  (y  —  mx)  =  h 
ist,  und  daran  denkt,  daß  <p(m)  =  0  ist, 

lim x<p(t)  —  lim x(t  —  w)  •  lim   _     =  h<p'(m) 

auf  Grund  der  Definition  von  qp'(m)-     -^o  w^  ^*e  Gkichung  (13) 

VO)  +  9>i("0  -  0     und  liefert     h  =  -  ^ . 

Ist  m  eine  vielfache  Wurzel  von  <py  so  hat  man  <p'(in)  =  0,  und  wenn 
nicht  <pt  (m)  =  0  ist,  so  kann  man  sagen,  daß  die  Asymptote  unend- 
lich fern  ist.  Aber  auch,  wenn  <Pi(tri)  =»  0  ist,  wird  die  letzte  Formel 
illusorisch,  und  man  muß  auf  die  Formel  (12)  zurückgreifen.  Divi- 
diert man  dieselbe  durch  #*~2,  so  erhält  man 

(14)  x\(t)  +  zu®  +  %(<)  +  &£  +  . . .  _  0. 

Nun  ist 

lim x*<p{t)  -  lim x* (t  -  m)f .  lim  ^jL  _  i_  A»^(m); 

mithin  wird  für  unendliches  x  die  Gleichung  (14) 

(15)  *  *  V'(*)  +  »ä'W  +  %  («0  =  0 

und  liefert  zwei  Werte  für  &,  die  zwei  (reellen  oder  imaginären) 
parallelen  Asymptoten  entsprechen.  Wenn  ferner  m  eine  dreifache 
Wurzel  von  tp  ist,  so  liegt  im  allgemeinen  eine  der  zugehörigen 
Asymptoten  nicht  im  Endlichen;  es  sind  zwei  von  ihnen  unendlich 
fern,  wenn  auch  <px'(in)  =■  0  ist,  und  wenn  endlich  alle  Koeffizienten 
der  Gleichung  (15)  gleich  Null  sind,  so  muß  man  wieder  die 
Gleichung  (12)  vornehmen,  sie  durch  x?~*  dividieren  und  dann  zur 
Grenze  für  unendliches  x  übergehen,  wodurch  man  erhält 

u.  s.  f. 

601.   Mit  Hilfe  homogener  Koordinaten  läßt  sich  die  Aufsuchung 
der  Asymptoten  der  algebraischen  Kurven  in  einfacherer  Weise  durch- 
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führen,  wenn  man  von  dem  in  §  598  bewiesenen  Theorem  Gebrauch 
macht.  Zunächst  bemerke  man,  daß  sich  das  Resultat  q>  (m)  —  0  in 
folgender  Weise  aussprechen  läßt:  Wenn  man  in  der  Gleichung  einer 
Kurve  n-ter  Ordnung  alle  Glieder  von  niedrigerem  als  n-tem  Grade 
unterdrückt,  so  stellt  die  dadurch  erhaltene  Gleichung  das  System  der 
Parallelen  dar,  die  durch  den  Anfangspunkt  zu  den  n  Asymptoten 
gezogen  sind  und  reell  oder  imaginär,  verschieden  oder  zusammen- 
fallend sein  können.    Dies  wird  sozusagen  evident,  wenn  man  setzt 

*  (*,  y,  z)  =  tfy  (J )  +  **-  Vi  (i )  +  «V- V,  (£)  +  ••  •, 

um  die  Gleichung  der  Kurve  homogen  zu  machen,  und  dann  bemerkt, 
daß  das  Hinschreiben  der  Gleichung  <p  =  0  soviel  bedeutet  als  in 
O  =  0  zu  setzen  z  =  0,  d.  h.  die  n  Schnittpunkte  der  Kurve  mit  der 
unendlich  fernen  Geraden  zu  betrachten.  Nunmehr  schreibe  man  die 
Gleichung  der  Tangente  (§  587) 

(lß)  xl*+4£+4f=°> 

und  um  auszudrücken,  daß  der  Berührungspunkt  im  Unendlichen 
liegt,  setze  man  in  den  Koeffizienten  z  =  0.  Man  erhält  auf  diese 
Weise  eine  Gleichung,  die  in  x  und  y  homogen  ist.  Darauf  eliminiere 
man  y/x  aus  dieser  Gleichung  und  derjenigen,  welche  aus  0  —  0  für 
z  =  0  entsteht.  Man  gelangt  dann  zu  der  Gesamtgleichung  der 
Asymptoten.    Im  Grunde  ist  diese  Methode  nicht  verschieden  von  der 

früheren.    In  der  Tat  hat  man,  für  *  =  0,  *  —  s" <p (£\,  d.L9-0, 

wenn  man  für  y/x  einen  Wert  m  annimmt,  der  der  Gleichung  g>  —  0 
genügt.     Außerdem  ist 

41+4?-°.  g-*-v(S).  i?-- -■*© 

und  folglich 

ff  — «*-'„'(«),   JJ-*-V(-0,   J? -*-'*(•). 

Mithin  wird  die  Gleichung  (16)  in  nichthomogenen  Koordinaten 


r-rnz- 


9i(») 


602.  Übungen,  a)  Wenn  die  Kurve  a?  +  y*  —  3  axy  gegeben  ist, 
die  man  das  Folium  Cartesii  nennt,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der 
Neigungskoeffizienten  der  Asymptoten  die  Gleichung  1  +  m8  —■  0,  welche 
als  einzige  reelle  Wurzel  m  =  —  1  zuläßt;  ferner  ist 

cp  (tri)        Snr 
Also  hat  die  Kurve  nur  eine  reelle  Asymptote,  welche  durch  die  Gleichung 
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%  +  V  +  <*  =  0  dargestellt  wjrd.  Für  die  Anwendungen  braucht  man 
nicht  die  in  §  600  erhaltenen  Formeln  im  Kopfe  zu  haben,  sondern  nur 
das  Verfahren,  welches  zur  Gewinnung  dieser  Formeln  angewandt  wurde. 
So  kann  man  im  Falle  des  Folium,  nachdem  man  bemerkt  hat,  daß  #  +  y 
der  einzige  reelle  Faktor  von  x*  +  y8,  der  Summe  der  Glieder  höchsten 
Grades,  ist,  unmittelbar  die  Gleichung  der  Asymptote  hinschreiben: 

,  /       Saxy      \ 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man,  indem  man  y  in  eine  Reihe  entwickelt: 

J,  =  _a._0  +  ___+.... 

b)  Etwas  allgemeiner  betrachte  man  die  Gleichung 

{x  +  y)(x%-  2kxy  +  y»)  =  2(1  +  k)axy, 

welche  für  k  =*  ^  das  Folium  darstellt  und  für  k  =  0  eine  andere  wich- 
tige Kurve,  die  sogenannte  LogocyUika.  Solange  Ä*<  1  ist,  gibt  es  nur 
eine  reelle  Asymptote,  deren  Gleichung 

/  2(l  +  *)«*y  \ 
v  +  y^Kx'-tkxy  +  y'),^,-       a 

ist,  sodaß  die  betrachteten  Kuryen  alle  asymptotisch  zu  einer  und  der- 
selben Geraden  sind.  Dagegen  besitzen  diejenigen,  für  welche  &2>  1  ist, 
noch  zwei  andere  reelle  Asymptoten,  die  zu  den  Geraden 

x*  —  2  kxy  +  y*  —  (y  —  mx)  (y  —  mx)  =  0 

parallel  sind,  wobei  m  =  k  ±  V^—l  ist  Die  Gleichung  einer  Asymp- 
tote ist 

_  mr       /   2(1  +k)axy   \  2(l  +  k)ma  ma 

V       mX=°\(x  +  y)(y-fn'x)),smr  (l  +  m)(m-m')       m-1' 

sodaß  man  zur  Darstellung  der  beiden  Asymptoten  findet 

y  -  kx  +  |a  ±  (x  +  j^jYV^l. 

Diese  Asymptoten  treffen  sich  in  dem  Punkte  as  =  y  =  —  i<*/(k  —  l) 
unter  einem  Winkel,  dessen  Kosinus  1/k  ist.  Nur  für  &  =  2  gehen  die 
drei  Asymptoten  durch  einen  Punkt  hindurch  und  sind  alsdann  parallel  zu 
den  Seiten  eines  gleichseitigen  Dreiecks. 

c)  Um  zu  zeigen,  in  welcher  Weise  man  die  homogenen  Koordinaten 
anwendet,  betrachten  wir  wieder  das  Folium  und  setzen 

<0(s,  y,  e)  «a^+y8—  Saxyz, 

um  das  im  vorigen  Paragraphen  Gesagte  anzuwenden.    Für  z  =  0  hat  man 

dx       öar>     dy       öy  '     Bm  6axy' 

und  die  Gesamtgleichung  der  'Asymptoten  ergibt  sich  also  durch  Elimi- 
nation des  Verhältnisses  y/x  aus  den  Gleichungen 

aj8  +  y8-=  0,       Xx*+  Yy*—  axy  —  0 
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oder  (wenn  man  x  und  y  für  die  laufenden  Koordinaten  schreibt)  durch 
Elimination  von  m  aus  1  +  w8  =»  0  und  x  +  m*y  =  ma.  Führt  man  diese 
Elimination  aus,  so  erhalt  man  x*  +  y*  +  a8  =  3a#y,  und  diese  Gleichung 
zerlegt  sich  in  die  drei  folgenden 

#  +  y  +  a  =  0,     x  +  ay  -f  ©8a  =  0,     «  +  <o*y  +  »«  —  0, 

wo  g>  eine  imaginäre  kubische  Einheitswurzel  darstellt.  Das  Folium  hat  so- 
mit außer  der  reellen  Asymptote  x  -f-  y  +  #  ■»  0  zwei  imaginäre  Asymp- 
toten, die  sich  in  dem  Punkte  (a,  a)  schneiden.  Die  erhaltene  Gleichung 
kann  man  auch  unmittelbar  aufstellen,  wenn  man  sich  von  der  Bemerkung 
leiten  läßt,  daß  die  Gesamtgleichung  der  Asymptoten  einer  Kurve  n-ter 
Ordnung  sich  aus  der  Gleichung  der  Kurve  selbst  ergeben  muß,  indem 
man  die  Koeffizienten  der  Glieder  von  niedrigerem  als  (n  —  l)-tem  Grade 
derart  ändert,  daß  die  Gleichung  sich  in  n  lineare  Gleichungen  spaltet. 
Im  Falle  des  Folium  führt  diese  Bemerkung  sofort  zum  Ziele,  weil  es, 
wie  wir  wissen  (§  473),  genügt  a8  zu  #8+y8—  3axy  zu  addieren,  um 
den  Wert  der  Zirkulante  (a?,  y,  a)  zu  erhalten,  die  in  drei  lineare  Fak- 
toren zerlegbar  ist. 

d)  Es  sei  jetzt  noch 

<D(s>y>*)  —  «£2+  by*  +  cz*  +  2fyz  +  2gzx  +  2hxy. 
Die  Gleichung  der  Tangente  ist 

(ax  +  hy  +  gz)X  +  (hx  +  by  +  fz)  Y  +  (fx  +  fy  +  cz)Z  -  0 . 
Setzt  man  2  =  0  und  Z  =  1 ,  so  erhält  man  also 

(aX  +  hY  +  g)x  +  (hX  +  bY+f)y  =  Q 
und  hat  nun  y/x  aus  dieser  Gleichung  und  aus 

ax*+  by*  +  2?ixy=*0 

zu  eliminieren.     Man   erhält  dabei,  wenn  man  X  und  Y  durch  x  und  y 

ersetzt, 

a(hx  +  by  +  f)*  +  b(ax  +  hy  +  gy-2h(ax  +  hy  +  g)(hx+by  +  f)~0 

oder 

<*  h  ax  +  hy  +  g  \ 

h  b  hx  +  by  +  f\^0. 

ax  +  hy  +  g     hx  +  by  +  f    0  j    ' 

Subtrahiert  man  von  der  letzten  Vertikalreihe  die  mit  x  multiplizierte 
erste  und  die  mit  y  multiplizierte  zweite  und  verfährt  dann  in  analoger 
Weise  mit  den  Horizontalreihen,  so  findet  man 

a     h     g 

Hbf  =  0. 

g    f    c  —  0> 

Man   erhält  also   die   Gesamtgleichung  der  Asymptoten    des  Kegelschnitts 

ax*+by*+c+  2fy  +  2gx  +  2Äxy-0, 
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indem  man  auf  der  rechten  Seite  0  durch  die  Diskriminante  D,  geteilt 
durch  ab  —  h*,  ersetzt.  Zu  diesem  Resultate  gelangt  man  sehr  viel 
rascher  mit  Hilfe  der  Bemerkung,  die  wir  heim  vorigen  Ühungsbeispiel 
gemacht  haben,  indem  man  also  c  durch  eine  Zahl  c  ersetzt  derart,  daß 
die  Gleichung  sich  in  zwei  lineare  Gleichungen  zerlegt.  Dazu  ist  erforder- 
lich, daß  die  neue  Diskriminante 


a 

h    9 

a     h     g 

a     h 

0 

h 

h     f 

= 

h     b     f 

+ 

h     b 

0 

9 

f     o 

9     f     c 

9     f 

c 

c  —  c 


D  +  (ab-h*)(c-c) 


gleich  Null  ist,  daß  man  also  hat    c  =  c  — 


B 


oft  —  h* 
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603.  Wendepunkte.  Gewisse  Besonderheiten,  die  sich  in  Punkten 
einer  Kurve  darbieten  können  und  die  ihrer  Gestalt  anhaften,  geben 
Veranlassung  dazu,  diese  Punkte  als  singulare  Punkte  zu  be- 
zeichnen. So  bietet  sich  z.  B.  in  den  Punkten,  wo  y'=  0  ist,  die  Be- 
sonderheit, daß  die  Ordinate  im  allgemeinen  ein  Minimum  oder  ein 
Maximum  wird,  und  doch  sind  diese  Punkte  keine  singulären  Punkte, 
da  man  nur  die  Richtung  der  Achsen  zu  ändern  braucht,  um  die  be- 
obachtete Besonderheit  anderswohin  zu  verlegen.  Das  gilt  aber  nicht 
von  den  Punkten,  in  welchen  y"=  0  ist:  sie  heißen  Wendepunkte 
oder  Inflexionspunkte  und  sind  singulare  Punkte,  weil  in  ihnen  die 
Krümmung  null  ist,  d.  h.  eine  Eigenschaft  vorhanden  ist,  die  keine 
Änderung  der  Achsen  zu  zerstören  imstande  ist.  Es  ist  übrigens 
leicht  zu  konstatieren,  daß  in  der  Umgebung  eines  solchen  Punktes  M 
die  Kurve  ein  außergewöhnliches  Verhalten  in  Bezug  auf  die  Tangente 
in  M  hat.  Verlegt  man  den  Anfangspunkt  nach  M  und  läßt  die  Achsen 
mit  der  Tangente  und  der  Normale  zusammenfallen,  so  hat  man, 
nach  der  Definition  von  y"  als  der  Derivierten  von  y',  lim  (jfjx)  =  0, 
mithin  auf  Grund  des  Theorems  von  L'Hospital  lim(y/#*)  =  0.  Die 
Entfernung  der  Tangente  in  M  von  den  zu  M  unendlich  benachbarten 
Kurvenpunkten  ist  also  infinitesimal  von  höherer  als  zweiter 
Ordnung,  sodaß  man  sagen  könnte,  die  Kurve  berühre  in  den  Wende- 
punkten ihre  Tangente  inniger.  Um  ferner  die  Bezeichnung  „Wende- 
punkte" zu  rechtfertigen,  muß  man  bemerken,  daß  y",  wenn  es  ver- 
schwindet, im  allgemeinen  sein  Zeichen  wechselt,  und  daß  daher 
(§  348,  d),  wenn  man'  die  Kurve  durchläuft;,  beim  Überschreiten  eines 
Wendepunktes  die  Konvexität  derselben  sich  in  Konkavität  verwandelt 
oder  umgekehrt.  Man  hat  also  eine  wirkliche  und  eigentliche  Wendung 
(Inflexion)  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes,  d.  h.  die  Kurve  durch- 
setzt die  Tangente.     Dies  ist  nicht  mehr  der  Fall,  wenn  y"   in  der 


lji  Wendungen  ml 

Umgebung  von  M  ein  bestimmtes  Zeichen  bewahrt,  in  welchem  Falle 

der  Wert  Null  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  von  y"  dtustellr 
Daraus  folgt,  daß  (§  313)  die  Abscissen  der  Punkte,  in  welchen  die 
Kurve  ihre  Tangente  durchsetzt,  die  einfachen  Wurzeln  von  <j"  sind 
oder  die  vielfachen  Wurzeln  von  ungerader  Ordnung  Dies  ei-Ulut 
sich  in  einfacher  Weise  durch  die  Bemerkung,  daß  jene  Werte  VM  i 
gerade  diejenigen  siud,  welche  die  Funktion  \j  zu  einem  Minimum 
oder  Maximum  machen,  d.  h.  die  Abscissen  derjenigen  Punkte, 
dereu  Umgebung  es  passiert,  daß  die  Tangente  aufhört  in  dem  einen 
Sinne  fortzuschreiten  und  im  entgegengesetzten  sich  zu  verschieben 
anfängt,  was  noch  klarer  aus  der  Formel  (7)  hervorgeht. 

604.  Um  die  Wendepunkte  der  Kurve  ;/  =  f(z)  zu  bestimmen, 
muß  man  die  Gleichung  f'(w)  =  0  auflösen  oder  irgend  eine  andere 
mit  ihr  äquivalente  (§  5S)4),  die  also  ausdrücken  muß,  daß  die  Krümmung 
null  ist.  Wenn  z.  B.  die  Kurve  durch  ein  Paar  von  Gleichungen 
ar  =  ?,(0i  y  =  ^{')  gegeben  ist,  so  ist  es  zweckmäßig  statt  y"=  0 
zu  schreiben  dxd*y  —  dyd**  =  U.  Mit  andern  Worten,  die  Wende- 
punkte entsprechen  den  Werten  vim  /,  die  tp\i)  *"(/)  —  <("'(')  V "(') 
zum  Verschwinden  bringen.  Ist  dagegen  die  Kurve  in  I'olarkoordi- 
naten  gegeben,  so  ist  die  Gleichung,  welche  man  anzuwenden  hat, 
r*-\-  2r*  —  rr"=  0,  die  (notwendig  vielfachen)  Wurzeln  von  r  aus- 
geschlossen; oder  man  schreibt,  wenn  die  Gleichung  der  Kurve  unter 
der  Form  l/r  =  f(ff)  gegeben  ist,  f+f"=  0.  Wenn  man  ferner 
unter  Anwendung  cartesischer  Koordinaten  die  Kurve  als  dargestellt 
durch  die  Gleichung  f(x,  y)  =  0  betrachtet,  so  ist  die  Gleichung, 
welche  die  Wendepunkte  liefert,  folgende; 


ex*     dxdy     dx 


d'f 

iff 

Sf 

i*il 
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h 

»r 

nf 

0 

'ex 

S» 

Vertiki 


(M) 


vorausgesetzt,  daß  man  die  Punkte  ausschließt,  in  welchen  auch 
^//*  =  0  ist.  Der  Gleichung  (17)  kann  man  im  Falle  der  algtbl 
Kurven  eine  bemerkenswerte  Form  geben,  wenn  die  Gleichung  der 
Kurve  bereits  homogen  gemacht  ist.  Es  sei  »  der  Grad  der  Gleichung, 
und  man  subtrahiere  in  der  obenstehenden  Determinante  von  der  mit 
n  —  1  multiplizierten  letzten  Vortikalreihe  die  mit  X  multiplizierte 
erste  und  die  mit  y  multiplizierte  zweite;  darauf  mache  man  dasselbe 
mit  den  llorizontalreihen.  Die  beiden  ersten  Elemente  der 
Vertikalreihe  oder  der  letzten  Horizontal  reihe  verwandeln  sich  (§  37 1 )  in 

.  *t 

6x$i* 


(»-»£ 


1  ■',*.,) 
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l)dy      ^dydx  +  Vdy')      Z 


dyds 


und  das  letzte  Element  in 

was  sich  auf  £*ö-^   reduziert.     Die  betrachtete  Gleichung  wird  somit 

dy      d*f      ay 


ay 

dydx 


dxdy 

ay1 
av 


dsda    #*dy 


dxdz 

d>f 

dydz 

av 


o. 


Man  bestimmt  also  die  Wendepunkte  der  algebraischen 
Kurve  f=-0,  indem  man  die  Hessesche  Form  H  der  homogen 
gemachten  Funktion  f  gleich  Null  setzt  (vgl.  §§  378,  569). 
Die  Kurve  JET  —  0  heißt  die  Hessesche  Kurve  der  Kurve  f=*0. 
Die  Wendepunkte  einer  algebraischen  Kurve  sind  also  Punkte,  in 
welchen  sie  ihre  Hessesche  Kurve  schneidet;  und  da  diese  die  Ordnung 
3  (n  —  2)  hat,  so  hat  man  auf  einer  Kurve  von  der  Ordnung  n  im 
allgemeinen  3  n  (w  —  2)  Wendepunkte.  Ein  Kegelschnitt  z.  B.  hat 
keine  Wendepunkte,  eine  Kurve  dritter  Ordnung  hat  deren  neun 
(unter  ihnen  immer  sechs  imaginäre),  u.  8.  w.  Man  bemerke  unter 
Bezugnahme  auf  die  Formel  (9),  daß  jeder  gemeinsame  Punkt  der 
beiden  Kurven  f  =»  0  und  H  ■-  0  ein  Wendepunkt  der  ersten  Kurve 
ist,  sobald  nicht  df  =  0  ist,  sobald  also  nicht  die  ersten  Derivierten 
von  f  gleichzeitig  verschwinden.  Die  Bedingung  Jf —  0  (zusammen 
mit  f  =*  0)  definiert  für  sich  allein  andere  singulare  Punkte,  die  eben- 
falls der  Gleichung  (17)  genügen  und  daher  auf  der  Hesseschen  Kurve 
liegen.  Von  diesen  Punkten  werden  wir  in  kurzem  (§  606)  handeln; 
schon  jetzt  aber  beachte  man,  daß  ihre  Anwesenheit  die  Zahl  der 
Wendepunkte,  3n(n  — 2),  herabdrückt. 

605.    Übungen,      a)   Bei   der    Quadratrix  ly  =  x  cot  — \   reduziert 

sich,  da  y"=  — — ist,    die    Gleichung   der  Wendepunkte    auf  y«a, 

,      •  x 

a1  sm*  — 

a 

vorausgesetzt,  daß  x  ^  0  ist.  Der  zentrale  Zweig  hat  also  keinen  Wende- 
punkt, aber  die  Tangente  im  Scheitel  schneidet  alle  andern  Zweige  in 
den  zugehörigen  Wendepunkten.  Die  Normalen  der  Kurve  in  allen  diesen 
Punkten  gehen  durch  den  Anfangspunkt  hindurch. 

b)  Die  Gestalt  der  durch  die  Gleichung  y  ■-  x  — —   dargestellten 


f+e 


Ceifcro,  Analyiii. 


37 


578 


VI,  2.    Anwendungen  auf  die  ebenen  Kurven. 


«606 


Kurve  (§  599,  d)  läßt  sofort  die  Existenz  zweier  in  Bezug  auf  die  y-Achse 
symmetrischer  Wendepunkte  vermuten;  und  in  der  Tat  reduziert  sich  die 
Gleichung  y"=  0  auf  y  =  1,  die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  die  ge- 
gebene Kurve  in  ihren  beiden  Wendepunkten  trifft. 


ex-l 


c)  Bei  der  Kurve  y  =»  x%  -j ist  die  Gleichung  der  Wendepunkte 


•"+» 


zu  kompliziert,  um  daraus  Nutzen  ziehen  zu  können.     Es  ist  aber  leicht! 

sich  von  der  allgemeinen  Gestalt  der  Kurve  Rechenschaft  zu  geben,  indem 

man  bemerkt,  daß  dieselbe  durch 
den  Anfangspunkt  tangential  zur 
x-Achse  hindurchgeht  (vgl  §  294,  b) 
und  sich  asymptotisch  zu  der  Ge- 
raden y  <•=*  \x  ina  Unendliche  er- 
streckt. Außerdem  sagt  uns  die 
Entwickelung 

—  -  — 4- 


Fig.  61. 


daß  die  Kurve  asymptotisch  tu  der 
Hyperbel  x*  —  2xy  —  \  ist,  und 
dadurch  wird  ihre  angenäherte  Kon« 
struktion  erleichtert  Es  gelingt  auf 
diese  Weise  vorauszusehen,  daß  die 
Kurve  an  drei  Stellen,  zu  denen  der 
Anfangspunkt  0  gehört,  eineWendung 
macht.  Nichtsdestoweniger  muß  be- 
merkt werden,  daß  0  kein  Wende- 
punkt ist,  und  man  hat  auf  diese 
Weise  ein  Beispiel  für  eine  Kurve,  die  ihre  Tangente  in  einem 
Punkte  durchsetzt,  der  kein  Wendepunkt  ist.  In  der  Tat  wissen 
wir  (§  314,  i),  daß  y",  betrachtet  als  rechtsseitige  oder  linksseitige  Deri- 
vierte  von  y,  den  Wert  2  oder  den  Wert  —  2  hat.  Es  genügt  übrigens 
zu  bemerken,  daß  lim  (y/x)*)  =  ±  1  ist,  um  sich  zu  vergewissern,  daß 
im  Punkte  0  eine  wesentliche  Eigenschaft  der  Wendepunkte  fehlt,  da  der 
Abstand  zwischen  der  Tangente  in  0  und  den  zu  0  unendlich  benach- 
barten Kurvenpunkten  nicht  unendlich  klein  von  höherer  als  zweiter 
Ordnung  ist,  sondern  vielmehr  von  zweiter  Ordnung,  wie  in  den  ge- 
wöhnlichen Punkten. 

d)  Um  sich  zu  überzeugen,  wie  nützlich  es  ist,  ein  sicheres  analy- 
tisches Kriterium  (l/"=  0)  zur  Aufsuchung  der  Wendepunkte  zu  haben, 
genügt  es  die  Kurve  y  «  £*  -f  sinx  zu  konstruieren,  indem  man  sin«  su 
den  Ordinaten  der  logarithmischen  Kurve  y  =*  e*  hinzufugt.  Eine  rohe 
Zeichnung  dieser  Kurve  würde  zu  der  Meinung  fuhren,  daß  die  Kurve 
auch  für  x  >  0  unendlich  oft  sich  wendet;  dies  ist  aber  nicht  der  Fall, 
da  die  Funktion  f/"=  e*  —  sin  x  keine  positiven  Wurzeln  zulaßt,  weil  man 
für  x  >  0  hat   c*  >  1  ^>  sin  x.     Dagegen    gibt    es    für   x  <  0    unendlich 
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viele  Wendepunkte.  Ihre  Abscissen  sind  die  der  Schnittpunkte  der  loga- 
rithmischen Kurve  mit  der  Sinuskurve  y  =  sin  x. 

e)  Wenn  eine  beliebige  Schnecke  (r  =  a  cos  0  +  b)  gegeben  ist,  so 
findet  man  leicht 

r*  +  2r'»  -  rr"=>  2a*  +  6*  +  3 ab  cos 0. 

Damit  nun  diese  Funktion  von  6  für  reelle  Werte  von  0  null  werde,  ist 
nötig,  daß  2  a%  +  b*  nicht  3  ab  übertrifft,  daß  also  b  in  das  Intervall 
(a,  2  a)  fällt;  aber  die  untere  Grenze  ist  ausgeschlossen,  da  für  b  =  a 
sich  0  =  jr  ergibt,  eine  Doppel wurzel  von  r.  Also  sind  (vgl.  §  589,  k) 
die  einzigen  Schnecken,  welche  Wendepunkte  haben,  diejenigen,  bei  denen 
b  größer  als  a,  aber  nicht  größer  als  2  a  ist. 

f)  Unter  den  Eonchoiden  (§  589,  j)  einer  Geraden  betrachte  man  die- 
jenige, welche  den  Pol  enthält.  Aus  ihrer  Gleichung  (r  — -a)cosö  =  a 
leitet  man,  um  ihre  Wendepunkte  zu  bestimmen,  die  Gleichung  ab 
cos80  +  3cos*0  —  2  =  0,    aus    welcher   sich    für    cos0    die   Werte   —  1, 

—  1  +  )/3,  —  1  —  }/3  ergeben.  Den  ersten  braucht  man  nicht  zu  beachten, 
da  er  r  (und  gleichzeitig  r')  zum  Verschwinden  bringt;  der  letzte  ent- 
spricht keinem  reellen  Wert  von  0;  es  bleibt  nur  der  zweite  übrig,   der 

r  =  yO*  +  V%)  gibt:  das  ist  der  Radius  eines  Kreises,  mit  dem  Mittel- 
punkt im  Pol,  der  die  Kurve  in  den  beiden  Wendepunkten  berührt.  Es 
ist  leicht  zu  zeigen,  daß  die  Wendepunkte  aller  Konchoiden  einer  und  der- 
selben Geraden  in  Bezug  auf  denselben  Pol  auf  die  semikubische  Parabel 
x*  =  4  ay*  fallen. 

g)  Zum  Schluß  wollen  wir  uns  fingen,  ob  die  Konchoiden  einer 
logarithmischen  Spirale  (§  599,  i)  Wendepunkte  haben  können,  obwohl  es 
a  priori  den  Anschein  hat,  als  könne  dies  nicht  der  Fall  sein.  Aus 
r  =■  a  (e"1*  ±  1)  leitet  man  ab 

r*  +  2 r*  -  rr"=*  (1  +  m2)^  qp  2tw*ar  +  2 mV 

und  erkennt,  daß  im  Falle  m*  <  8  dieses  Trinom  für  reelle  Werte  von  r 
nicht  verschwinden  kann.  Daraus  folgt,  daß  die  gesuchten  Spiralen  nur 
diejenigen  sind,  welche  ihre  Radienvektoren  unter  einem  hinreichend  kleinen 
Winkel  treffen,  nämlich  einem  solchen,  dessen  Sinus  nicht  größer  ist 
als  1/3.  Bei  jeder  von  ihnen  haben  sämtliche  Konchoiden  zwei  Wende- 
punkte, die  Werten  von  r  entsprechen,  welche  immer  zwischen  a  und  2  a 
enthalten  sind.  Die  Bogen  der  unendlich  vielen  Konchoiden  einer  und 
derselben  Spirale,  die  ihre  Endpunkte  in  den  Wendepunkten  haben,  werden 

vom  Pol  aus  unter  konstantem  Winkel  gesehen,  der  für  m  =  2)/ 2  null 
und  für  sehr  großes  m  äußerst  klein  ist. 

606.  Vielfache  Punkte.  Bekanntlich  (§  572)  macht  man  zur 
Bestimmung  der  Tangente  in  einem  Punkte  der  Kurve  f{x}y)  =  0 
Gebrauch  von  der  Gleichung 

(18)  K+y|y-  =  °> 

welche    den    Wert    von    y'    liefert    unter    der    Voraussetzung,    daß 

37* 


u: 


und  ?—   stftii;  sind  und  daß  mau 


ußerdem  lutl 


einem  Punkte  .1/  uher  '  -  =0  ist,  so  kann  mau  nicht  mehr  behaupten, 
daß,  in  der  Umgebung  von  M,  y  eine  Funktion  von  x  ist,  d.  h.  daß 
jedem  Worte  von  x  ein  Wert  von  y  und  nur  einer  entspricht;  dos 
bleibt  aber  wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  wahr  in  der  Um- 
gebung von  M,  d.  h.  in  Punkten  Af,  die  zu  M  unendlich  benachbart 
sind,  existiert  die  Derivierte  y  und  hat  den  ans  (18)  zu  entnehmenden 
Wert.     Wenn  M'  nach  M  hinrückt,  so  strebt  .,     dem  Verschwinden 


Sf 


ry  ' 


zu,  während  sieh  .  ■  einem  Grenzwert  nähert,  der  im  allgemeinen 
von  Null  verschieden  ist,  sodaß  also  y  unendlich  wird.  Daraus 
folgt,  daß  in  .1/  die  Tangeute  parallel  zur  y- Achse  ist,  und  darin 
liegt  keine  Singularität.  Wenn  dagegen  auch  -.-  nach  Null  kon- 
vergierte, so  konnte  man  ohne  weitere  Untersuchung  nichts  Über  den 
Grenzwert  von  y  aussagen.  Die  Gleichung  (18)  wird  dann  bei  dem 
Grenzübergang  illusorisch,  imd  um  dies  zu  vermeiden,  nimmt  man 
zu  einer  neuen  Differentiation  seine  Zuflucht: 


(19) 


.  +  2»'; 


,  +  «' 


Wir  wollen  zulassen,  daß  beim  Einrücken  des  Punktes  M'  nach  M 
sich  '/  einem  endlichen  Grenzwert  nähert,  und  denselben  zu  bestimmen 
suchen.  Dabei  bemerken  wir,  daß  man,  falls  y  unendlich  werden 
sollte,  nur  anstatt  tly'dx  den  (nach  Null  konvergierenden)  Quotienten 
i(x  tlij  m  betrachten  brauchte,  nm  sich  zu  überzeugen,  daß  die  Re- 
sultate, welche  wir  erhalten  werden,  gültig  bleiben.  Wir  wollen 
nunmehr  beweisen,  daß  y"  ?r   nicht  nach   einem    von  Null   verschie- 


Vi 

denen  Grenzwert  konvergieren  k;inn. 
von  L' Hospital  und  schreiben 


Dazu  benutzen  wir  das  Tbl 


li  m  y  m 
Da  die  Funktion 


K  \        dxcg/ 


3 ,  ,  „ 


■''  --,r 


nach  Voraussetzung  eiidlieb   bleibt,  so   bat   mun   liui  < 
wird   die   Gleichung  (19)   beim   Übergang   zur   Grenze: 


wobei  den  zweiten  Derivierten  von  f  die  Werte  beizulegen 
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sie  in  M  annehmen,  wahrend  y  den  Grenzwert  von  y  bei  nach  M 
hinrückendem  M'  darstellt.  Man  hat  demnach  in  M  für  y  zwei 
Werte,  d.  h.  die  Kurve  läßt  in  dem  genannten  Punkte  zwei  Tangenten 
zu,  die  reell  und  verschieden  oder  zusammenfallend  oder  imaginär 
sein  können,  was  von  dem  Vorzeichen  von 


(21) 


av 

d*f 

dx* 

dxdy 

d*f 

B*f 

dxdy 

dy% 

abhängt.     Im  ersten  Falle  heißt  der  Punkt  M  ein  Doppelpunkt,  im 
zweiten  ein  Rückkehrpunkt  oder  eine  Spitze,  und  im  dritten  Falle 


*h 


i 


Fig.  6J. 

ist  er  ein  isolierter  Punkt,  da  in  der  Umgebung  von  M  kein 
andrer  reeller  Kurvenpunkt  existieren  kann.  In  der  Tat,  wenn  die 
Determinante  (21)  positiv  ist,  so  weiß  man  (§  379),  daß  die  Funktion  f 
in  M  ein  Minimum  oder  Maximum  hat;  und  da  in  diesem  Punkte 
ihr  Wert  null  ist,  so  ist  damit  gesagt,  daß  in  seiner  Umgebung 
die  Funktion  immer  positiv  oder  immer  negativ  ist.  Wenn  dagegen 
die  Determinante  (21)  negativ  ist,  so  zerlegt  sich  der  Winkelraum 
um  M  in  zwei  Regionen  (vgl.  §  570),  in  deren  einer  in  der  Nähe 
von  M  man  hat  /*>  0,  während  in  der  andern  f<0  ist;  und  diese 
Regionen  werden  voneinander  getrennt  durch  die  Geraden,  in  deren 
Richtung  f  den  Wert  Null  zu  bewahren  strebt.  Es  sind  dies  gerade 
die  beiden  Tangenten  der  Kurve  f=>  0  im  Punkte  M.  In  Wirklichkeit 
ist  die  vorstehende  Diskussion  wenig  streng.  Um  sie  in  exakter 
Weise  durchzuführen,  müßte  man  sich  von  analogen  Betrachtungen 
leiten  lassen1),  wie  sie  in  §  572  entwickelt  worden  sind. 

607.    Wir  sehen  also,  um  zusammenzufassen,  daß  man  zur  Auf- 
suchung  der   letzthin  beschriebenen   Singularitäten    längs    einer   ge- 


1)  D'Arcais:  „Coroo  di  Calcolo  infinitesimale11,  vol.  I,  pp.  509—515. 


|  ii'.u.timm'n  auf  die  ebenen  I 

4»  hi  mmi   Kwr«  /  —  0  die  ersten  Derivierten  von  /'  gleich  Null  setzen, 

•Hh    I  i'ima^m    x  —  a,  y  =  l>    des    so    gebildeten    Systeme   bestimmen 

w<*4   und   nur   diejenigen    behalten,   welche  auch   der  Gleichung  der 

ttOgWL-     Setzt  man  in  den  zweiten  Derivierten  für  x  und  ;/ 

■'•-«•  Wert*-  <i,  b  ein  und  bringen  sie  ^—^   nicht  zum  Verschwinden,  eo 

hat  man  einen   Doppelpunkt,  eine  Spitze  oder  einen  isolierten  Punkt, 

j*  nachdem   die  Funktion  (81)   oder    '...-,—  (ff-gL)     einen    nega- 

..  i-.c)iwiiidenden  oder  positiven  Wert  annimmt.     Wenn   ferner 

1    nber  -~--[-  ^  0  i**i   eo  läßt  die  Gleichung  (20)  eine  einzige 

ÜdUob.6   Wurzel   zn,   und  mau  hat  einen  Doppelpunkt,  wo  eine  Tan- 

gtsta    KU1    //-Achse    parallel    ist.      Wenn    in     Punkte    [o,   6)    auch 


=  0,  aber 


w: 


0   ist, 


kann   man    sagen,   daß  die   Wuraplu 


<Ui  Qleidhimg  (20)  beide  unendlich  sind,  und  man  hat  daher  stM 
Spitze,  bei  der  die  Tangente  parallel  zur  y-Achse  ist.  Endlich  kann 
iI.t  Fall  eintreten,  daß  die  zweiten  Derivierten  im  Punkte  (o,  b)  alle 
mill  lind.  Da  alsdann  die  Gleichung  (20)  illusorisch  wird,  so  muß 
iiuiu  /u  der  folgenden  seine  Zuflucht  nehmen: 


r.  y 


df 


Sie  liefert  im  allgemeinen  drei  Werte  für  y,  sodaß  man  einen  ilivi 
fachen  Punkt  findet.  Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  gelangt 
man  zum  Begriffe  eines  vielfachen  Punktes  von  »i-ter  Ordnung 
oder  eines  »t- fachen  Punktes.  Ein  solcher  Punkt  int  geometrisch 
dadurch  charakterisiert,  daß  er  »1  Zweigen  der  Kurve  angehört,  die 
reell  oder  imaginär  sind,  und  analytisch  durch  den  Umstand,  daß  in 
ihm  alle  partiellen  Derivierten  von  niedrigerer  Ordnung  als  der  m- 
null  sind,  während  wenigstens  eine  unter  denen  von  m-tex  Ordnung 
von  Null  verschieden  ist.  Macht  mau  die  Gleichung  der  Kurve  ho- 
mogen, so  kann  mau  noch  einfacher  sagen,  daß  der  m-fache  Punkt 
durch  das  Verschwinden  aller  partiellen  Derivierten  von  (m  —  l)-t*r 
Ordnung  charakterisiert  ist.  Wir  wollen  zum  Schluß  bemerken,  daß 
die  vielfachen  Punkte  einer  Kurve  wie  die  Wendepunkte  der 
Hesseschen  Kurve  angehören,  und  man  kann  überdies  beweisen, 
daß  sie  auch  für  die  Hessesche  Kurve  vielfache  Punkte  sind. 

608.  Spitzen.     Unter  den  Doppelpunkten  haben   besondei 
tigkeit  die  Spitzen,   weil   in   der  Umgebung    solcher   Punkt«'    «u    111 
der    Umgebung  der   Wendepunkte   die   Kurve   in  Bezug  auf  die  Tan 
gente  ein  exccptionelles  Verhalten  hat.     In  der  Tat,  macht  man  den 
zu  betrachtenden  Punkt  zum  Anfangspunkt  und  wählt  man  als  AxhaTO 

■"angente   und   die  Normale  der   Kurve,   so    ist  klar,  daß   mit    1 
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und  y  gleichzeitig  f  und  seine  ersten   und   zweiten  Derivierten   mit 

Ausnahme  von  g-y  verschwinden  müssen,  da  die  Gleichung  (20)  als 

Doppelwurzel   y'=  0   liefern   muß.     Da  ferner  im  allgemeinen   auch 

~— ä  im  Anfangspunkt  einen   von  Null   verschiedenen  Wert   hat,   so 

reduziert  sich  die  Gleichung  der  Kurve  auf  die  Form  y%  =  kxz,  wenn 
man  die  Infinitesimalen  von  höherer  als  dritter  Ordnung  vernach- 
lässigt. Also  verhält  sich  die  Kurve  in  der  Umgebung  des  Anfangs- 
punktes wie  eine  semikubische  Parabel  und  hat  demnach  die  Tendenz, 
sich  nur  auf  einer  Seite  der  Normale  in  zwei  durch  die  Tangente 
voneinander  getrennten  Zweigen  zu  entwickeln.  Dies  ist  der  all- 
gemeine Fall,  und  man  pflegt  alsdann  zu  sagen,  die  Spitze  sei  von 
erster  Art,  während  man  den  Namen  Spitze  zweiter  Art  für  den 
Ausnahmefall  vorbehält,  wo  die  Zweige  nicht  durch  die  Tangente  ge- 
trennt werden.     Dieser  Fall  kann  nur  dann  eintreten,  wenn  in  dem 

d*f 
betrachteten  Punkte  auch  «-^  =  0  ist.     In  dem  allgemeinen  Falle  ist 

o  x 

lim  (y/x2)  =  oo,  und  man  sieht  also,  daß  die  Kurve  sich  von  der 
Tangente  stärker  entfernt.  Daraus  leitet  man  ab,  daß  in  Spitzen 
die  Krümmung  im  allgemeinen  unendlich  ist.  Mit  andern 
Worten,  der  Krümmungsradius  verschwindet;  und  da  beim  Ver- 
schwinden im  allgemeinen  ein  Zeichenwechsel  eintritt,  so  wird  auf 
eine  andere  Weise  klar,  daß  nur  ausnahmsweise  der  Fall  einer  Spitze 
zweiter  Art  sich  bieten  kann. 

609.  Es  erscheint  jetzt  zweckmäßig  für  einen  Augenblick  zu  der 
Aufsuchung  der  Wendepunkte  einer  ebenen  Kurve  zurückzukehren, 
die  in  Polarkoordinaten  dargestellt  ist.  In  §  604  haben  wir  die- 
jenigen Werte  von  0  ausgeschlossen,  welche  mit  r*  +  2r'*  —  rr"  zu- 
gleich r  zum  Verschwinden  bringen,  weil  sie  auch  r  zu  Null  machen, 
folglich  auch  r*  +  r'*,  sodaß  man  nicht  zu  sagen  vermag,  was  mit 
der  Krümmung  passiert.  Es  ist  sogar  im  allgemeinen  leicht  zu  kon- 
statieren, daß  dieselbe,  anstatt  nach  Null  zu  konvergieren,  über  jede 
Grenze  wächst,  sodaß  man  anstatt  eines  Wendepunktes  eine  Spitze  hat. 
Um  also  zu  wissen,  ob  der  Pol  ein  Wendepunkt  ist,  muß  man  den 
vollständigen  Ausdruck  der  Krümmung  gleich  Null  setzen  und  nicht 
bloß  den  Zähler,  oder  man  muß  den  Verlauf  der  Kurve  in  der  Um- 
gebung des  Pols  direkt  diskutieren.  Wir  wollen  annehmen,  daß  r 
für  0  —  a  verschwindet,  und  in  der  Nahe  des  Pols  einen  Punkt  auf 
der  Kurve  betrachten,  dessen  Koordinaten  in  Bezug  auf  Tangente  und 
Normale  im  Pol  x  =  r  cos  (0  —  a),  y  —  r  sin  (0  —  a)  sind.  Offenbar 
hat  man  für  nach  a  konvergierendes  0 

v      x%        ,.     rcos*  (6  —  a)        1  f.         r  1     , 

p  —  lim  —  =  um  tt  .   ;A f  —  —  um  ^ —  =  -s~  r 


Anwendungen  auf  die  ebenen  Kurven 

auf  Grund  der  Definition  der  Dermerten  r,  welche  für  0  =  a  be- 
rechnet gedacht  wird.  Übrigens  reduziert  sieh  auch  die  zweite 
Formel  (8)  für  r  =  0  und  r'^O  auf  Q  =  \r\    Wenn  also  die  Funktion 

r  für  ß  =  a  gleichzeitig  mit  r  verschwindet,  so  hat  man  a  —  0,  Uto 
einen  Wendepunkt  zu  haben,  würde  nötig  sein  r'=  oc. 

610.    Übungen,     a)    Bei   dem    Foliuin  Cartcsü,    wtlcbM   durah    du- 
x"  -\-  j/°  =  3axy    dargestellt    wird,    Ist   der    Anfangspunkt    nn 

'"      8    OJ 

t  tor  X  —  a 

Gleichung   der   Kurve   nicht   genügen). 


ax    für 
,  welche 

Ferner  hat  man 


,    f|^  —  8*     Mithin  liißtdi^Glui.rhi:: 


_  »V  _ 
'ilt,  S  dxdy  " 
welche  hier  lautet   0  -J-  y'+  0  ■  y*  =  0,  eine  verschwindende  und  eine  un- 
endliche Wurzel  zu,   sodaß  die  Kurve  im  Anfangspunkt  beide  Achsen  be- 
rührt,   Mau  braucht  übrigens 
garnicht    auf  das    allgemeine 

Verfahren  zurückzugreifen. 
Läßt  man  nämlich  zu,  daß 
i/'  für  nach  Null  konTergia- 
rendes  X  einen  endli-  I  ■ 

■.-.,;■        I     :      . 

Gleichung  der  Kurve  die  Form 
J'  +  :'/(')  =  ;i "  "    m  gßben, 
um    sich   zu  überzeugen,  daß 
der  genannte  Grenzwert   not- 
wendig null  ist.    Also  berührt 
die  Kurve  im  Anfangspunkt  die 
x- Achse  und  jaus  Svnunetrie- 
gründen)    auch   die  y- Achse, 
Wünscht  man,  um  die  Kurv 
EU  konstruieren,  ihn-n  Verlauf 
in  der  Umgebung  des  Anfangs- 
punktes  in  kennen,  so  brau,  ht 
ur  x  nach  Null  konvergieren  zu  lassen  derart,  daß  yix  der  Null  zustrebt, 
i  der  Gleichung  die  Infinitesimalen  von  höherer  als  dritter  Ordnung  zu 
Mau  sieht  dann,  daß  der  die  7- Achse  berührende  Zweig 
neb.   verhält  wie  die  Parabel  x*  =  3ay  und  infolgedessen  der  andre  wie 
die  Parabel  y*  —  3or.     Zu  ähnlichen  Konsequenzen  führt  die  Untersuchung 
der  Logocyklika   und  der  allgemeineren  Kurven,   die  in    §  602    betrachtet 
worden  sind. 

b)  Die  Kurve  «*  =  (x3  —  yr)  y  hat  im  Anfangspunkt  einen  dreifachen 
Puukt,  was  man  mit  Hilfe  der  in  §  607  auseinandergesetzten  Methode 
konstatieren  oder  noch  einfacher  und  rascher  dadurch  erkennen  kann,  daß 
man  die  Gleichung  der  Kurve  in  der  Form  *  *■  —  —  I  —  1 
Konvergiert  jetzt  nämlich  x  nach  Null,  so  erhalt  man  y'~  y*  —  0,  mit- 
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Fig.  64. 


hin  hat  y  im  Anfangspunkte  die  Werte  0,  1,  —  1.  Will  man  die  Kurve 
konstruieren,  so  ist  es  nützlich,  als  unabhängige  Veränderliche  das  Ver- 
hältnis t  =  yjx  anzunehmen  und  die  ge- 
gebene Gleichung  durch  das  Paar  von 
Gleichungen  x  =  t  —  r8,  y  =■  fi  —  l*  zu  er- 
setzen. In  der  Figur  sind  die  Grenzen  der 
Intervalle  bezeichnet,  in  welchen  t  variiert, 
wenn  ein  Punkt  aus  dem  Unendlichen 
herkommend  die  Kurve  durchläuft,  um 
wieder  ins  Unendliche  zurückzukehren,  nach- 
dem er  dreimal  (t  «=  —  1,  0,  1)  den  An- 
fangspunkt passiert  hat. 

c)  Bei  der  Kurve  x*  +  yb  «=■  5  ax*y* 
gelangt  man  zu  einem  vierfachen  Punkt, 
der  aus  der  Vereinigung  zweier  Spitzen  im  Anfangspunkt  entsteht.  All- 
gemeiner stellt  die  Gleichung  #2n+1  +  y,n+1  =  (2n  +  l)a«nyn  eine  Kurve 
von  diesem  Typus  dar  oder  aber  vom  Typus 
des  Folium,  je  nachdem  n  eine  gerade  oder 
ungerade  Zahl  ist.  Das  hängt  mit  der  ver- 
schiedenen Lage  der  einzigen  reellen  Asymp- 
tote x  +  y  =  (—  l)na   zusammen. 

d)  Beispiele  von  Spitzen  hatten  wir  be- 
reits bei  vielen  der  früher  behandelten  Kurven 
(Kardioide,  Kreisevolvente,  Astroide,  Cykloide 
u.  8.  w.),  und  der  Leser  kann  zu  seiner  Übung 
verifizieren,  daß  die  genannten  Kurven  sich 
in  der  Umgebung  solcher  Punkte  verhalten 
wie  eine  semikubische  Parabel  in  der  Umgebung 
ihrer  Spitze,  und  er  kann  konstatieren,  daß 
in  ihnen  der  Krümmungsradius  immer  null 
ist.  So  hat  man  z.  B.  bei  dem  Vertikalprofil 
(§  599,  c)  des  abwickelbaren  Helikoids,  wenn  man  den  Anfangspunkt  nach 
der  Spitze  verlegt,  lim(a?/0*)  =  ^a,  lim(y/08)  =  ^&,  sodaß  die  Gleichung 
9  a*y*  =  8  6*a^  für  infinitesimales  0  richtig  zu 
sein  strebt.     Dagegen  trifft  man  auf  der  Kurve 

(y  —  x*)  ■=  x5  eine  Spitze  zweiter  Art  an.  Da- 
mit y  reell  sei,  ist  offenbar  ein  positives  x  nötig. 

Schreibt  man  y  =  £*(l±V^c)>  so  sieht  man 
sofort,  daß  die  Kurve  aus  zwei  Zweigen  besteht, 
die  die  g-Achse  im  Anfangspunkt  berühren.  Aber 
die  beiden  Zweige  vorhalten  sich  in  Bezug  auf 
die  Tangente  wie  in  einem  gewöhnlichen  Punkt, 
da  man  hat  lim  (y/x9)  =  1 ,  woraus  folgt,  daß 
die  Krümmung  im  Anfangspunkt  durch  die  Zahl  2 
gemessen  wird.  Wir  wollen  noch  hinzufügen, 
daß  der  eine  der  beiden  Zweige  sich  in  parabo- 
lischer Form  ins  Unendliche  erstreckt,  während 
der   andre    nach   einer  Inflexion  im  Punkte  mit  w    mm 

Fig.  66, 


Fig.  65. 


J*f 
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far  Abäse  (8/15)1  die  größte  Ordinate  für  x  —  (4/5)*  annimmt  und 
äiani  ebenfalls  parabolisch  ins  Unendliche  absteigt,  im  Punkte  x  —  1 
ä>  Atosssenachse  schneidend. 

*v  Ein  bemerkenswertes  Beispiel  einer  Kurve  mit  Wendepunktes  und 
:ro£o*s.  haben  wir  in  dem  Ztceihom  (dem  cocked  hat  der  Englinder); 


¥  = 


a*  — x» 


2a±ya*  —  xi 


Cm  die  in  §  607  angegebene  Methode  anzuwenden,  müßte  man  die 
Gleichung  auf  ganze  rationale  Form  bringen.  Es  ist  hier  aber  zweck- 
müßig  sie  so  zu  lassen,  wie  sie  ist,  und  zu  bemerken,  daß  man  zwei 
Zweige  erhält,  je  nachdem  man  im  Nenner  das  Zeichen  +  oder  das 
Zeichen  —  nimmt  Vielfache  Punkte  sind  offenbar  diejenigen  Punkte,  in 
welchen  die  beiden  Bestimmungen  von  y  zusammenfallen.  Hierzu  ist  not- 
wendig, daß  man  hat  x*  =  a*,  folglich  y  —  0.  Um  y  in  diesen  Punkten 
<±  (ir  0)  zu  berechnen,  kann  man  unter  Vermeidung  der  Derivation  be- 
merken, daß  auf  Grund  der  Definition  der  Delirierten 

/-  lim  — J-—  -  ±  2a  lim  -  ,-j^t  -;1, 


<L  h.  y— *  —  1    für  x  =  a  und  y'=  1 


far  x  =»  —  a,  ist.  Da  in  jedem 
Punkt  die  Tangente  eine  einsige 
ist,  so  hat  man  zwei  Spitzen. 
Die  Tangenten  in  diesen  Punkten 
laufen  in  einem  Scheitel  (0,  a) 
der  Kurve  zusammen.  Auch  die 
Krümmung  in  diesem  Scheitel  A 
laßt  sich  durch  ein  analoges 
Verfahren  berechnen: 


L.ita-^f 


?e 


x  =  0 


Fig.  67. 


1    ,  ,.      a  —  Va'  —  x* 
h  l™ *— i 

d  A  X1 


Sa 


Also  ist  ?  =  ^a,  sodaß  man,  wenn  der  andre  Scheitel  (0,  -Ja)  mit  u4' 
bezeichnet  wird,  sieht,  daß  die  Kurve  in  A  den  über  AÄ  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreis  oskuliert.     Was  die  Wendepunkte  betrifft,  so 

findet  man,  wenn  man  y"  =  0  setzt,  3  Y^**  ~~  **  dt  2a  —■  0,  eine  Gleichung, 
die  (vorausgesetzt,  daß  man  das  Zeichen  —  nimmt)  nur  für  x— ±-J«Vö 
erfüllt  ist;  mithin  wird  y  =  ^a.  Die  Wendepunkte  befinden  sich  also 
auf  der  Tangente  im  Scheitel  Ä. 

f)  Wenn  man  das  in  §  607  auseinandergesetzte  Verfahren  auf  die 
Gesamtgleichung  zweier  Kurven  (<p  =-  0,  t^  =-  0)  anwendet,  so  findet  man 
außer  den  vielfachen  Punkten  der  beiden  Kurven  auch  ihre  Schnittpunkte. 

Setzt  man  in  der  Tat  f  =°  cpy,  so  ist  klar,  daß  x—  und  J-   wie   f  ver- 

gji^«^*"    so  oft  <p   und  ty  beide  gleich  Null  werden;   und  da  überdies 


§§  610—611 


Singularitäten. 


587 


av 

dtp 

Ctp 

dxdy 

dx 

dy 

av 

dy 

dy 

ay1 

dx 

dy 

ox% 

d*f 
dxdy 

ist,  so  sieht  man,  daß  die  den  beiden  Kurven  gemeinsamen  Punkte  als 
wirkliche  Doppelpunkte  erscheinen.  Wenn  insbesondere  die  rechte  Seite 
verschwindet,  wie  es  der  Fall  ist  (§  577,  a),  wenn  die  beiden  Kurven 
einander  berühren,  so  verschwindet  auch  die  linke  Seite,  und  es  bieten 
sich  also  die  Berührungspunkte  der  beiden  Kurven  als  Spitzen  dar,  ob- 
wohl die  Kurven  sich  auf  beide  Seiten  der  Normale  erstrecken. 

611.  Die  bis  jetzt  untersuchten  Singularitäten  sind  die  einzigen, 
welche  auf  algebraischen  Kurven  vorkommen,  wenn  man  dieselben  als 
erzeugt  von  Punkten  betrachtet.  Wenn  man  ferner  von  Tangential- 
koordinaten  Gebrauch  macht  und  anstatt  der  Punkte  die  Tangenten 
der  Kurve  betrachtet,  so  kann  man  in  vollkommen  dualistischer  Weise 
die  ganze  obige  Diskussion  wiederholen.  Anstatt  der  Doppelpunkte, 
der  dreifachen  Punkte  u.  s.  w.  ergeben  sich  dann  die  Doppeltangenten, 
die  dreifachen  Tangenten  u.  s.  w.  Man  erhält  aber  keine  andern 
wesentlich  neuen  Singularitäten,  Allerdings  findet  man  die  Rückkehr- 
tangenten und  die  Wendetangenten;  aber  die  ersteren  sind  nichts 
weiter  als  die  Tangenten  in  den  Wendepunkten  und  die  letzteren  die 
Tangenten  in  den  Rückkehrpunkten.  Aus  diesem  Grunde  entsprechen 
die  Zahl  v  der  Spitzen  und  die  Zahl  (i  der  Wendepunkte  einander 
dualistisch,  in  derselben  Weise  wie  der  Zahl  v  der  Doppelpunkte  die 
Zahl  (i  der  Doppeltangenten  entspricht  und  der  Ordnung  n  die 
Klasse  m.  Eine  andere  sehr  wichtige  Zahl,  die  sich  selbst  ent- 
spricht, ist  das  Geschlecht  der  Kurve  und  wird  gewöhnlich  mit  p 
bezeichnet.  Man  beweist1),  daß  diese  Zahl  bei  einer  Kurve  ohne  viel- 
fache Punkte  gleich  £  (n  —  1)  (n  —  2)  sein  würde.  Es  ist  auch  be- 
kannt, daß  unter  denselben  Bedingungen  die  Klasse  m  gleich  n(n  —  1) 
werden  würde  und  die  Zahl  (i  der  Wendepunkte  (§  604)  gleich 
3n(n  —  2).  Es  läßt  sich  aber  zeigen,  daß  infolge  des  Vorhandenseins 
von  v  Doppelpunkten  und  v  Spitzen  die  vorstehenden  Zahlen  sich 
bezüglich  um  v  +  v,  3v  +  2i/,  8t/  +  6t/  erniedrigen.  Man  findet 
also  wegen  der  Dualität,  wenn  man  von  $(fn—l)(m  —  2),  m(m  —  1), 
3m(m-2)  bezüglich  (i  +  ft',  Sfi  +  2(i,  8p  +  6(i  subtrahiert,  die 
Zahlen  p,  n,  v.  Die  Formeln,  zu  welchen  man  auf  solche  Weise 
gelangt,  heißen  die  Plückerschen  Formeln.  Aus  ihnen  läßt  sich 
leicht  ableiten,  daß  für  eine  Kurve  von  der  Ordnung  n,  der  Klasse  m, 
dem  Geschlecht  p  die  Zahlen  der  Singularitäten 


1)  Der  Leser  kann  die  Theorie  der  ebenen  algebraischen  Kurven 
in  t.  I  des  „Court  d* Analyse44  von  Jordan  studieren. 
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VI,  2.    Anwendungen  auf  die  ebenen  Kurven.  §§  611—613 


v  —  2(n  +  p  -  1)  —  my    i/—  $(n  -  1) (n  -  6)  +  m  —  3j>, 
ft  =-  2 (m  +  p  -  1)  -  n,     /*'=  i(w  —  1)  (m  -  6)  +  n  —  3p 

sind,  solange  es  nicht  andre  kompliziertere  Singularitäten  gibt  Be- 
sonders bemerkenswert  sind  die  Kurven  vom  Geschlecht  Null, 
die  alle  die  (für  sie  charakteristische)  Eigenschaft  haben,  unicursal 
zu  sein,  womit  gemeint  ist,  daß  die  Koordinaten  x,  y  ihrer  Punkte 
rational  als  Funktionen  einer  dritten  Veränderlichen  ausdrückbar  sind. 
Zu  diesen  Kurven  gehören  z.  B.  die  Kegelschnitte  und  die  ersten  drei 
im  vorigen  Paragraphen  betrachteten  Kurven. 

612.  Andre  Singularitäten  können  nur  bei  den  transcendenten  Kurven 
stattfinden. 

a)  Zunächst  überzeugt  man  sich  leicht,  daß  auf  solchen  Kurven  un- 
endlich  viele   singulare  Punkte  vorhanden  sein  können.     Das  haben  wir 


Fig.  68. 

bereits  konstatiert  bei  der  Quadratrix  (unendlich  viele  Wendepunkte),  bei 
der  Cykloide  (unendlich  viele  Spitzen)  u.  s.  w.  Jetzt  kann  man  hinzufügen^ 
daß  die  Kurve  yf  — xsin'x,  die  eine  Spitze  im  Anfangspunkt  und  zwei 
Wendepunkte  außerhalb  der  y~ Achse  hat,  außerdem  auf  dieser  Achse  un- 
endlich viele  isolierte  Punkte  besitzt  und  unendlich  viele  Doppelpunkte, 
die  zugleich  Wendepunkte  sind. 

b)  Unendlich  viele  Inflexionspunkte,   und  zwar  in   einem   endlichen 

Intervall,  bietet  auch  die  Kurve  y  =  xsin —   dar,    die   eine   zur  x- Achse 

Ob 

parallele  Asymptote  (y  «■  l)  hat.  Da  hier  #*y"=»  —  y  ist,  so  tritt  die 
Inflexion  immer  auf  der  x- Achse  ein.  Außer  den  unendlich  vielen  Bück- 
kehrtangenten (die  in  zwei  Punkten  der  y-Achse  zusammenlaufen)  läßt  die 
Kurve  als  singulare  Tangenten  die  Winkelhalbierenden  der  Achsen  zu,  von 
denen  sie  in  der  Tat  in  unendlich  vielen  Punkten  berührt  wird.  Diese 
Kurve  ist  femer  wegen  der  folgenden  Eigenschaft  bemerkenswert:  Von 
jedem  Punkte  der  y- Achse,  der  dem  Intervall  (—1,  l)  angehört,  lassen 
sich  unendlich  viele  Tangenten  an  sie  ziehen,  deren  Berührungspunkte  auf 
einer  durch  den  Anfangspunkt  hindurchgehenden  Geraden  liegen.    Analoge 

Eigenschaften  findet  man  bei  der  Kurve  y  —  xsin* — ,  die  zur  x~ Achse 
asymptotisch  ist. 

c)  Endpunkte    sind    solche    Punkte,    in    denen    ein    Kurvenzweig 


§612 


Singularitäten. 
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plötzlich  aufhört.     Das  ist  z.  B.  der  Fall  im  Anfangspunkte  für  einen  der 
Zweige  der  Kurve  y  =  c    *,  die  überdies  für  x  «=  1/2  einen  Wendepunkt 


Fig.  69. 

hat  und  zu  der  Geraden  y  =  1  asymptotisch  ist.     Die  Kurve 

y-(e«-l)/(C«+l). 

besteht  ebenfalls  aus  zwei  Zweigen,  welche  auf  der  y-Achse  in  den  Punkten 
y  =  ±  1  aufhören,  auf  der  Geraden  y  =»  2x  Inflexionen  haben  und  beide 
zur  x-Achse  asymptotisch  sind.  Auch  die  Kurve  y^xlogx  bietet  ein 
sehr  einfaches  Beispiel  eines  Endpunktes,  und  zwar  im  Anfangspunkte, 
wo  sie  die  y-Achse  berührt.     Andre  Beispiele  liefern  uns  die  Kurven 


V 


x1 


x 


log«  ' 


y-&Mogy, 


deren  jede  einen  Zweig  hat,  der  im  Anfangspunkt  aufhört.  Dies  kommt 
daher,  daß  es  auf  der  ersten  Kurve  für  x  <  0  keine  reellen  Punkte  gibt 
und  auf  der  zweiten  für  x  <  y.  Die  erste  scheint  sich  in  Bezug  auf  die 
Tangente  im  Anfangspunkt  zu  verhalten  wie  in  einem  Wendepunkt,  da 
(vgl.  §  548) 


lim-^=-0,     für  n>  2  aber    limjs 


<x> 


ist,  und  die  zweite  wie  in  einem  Bückkehrpunkt,  da 


lim 


x1 


oo,    für  n  <  2  aber  lirnj^  «  0 


ist.  Beide  Kurven  besitzen  einen  andern  Zweig,  der  wie  der  erste  Zweig 
bei  der  ersten  Kurve  zu  der  Geraden  x  —*  1  asymptotisch  ist,  bei  der 
zweiten  zu  der  Geraden  x  —  y  =»  1.  Diese  Zweige  erstrecken  sich  dann 
wieder  ins  Unendliche,  indem  sie  ihre  Konvexität  immer  der  g-Achse  zu- 
kehren, von  der  sie  eine  Minimaldistanz  gleich  2e  haben. 

d)  Wenn  zwei  Zweige  einer  Kurve  sich  in  einem  Punkte  M  treffen 
und  dort  aufhören,  so  ist  M  ein  springender  Punkt.  In  M  berührt 
die  Kurve  zwei  Geraden,  wie  in  einem  Doppelpunkt,  aber  jeder  Zweig 
existiert  wie  bei  einer  Spitze  nur  auf  einer  Seite  der  zugehörigen  Normale. 
Einen  springenden  Punkt  haben  wir  bereits  angetroffen  (§  599,  e)  bei  der 
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VI,  2.    Anwendungen  auf  die  ebenen  Kurven.  §§  613 — 613 


Kurve    y  =  x/\l  +  c*),    und   ein  anderes   sehr   einfaches  Beispiel   haben 

wir  (§  282,  b)  für  x  =  0  bei  der  Kurve  y  =•  garctg — 

e)  Wenn  ferner  nur  einer  der  beiden  Zweige 
in  dem  gemeinsamen  Punkte  aufhört,  so  ist  der- 
selbe ein  Vereinigungspunkt1)  oder  die  Kurve 
bietet  daselbst  einem  Punkte,  der  sie  in  be- 
stimmtem Sinne  durchläuft,  sozusagen  einen 
Scheideweg.  Um  Beispiele  dafür  zu  haben, 
fc  genügt  es  in  der  Gleichung  einer  Kurve  mit 
Doppelpunkt,  z.B.    in    «,  +  y,-3a*y,    zu 

y  entweder  e  *  oder  xlogx  oder  [x]  zu  y 
hinzuzufügen.  Es  gelingt  auf  diese  Weise 
einen  der  vier  Zweige,  die  von  dem  Doppel- 
punkt ausgehen,  zu  unterdrücken  oder  anders- 
wohin zu  verlegen.  Offenbar  erlaubt  dasselbe 
Verfahren  zwei,  drei  oder  vier  Zweige  zu 
unterdrücken  und  kann  also  dazu  dienen,  Kurven 
zu  konstruieren,  die  mit  springenden  Punkten, 
Fig.  70  Endpunkten  oder  isolierten  Punkten  behaftet  sind. 


Berührungen. 

613.  Ordnung  der  Berührung.  Wir  betrachten  in  der  Um- 
gebung eines  gewöhnlichen  Punktes  M,  der  zwei  Kurven  ge- 
meinsam ist,  zwei  Punkte  P  und  Q,  den  einen  auf  der  einen,  den 
andern  auf  der  andern  Kurve.  Wir  wollen  uns  denken,  daß  P  und 
Q  gleichzeitig  nach  M  hinrücken  und,  um  einen  bestimmten  Fall 
vor  uns  zu  haben,  annehmen  (obwohl  das  nicht  nötig  ist),  daß  die 
Gerade  PQ  einer  Grenzlage  zustrebt,  in  welcher  ihre  Winkel  a  und 
ß  mit  den  beiden  Kurven,  d.  h.  mit  ihren  Tangenten  in  M}  von  Null 
(und  von  ri)  verschieden  sind.  Es  ist  zunächst  leicht  zu  erkennen, 
daß  die  Bogen  MP  und  MQ  infinitesimal  von  derselben  Ordnung 
sind.     In  der  Tat  hat  der  Grenzwert  ihres  Verhältnisses  den  Wert 


lim 


MP 
MQ 


lim 


BinifQP 


sinß 
Rina' 


sin  M PQ 

der  auf  Grund  unserer  Annahmen  endlich  und  von  Null  verschieden 
ist.  Nimmt  man  nun  MP  oder  MQ  als  Hauptinfinitesimale  an  und 
nennt  &  den  Winkel,  den  die  beiden  Kurven  in  M  bilden,  so  hat  man 


1)  Über  diese  Singularitäten,  die  vor  26  Jahren  von  dem  belgischen  Physiker 
Plateau  angegeben  worden  sind,  siehe  einen  Artikel  von  Mansion  in  der  „Ma- 
tflaiiu  (1883,  p.  198). 
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lim  £«  _  Um  »i^ä  ■- £5 

und  ersieht  daraus,  daß  die  Entfernung  PQ  infinitesimal  von  erster 
Ordnung  oder  von  einer  höheren  Ordnung  ist,  je  nachdem  sin  cd  von 
Null  verschieden  oder  gleich  Null  ist,  d.  h.  je  nachdem  sich  die 
beiden  Kurven  in  M  schneiden  oder  berühren.  Der  Umstand  also, 
daß  PQ  von  einer  höheren  als  der  ersten  Ordnung  infinitesimal 
wird,  ist  charakteristisch  für  die  Berührung  der  Kurven.  Es  ist 
also  natürlich  als  Index  der  mehr  oder  weniger  innigen  Berührung, 
die  zwischen  den  betrachteten  Kurven  stattfinden  kann,  die  Ordnung 
der  Infinitesimalen  PQ  anzunehmen.  Demgemäß  werden  wir  sagen, 
daß  die  Berührung  von  der  Ordnung  n  ist,  wenn  PQ  infini- 
tesimal von  der  Ordnung  n+1  ist  Bevor  man  diese  Definition 
annimmt,  muß  gezeigt  werden,  daß  die  Zahl  n  für  die  unendlich 
vielen  möglichen  Arten,  wie  man  das  nach  M  hinstrebende  Punkte- 
paar P,  Q  wählen  kann,  immer  dieselbe  ist.  Es  werde  angenommen, 
daß  man  den  Punkt  Q,  während  er  nach  M  hinrückt,  nicht  mit  P, 
sondern  mit  einem  andern  Punkte  P'  verbindet,  der  ebenfalls  nach 
M  hinrückt  derart,  daß  P'Q  einer  Grenzlage  zustrebt,  die  von  den 
Kurventangenten  in  M  verschieden  ist  Wenn  P  und  P'  längs  einer 
der  beiden  Kurven  nach  M  hinrücken,  so  hat  bekanntlich  (§  348,  c) 
PP'  die  Tendenz,  mit  der  Tangente  dieser  Kurve  in  M  zusammen- 
zufallen.    Es  ist  daher 

PQ  auf*}      WDa 

Also  ist  P'Q  infinitesimal  von  derselben  Ordnung  wie  PQ. 

614.  Es  ist  leicht,  die  analytischen  Bedingungen  der  n-fachen 
Berührung  für  zwei  Kurven  zu  finden,  die  in  cartesischen  Koordi- 
naten durch  die  Gleichungen  Y=*<p(X),  F=^(X)  gegeben  sind 
Wir  wollen  annehmen,  daß  die  Kurven  in  M  eine  gemeinsame  Tan- 
gente haben,  die  nicht  parallel  zur  y-Achse  ist,  und  wollen  die  Kurven 
in  der  Umgebung  von  M  durch  eine  Parallele  zu  der  genannten 
Achse  schneiden,  welche  dieselben  in  P  und  Q  treffen  möge.  Man 
bemerke  hier,  daß  es,  wenn  die  Tangente  parallel  zur  y-Achse  wäre, 
genügen  würde,  die  Achsen  und  infolgedessen  die  Koordinaten  mit- 
einander zu  vertauschen,  um  bei  der  gemachten  Annahme  bleiben  zu 
können.  Wenn  nun  x  die  Abscisse  von  M  und  x  +  h  diejenige  von 
P  und  Q  ist,  so  ist  klar,  daß  die  Infinitesimale  h  von  derselben 
Ordnung  ist  wie  MP  und  MQ9  (L  h.  von  erster  Ordnung,  da  das 
Verhältnis  von  h  zu  MP  oder  zu  M  Q  nach  dem  Kosinus  des  Winkels 
konvergiert,  den  die  Tangente  in  M  mit  der  2-Achse  bildet,  und  da 


m Wendungen  s 

nach  der  Voraussetzung  dieser  Kosinus  nicht  null  ist.  Nnrli  dei 
Voraussetzung  strebt  auch  die  Gerade  PQ  nicht  dem  Zusammenfallen 
mit  der  Tangente  in  M  zu.  Mithin  sind  die  Bedingungen  ftlr  die 
H-fache  Berührung  alle  enthalten  in  dem  Umstand,  daß  P(J  infini- 
tesimal von  der  Ordnung  ti  +  1  ist;  und  da  man,  wenn 

Z  (*)  -  <P  £»)  ~  <P  W 
gesetzt  wird,  hat 

TQ  -,(»+*)_  2  (;r)  +  /,,'u )  +  !  P/'CO  +  • 
so    sieht    man,    daß    für  jenen    Umstand    folgende   Bedingungen    not- 
wendig und  hinreichend  sind: 

(22)      x(*)-0,    x'M-0,    ....    %">(') -o,    l"'1!'!?« 
Damit    also    zwischen    den    beiden    Kurven    in    M   eine    Be- 
rührung ti-ter  Ordnung  stattfinde,    ist  notwendig    und   hin- 
reichend, daß  man  hat 


■>(*)«-*«(*), 


d.  h.    daß    die    M    ersten    Der  i  vierten   der    Ordinate    in    Bezug    auf  die 
Abscisse  bei   den   beiden  Kurven  einander  gleich   sind,   während    die 
(n  +  l)-ten  Derivierten  verschieden  Bind    Man  b*nwrl»,  dftfi  i 
dieser   Bedingungen   einfach    ausdrückt,    daß    die    Kurven    sich    in    Jtf 
treffen,  und  die  zweite,  daß  sie  eich  berühren. 

Ölö.  Wir  wollen  beachten,  daß,  wenn  n  ungerade  ist,  die 
gefundenen  Bedingungen  gerade  die  sind,  welche  zu  behaupten  ge 
statten  (§313),  daß  die  Funktion  Z(X)  für  X—  X  ein  M 
oder  ein  Maximum  hat;  und  da  die  Funktion  für  diesen  Wni  Tön 
X  null  ist,  so  wird  sie  in  der  Umgebung  von  M  ein  bestimmtes 
Vorzeichen  bewahren,  und  die  beiden  Kurven  durchsetzen  sich 
also  in  M  nicht.  Wenn  dagegen  ti  gerade  ist,  so  wild  dw  !»■■■ 
trachtete  Funktion  für  X  =  x  weder  ein  Minimum  noch  ein  MD 
und  man  hat  daher  9>(X)>0(X)  auf  einer  Seite  von  .1/  und 
9(X)<#(X)  auf  der  andern  Seit«,  d.  h.  die  beiden  Kurven  be- 
rühren sich  in  M,  durchsetzen  aber  einander.  Schon  die  bloß« 
Tatsache  also,  daß  zwei  Knrven  bei  der  Berührung  einander  durch- 
setzen, läßt  auf  eine  höhere  Berührung  schließen,  die  jedenfalls  von 
gerader  Ordnung  ist.  Trotzdem  ist  dieser  Schluß  der  in  unseni 
obigen  Betrachtungen  stillschweigend  enthaltenen  Voran  «Setzung  unter- 
geordnet, daß  nämlich  die  Funktionen  qr<  und  i/'  snccessive  Derivierte 
zulassen,  die  einzig  sind.  80  haben  wir  z.  B.  in  §  805  eine  Kurve 
•Bgsbraffian,  welche  die  Tangente  im  Anfangspunkt  dnrolueM,  "b- 
wohl  die  Berührung  zwischen  beiden   eine.  ein&Oufl  tft      BLil 
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Fall  bietet  sich  bei  der  Kurve  y  *=  x*/\l  +  e*),  welche   die   Parabel 

y  =  ±x*  im  Anfangspunkte  berührt  und  durchsetzt  (§  599,  f),  obwohl 
daselbst  nur  eine  einfache  Berührung  zwischen  den  beiden  Kuryen 
besteht.  Es  ist  ferner  zu  bemerken,  daß  die  Berührung  derselben 
Kurve  mit  ihrer  eignen  Tangente  links  vom  Anfangspunkt  einfach 
ist,  während  man  auf  der  rechten  Seite  nicht  zu  sagen  vermag,  wie 
hoch  ihre  Ordnung  ist. 

616.  Algebraisch  betrachtet  sagen  die  Bedingungen  (22)  noch 
aus,  daß  die  Gleichung  %(X)=*0  in  X  =  x  eine  (n  +  1) -fache 
Wurzel  hat;  und  da  dies  die  Gleichung  ist,  welche  die  Abscissen  der 
Schnittpunkte  der  beiden  Kurven  liefert,  so  kann  man  sagen,  daß 
n  +  1  beiden  Kurven  gemeinsame  Punkte  in  M  vereinigt  sind.  Diese 
Auffassung  wird  geometrisch  gerechtfertigt  durch  folgende  Betrachtung: 
Wenn  man  durch  einen  Punkt  M  einer  Kurve  Y=  f(X)  eine  variable 
Kurve  Y=<p(X)  legt,  deren  Gleichung  mehr  als  n  willkürliche 
Parameter  enthält,  wenn  man  ferner  über  diese  Parameter  derart  ver- 
fügt, daß  die  Kurve  durch  n  andere  Punkte  M',  M",  . . .  der  ersten 
Kurve  hindurchgeht,  und  dann  endlich  diese  n  Punkte  gleichzeitig 
nach  M  hinrücken  laßt  derart,  daß  die  variable  Kurve  einer  Grenz- 
lage zustrebt,  so  hat  sie  in  dieser  mit  der  gegebenen  Kurve  eine  Be- 
rührung, die  im  allgemeinen  von  n-ter  Ordnung  ist  Nehmen  wir  in 
der  Tat  an,  n  +  1  Parameter  der  variablen  Kurve  seien  derart  be- 
stimmt, daß  die  Bedingungen 

erfüllt  sind,  in  welchen  x,  xlf  xt) . . .  die  Abscissen  von  M,  M,  M\  . . . 
sind.     Bekanntlich  (§  347)  kann  man  schreiben 

9>(X)  =  f(x)  +  {X^x)f{x}xt)  +  (X- x){X-xl)f(x,xl)x%)  +  .  • . 

+  (X  —  x)  (X  —  xx)  . . .  (X  —  xn^)f(x}  xly  . . . ,  xn) 

+  {X-x)(X-x1)...(X-xn)^^{, 

wobei  |  eine  Zahl  bedeutet,  die  zwischen  der  kleinsten  und  der 
größten  der  Abscissen  X,  x,  xl}  . . . ,  xn  enthalten  ist  Es  ist  uns 
auch  bekannt,  daß  man,  wenn  x19  xif  ...,  xn  gleichzeitig  nach  x 
konvergieren, 

lim  f(x,  xl,  x,,  . . . ,  x,)  -  T-^ 

hat.  Also  ist,  wenn  man  mit  |  eine  zwischen  X  nnd  x  enthaltene 
Zahl  bezeichnet, 

+  (x-^  +  C*-*)~£^- 

Cttfcro,  Aiuüytii.  88 
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Andrerseits  ist,  wenn  £o  eine  andre  zwischen  X  und  x  enthaltene 
Zahl  bedeutet, 

f(X)-az)  +  (x-z)('f  +  (x-xyg2+--- 

o  glich  ist  /-(Xj-jpjX)      f<»  +  l\x)-<p<n+l\x) 

d.  b.  die  Differenz  /*(X)  —  9>(X)  ist  infinitesimal  von  einer  höheren 
Ordnung  als  n,  und  die  beiden  Kurven  haben  daher  in  M  eine  Be- 
rührung, deren  Ordnung  nicht  kleiner  als  n  ist.  Die  Berührung 
kann  von  höherer  als  n-ter  Ordnung  werden,  wenn  andre  Schnitt- 
punkte der  beiden  Kurven  außer  den  von  uns  betrachteten  mit  M 
zusammenrücken.  Natürlich  wird  hier  immer  n  als  ganzzahlig  vor- 
ausgesetzt, während  bei  der  Definition  der  Ordnung  der  Berührung 
nicht  ausgeschlossen  wird,  daß  sie  möglicher  Weise  gebrochen  ist; 
dies  ist  z.  B.  der  Fall  bei  der  Berührung  zwischen  einer  Kurve  and 
einer  Wendetangente,  wo  die  Ordnung  im  allgemeinen  (§  608)  gleich 
1/2  ist. 

017.  Oskulation.  Nehmen  wir  an,  man  wolle  zu  einer  ge- 
gebenen Kurve  /(X,  Y)  =  0  in  einem  Punkte  (x,  y)  eine  Kurve 
ziehen,  die  mit  ihr  eine  «-fache  Berührung  hat  und  einer  durch  die 
Gleichung  tp(Xf  Y)  =-  0,  welche  mehr  als  n  Parameter  enthalt, 
definierten  Kurve nfamilie  angehört.  Es  wird  dazu  nötig  sein,  die 
beiden  Gleichungen  «-mal  nacheinander  zu  derivieren,  als  wollte  man 
(litt  n  ersten  Derivierten  von  Y  nach  X  berechnen,  und  dann  auszu- 
drücken, daß  in  den  beiden  so  erhaltenen  Reihen  von  Gleichungen 
die  genannten  Derivierten  für  X  =  x  und  Y—y  dieselben  Werte 
haben.  Man  bekommt  auf  diese  Weise  n  +  1  Gleichungen,  wobei 
wir  diejenige  mitrechnen,  welche  aus  der  Gleichung  der  unbekannten 
Kurve  entsteht,  wenn  .  man  darin  X  =  x  und  Y*=*y  setzt  Sie 
dienen  dazu  92  +  1  Parameter  zu  bestimmen,  und  es  wird  sich  im 
allgemeinen  nur  dann,  wenn  die  Zahl  der  Parameter  größer  als  n  ist, 
eine  w -fache  Berührung  erreichen  lassen.  Verfügt  man  über  alle 
Parameter  in  der  Weise,  daß  man  die  Maximalberührung,  d.  h.  die 
von  höchster  Ordnung,  erreicht,  so  sagt  man,  die  beiden  Kurven 
seien  oskulatorisch.  Es  ist  nicht  ausgeschlossen,  daß  man  wegen 
einer  Besonderheit,  die  der  ersten  Kurve  anhaftet,  die  zu  erwartende 
Maxitualordnung  überschreiten  kann.  In  diesem  Falle  sagt  man,  die 
Kurven  seien  superoskulatorisch.  Um  zu  wissen,  in  welchen 
Punkten  ISuperoskulation  eintritt,  braucht  man  nur  einmal  mehr  iu 
derivieren  und  aus  allen  erhaltenen  Gleichungen  die  Parameter  in 
eliminieren. 
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618*  Beispiele,  a)  An  eine  Kurve  soll  in  einem  Punkte  (#,  y) 
eine  berührende  Gerade  gezogen  werden.  Wenn  man  beachtet,  daß  die 
Gleichung  der  Geraden  Y  =  mX  -\-  h  zwei  willkürliche  Parameter  enthält, 
so  ist  vorauszusehen,  daß  man  im  allgemeinen  nur  eine  einfache  Berührung 
erhalten  kann.  Mit  Hilfe  des  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Ver- 
fahrens findet  man  die  Bedingungen  y  =  w#  +  Ä,  y'=  wt,  wobei  man  zu 
bedenken  hat,  daß  rr,  f/,  y  sich  auf  die  gegebene  Kurve  beziehen.  Es 
ergeben  sich  daraus  für  die  Parameter  die  Werte  m  =  y,  h  =  y  —  xy 
und  man  findet  (vgl.  §  586),  daß  die  Gleichung  der  berührenden  Geraden 
Ir  =  Xy'+  y  —  xy  oder  Y  —  y  =  y\X  —  x)  ist.  Für  eine  höhere  Be- 
rührung ist  nötig  y"=  0,  und  es  hängt  von  der  gegebenen  Kurve  ab,  ob 
eine  solche  Berührung  eintritt.  Man  sieht,  daß  nur  in  den  Wendepunkten 
eine  Kurve  mit  ihrer  Tangente  eine  Berührung  von  höherer  als  erster 
Ordnung  hat.  Dieselbe  ist  im  allgemeinen  von  zweiter  Ordnung  und  die 
Tangente  durchsetzt  die  Kurve;  damit  dies  aber  stattfinde,  ist  außer 
y"  =  0  noch  notwendig  und  auch  hinreichend,  daß  die  erste  der  successiven 
Deri vierten  y",  ylv,  .  .  . ,  die  nicht  verschwindet,  von  ungerader  Ordnung 
ist.  In  geometrischer  Sprache  kann  man  sagen,  daß  in  einem  Wende- 
punkt M  wenigstens  drei  gemeinsame  Punkte  der  Kurve  und  ihrer  Tan- 
gente vereinigt  sind,  und  daß  in  jedem  Falle  die  Zahl  der  in  M  ange- 
häuften Punkte  ungerade  oder  gerade  ist,  je  nachdem  die  Gerade  von  der 
Kurve  durchsetzt  wird  oder  nicht. 

b)  Ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  (£,  r\\  und  vom  Radius  q  wird 
durch  die  Gleichung  (X  —  |)2  +  (Y  —  vY  ""  9  dargestellt.  Deri  viert  man 
und  setzt  X  —  x,   Y  =  y  u.  s.  w,  so  erhält  man 

(23)  (*  -  g)*  +  (y  -i,)8-  (,',       -r-l  +  ^-^y'-O, 

i+y*  +  (y-W  =  o, 

woraus  man  successiv  entnimmt, 

y  — 1?  =  — y~ t   ^-s^y    \p    »   9 ä ± — Y' — ' 

Man  findet  auf  diese  Weise  den  Kreis  wieder,  den  wir  schon  früher  als 
den  oskulierenden  bezeichnet  haben  und  sieht,  daß  seine  Berührung  mit 
der  Kurve  im  allgemeinen  von  zweiter  Ordnung  ist,  woraus  folgt  (vgl.  §  592), 
daß  der  oskulierende  Kreis  die  Kurve  in  dem  Punkte,  in  welchem 
er  sie  berührt,  durchsetzt.  Man  kann  unter  Bezugnahme  auf  das, 
was  wir  in  §  616  gesehen  haben,  auch  sagen,  daß  der  oskulierende  Kreis 
durch  drei  unendlich  benachbarte  Punkte  der  Kurve  hindurchgeht,  und  es 
ist  gut  sich  zu  erinnern,  daß  sich  uns  der  oskulierende  Kreis  gerade  in 
dieser  Weise  zum  ersten  Male  dargeboten  hat  (§  348,  e). 

c)  Wünscht  man  ferner,  daß  ein  Kreis  mit  einer  gegebenen  Kurve 
eine  Berührung  von  höherer  als  zweiter  Ordnung  hat,  so  muß  auch  noch 
die  Gleichung  erfüllt  sein,  die  man  durch  Derivation  der  letzten  der 
Gleichungen  (23)  erhält,  d.  h. 

3yy+(y-iOjT=0     oder     8jfy*-(l+/V- 

Ob  dies  eintritt,  hängt  von  der  Natur  der  Kurve  in  dem  besondern  Punkte, 

38* 
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den  man  betrachtet,  ab.  Man  bemerke,  daß  die  Derivierte  von  o  nach  r 
gerade 

<I±0  (3  »y-u +  .,">,»••"> 

ist.  Denkt  man  sich  also  (vgl.  g  592)  den  Punkt  M  die  Kurvo  durch- 
laufend, so  erreicht  der  eskalierende  Kreis,  wenn  er  ein  Mini- 
mum oder  Maximum  wird,  eine  Berührung  von  höherer  als 
/weiier  Urdnung  mit  der  Kurve.      Dadurch  wird  nicht  ausgeschlossen, 

daß  die  Superoskulation  auch  stattfinden  kann,  wenn  der  Kreis  kein 
Minimum   oder   Maximum   wird. 


Enveloppen. 

619.  Definition.  Es  Bei  eine  Kurvenscbar  durch  die  Gleichung 
f{x,  ff,  a)  =  0  gegeben,  wo  jeder  Wert  des  Parameters  a  eine  Kam 
charakterisiert.  Wir  wollen  annehmen,  daß  f  auch  in  Bezug  auf  a 
»tetig  ist  und  stetige  erste  Derivierte  zuläßt.  Es  Bei  M  ajn  Schnitt- 
punkt der  Kurven  («)  und  (« -f  A),  d.h.  der  den  Wetten  «  und 
U  +  h  des  Parameters  entsprechenden  Kurven.  Wenn  mau  h  unter 
Festhaltung  von  a  nach  Null  konvergieren  läßt,  so  geht  die  Kam 
(a  +  h)  allmählich  in  (o)  über,  und  es  kann  vorkommen,  daß  der 
Punkt  M  auf  (a)  rieb  bewegend  eine  Grenzlage  A  einzunehmen 
strebt.     Wenn  sich  die  Kurven  nicht  schneiden,  so  kann  M 

auf  der  Kurve  (a)  Punkte  A  geben  von  der  Beschaffenheit,  daß  der 
Abschnitt,  welchen  die  andere  Kurve  auf  der  Normale  in  ,1/,  roa  M 
aus  gerechnet,  bestimmt,  in  A  von  einer  höheren  Ordnung  intim 
tesimal  wird.  Solche  Punkte  stärkster  unendlicher  Annäherung 
können  ebenfalls  als  beiden  Kurven  angehörend  betrachtet  werden, 
wenn  man  von  höheren  Infinitesimalen  absieht  Der  Ort  der  Punkte  A 
heißt  die  Enveloppe  der  Kurven  f{x,  tf,  a)  —  0. 

620.  Gleichung  der  Enveloppe.  Nimmt  man  an,  daß  A  kein 
vielfacher  Punkt  der  Kurve  (o)  iat,  so  wird  dieselbe,  wegeu  der  ror- 
ausgeset/.ten  Stetigkeit  der  ersten  Derivierten  von  f,  auch  in 
gebung  von  A  frei  von  vielfachen  Punkten  seiu.  rVenn  all  folgUdl 
auf  derselben  Kurve  einen  Punkt  M  wählt,  der  genügend  nahe  an  A 
liegt,  so  hat  man  in  M  eine  vollkommen  bestimmte  Normale,  deren 
Riclitiingskosiims  «  und  ß  unendlich  wenig  von  den  analogen  Kosinus 
der  Normale  iu  A  verschieden  sind: 

i_  Bf  .      _1_  Bf 

y-jf-öx-*""'      p       ?7r'*9~r'"' 
Ea  seien   £  uud  j,    die  Koordinaten    ron  M,   die   l'iir  innltitmintrim  b 
nach    den    Koordinaten    X   und    y    von    A    konvergieren       Kern er   sei    l 
die  Länge  der  Strecke   MM',  welch.'  die    Kurve  [<•  -r  h)  auf  der  Nor- 
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male  in  M  abgrenzt.  Diese  Länge  wird  man  als  null  voraussetzen 
müssen,  wenn  M  ein  Schnittpunkt  der  beiden  Kurven  ist.  In  allen 
Fällen  sind  £  +  la,  y  +  Iß  die  Koordinaten  von  M' .  Sie  müssen  der 
Gleichung  der  Kurve  (a  +  h)  genügen: 

f(£  + 1«,  n  +  Iß,  a  +  h)  =  0. 

Daraus  folgt,  wenn  man  sich  erinnert,  daß  /*(£,  17,  a)  =  0  ist,  und 
Infinitesimalen  von  höherer  Ordnung  vernachlässigt; 

woraus  sich  ergibt 

j_ ^  dfm 

=        yjf  da  ' 

Damit  l  null  sei  oder  nur  infinitesimal  von  höherer  Ordnung  als  A, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  man  hat  jp  =  0,  da  die  viel- 
fachen Punkte  ausgeschlossen  werden.  Also  ergibt  sich  die 
Gleichung  der  Enveloppe  durch  Elimination  von  a  aus  den 
Gleichungen 

(24)  f(*,9,*)-0,      £'(*,  Jf,  a)  -  0. 

621.  CharakteristiBOhe  Eigenschaft.  Man  kann  auch  sagen, 
daß  die  Gleichung  der  Enveloppe  die  Gleichung  der  Kurvenschar 
selbst  ist,  d.  h.  die  erste  der  Gleichungen  (24),  wenn  man  sich  darin 
a  als  eine  Funktion  von  x  und  von  y  denkt,  die  durch  die  zweite 
Gleichung  (24)  definiert  ist.  Unter  diesen  Bedingungen  gibt  die 
totale  Differentiation  der  ersten  Gleichung 

W  dx  +  dyy  +  dadx      U' 

und  diese  letztere  reduziert  sich  auf  Grund  der  zweiten  im  allgemeinen 

auf  -J-  +  fT-y^  0,  d.  h.  auf  genau  dieselbe  Gleichung,  die  den  Wert 

von  \j  für  die  Kurve  (a)  liefert.  Also  berührt  die  Enveloppe 
alle  Kurven  der  Schar.  Dies  ist  eine  charakteristische  Eigenschaft 
der  Enveloppe.  Was  nämlich  auch  die  Kurve  sein  mag,  die  man  als 
alle  Kurven  der  Schar  berührend  voraussetzen  will,  so  kann  man 
sich  immer  denken,  daß  ihre  Gleichung  die  erste  der  Gleichungen  (24) 
ist,  wo  a  eine  unbekannte,  passend  zu  bestimmende  Funktion  be- 
deutet. Diese  Bestimmung  muß  in  der  Weise  ausgeführt  werden, 
daß  (25)  für  y   denselben  Wert  liefert,  den  man  für  jede  Kurve  (a) 

hat,  was  auch  a  sein  mag.     Es  ist  also  notwendig  ~-  =  0,   und  die 

Gleichung  der  gesuchten  Kurve  ist  demnach  gerade  die,  welche  sich 
durch  Elimination  von  a  aus  den  Gleichungen  (24)  ergibt. 
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622.  Die  Gleichung  f{x,  y,  a)  =  0  ordnet  die  Punkte  der  Ebene 
längs  Kurven  an,  welche  für  gewöhnlich  auf  einer  und  derselben 
Seite  der  Enveloppe  liegen,  sodaß  diese  die  Grenze  der  von  den 
Kurven  erfüllten  Region  bezeichnet.  Wir  wollen  nunmehr  zwei 
Gleichungen 

(26)  f(z,9,a,b)-0,    g(x,y,a,b)-0 

betrachten.  Diese  beiden  Gleichungen  stellen  im  allgemeinen  ein 
Entsprechen  zwischen  den  Wertepaaren  der  unabhängigen  Parameter 
a,  b  und  den  Punktcu  (x,  y)  der  Ebene  her.  Fragt  man  nach  der 
Begrenzung  der  von  diesen  Punkten  eingenommenen  Region,  so  wird 
man  dazu  geführt,  die  Enveloppe  der  Kurvenschar  zu  suchen,  die 
z.  B.  durch  die  erste  Gleichung  (26)  dargestellt  wird,  wenn  man  sich 
darin  a  als  den  einzigen  willkürlichen  Parameter  denkt  und  b  ab 
Funktion  von  x,  y  und  a,  die  durch  die  zweite  Gleichung  (26)  de- 
finiert wird.     Man  hat  also  J-  +  Je  i    =0,  wor  durch 

da       db  da  f  da 

ca   ""  db  da 
gegeben  ist.     Daraus  folgt 

(27)  ?fLJg  _  0. 

Es  genügt,  </,  b  aus  dieser  und  den  Gleichungen  (26)  zu  eliminieren, 
um  die  Gleichung  der  gesuchten  Kurve  zu  erhalten.  Eine  der  Glei- 
chungen (26)  brauchte  auch  x,  y  nicht  zu  enthalten,  und  dann  kommt 
man  wieder  zu  dem  Falle  eines  einzigen  Parameters,  da  man  in  der 
andern  Gleichung  den  einen  Parameter  als  Funktion  des  andern  be- 
trachten muß.  Das  Resultat  (27)  bleibt  aber  bestehen.  Wenn  all- 
gemeiner m  Gleichungen 

f(x,  y,  a,  b,  c, . . .)  —  0,    y  (x,  y,  a,  b,  c, . . .)  —  0,    ... 

mit  n  Parametern  gegeben  sind,  zwischen  welchen  n  —  m  Relationen 

(p  (a,  6,  c,  .  . .)  =  0,     #  (a,  &,  c,  ...)-*  0,     ... 

bestehen,  so  findet  man  durch  totale  Differentiation  aller  Gleichungen 
in  Bezug  auf  die  Parameter  und  durch  Elimination  von  da,  db,  de, . . ., 
daß  die  Funktionaldeterminante  von  /*,</,...,  q>,  #,  .  .  .  in  Bezug  auf 
a,  6,  r,  .  . .  null  sein  muß.  Fügt  man  die  so  erhaltene  Gleichung  zu 
den  n  vorigen,  so  gelangt  man  durch  Elimination  von  a,  b,  c,  ... 
zu  der  Gleichung  der  Enveloppe. 

623.  Evolute  und  Evolventen.  Man  nennt  Evolute  einer 
Kurve  die  Enveloppe  ihrer  Normalen.  Jede  Kurve  heißt  ferner  eine 
Evolvente  ihrer  eignen  Evolute.  Nach  dem,  was  wir  in  §  593  ge- 
sehen haben,  kann  man  sofort  behaupten,  daß  die  Evolute  einer 
ebenen    Kurve    der   Ort    ihrer   Krümmungszentra    ist      Jetit 
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kann  man  dieses  Theorem  auch  beweisen,  indem  man  auf  die  Gleichung 
der  Normale  X  —  x  +  (Y  —  y)y'=*  0  das  am  Schluß  von  §  620  an- 
gedeutete Verfahren  anwendet.     Man  erhält  in  der  Tat 

und  die  Koordinaten  des  Berührungspunktes  der  Normale  mit  ihrer 
Enveloppe  sind  daher 


X  =  x 


v  -5£-> 


r-f  +  ^ 


Andererseits  haben  wir  in  §  618  gesehen,  daß  man,  wenn  §  und  r\ 
die  Koordinaten  des  Krummungszentrums  sind, 


*-e-ir1-+'\ 


!/-»? 


i+y* 


/» 


!/ 


hat. 


Also  ist  X=  §,   F=  »7. 

624.     Schreibt   man  die  Koordinaten    des   Krummungszentrums 
in  der  Form 

5  =  x  —  q  sin  <p}     rj  =  y  +  q  cos  qp, 

so  läßt  sich  daraus  ableiten 

d%  =  dx  —  p  cos qptfqp  —  sin  qp  •  dp,    drj  =  dy  —  q  sin  9 dqp  +  cosqp  •  dQ. 

Erinnert  man  sich  also,  daß  dx  =  cos  qp  •  ds,  dy  =  sin  9  •  ds  ist,  und 
setzt  rfs  für  pdqp,  so  findet  man  tf|  =  —  sinqp-dp,  diy  =  cos  tp  •  rfp. 
Diese  Formeln  zeigen,  daß  das  Element  CC  der  Evolute  sich  an- 
sehen läßt,  als  läge  es  auf  der  Normale  der  Evolvente  und  hätte  die 
Länge  dö  =  dQ.  Daraus  folgt  wiederum,  daß  die  Tangenten  der 
Evolute  Normalen  der  Evolvente  sind.  Überdies  zeigt  die 
Gleichung  d  {p  —  q)  =  0,  daß  a  —  q  konstant  ist.     Wenn  man  daher 


3 

1  ^L 

1         \ 

t                    \ 

/$> 

0 

X 

*ig.  71. 


Fig.  72. 


einen  Evolutenbogen  CtCt  —  6 2  —  6 1  betrachtet,  in  dessen  Endpunkten 
die  Krümmungsradien  der  betrachteten  Evolvente  die  Werte  q%  und  p2 
haben,  so  ist  öx  —  qx  =  6%  —  q%}  d.  h.  6%  — •  tsx  =  q2  —  qv  Mit  andern  Worten 


(88]  Bogen  CXC,  =-  MtCt  -  JW.C,. 

Wir   wollen  einige   bemerkenswerte  Konsequenzen   dieser  Eigenschaft 
hervorheben: 

a)  Wenn  der  Bogen  MlMi  hinreichend  klein  ist,  damit  seine 
Krümmung  von  einem  Endpunkt  nach  dem  andern  hin  immer  in 
demselben  Sinne  variiert,  so  können  sich  die  oskulierenden  Kreise  in 
Jtf,  und  JV/S  nicht  treffen,  da  sie  (§591*1  gerade  durch  den  Bogen  Mt3tt 
voneinander  getrennt  werden.  Es  ist  übrigens  leicht  ihren  Abstand 
ku  berechnen,  der  gleich  dem  Abstand  derjenigen  Punkte  (>,,  ^>, 
dieser  Kreise  ist,  die  auf  der  Zentralen  in  der  Nähe  des  Bogens  -V,  .V- 
liegen.     Man  hat 

&&  -  W-\  -  KM*  +  *VU  -  &A  -  **A  -  <V'~. 

oder  QQS  •=  Bogen  C^  —  Sehne  CxCt  >  0.  Es  ist  als...  evident,  daß 
zwei  Otknlieren.de  Kreise,  die  genügend  benachbart  sind,  einander 
nicht  treffen  Wir  können  aber  auch  behaupten  (§  585),  daß  z* 
oskulierende  Kreise,  die  unendlich  benachbart  sind,  keinen 
gemeinsamen  Punkt  haben;  und  ihr  Abstand  ist  in  Bezug 
auf  den  Abstand  der  Mittelpunkte  infinitesimal  von  dritter 
Ordnung. 

b)  Es  ergibt  sich  aus  (28)  noch  folgendes:  Wenn  man  sich 
einen  Faden  auf  eine  ebene  Kurve  aufgewickelt  denkt,  und  wenn  man 
diesen  unter  Festhaltung  des  einen  Endes  und  fortwährender  Spannung 
in  der  Ebene  der  Kurve  abwickelt,  so  beschreibt  jeder  von  s.im-n 
Punkten  eine  Evolvente  der  gegebenen  Kurve  Eine  Kurve  bat  also 
unendlich  viele  Evolventen,  die  ein  System  von  parallelen  und 
äqnidistanten  Kurven  bilden.  Man  kann  die  Evolventen  einer  Kurve 
auch  als  Kollkurven  betrachten,  die  von  den  Punkten  einer  Geraden 
erzeugt  werden,  welche  auf  jener  Kurve  rollt  ohne  zu  gleiten. 

625.  Zur  vollständigen  Kenntnis  der  Evolute  einer  gegebenen 
Kurve  bleibt  uns  noch  übrig  ihre  Krümmung  zu  bestimmen.  Zu 
dem  Ende  bemerke  man,  daß  bei  den  beiden  Kurven  der  Kontingeuz- 
winkel  denselben  Wert  hat.  Daraus  folgt  sofort,  daß  der  Krüm- 
mungsradius der  Evolute  gleich  p-j?  ist.  Im  allgemeinen  bi«M 
daher  in  den  Punkten  kleinster  oder  größter  Krümmung  der  Evol- 
vente die  Evolute  ebensoviel  Spitzen.  Dagegen  fallen  die  SpitMtl 
der  Evolvente  (wenigstens  die  erster  Art)  auf  die  Evolnte,  da  wegen 
des  Verschwinden»  von  p  der  Punkt  M  der  Evolvente  und  der 
Punkt  C  der  Evolute  in  einen  Punkt  A  zusammenfallen.  Wenn 
überdies  a  der  Krümmungsradius  der  Evolute  in  A  ist,  so  folgert 
mau  aus  der  Gleichung  limp^  —  «,  indem   man   den  Anfangspunkt 


der  Evolventen  bogen  nach  A  verlegt  und  das  Theorem  von  L'Hospital 
zu  Hilfe  nimmt,  , 

lim  ?-  -  2a. 

Also  verhält  sich  die  Evolvente  in  der  Umgebung  von  A  so,  als 
lautete  ihre  natürliche  Gleichung  p1  =■  2  a«,  oder  bo  (vgl.  §  595,  o), 
wie  sich  die  Evolvente  eines  Kreises  vom  Radius  a  in  der  Umgebung 
ihrer  Spitze  verhält 

626.  Übungen,  a)  Die  Gleichung  y  =  (x  —  a)*  stellt  eine  Schar 
von  kongruenten  kubischen  Parabeln  dar,  die  von  der  x-Achse  umhüllt 
werden.  Diese  Gerade  berührt  alle  Parabeln  in  ihren  Wendepunkten,  und 
sie  teilt  daher  nicht  die  Ebene  in  zwei  Regionen,  von  denen  nur  die 
eine  die  eingehüllten  Kurven  enthalt  und  die  andere  nicht,  wie  es  ge- 
wöhnlich der  Fall  ist  (vgl.  §  622).  Ebenso  besteht  die  Enveloppe-  der 
Parabeln  y  ~  a*(x  —  a)3  aus  der  a;- Achse  und  der  Kurve  16y  ■=  £*; 
aber  diese  berührt  jede  Kurve  in  einem  Punkte  (x-=  2  a)  und  durchsetzt 
sie  in  zwei  andern  [x  =  —  2  a  +  2o]/2),  sodaß  die  von  den  Parabeln 
erfüllte  Region  nur  durch  die  x- Achse  begrenzt  wird. 

b)  Man  suche  die  Enveloppe  einer  Geraden,  die  derart  in  der  Ebene 
beweglich  ist,  daß  zwei  von  ihren  Punkten  auf  den  Schenkeln  eines 
rechten  Winkels  bleiben.  Wenn  I  der  Abstand  dieser  beiden  Punkte  ist, 
bo  lautet  die  Gleichung  der  Geraden  — ■  -f-  -.  =  I,  und  8  kann  man 
als  den  Parameter  betrachten,  der  durch  jeden  seiner  Werte  eine  Lage 
der  Geraden  charakterisiert.  Deriviert  man  die  vorstehende  Gleichung 
nach  ihm,  so  erhalt  man 

ar/coa  ö       y/ninfl 
oo8*ö   ™*   Bin*9 


oder 


r-l 


und  infolgedessen  x  —  l  cos*  8,  y  =  l  sin'fl,  mithin  *    +  )T  —  I  .      Also 
umhüllt  (§  595,  g)  die  Gerade  eine  Astroide. 

c)  Die  Astroide  ist  auch  die  Enveloppe  der  Ellipsen,  die  von  allen 
andern  Punkten  der  Geraden  beschrieben  werden.     Teilt  man  in  der  Tat 
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|*»6 


die  Strecke  l  in  a  +  b,  so  lautet  die  Gleichung  der  von  dem  Teilpunkte 
beschriebenen  Ellipse  — j  +  t»  =  1-  Differentiiert  man  sie  nach  den  Para- 
metern a  und  b  und  beachtet,  daß  da  ~{-  db  =  0  ist,  so  findet  man 
x2/a9  =  y*/b9  oder  — -   -  =  ^-j—  =  -7-»  n^bi11  successiv 


*2  =  a8//,    y*  =  b'/l, 


**  +  / 


V 


Fig.  74. 


Wenn  hingegen  die  Längen  der  Achsen  durch  die  Relation  a*  +  6*  —  J* 
verbunden  sind,  so  findet  man  in  analoger  Weise,  daß  die  Enveloppe  aus 
den  vier  Geraden  ±  .r  ±  y  =»  J  besteht,  d.  h.  die  unendlich  vielen  Ellipsen, 
welche  die  Achsen  und  den  Mongeschen  Kreis  gemein  haben,  sind  einem 
und  demselben  Quadrat  einbeschrieben. 

d)  Unter  den  Evolventen   der  Kettenlinie  ist   besonders  diejenige  be- 
merkenswert,  welche   im    Scheitel    der  Kurve   ihren  Anfang   nimmt   und 

lYaktrix  heißt.  Die  Eigenschaften  der  Ketten- 
linie (§  595, 1)  führen  unmittelbar  zur  Auf- 
deckung folgender  Eigenschaften  derTraktrix: 
Der  von  der  Asymptote  auf  den  Tan- 
genten bestimmte  Abschnitt,  von  den 
bezüglichen  Berührungspunkten  aus 
gerechnet,  ist  konstant;  und  das  Krüm- 
mungszentrum liegt  auf  der  Senk- 
rechten, die  im  Fußpunkt  der  Tan- 
gente auf  der  Asymptote  errichtet  ist. 
e)  Es  ist,  auch  auf  geometrischem  Wege, 
leicht  zu  konstatieren,  daß  die  Cykloide  mit  ihrer 
Evolute  kongruent,  daß  die  Evolute  der  Kar- 
dioide  eine  dreimal  so  kleine  Kardioide,  daß  die  Evolute  der  Astroide  eine 
zweimal  so  große  Astroide  ist,  u.  s.  w.  Allgemeiner  läßt  sich  zeigen,  daß, 
die  Kreisevolvente  ausgenommen,  jede  Epicykloide  oder  Hypo- 
cykloide  ihrer  Evolute  ähnlich  ist:  das  Ähnlichkeitsverhältnis  ist 
1  +  2m  (wenn  m  das  Verhältnis  des  beweglichen  Kreises  zu  dem  festen 
bedeutet)  und  hat  folglich  die  Werte  1 ,  3 ,  \  u.  s.  w.  für  die  Cykloide 
(m  =»  0),  für  die  Kardioide  (w  =  l),  für  die  Astroide  (m  =>  —  \)  u.  s.  w. 
f)  Es  sei  die  Enveloppe  einer  Schar  von  Kreisen  zu  bestimmen, 
wenn  man  den  Ort  der  Mittelpunkte  kennt  und  das  Gesetz,  nach  welchem 
der  Radius  längs  dieses  Ortes  variiert..  Sind  |,  17,  q  die  Koordinaten  des 
Mittelpunktes  und  der  Radius  eines  Kreises,  gegeben  als  Funktionen  des 
Bogens  0  der  Mittelpunktskurve,  so  wird  man  dazu  geführt  die  Gleichung 
(.r  —  !)*+  (y  —  j?)2s=  Q*  nach  ö  zu  deri vieren,  indem  man  x  und  y  als 
Konstanten  behandelt.     Man  erhält 

•     (-ßg+ör-^Sj  +  fg-O 

und  sieht,  daß  der  Kreis  seine  Enveloppe  auf  der  Geraden  berührt,  die 
parallel  zur  Normale  in  der  Entfernung  —  q  .  gezogen  ist.  Damit  die 
Enveloppe  reell  sei,  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  daß  der  absolute 
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Betrag  von  üq  den  von  de  nicht  übertrifft.  Mit  andern  Worten,  die 
Enveloppe  ist  nur  dann  reell,  wenn  die  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  der 
Mittelpunkt  verschiebt,  nicht  übertroffen  wird  von  derjenigen,  mit  welcher 
der  Kreis  sich  erweitert  oder  zusammenzieht.  Für  \dg  <  |  da  |  besteht 
die  Enveloppe  aus  zwei  Zweigen,  die  in  einen  zusammenfallen  für 
dg  =  ±  dö.  In  diesem  Falle  ist  die  Tangente  der  Mittelpunktskurve 
Normale  der  Enveloppe,  und  die  Kurve  (£,  ff)  ist  daher  nichts  anderes 
als  die  Evolute  der  Kurve  (#,  y).  Mit  andern  Worten,  die  Bedingung 
dq  =»  ±  dt*  die  wu"  bereits  als  notwendig  gefunden  haben  (§  624),  ist 
auch  hinreichend  dafür,  daß  eine  Schar  von  Kreisen  die  der 
oskulierenden  Kreise  einer  Kurve  ist. 

627.  Fußpunktkurven  und  Gegenfußpunktkurven.  Wir  haben 
bereits  gesagt  (§  590,  c),  daß  man  als  Fußpunktkurve  einer 
Kurve  (M)  in  Bezug  auf  einen  Pol  Q  den  Ort  der  Projektionen  von 
Q  auf  die  Tangenten  von  (M )  bezeichnet.  Wenn  (J/J  die  Fußpunkt- 
kurve  von  (M)  ist,  so  sagt  man,  (M)  sei  die  Gegenfußpunkt- 
kurve  von  (jSfx)  in  Bezug  auf  Q.  Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  man 
die  Gegenfußpunktkurve  einer  Kurve  in  Bezug  auf  einen  Punkt  Q  be- 
trachten kann  m  als  die  Enveloppe  der 
Senkrechten,  die  auf  den  von  Q  aus- 
gehenden Geraden  in  ihren  Schnittpunkten 
mit  der  gegebenen  Kurve  errichtet  sind. 
Diese  Bemerkung  zeigt  den  Weg  an, 
den  man  einschlagen  muß,  um  die  Glei- 
chung der  Gegenfußpunktkurve  einer 
Kurve  zu  finden.     Es  sei 


Flg.  75. 


#co8  0  +  ysinö  =  r 

die    Gleichung    von    MMl.      Deriviert 
man  sie  nach  0,  so  erhält  man  die  Gleichung 

—  x  sin  0  -f  y  cos  0  =  /, 

welche  (§  588)  das  vom  Endpunkt  N  der  Polarnormale  aus  auf  MMt 
gefällte  Lot  darstellt.  Also  ist  der  Punkt  Mx  der  Gegenfuß- 
punktkurve von  (M)  die  Projektion  von  N  auf  MMi.  Aus 
den  beiden  Gleichungen  leitet  man  ab 

x  =»  r  cos  0  —  /  sin  0,      y  =  r  sin  0  +  r  cos  0. 

Eliminiert  man  0  unter  Berücksichtigung  der  Polargleichung  von  (Jf), 
so  erhält  man  die  cartesische  Gleichung  von  (M^.  Ist  umgekehrt 
die  Kurve  (Mt)  gegeben,  so  kennt  man  wegen  der  Definition  den 
Punkt  M  auf  der  Fußpunktkurve  von  (Mt),  der  dem  Punkte  Mt 
entspricht,  und  die  obigen  Betrachtungen  erlauben  es,  auf  anderem 
Wege  die  Konstruktion  der  Tangente  von  (M)  in  M  wiederzufinden: 
dieselbe  ist  in  der  Tat  senkrecht  zur  Normale  MX,  die   man  kon- 
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f  die  ebenen  F 


ds  Mi    m 


struiert,  indem  man  M  mit  dem  Mittelpunkt  von  QMt  verbindet. 
Will  man  ferner  den  Krümmungsradius  von  (itfj)  im  Punkte  3/, 
kennen,  so  beachte  man,  d£iß 


de 


-  (r  +  r")  s 


=  (r 


-  r")  c 


ist.  Da  dß  für  (M,)  der  Kontingenzwinkel  ist,  so  ist  der  Krümmung*- 
radiue  p,  =  r  -+-  r",  d.  h.  es  genügt  M^N  um  N^  —  r"  zu  verlängern, 
um  das  Krümmungszentrum  von  (M^  zu  erhalten.  Diesem  Resultat 
pflegt  man  eine  andere  Form  zu  geben,  indem  man  die  Länge 
r,  —  QMi  und  den  Krümmungsradius  von  (M'\  einfahrt  Dieser  ist 
nach  der  zweiten  Formel  (8)  gegeben  durch 


Man  hat  also  die   Relation 

(29)  »,_I_±, 

welche  es  erlaubt  (vgl.  §  595, j)  C,   zu   konstruieren,   wenn  die  Lage 
von  C  bekannt  ist. 

628.  Kausticae.  Denken  wir  ime,  daß  von  einem  Punkte  tj 
Lichtstrahlen  ausgehen,  die  dann  an  einem  Spiegel  (ilfl  reflektiert 
werden.  Die  suecessiven  Schnittpunkte  der  unendlich  benachbarten 
Strahlen  bilden  eine  leuchtende  Linie,  welche  die  Physiker  die  Knustirs 
durch  Reflexion  nennen.  Die  Kaustic« 
der  Kurve  (M)  in  Bezug  auf  den  Pol  Q 
ist  also  die  Enveloppe  der  Strahlen,  die 
von  dem  leuchtenden  Punkte  /-'  mit- 
gehend an  der  Kurve  i  .V)  reflektiert 
werden  nach  dem  bekannten  Ge»  I 
der  Gleichheit  des  Einfalls-  und  des  Aue- 
fallswinkels.  Der  in  M  reflektierte  Strahl 
geht  durch  den  Punkt  £,  hindurch,  der  in 
Bezug  auf  die  Tangente  in  M  symmetrisch 
zu  Q  ist.  Wenn  man  die  Kurve  (/.  >  be- 
trachtet, den  Ort  der  zu  Q  in  Bezug  auf  die 
Punkte  M  symmetrischen  Punkte,  so  ist  e 
gewissermaßen  evident,  daß  die  Kurve(L,)  die  Fußpunktkurve  von  i  ,/.i  in 
Bezug  auf  Q  darstellt,  und  es  geht  also  die  Nonnale  von  (£,  i  in  L,  dnre" 
den  Mittelpunkt  von  QL,  d.  h.  durch  AI,  hindurch  Folglich 
die  reflektierten  Strahlen  alle  normal  zu  der  Kurve  (£,'!,  und  ihre 
Enveloppe  ist  daher  die  Evolute  von  (/.,)  Also  ist  die  Kauslic*. 
einer  Kurve  die  Evolute  der  Fnßpunktkurve  einer  ähn- 
lichen Kurve   in  Bezug  auf  den   leuchtenden   Punkt      Darkui 
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folgt,  daß  man  die  Punkte  der  Kanstica  konstruiert  (vgl.  §  595 ,  j) 
wie  die  Erümmungszentra  der  Fußpunktkurve  von  (X)  in  Bezug 
auf  Q]  und  es  ist  leicht  zu  erkennen,  daß  man  die  Konstruktion 
ausführen  kann,  indem  man  (L)  durch  (Jf)  selbst  ersetzt.  In  dem 
Falle  ferner,  wo  die  Lichtstrahlen  aus  dem  Unendlichen  kommen, 
reduziert  sich  die  Konstruktion  auf  eine  äußerst  einfache  Form,  da 
man  findet,  daß  die  Normalen  der  Kaustica,  die  durch  ein 
Büschel  paralleler  Strahlen  hervorgebracht  wird,  die  Krüm- 
mungsradien des  Spiegels  in  den  bezüglichen  Incidenz- 
punkten  halbieren.  Endlich  sieht  man  in  dem  allgemeinen  Falle 
eines  im  Endlichen  gelegenen  Punktes  Q9  wenn  man  dasein  §  624 
bewiesene  Theorem  über  die  Länge  der  Evolute  in  Anspruch  nimmt, 
sofort,  daß  jeder  Bogen  einer  Kaustica,  dessen  eines  Ende 
passend  gewählt  ist,  ebenso  lang  wie  der  ganze  Weg  ist,  der 
vom  Lichte  bis  zur  Erreichung  des  andern  Endes  durch- 
laufen wird.  Daraus  ergibt  sich  insbesondere  folgendes:  Wünscht 
man,  daß  die  von  Q  ausgehenden  Strahlen  nach  ihrer  Rückkehr  in 
einem  Punkte  P  zusammenlaufen,  so  ist  es  notwendig  sie  an  einer 
Ellipse  zu  reflektieren,  die  ihre  Brennpunkte  in  P  und  Q  hat. 

629*  Übungen,  a)  Wir  wollen  auf  den  vorletzten  Paragraphen 
Bezug  nehmen  und  bemerken,  daß  sich,  wenn  die  Kurve  (M)  eine  Schnecke 
ist,  aus  ihrer  Gleichung  r  =  a  cos  0  +  b  ergibt  r  +  r"*=  b.  Diese  Gleichung 
genügt,  um  behaupten  zu  können,  daß  die  Gegenfußpunktkurve  ein  Kreis 
vom  Radius  b  ist.  Ebenso  hat  man,  wenn  die  Kurve  (Jf)  eine  archi- 
medische Spirale  ist,  r'=a,  /'=*  0,  und  es  bleibt  daher  der  Punkt  JV» 
das  Krümmungszentrum  von  (Mt)  auf  Grund  der  zweiten  Gleichung,  nach 
der  ersten  auf  einem  Kreise.  Also  ist  die  archimedische  Spirale 
die  Fußpunktkurve  einer  Kreisevolvente.  Durch  diese  Eigenschaft, 
die  sozusagen  evident  ist,  wird  man  (vgl.  §  595,  j)  zu  einer  leichten  Kon- 
struktion des  Krümmungszentrums  der  archimedischen  Spirale  in  einem 
gegebenen  Punkte  M  geführt:  Wenn  die  Projektion  des  Poles  0  auf  die 
Normale  sich  in  L  auf  die  durch  N  zur  Normale  gezogene  Parallele  pro- 
jiziert, so  gehört  das  Krümmungszentrum  OL  an. 

b)  Welches  ist  die  Gegenfußpunkt- 
kurve einer  Geraden  in  Bezug  auf  einen 
Punkt  Q?  Macht  man  die  Gerade  zur 
y-  Achse  und  das  von  Q  auf  sie  gefällte 
Lot  zur  x-Achse,  so  hat  MMX  die  Gleichung  A 
my  z»  m*x  +  ^p,  wenn  man  mit  w  den 
(variablen)  Neigungskoeffizienten  bezeichnet  —. 
und  mit  \p  die  (konstante)  Länge  der 
Strecke  OQ.  Durch  Derivation  nach  m 
erhalt  man  y  =  2  mx.     Durch  Elimination  ^\L 

von  m  findet  man  ferner  y%  =»  2prr.    Also  Fig.  77. 

ist  die  Gegenfußpunktkurve  einer  Geraden  in  Bezug  auf  einen  Punkt  die 
Parabel,  welche  diesen  Punkt  zum  Brennpunkt  hat  und  von  der  Geraden 


die  jfewundenen  Kurven,        ff  OS»— 610 


im  Scheitel  berührt  wird.     Übrigens  ergibt  sieh   £ea 
der   in    §  G27    angegebenen    Tangen teuko  Instruktion. 


iiir'h   unmittelbar  ans 
Diese    Kai 


zeigt  in    der   Tat,   dal)    >I>MI.\     •WttlS  ist,    daß    also 

rMtnerende  des  Winkel,:  QMXB  ist;   und   na   andenrtrte  (g  590,d     0 

sehenem  geht  hervor,  daß  diese  Eigenschaft  gerade  die  Parabel  rliarnk- 
terisiert.  Mau  bemerke  noch,  daß  die  Formel  (29)  im  vorliegenden  l'nlle 
rpt  =■*  2rli  wird,  und  da  man  in  dem  rechtwinkligen  l'rciei-k  LQMi 
hat  ri>  —  r-I,Xll  so  ist  eraJohÜich,  luü  L  den  Krtanraunganditui  halbier! 
Man  gelanpt  auf  diese  Weise  zu  einer  bekanntes  Konstruktion  | 

c)  Wenn  die  von  einem  leuchtenden  Punkte  fji  ausgebenden  Strahlen 
.in  einem  kreisförmigen  Spiegel  reflektiert  Verden,  m  ist  die  tu 
Kurve  1  /.  !  ••in  zweiter  Kreis,  mithin  (§  590,  c)  die  Kurve  (/-,)  eino 
Schnecke.  Gehört  insbesondere  der  Punkt  Q  dem  gegebenen  Kreise  au, 
so  gehört  er  auch  dem  Kreise  (L)  an,  und  die  Schnecke  ist  eine  Kar- 
dioide,  deren  Evolute  eine  dreimal  so  kleine  und  umgekehrt  liegende 
zweite  Kardioide  ist.  Also  ist  die  Kaustica  eines  kreiefO 
Spiegels  für  ein  Strahlenbüschel,  welches  an-  einem  Punkt« 
des  Spiegels  entspringt,  eine  Kardioida,  die  den  Kreis  in  < 
leuchtenden  Punkte  Q  berührt,  wfibrend  die  Spii 

Durchmesser  im  Verhältnis  3  :  1  teilt  Kommen  dagegen  die  Strahlen  MM 
dein  Uneudlielieii,  su  Indien  wir  gesehen,  daß  die  Normale  der  Kapatica 
iu  einem  Punkte  P,  der  einem  gegebenen  Encidenaputtkte  enl  spricht.,  durch 

den    Mittelpunkt    -V    des    ]I;e.lhi5    ".1/    hindurchgeht..      Sind   ii Li  kn't"  der  durch    ,V 

hindurchgehende   Kreis  mit   dein    Mittelpunkt  0  und  der  Kreis  von 
messer  MN  konstruiert,  so  sieht  man,   daß  dii  betrachten 

laßt  als  erzeugt  von  dem  Punkte  /'  des  /.weiten  Kreise*  bei  rein-  ■ 
dieses  Kreises  auf  dem  ersten.  Also  ist  die  Kauatloa  e!t)< 
förmigen  Spiegels  für  ein  Büschel  paralleler  Strahlen  ein« 
icykloide  mit  zwei  Spitzen. 


Anwendungen  auf  die  gewundenen  Kurven. 


Fundameiitalformeln 

6S0.    Tangente    und    Normalebene.      Die 
Liabigen,   ebenen    oder   gewimdsnai,    Kurve 


Tangente  ein«  b+ 
i'iueni   Punkte  .V  ist 


immer    die    Gerade,   welcher    di 
unter  Festhaltung   um    ,1/   den 

Innriiekeii    läßt         Wir    unllen    n 

zu  studieren,  bei  welchen  man 

trachteten   ebenen   Kurven, 

,.       Iloireu  MM'         , 
i 
Bebna  MM 

hat        flu    niii)    ilie    UichtungflkoBinuB   der   Sekante    :l/.l/'    frl 


Sekante   .1/  .1/    nutrebt,   wenn    man 
'nuki    W    längs  da    Kurve  nach   M 
hier  darauf  beschranken,  <!.. 
wie   Inf  den   im  porigen  KipiteJ  bt 
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Excessen  öx,  dy,  Sz  der  Koordinaten  von  M'  über  diejenigen  von  M 
sind,  dividiert  durch  die  Länge  der  Strecke  MM',  so  findet  man 
durch  Grenzübergang,  nachdem  man  den  Bogen  äs  an  Stelle  der 
Sehne  MM'  gesetzt  hat,  daß  die  Richtungskosinus  der  Tan- 
gente der  Kurve  im  Punkte  (x,  y,  z) 

(!)  «-£>    6  =  ?>    <=^ 

v  '  ds7  ds7  ds 

sind.  Quadriert  und  addiert  man  diese  Formeln,  so  gelangt  man  zu 
der  folgenden 

(2)  ds%  -  dx%  +  tf  y*  +  dz*. 

Sind  also  die  Koordinaten  x,  y,  z  als  Funktionen  eines  beliebigen 
Parameters  t  gegeben,  so  berechnet  man  zunächst  ds  mit  Hilfe  von  (2), 
und  dann  lehren  die  Formeln  (1)  die  Richtungskosinus  der  Tangente 
kennen.     Die  Gleichungen  der  Tangente  sind  also 

X— x  _  Y—y      Z  —  z 

dx  dy  dz    J 

und  man  kann  sie  unmittelbar  hinschreiben,  indem  man  sie  als  die 
Gleichungen  der  Verbindungsgeraden  des  Punktes  (x,  y,  z) 
und  des  Punktes  (x  +  dx,  y  +  dy,  z  +  dz)  betrachtet.  Es  ist  gut 
noch  eine  andere  Form  dieser  Gleichungen  zu  kennen,  die  in  dem 
Falle  nützlich  ist,  wo  die  Kurve  durch  das  Gleichungspaar 

dargestellt  wird.  Da  X  —  x,  Y—y,  Z—z  zu  den  Differentialen 
dx,  dy,  dz  proportional  sein  müssen,  die  durch  die  Relationen 

verbunden  sind,  so  muß  man  haben 

(x-«)|s  +  (r-f)5j  +  (z-,)§2-o, 
<*-«)g  +  (r-*>iJ  +  (*-')8jJ-o. 

Dies  sind  also  die  Gleichungen  der  Tangente.  Man  nennt  ferner 
Normalebene  den  Ort  der  Normalen  der  Kurve  in  M,  d.  h.  der 
in  M  auf  der  Tangente  errichteten  Senkrechten.  Die  Gleichung 
einer  solchen  Ebene  ist 

(X  -x)dx  +  (Y-y)dy  +  (Z-z)dz=*Q 

oder,  wenn  die  Kurve  mittels  der  Gleichungen  <p  —  0,  ^  =  0  ge- 
geben ist, 


>•-? 


dy      dy 


631.  Binormale  und  oskulierende  Ebene;  Hauptnormale  und 
rektifizierende  Ebene.  Wenn  M'  längs  der  Kurve  nach  M  hinrückt, 
so  kann  die  durch  die  Tangente  in  M  parallel  zur  Tangente  in  M' 
gelegte  Ebene  einer  Grenzlage  zustreben  und  erhält  in  dieser  den 
Namen  oskulierende  Ebene.  Eine  der  anendlich  vielen  Normalen 
liegt  in  der  eskalierenden  Ebene,  eine  andere  ist  senkrecht  zu  dieser 
Ebene:  die  erste  heißt  die  Hauptnormale,  die  andere  nennt  man 
Binormale,  da  sie  senkrecht  zu  zwei  unendlich  benachbarten  Tan- 
genten ist,  d.  h.  ab)  Grenzlage  der  durch  M  senkrecht  zu  den 
Tangenten    in   M   und    in   M'  gezogenen  Geraden   betrachtet  werden 


üskiLttermde  Kbene 


XornHiltbenc  \\ 


kann.  Die  durch  die  Tangente  und  die  Binormale  bestimmt«  Eben« 
heißt  die  rektifizierende  Ebene.  Die  drei  Geraden  (Tangente,  Bi- 
normale, Hauptnormale)  und  die  drei  Ebenen  (Normal-,  oskulierende, 
rektifizierende  Ebene),  welche  wir  eben  definiert  haben,  sind  die 
Kanten  und  Flächen  eines  Trieders  mit  drei  rechten  Winkeln,  weicht» 
mau  das  Fundamcntaltrieder  nennt.  Im  folgenden  werden  wir 
sehen,  daß,  um  die  relative  Lage  der  Fundunientaltrieder  in  M  und 
in  M  R  kennen,  die  Kenntnis  zweier  Infinitesimalen  t  und  ij  genügt, 
die  durch  die  doppelte  Eigenschaft  charakterisiert  sind,  Differentiale 
n  ki  in  und.  abgesehen  von  höheren  Infinitesimalen,  den  Wink*]  der 
Tangenten  in  AI"  und  M'  und  den  Winkel  der  Binormalen  in  dieseu 
Funkten  darzustellen.  Der  erst«  heißt  Kontingent w  i  u k e  1 ,  der 
■iTorsionswiukeL 
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632.  Es  ist  hier  eine  kurze  Digression  nötig.  Für  eine  Gerade, 
deren  Richtungskosinus  A,  B,  C  stetige  Funktionen  einer  unab- 
hängigen Veränderlichen  t  sind,  kann  man  immer  ein  Differential 
finden,  durch  welches  der  Winkel  zwischen  den  Richtungen  (A,  B,  C) 
und  {A  +  SA,  B+  dB,  C  +  iC),  d.  h.  zwischen  den  Richtungen  der 
Geraden,  die  den  Werten  t  und  t  +  dt  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen entsprechen,  ersetzbar  (§  556)  ist.  Ziehen  wir  in  der  Tat  bei 
der  Kugel  vom  Radius  1,  die  ihr  Zentrum  im  Anfangspunkt  hat,  die 
Radien  OP  und  OP'  in  den  angegebenen  Richtungen.  Beim  Variieren 
von  t  beschreibt  der  Punkt  P  auf  der  Kugel  eine  Kurve,  und  es  ist 
klar,  daß  man  den  Winkel  der  beiden  Richtungen,  der  durch  den 
Bogen  PP'  eines  größten  Kreises  gemessen  wird,  zunächst  durch  die 
Sehne  PP'  ersetzen  kann,  dann  durch  den  Bogen  PP'  der  vom 
Punkte  P  beschriebenen  Kurve  und  endlich  durch  das  Differential 
des  Bogens  6  dieser  Kurve,  gerechnet  von  einem  beliebigen  Anfangs- 
punkt. Daraus  folgt  auf  Grund  von  (2),  wenn  man  bemerkt,  daß  die 
Koordinaten  von  P  gerade  A,  B,  C  sind, 

(3)  d<f*  =  dA*  +  dB*  +  dC*. 

Zu  einer  andern  bemerkenswerten  Form  von  de  gelangt  man  durch 
die  Bemerkung,  daß  wegen  ZA%  =  1  und  2JA  dA  *=  0 

ABC 


dA    dB    dC 


ZA*         ZA  dA 

=  dö* 
ZAdA    ZdA*     ' 


ist,  mithin 

(4)  dt*  -  (BdC  -  CdBf  +  (CdA  -.  AdC)*  +  (AdB  -  BdA)%. 

633.  Um  nun  die  Richtung  der  Hauptnormale  kennen  zu  lernen, 
bemerken  wir  folgendes:  Ist  die  Richtung  (A,  B}  C)  die  der  Tangente 
der  Kurve  {M)  im  Punkte  M,  so  ist  die  Ebene  OPP'  parallel  zu 
den  Tangenten  in  M  und  M'  und  hat  daher  die  Tendenz,  zur  osku- 
lierenden  Ebene  parallel  zu  werden,  wenn  M'  nach  M  hinrückt  (und 
infolgedessen  P'  nach  P,  falls  a,  b,  c  stetige  Funktionen  von  t  sind). 
Die  Gerade  PP',  welche  die  Kurve  (P)  in  P  zu  berühren  strebt,  wird 
dabei  senkrecht  zu  OP  und  hat  daher  die  Tendenz,  sowohl  zur 
oskulierenden  Ebene  als  auch  zur  Normalebene,  mithin  zur  Haupt- 
normale parallel  zu  werden.  Also  sind  auf  Grund  von  (1)  die 
Richtungskosinus  der  Hauptnormale 

/eN  ,.       da  db  de 

(5)  X  =  T>    P-T'    "  =  — 

634.  Dies  vorausgeschickt  ist  die  Richtung  (a,  ß,  y)  der  Bi- 
normale, abgesehen  vom  Sinn,  durch  die  Orthogonalitätsbedingungen 
£aa  =  0,  2Jak  —  0  bestimmt;  und  diese  zeigen  zusammen  mit  der 
andern  EaX  =  0,  daß  die  Determinante  der  neun  fundamentalen  Kosinus 

Cetfcro;  AnalyaU.  39 


VI,  3.    Anwendungen  auf  die  gewundenen  Karren.      $f  6 


(6) 


orthogonal  ist,  woraus  i'ulgt  (§  69),  duß  ihr  Wert  1  oder  —  l  ist. 
Man  kann  aber  den  positiven  Sinn  der  Richtung  der  Binurraale 
immer  derart  filieren,  daß  die  Gleichung  (ti)  richtig  ist.  Geometrisch 
kommt  dies  auf  folgende  Voraussetzung  hinaus:  Wenn  man  das  Fun- 
damental tri eder  zum  Zusammenfallen  mit  dem  Aehsentrieder  bringt 
derart,  daß  die  positiven  Riebtungen  der  Tangente  und  der  Huuj.t- 
normale  mit  denen  der  Achsen  x  und  s  zusammenfallen,  so  muß  du- 
positive  Richtung  der  Binormale  mit  der  der  ay- Achse  loa 
fallen.  Es  ist  auch  bekannt  (§  70),  daß  unter  diesen  Bedingungen 
jedes  Element  der  Determinante  (ti)  gleich  dem  zugehörigen 
algebraischen  Komplement  ist.  Daraus  folgt  unter  BotchtlUIg 
von  (5),  daß  die  Richtungskoainus  der  Binormale  dunli  di« 
Formeln 

m 


bde  —  crlfi        ala  —  ade        adb  —  bda  * 

gegeben  sind.     Nunmehr  sind  wir  imstande  auch  die  Glei<  d 
oskulierenden  Ebene  aufzusehreiben:  E(bdc  —  cdb){X  ~  t) 
können  ihr  auf  Grund  von  (1)  die  Form  gehen 

|  %  ~  J>  -Ix  ./** 
und  sehen  auf  diese  Weise,  daß  die  oskuliereude  Ebene  im  Punkte 
(x,  y,  e)  sich  betrachteti  läßt  als  bestimmt  durch  die  Tangente  und 
durch  den  Punkt 

<    f  \d*x,     ft  +  dif+i'l'if,     t  +  'tz   I    V'/'-'l. 

(»35.    Die  Formeln  (7)  und  (5)  erlauben  ea,  die  Richtungen  dar 
Biimimule   und   der  Hiiuptnorintdc  zu  bestimmen,   wenn   die 
a,  b,  c  bekannt  sind,  da  gieb  det  KonÜngeMwiiikel  nach  (3)  und  (4) 
mit  Hilfe  der  einen  oder  der  andern  der  folgenden  Formeln  berechnen 
läßt: 
i»  -  da*  -r  db1  +  de',    t*  =  (bde  —  cdb)'  +  (eda  -  ade)1  +  {adb 

Das  Zeichen,  mit  welchem  t  genommen   wird,  bleibt  willkürlich,   dm 
die    Umkehrung    dieses    Zeichens    in    den    Formeln    |7)    uml 
gleichzeitige   Umkehrung  der   Zeichen   von   a,  ß,  y    und    /,  u,  v   be- 
wirken würde,  sodaß  die  Formel  (6)  nngeändert  bleibt.      Wenn  statt 
a,  b,  c  die  Kosinus  a,  ß,  y  bekannt  wären,   so  könnte  mim 
si oti9 winkel  vermittelst  einer  der  Formeln 
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v*  =  da*  +  dß'  +  dy*,  ri*~(ßdy-ydßy+(ydcc-ccdy)*+(adß-ßday 

berechnen;  darauf  würde  es  mit  Hilfe  von  Formeln,  die  zu  (7)  und  (5) 
analog  sind,  gelingen,  die  Richtungen  der  beiden  andern  Kanten  des 
Fundamentaltrieders  zu  bestimmen.  In  der  Tat  liefert  die  Differen- 
tiation der  Gleichungen  Eaa  =  0,  27a*  =1,  wenn  man  sich  an  (5) 
erinnert, 

Eada  =  —  Eada  =  —  sEak  =  0,       Eada  =  0; 

mithin  ist  da/k  =  dß/(i  =  dy/v  =  ±  q  oder,  wenn  man  rj  mit  einem 
passenden  Zeichen  nimmt, 

/o\  i        da  dß  dy 

(8)  i-T,    f»-f,    "  =  T, 

ferner  /Sdy  —  yd/i  —  (ßv  —  y(i)  i\  =  at\   u.  b.  w.,  d.  h. 

(Q)  ? *_ 1__  =  1. 

^  '  ßdy —  ydß       yda —  ady       adß —  ßdcc        t] 

Auch  hier  bemerke  man,  daß  die  Umkehrung  des  Zeichens  von  rj 
oder  von  a,  ß,  y  in  den  Formeln  (8)  und  (9)  die  Bedingung  (6)  un- 
geändert  lassen  würde. 

636.  Formeln  von  Fronet.  Aus  den  Relationen  Eak  =  0, 
Eak  =  0,  Ea}=\  leitet  man  durch  Differentiation  und  unter  Beachtung 
von  (5)  und  (8)  ab 

Eadk  —  —  Ekda  =  —  sEk*  =  -  s , 

Eadk  =  —  Ekda  =  —  ^27A2  «  —  r\ 

und  Z7rf>l  =  0.     Also  genügen  dk,  dp,  dv  dem  Gleichungssystem 

adk  +  bdp  +  crfv  «=  —  « 
adk  +  /Jdfi  +  ydv  =  —  17 
ArfA  -\-pdp  +  vdv  =      0, 

welches  die  Determinante  (6),  d.  h.  eine  Determinante  gleich  der  Ein- 
heit hat,  wo  jedes  Element  gleich  seinem  algebraischen  Komplement 
ist.     Daraus  folgt  sofort 

(10)       dk  —  —  ae  —  arj,    dp  =  —  bs  —  ßq,    dv  =  —  et  —  yrj. 

Dies  sind  die  Formeln  von  Freuet.  Sie  sagen  uns  zusammen  mit 
den  Formeln  (5)  und  (8),  daß  die  Differentiale  der  neun  funda- 
mentalen Kosinus  linear  ausdrückbar  durch  dieselben  Ko- 
sinus sind;  die  Koeffizienten  dieser  Ausdrücke  hängen  einzig  und 
allein  von  £  und  von  17  ab.  Nennt  man  ferner  cü  das  Differential, 
durch  welches  der  Winkel  zwischen  zwei  unendlich  benachbarten 
Hauptnormalen  ersetzbar  ist,  so  liefern  die  Formeln  (10),  wenn  man 
sie  quadriert  und  summiert,  a>*  =  6*  +  V*-  Dieses  letzte  Ergebnis, 
welches  sich  durch  einfache  geometrische  Betrachtungen  beweisen 
laßt,  ist  bekannt  unter  dem  Namen  „Theorem  von  Lancret". 

39* 


637.  El  ist  nützlich  zu  bemerken,  daß  für  jedes  orthogonale 
Tripel  von  Richtungen  analoge  Formeln  wie  die  obigen  : 
Wir  wollen  zunächst  zwei  beliebige  veränderliche  Dichtungen  be- 
trachten und  übereinkommen,  als  Drehuug  einer  Richtung  gege: 
die  andre  das  Differential  m  zu  bezeichnen,  durch  welches  die  infi- 
nitesimale Ricktnngsänderung  der  Projektion  der  ersten  auf  eine  zu 
beiden  parallele  Ebene  ersetzbar  ist.  Wir  steilen  uns  die  Aufgabe, 
i»  zu  berechnen,  indem  wir  die  Kosinus  A,  B,  ('  und  J,  />".  ' ". 
welche  die  beiden  Richtungen  definieren,  als  bekannt  voraussetzen. 
Durch  den  Anfangspunkt  ziehen  wir  in  positivem  Sinne  Parallelen 
zu  den  Richtungen  (A,B,C),  (A% BtO),  {A+9A, B+8B,C+H  ■ 
und  zu  der  Projektion  dieser  letzteren  auf  die  durch  die  beiden  « 
Geraden  bestimmte  Ebene.  P,  V,  P"  seieu  die  Punkte,  in 
die  erste,  die  dritte  und  die  vierte  Gerade  die  Kugel  rom  RjUÜDt  1 
mit  dem  Zentrum  im  Anfangspunkt  treffen.  Da  A,  B,  C  die  Koordi- 
naten von  P  und  A  +  Ö  A,  B  -+-  öB,  C+8C  diejenigen  von  P"  sind, 
so  messen  offenbar  die  Differenzen  6A,  dB,  6C  die  Projektioi 
von  PP'  auf  die  Achsen.  Andererseits  kann  man  das  Element  /'/'", 
welches  sich  von  m  um  eine  höhere  Infinitesimale  unterscheidet,  be- 
trachten als  die  Projektion  von  PP'  auf  die  Richtung  (/,  »i, « I  jenes 
Elements,  welche  offenbar  senkrecht  zu  (A,  B,  C)  ist.  Also  ist,  wenn 
man  nur  die  differeutieUen  Infinitesimalen  beibehält, 

. 

und  da,  wenn  man  q,  den  Winkel  der  beiden  Richtungen  nennt,  offenbar 
A'—  A  cos  tp  +  ls\ii(p,    B—Bcoetp-\-  »jsin  y,    C  —  Cco*<p  +  nsiaq» 

ist,  so   sieht   man  sofort,   indem  man  mit  dA,  dB,  <W  um! 
und  summiert,  daß 

oiantp-A'dA  +  B'dB 

ist.     Es   ist  dies  eine  Formel,    die   sich  bei   den  geometrische»    und 
mechanischen  Anwendungen  oft  als  nützlich  erweisi       ffeofl  nunmehr 
die    Richtungen    {A't  B\  C)    und   (A",  B",  C")    a 
orthogonales  Tripel   bilden   und   (vi,  B,  C)  sich   um  m    gl 
i-rfiti-  und   um  ra"  gegen  die  zweite  dreht,  so  bat  man 


EA&A-Q,     SA' JA  =«. 


.-.  I  d  i       s 


nnd  entnimmt  daraus 

dA  —  A'm'+A"ttr,    dB-  B'u  -l-  B'V,    dC  —  Co  +  CV. 

UYini    fi-ruer  a  das  Differential   bedeutet,    durch  weichet  die  abaol 
WirlitiMi^siindcrung    TOD  (A,  B,  t ':    m     RaU  ■  ,    "O    sieht 

man,  daß  man  nach  (8)  hat  u*  —  to'1  -f-  m"'.     Insbesondere  sagen  im.« 
Formeln  (ü)  und  (H),  daß  die  Richtungsändernugei]   der  Ti 
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und  der  Binormale  aus  den  Drehungen  s  und  17  gegen  die  Haupt- 
normale bestehen,  und  die  Formeln  (10)  drücken  dagegen  aus,  daß  die 
Richtungsänderung  oi  der  Hauptnormale  aus  den  beiden  Drehungen 
—  £,  — 17  hervorgeht,  welche  dieselbe  gegen  die  beiden  ersten  Geraden 
ausführt. 


Krümmungen. 

638.  Wie  bei  den  ebenen  Kurven,  so  dient  auch  bei  den  ge- 
wundenen Kurven  das  Verhältnis  e/ds  zur  Messung  einer  ersten 
Krümmung  oder  der  Flexion  der  betrachteten  Kurve;  und  analog 
benutzt  man  rj/ds  znr  Messung  einer  zweiten  Krümmung  oder  der 
Torsion,  welche  sich  uns  bei  den  ebenen  Kurven  picht  dargeboten 
hat,  da  sie  bei  ihnen  beständig  null  ist.  Während  ferner  das  Ver- 
hältnis q  » ds/s  auch  hier  den  Namen  Krümmungsradius  (oder 
Flexionsradius)  behält,  kommt  man  überein  als  Torsionsradius  die 
Länge  t  =  ds/rj  zu  bezeichnen.  Die  Einführung  der  bestimmten 
Längen  q  und  *  anstatt  der  Infinitesimalen  s  und  rj  in  allen  früheren 
Formeln  dient  dazu,  diese  auf  eine  präzise  Form  zu  bringen.  So 
werden  die  Formeln  (5),  (8)  und  (10) 


(ii) 


da        X 

ds  "  9  ' 

da        1 
ds~  t> 

dl             a 
ds              Q 

a 

db        fi 

37~~7> 

dß       fi 

ds^  x,  > 

dp            b 
ds               Q 

ß 

1  > 

de        v 
57  ""V* 

dy        v 
37  ""T' 

dv            e 
ds               Q 

y 

Dem  linksstehenden  Tripel  kann  man  unter  Erinnerung  an  (1)   die 

Form  geben 

/4C,s  ,  d   dx  d  dy  d    de 

(12)  A  =  p__,    ^  =  9__,    v-p3j3j 

oder,  wenn  man  will, 

n*\      1  _     (d*x       dxd%s\        __     (d*y       dyd*s\       __     /d*s      ded*s\ 

lio;    l-9\4?m-d$I?)'  U~?U7*  ~~d8~d?)>  t,~~?W~~S737v 

Ebenso   können  auf  Grund   von   (1)  die   Formeln    (7)   in  folgender 
Weise  geschrieben  werden: 

(1A\  —     (d*  d*y  __dy  d*j\       ~  (dx  d*z dz^d*x\ 

{1±)  u  —  9\fid~s*~md8d?)'    ps~Q\dsd8*       did?)> 

(dy  d*x dx  ci'tA 
37  3?  ~~  ds  dp) " 

639.  Berechnung  der  Flexion.  Die  Formeln  (1),  (12),  (14) 
liefern  die  Werte  der  neun  fundamentalen  Kosinus  als  Funktionen  der 
ersten  und  zweiten  Derivierten  der  Koordinaten,  vorausgesetzt,  daß 
man  zuvor  den  Wert  von  q  kennt.    Dieser  Wert  ergibt  sich  aber  aus 
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denselben  Formeln,  da  aus  (12)  durch  Quadrieren  und  Summieren  folgt 

*-(£  £)■+(£  58'+ (£©• 

oder,  wenn  man  will,  aus  (1S'| 

h  ©)'+©)'+( 

ii   hei  den  gewundenen  Kurven,  wie  bei  den  ebenen  Kurven 
(§  558,  b),   das   Quadrat  der  Krümmung  gleich  der  Summe   der 
Quadrate    der    zweiten    Derivierten    der    Koordinaten    nach 
dem    Bogen.     Erhebt  man  ferner  die  Formeln  (14)  zum  QtU  I 
summiert  sie,  so  erhält  man  eine  andere  Formel: 


±  :.),■'  -j   r'.Y*-M 


(16)    e=  , = 

v  '  *  y{dyd't  —  did'y)'  +  (did>x~dxd'i)'  +  idxd'y-.'  j 
Sie  schließt  (für  konstantes  ?)  diejenige  ein,  welche  man  bei  den 
ebenen  Kurven  am  meisten  benutzt  (§  bSS,  dY  Ans  der  Pwn 
leitet  man  sofort  ab,  daß  die  einzigen  Kurven  mit  der  Flexion 
Null  die  Geraden  sind.  Man  kann  in  der  Tat  nicht  beständig 
1/p  =  0  haben,  ohne  daß  die  zweiten  Derivierten  der  Koordinaten 
alle  auf  einmal  null  sind,  mithin  die  ersten  Derivierten  gleich  Kon- 
stanten a,  1>,  e,  woraus,  wenn  man  x0,  y0,  s0  die  Koordinaten  des  zum 
Anfangspunkt  der  Bogen  gewählten  Punktes  nennt,  folgt  j-d»-fzg, 
y  =  Äs  +  y„,  z  =  es  +  ta   und  endlieh  durah  Elimination  i 


Das   sind    die   Gleichungen    der   durch  den   Punkt  (t0,  y„,  t0)   in  der 
Richtung  (a,  b,  c)   gezogenen  Geraden. 

640.    Berechnung    der  Torsion.  Aus   dem    zweiten   Tripel      11 

gewinnt  man  durch  Multiplikation  mit  A,  a,  v  und  Summation 


,dc 


+  *■£  +  *£■ 


Andererseits  fuhrt  die  Derivation   der  Formeln  (14)   zu   den  Formeln 
du  /dl  d'u        dyd"r\    ,     a  da 

1  +  TiS  u-s'"- 

DiiKiii-  folgt,  wenn  man  web  die  Formeln  (13)  bern'cksiohtitft, 

1  t  VI  d' J  /rfj  d'y        dyd's\ 

i  =  9  £i  UV'  \d*  3P  ~3t  ■  <■  ' 


117, 


d'x  d'x    I 

£y  d'y    i 

■ 

d'l  rf'I 
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Diese  wichtige  Formel  lehrt  die  Torsion  kennen,  wenn  die  Flexion 
bekannt  ist.  Ersetzt  man  übrigens  q  durch  seinen  Ausdruck  (16), 
so  kann  man  auch  schreiben 

£  _  (dyd*z  —  dzd*y)d*x  +  (dzd*x  —  dxd*z)d*y +  (dxd*y  —  dyd*x)d'z 
*~~         (dydxz  —  dz  d*y)*  +  (ds  d*x  —  dx  d*z)*  +  (dx  d*y  —  dy  d*x)* 

Dies  ist  die  Torsion.     In  eleganterer  Form: 


l 


dx 

dy 

dz 

d*x 

d'y 

d*z 

d*x 

d*y 

d'z 

dx 

dy 

dz 

d*x 

d*y 

d*z 

Offenbar  ist  bei  den  ebenen  Kurven  die  Torsion  null,  vorausgesetzt, 
daß  man  die  Gerade  ausschließt,  deren  Torsion  überall  unbestimmt 
ist,  da  man  ja  in  jedem  Punkte  jede  durch  die  Gerade  hindurch- 
gehende Ebene  als  oskulierend  betrachten  kann.  Es  ist  nützlich  zu 
bemerken,  daß  die  einzigen  Kurven  mit  der  Torsion  Null  die 
ebenen  Kurven  sind.  In  der  Tat,  wenn  die  Torsion  beständig 
null  ist,  so  ist  es  auch  die  rechte  Seite  von  (17),  woraus  folgt 
(§  375),  daß  man  hat  Eadx=*0  für  drei  passende  Werte  der  Kon- 
stanten a,  ßy  y\  mithin  ist  Zax  =  Gonst.  Zu  demselben  Schlüsse, 
wie  zu  dem  andern  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen,  gelangt  man 
auch  durch  direkte  Betrachtung  der  beiden  ersten  Tripel  (11). 

641.  Die  Berechnung  der  Torsion  laßt  sich  in  ähnlicher  Weise 
ausführen,  wie  wir  zu  der  Formel  (15)  gelangt  sind.  In  der  Tat 
leitet  man  aus  (12)  durch  Derivation  ab 


d    1_/«,«\^        d    d 
ds   q        \o        t)  o  ™  ds  ds 


ds    Q  \{f     '     t  j   o 

ferner  durch  Quadrieren  und  Summieren 


d    d  dx 
ds 


U.  8.  W. 


[ds  7J  +  V       *V  ?"  ~"  U«  ds  ds)  +  [ds  ds  ds)  +  [ds  ds  ds)  " 

Zu  dieser  Formel,  welche  t  zu  berechnen  gestattet,  wenn  q  bekannt 
ist,  gelangt  man  auch,  wenn  man  die  Formel  (17)  ins  Quadrat  er- 
hebt, nachdem  man  die  rechte  Seite  auf  die  allgemeinere  Form 


dx 

d  dx 

d    d  dx 

ds 

ds  ds 

ds  ds  ds 

dy 

ds 

d_dy 
ds  ds 

d    d  dy 
ds  ds  ds 

dz 

d  dz 

d    d   dz 

d~s 

ds  ds 

ds  ds  ds 

gebracht  hat,  was  man  immer  kann  (§  558,  c). 
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Diskussion  der  gewundenen  Kurren. 

642.  Wenn  die  Krümmungen  bekannt  sind,  so  ist  das  Funda- 
mentaltrieder  in  M'  in  Bezug  auf  das  Trieder,  welches  seinen  An- 
fangspunkt in  M  hat,  bestimmt.  Man  berechne  in  der  Tat  den  Ab- 
stand ZAdx  des  Punktes  M'  von  der  durch  M  senkrecht  zur 
Richtung  (-4,  B,  C)  gelegten  Ebene.  Für  die  Entwickelang  von  ix 
nach  der  Formel  von  Taylor  (§  564)  kann  man  immer  s  als  unab- 
hängige Veränderliche  annehmen,  unter  welcher  Voraussetzung  man 
aus  (11)  erhält 

dx  __  d*x  __   l         <Px  __  .  d    1   __  /a         u\  J_ 

d8~a>      d8*~<t~>     ds'^^dsQ         W         */  9  '     ••", 

mithin 
und  endlich 

ei*)  **,-«.+ f.  -•• + (« i  -;  -  (j +-*)})£+-, 

wo  Gl,  &,  (3  die  Kosinus  sind,  welche  die  Richtung  (A}  B,  C)  in 
Bezug  auf  das  Fundamentaltrieder  definieren,  d.  h. 

a  =  ZAa,    St  =  ZAa,    e=*ZAX. 

Nur  für  Gl  =  0  ist  die  rechte  Seite  von  (18)  infinitesimal  von  zweiter 
Ordnung  und  sie  wird  es  von  einer  höheren  Ordnung  als  der  zweiten, 
wenn  überdies  €  =  0  ist.  Also  ist  der  Abstand  des  Punktes  M'  von 
den  Ebenen,  die  durch  die  Tangente  in  M  hindurchgehen,  im  all- 
gemeinen infinitesimal  von  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  den 
Bogen  MM';  aber  unter  diesen  Ebenen  hat  nur  eine  von  M'  einen 
Abstand,  der  mindestens  von  dritter  Ordnung  infinitesimal  ist,  nämlich 
die  oskulierende  Ebene.  Mit  gutem  Recht  ist  also  diese  Ebene  als 
die  oskulierende  bezeichnet  worden,  da  sie  unter  allen  Ebenen  des 
Baumes  diejenige  ist,  welche  sich  der  Kurve  in  der  Umgebung  von  M 
am  meisten  anschmiegt. 

643.  Die  Formel  (18)  liefert  uns  sofort  die  Koordinaten  u9  vf  w 
von  M'  in  Bezug  auf  das  Fundamentaltrieder.  Man  braucht  nur 
{A,  B%  C)  successiv  mit  den  Richtungen  der  Tangente  (61—1, 
tf  =  <£  =  0),  der  Binonuale  (SB  =  1,  0  =  5  —  0),  der  Hauptnonnale 
(v?  ^  1,  Gl  =*  HS  =  0)  zusammenfallen  zu  lassen,  um  zu  erhalten 

1llS  .        (h*  ds*  ds*      dn*dQ 

abgesehen  von  Infinitesimalen  von  höherer  als  dritter  Ordnung.  Diese 
FornHn  erlauben  es,  den  Verlauf  der  Kurve  in  der  Umgebung  eines 
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jeden  ihrer  Punkte  zu  diskutieren.  Offenbar  wird  nämlich,  wenn  die 
Krümmungen  in  M  nicht  null  sind,  ein  Beobachter,  der  auf  der 
Kurve  wandert,  indem  er  den  Kopf  auf  dem  positiven  Teil  der 
Hauptnormale  hält  und  im  positiven  Sinne  der  Tangente  fortschreitet, 
in  M  die  Kurve  ansteigen  oder  sich  senken  sehen,  je  nachdem  q 
positiv  oder  negativ  ist,  und  er  wird  sie  nach  links  oder  nach 
rechts  sich  wenden  sehen,  je  nachdem  t  das  Zeichen  von  q  oder 
das  entgegengesetzte  Zeichen  hat.  Da  ferner  die  Umwandlung  von 
ds  in  —  ds  das  Zeichen  von  v  ändert,  aber  nicht  das  von  iv,  so  sieht 
man  folgendes:  Nimmt  man  in  der  Umgebung  von  M  einen  Bogen 
von  passender  Kleinheit,  so  läßt  jede  Ebene,  die  durch  die  Tan- 
gente hindurchgeht,  den  ganzen  Bogen  auf  einer  Seite,  mit 
Ausnahme  der  oskulierenden  Ebene,  welche  die  Kurve  durch- 


t,->o 


/L^O 


Fig.  80. 


setzt.  Die  vier  Arten,  wie  sich  die  Kurve  in  der  Umgebung  eines 
gewöhnlichen  Punktes  M  verhalten  kann,  lassen  sich  nun  so,  wie 
man  es  in  der  Figur  sieht,  darstellen,  wobei  die  links  von  unserem 
Beobachter  liegenden  Bogen  punktiert  gezeichnet  sind.  Es  gelingt 
auf  diese  Weise  zu  konstatieren,  daß  im  Falle  t  <  0  der  Beobachter 
die  Kurve  (beim  Berühren  der  oskulierenden  Ebene)  von  der  linken 
zur  rechten  Seite  aufsteigend  wird  übergehen  sehen  oder  aber  von  der 
rechten  zur  linken  absteigend,  sodaß  in  beiden  Fällen  der  Gang  der 
Kurve  rechtsgewunden  ist  Dies  bedeutet,  daß  ein  Punkt,  der  die 
Kurve  durchläuft,  indem  er  nach  der  positiven  Seite  der  Tangente  zu 
sich  entfernt,  für  die  Augen  des  Beobachters  im  Sinne  eines  Uhr- 
zeigers sich  zu  bewegen  scheinen  wird.  Für  i  >  0  hat  man  dagegen 
den  linksgewundenen  Gang.  Also  ist  eine  Kurve  linksgewunden 
oder  rechtsgewunden  in  der  Umgebung  eines  gewöhnlichen 
Punktes,  je  nachdem  die  Torsion  in  diesem  Punkte  positiv 
oder  negativ  ist.    Es  ist  ferner  leicht  sich  zu  überzeugen,  daß  dieser 


VI,  3.    Anwendungen  auf  die  gewundenen  Kurven. 

Charakter  der  Kurve  ungeändert  bleibt,  wenn  man  die  Lage  des  B#- 

obachters  im  Räume  sich  ändern  läßt.  Beispiele1)  na  Kurven  mit 
positiver  oder  mit  negativer  Torsion  bieten  uns  in  der  Natur  die  Ranken 
des  Hopfens  und  des  Weines,  die  bezüglich  linksgewunden  und  n-chts- 
gewunden  sind. 

(S44,    Eine    genauere   Diskussion    der  Kurve    in    der  Umgebung 
von  M  läßt  sich  mit  Hufe  derselben  Formeln  (10")  ausfuhr'' 
man   bemerkt,    daß   abgesehen   von   Infinitesimalen   von    höhi 
dritter  Ordnung  der  infinitesimale  Bogen  MM",  falls  man  M  als  An- 
fangspunkt der  Bogen  und  der  Koordinaten  annimmt,  sich  bo  ansehen 
läßt,  als  gehörte  er  der  durch  die  Gleichungen 


von  ^ 


dargestellten  Kurve  an.     Dabei  sind  p,  t  und  (7p/rfs  in  M,    d.  h.  für 

a  =  0,  berechnet  zu   denken.     Eliminiert  man  s  auf  alle    möglichen 

Arten  zwischen  den  letzten  Gleichungen,  so  findet  man 

s  _  ji^    „  _  x^  _   x*  <ltf  x> 

V    ~  Oi'"  >     z  ~  SP        6v'di'     y_       6vt' 

Daraus   folgt,   daß,   wenn   man   die   Kurve  auf  die  Kormalebene, 
die  oskulierende  Ebeue  und  auf  die  rektifizierende  Ebene   in  M  pr< 
jiziert,  dieser  Punkt  bei  den  drei  Projektionen  bezüglich   ein«  Spttd 
ein  gewöhnlicher  Punkt  oder  ein  Wendepunkt  ist.     Da  die  Tangente 
in  M'  Richtungskosinus  hat,   die   gleich   den  Derivierteu   von  x,  y,  ■ 
nach    s    und    folglich     proportional    zu    x  —    ~-  s,  y,   z  —  t—    ( 
findet   man,   daß    die  Koordinaten    eines    beliebigen   Punkte*    der  Ttfl- 
gente  folgende  sind: 

/■.r  +  |(l  -k)s,   ky,    i,  +  (l-jfc)£. 

Die  Tangente  in  M'  trifFt  somit  die  oskulierende  Ebene  (in  M  i  im 
Punkte  I  s,  =— 1,  der  in  Bezug  auf  die  rektifizierende  Ebene  auf  der- 
selben Seite  wie  M'  liegt.  Sie  trifft  ferner  die  letztgenannt«  Ebene 
in  der  Entfernung  —  Jy  von  der  Dekalierenden  Ebene.  Drau  (big 
daß  die  Tangenten  einer  gewundenen  Kurve  in  zwei 
endlich  benachbarten  Punkten  sich  nicht  treffen:  ihr  Ab- 
stand ist  ds*/l2pt.     Dieses  Theorem   verdankt  man    Bonn*l 

645.     Aus  denselben   Formeln  leitet   man    ab   p*  —  »y,p  —  v **- 
Rnetel   man  die  Lunge  s  des   Bogen«    MM'   duron  die  d*r  Sehne,  so 


1     Maxwell:   „Lehrbuch   der  Elektrizitllt   und   de«  MagnetUuim",  ilr-jl» 
von  WeUitein,  Bd.  I,  8.  26, 
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sieht  man,  daß  dieser  Bogen  sich  so  ansehen  läßt,  als  gehörte  er  der 
durch  die  Gleichung 


J  +  iy  +  tjfi'+i*-*)3-*' 


dargestellten  Kugel  an,  wo  Ä2  =  p*  +  (* -tM     ist.     Die   Kugel   vom 

Radius  <#,  welche  ihren  Mittelpunkt  in  der  Normalebene,  und  zwar 

in  den  Abständen  —  *,  ~  und  q   von   der   oskulierenden  Ebene   und 

von  der  rektifizierenden  Ebene,  hat,  heißt  die  oskulierende  Kugel 
der  Kurve  in  M.  Sie  ist  nämlich  unter  allen  Kugeln  des  Raumes 
diejenige,  welche  sich  der  Kurve  in  der  Umgebung  von  M  am 
meisten  anschmiegt.  Vernachlässigt  man  ferner  die  Infinitesimalen 
von  dritter  Ordnung,  so  läßt  sich  der  Bogen  M M'  als  in  der  osku- 
lierenden Ebene  liegend  betrachten;  und  wenn  man  auch  diejenigen 
von  zweiter  Ordnung  vernachlässigt,  so  kann  man  MM'  direkt  als 
eine  geradlinige  Strecke  ansehen,  die  auf  der  Tangente  liegt.  Folglich 
ist  es  bei  Untersuchungen,  wo  man  von  den  höheren  Infinitesimalen 
absehen  darf,  auch  erlaubt,  die  Kurve  mit  einer  polygonalen  Linie 
MM'M"M'" .  . .  mit  unendlich  kleinen  Seiten  zu  vergleichen  und  die 
Tangente  als  die  Gerade  zu  betrachten,  auf  der  ein  Element  MM' 
liegt,  die  oskulierende  Ebene  als  die  durch  zwei  konsekutive 
Elemente  M M'  und  M' M"  oder  durch  die  Punkte  M,  M',  M"  be- 
stimmte Ebene,  die  oskulierende  Kugel  als  bestimmt  durch  die  Punkte 
M}  M',  M'\  M"\  Diese  Betrachtungs-  und  Ausdrucksweise  ist,  ob- 
gleich inkorrekt,  doch  oft  von  Nutzen, 
um  sich  von  gewissen  Resultaten 
der  Differentialrechnung  geometrisch 
Rechenschaft  zu  geben.  Es  ist  jetzt 
leicht  zu  konstatieren,  daß  man  von 
einer  Lage  des  Fundamentaltrieders 
(Anfangspunkt  M)  zu  der  nächst- 
folgenden (Anfangspunkt  Jbf)  über- 
geht, indem  man  den  Scheitel  um 
ds  auf  der  Tangente  fortrücken  und 
dann  die  Kanten  um  den  Scheitel 
rotieren  läßt  derart,  daß  sie  in  Bezug 
auf  ihre  ursprünglichen  Lagen  t,  b,  n  die  folgenden  Richtungskosinus 
annehmen: 


Fig.  81. 


t'  : 


0 


V:        0         1 

n:    —  s     —  ri 


8 

V 
1 


Dies  leitet  man  aus  den  Formeln  (5),  (8)  und  (10)   ab   unter  den 
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Voraussetzungen  a  =  0  =  v  =  1 ,  6  =  c=*y=-a— »A  —  fi  —  0;  und  ei 
wird   noch   klarer   und  präziser  durch  die  Betrachtungen  des  §  637. 

646.  Singularitäten.  Das  in  dem  vorigen  Paragraphen  Gesagte 
trifft  nur  im  allgemeinen  zu ;  denn  es  hört  auf  zu  gelten  in  den  Punkten, 
die  der  Bedingung 

dx    cPx    d*x 

(20)  dy     d'y    d*y      =0 

dz     d*z    cPz 

genügen  (vgl.  §  604).  Diese  Punkte  sind  im  Baume  das  Anaiogon 
der  Wendepunkte  der  ebenen  Kurven.  In  solchen  Punkten  ist  auf 
Grund  von  (17)  wenigstens  eine  der  beiden  Krümmungen  null,  und 
es  wird  daher  v  von  höherer  als  dritter  Ordnung  infinitesimal  Um 
diesen  Abstand  zu  berechnen;  muß  man  die  in  §  642  begonnene 
Rechnung  fortsetzen  und  vor  allem  bemerken,  daß 

/oi\     d'x  a  a   d   1  d    1     i    iVd%    *        Z1    i    *\  11 

(21)  d7«  Ä  ""  dJ  Ts  7  ~~  a(fdi  ^  +  *l_3?  7  -  V  +  ?/7J 

ist,  um  daraus  abzuleiten 

1    -,    ja  Qd**i    1 


abgesehen  von  Infinitesimalen  von  höherer  als  vierter  Ordnung.  Mit- 
hin ist,  je  nachdem  man 

j  -  0  (aber  d-  ^  o)  oder  ~  -  0  (aber  d~  ^  0)  hat, 

ds»      1  ,  da*  1  1 

t>  =  --_ -d-      oder     v  =  — — —  rf—  • 

12t       q  24p       t 

Daraus  folgt  im  allgemeinen,  daß  in  den  durch  (20)  definierten  sin- 
gulären  Punkten  Mf  je  nachdem  eine  der  Krümmungen  ver- 
schwindet um  das  Zeichen  der  andern  anzunehmen  oder  zu 
verlassen,  ein  in  der  Umgebung  von  M  gewählter  Bogen  von 
passender  Kleinheit  ganz  auf  der  linken  Seite  oder  (bezüglich) 
ganz  auf  der  rechten  Seite  der  oskulierenden  Ebene  liegt  Wenn 
dagegen  die  beiden  Krümmungen  gleichzeitig  verschwinden,  so  ist  im 
allgemeinen  v  infinitesimal  von  fünfter  Ordnung.  Deriviert  man 
nämlich  (21),  so  findet  man  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  leicht 

1     ^     75  d**   1  *  1  1 

sodaß  die  oskulierende  Ebene  die  Kurve  durchsetzt,  wie  in  den  ge- 
wöhnlichen Punkten.  Der  betrachtete  Punkt  ist  in  diesem  Falle  auch 
für  die  Projektion  der  Kurve  auf  die  Normalebene  ein  Wendepunkt. 
Bemerkenswert  sind  femer  unter  den  durch  (20)  definierten  Punkten 
diejenigen  Punkte  jl/,  in  welchen  nur  die  Flexion  verschwindet,  da 
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in  ihnen  gerade  das  Gegenteil  von  dem  passiert,  was  in  den  gewöhn- 
lichen Punkten  eintritt.  Die  Kurve  durchsetzt  nämlich  alle 
Ebenen;  die  durch  M  hindurchgehen;  nur  nicht  die  osku- 
lierende  Ebene.  Das  liegt  daran;  daß,  während  v,  wie  wir  gesehen 
haben;  infinitesimal  von  vierter  Ordnung  wird;  w  von  dritter  Ordnung 
wird  und  daher  wie  u  sein  Zeichen  mit  ds  wechselt.  Daraus  folgt; 
daß  man  eine  Inflexion  hat  bei  der  Projektion  der  Kurve;  nicht  auf 
die  rektifizierende  Ebene;  sondern  auf  die  oskulierende,  und  es  sind 
daher  diese  Punkte  das  wahre  Analogon  der  Wendepunkte  der  ebenen 
Kurven.  Ferner  bietet  die  Projektion  der  Kurve  auf  die  Normalebene 
in  M,  auch  dann;  wenn  nur  die  Torsion  null  ist,  eine  Spitze  in  M\ 
aber  diese  ist  im  ersten  Falle  von  erster  Art  (§  608)  und  im  zweiten 
Falle  von  zweiter  Art.  Schwieriger  ist  die  Untersuchung  der  Singu- 
laritäten, die  von  dem  Verschwinden  von  q  und  von  t  herrühren; 
denn  in  solchen  Punkten  gelten  nicht  mehr  die  obigen  Entwickelungen 
von  u,  v,  w,  weil  die  zu  ihrer  Gewinnung  benutzten  Formeln  wesentlich 
voraussetzen,  daß  die  Krümmungen  endlich  sind. 


BorfUitfuigozi. 

647.  Wir  wollen  mit  einigen  Andeutungen  über  die  Berührung 
zwischen  einer  Kurve  und  einer  Fläche  schließen;  indem  wir  den 
Leser  inbetreff  eines  genaueren  Studiums  der  Berührung  einer  Kurve 
mit  einer  Fläche  oder  mit  andern  Kurven  auf  andere  Werke  ver- 
weisen1). Wir  werden  uns  hier,  um  die  Theorie  der  Berührungen  in 
rascherer  und  anschaulicherer  Weise  entwickeln  zu  können,  an  ge- 
wisse Resultate  anlehnen,  die  wir  früher  (§  616)  beim  Studium  der 
Berührung  zwischen  ebenen  Kurven  erhalten  haben.  Wir  werden  dem- 
gemäß sagen,  eine  Fläche  habe  mit  einer  gegebenen  Kurve  in  einem 
Punkte  M  eine  Berührung  n-ter  Ordnung,  wenn  sie  die  Grenzlage 
einer  durch  M  und  durch  n  andere  Punkte  der  Kurve  hindurch- 
gehenden Fläche  einnimmt,  für  den  Fall,  daß  diese  letzteren  nach  M 
hinrücken,  ohne  daß  dies  andere  Schnittpunkte  tun.  Gehört  die  be- 
trachtete Fläche  zu  denen,  die  im  dreidimensionalen  Räume  durch 
n  +  1  Punkte  bestimmt  sind  (oder  gehört  sie,  was  auf  dasselbe  hin- 
auskommt, einer  Flächenschar  an,  die  durch  eine  Gleichung  mit  n  +  1 
willkürlichen  Parametern  dargestellt  wird),  so  ist  die  Ordnung  der 
Berührung  im  allgemeinen  nicht  größer  als  n,  und  wenn  ein  solcher 
Wert  erreicht  wird,  so  heißt  die  Fläche  in  dem  betrachteten  Punkte 
zu  der  Kurve  oskulierend.  Um  auszudrücken,  daß  eine  Fläche  zu 
einer  gegebenen  Kurve  in  einem  gegebenen  Punkte  oskulierend  ist, 

1)  Siehe  z.  B.  den  „Coura  <T Analyse44  von  Hermite  (p.  116). 


genügt  es  offenbar,  die  Gleichung  so  oft  zu  differentiieren,  als 
Bestimmung  der  Werte  der  Parameter  nötig  ist,  und  hinxusch reiben, 
daß  alle  so  erhaltenen  Gleichungen  durch  die  Koordinaten  x,  y,  i  de» 
Punktes  M  und  durch  die  successiven  Differentiale  dieser  Koordinaten 
befriedigt  werden.  Auf  solche  Weise  wird  in  der  Tat,  wenn  man 
gewöhnliche  konventionelle  Ausdrucksweise  benutzt  (g  845),  i 
gedrückt,  daß  die  Fläche  außer  dem  Punkte  M  die  n  Punkte  M 
M",  . .  -  enthält,  die  zu  M  unendlich  benachbart  sind. 

648.  Oskulierende  Ebene.     Die  Gleichung  der  Ebene 

AX+BY  +  CZ+  I)  =  0 
enthält  drei  tatsächlich  willkürliche  Parameter,  nämlich  die 
uisse  von  drei  Koeffizienten  zu  einem  vierten  nicht  verschwindenden. 
Drücken  wir  aus,  daß  diese  Gleichung  und  die  beiden  ersten,  die 
sich  aus  ihr  durch  Differentiation  oder  durch  Derivation  n 
Bogen  s  einer  Kurve  ergeben,  von  den  Koordinaten  st  y,  t 
Punktes  M  dieser  Kurve  befriedigt  werden: 
(22)  Ax  +  Btt+Ce  +  D~0,  Aa  +  Jtb  +  Cc  =  0,  AX  +  li,, 
Durch  die  erste  Bedingung  wird  die  Ebene  nur  gezwungen  durch 
M  hindurchzugehen;  wenn  man  aber  die  zweite  hinzufügt,  so  wird 
die  Ebene  die  Tangente  in  M  enthalten  müssen.  Man  kann  ahtn 
jede  Ebene,  die  durch  die  Tangente  hindurchgeht,  sehr  wohl  al» 
Tangentialebene  bezeichnen,  insofern  sie  mit  der  Kurve  im  all- 
gemeinen eine  Berührung  erster  Ordnung  hat,  d.  h.  ihre  Entfernung 
von  einem  Punkte  AT,  der  zu  M  unendlich  benachbart  ist,  in  Rexug 
auf  MM'  infinitesimal  von  zweiter  Ordnung  ist.  Fügt  man  ferner 
die  dritte  Bedingung  hinzu,  so  wird  dadurch  die  Ebene  verpflichtet 
auch  die  Hauptnonnale  zu  enthalten,  d.  h  mit  derjenigen  zusammen- 
zufallen, die  wir  bereite  als  oskulierende  Ebeue  bezeichnet  habeu. 
Ihre  Berührung  mit  der  Kurve  ist  von  zweiter  Ordnung,  kann  aber 
unter  Umständen  von  höherer  Ordnung  werden.  Alsdann  i.-i  du- 
Ebene  superoskulierend  oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  eine  stationäre 
oskulierende   Ebene 

649.  Lue  Superoskuiation  tritt  natürlich    in  singulären   Punkten 
durch    die    Bedingung    charakterisiert  sind,    zu    welcher 

durch   nochmalige    Derivation    der    letzten    der    Gleichungen    (22) 

durch   Elimination  von   A,  B,  C  gelangt,      Um   tibi 

daß  man  alle  möglichen  Fälle  betrachtet,  muß  mau  bemerken,  daß  in 

Wirklichkeit   die    durch  Derivation   der   zweiten    Gleichung 

Iniltene  Bedingung  folgende  ist: 

123) 

Man  erhält  also  durch  weiteres  Derivieren 


daß  in 
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(24)  m  +  Bii+Cv)§-8±  =  (Aa  +  Bß  +  Cy)±- 

Wenn  nun  nicht  1/q  =  0  ist,  so  muß  SAk  «=»  0  sein,  und  man  kann 
infolgedessen  setzen  A  =  cc,  B  =  ß,  C  =  y;  mithin  wird  die  Be- 
dingung (24)  1/t  =  0.  Im  entgegengesetzten  Falle  ist  die  Gleichung  (23) 
richtig,  was  auch  A,  B,  C  sein  mögen,  und  es  haben  mithin  alle 
Tangentialebenen  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  mit  der  Kurve. 
Aber  der  Name  oskulierende  Ebene  kommt  derjenigen  Tangential- 
ebene zu,  für  welche  die  Bedingung  (24)  erfüllt  ist.  Da  diese  Be- 
dingung im  allgemeinen  wieder  die  Form  UAX  =  0  annimmt,  so 
findet  man  die  oskulierende  Ebene  wieder,  mit  einer  Berührung  von 

wenigstens   dritter   Ordnung.     Hätte   man    ferner  auch  d—  *=  0,   so 

würde  es  genügen,  die  Bedingung  (24)  einmal  oder  mehrmals  zu  de- 
ri vieren,  um  sich  zu  überzeugen,  daß  man  immer  dieselbe  Ebene 
wiederfindet.  Wohlbemerkt  müssen,  wenn  die  angewandten  Formeln 
ihre  Gültigkeit  haben  sollen,  die  Krümmungen  als  endlich  voraus- 
gesetzt werden.  Die  stationäre  oskulierende  Ebene  tritt  also 
in  den  Punkten  der  Kurve  auf,  wo  wenigstens  eine  der 
Krümmungen  null  ist,  d.  h.  wo  die  Bedingung  (20)  erfüllt  ist. 
Wenn  man  übrigens  nicht  das  verschiedenartige  Verhalten  der  Kurve 
in  Bezug  auf  die  sie  superoskulierende  Ebene  studieren  will,  so  erhält 
man  (20)  rascher  durch  Differentiation,  indem  man  nämlich  ZAdx  =  0 
an  Stelle  der  zweiten  Gleichung  (22)  schreibt  und  A,  B}  C  zwischen 
dieser  und  den  beiden  durch  Differentiation  aus  ihr  entstehenden, 
UAcPx  *=  0,  ZAcPx  —  0,  eliminiert. 

650.    Oskulierende   Kugel.      Ausgehend    von    der   allgemeinen 
Gleichung  einer  Kugel 

(x  -  o»  +  (j-  vy  +  (z-  o»  =  & 

(wo  £,  r\,  £,  St  vier  passend  zu  bestimmende  Konstanten  sind)  finden 
wir  durch  successive  Derivationen  nach  dem  Bogen  einer  beliebigen 
Kurve,  wenn  wir  an  Stelle  der  laufenden  Koordinaten  die  Koordinaten 
x,  y,  z  eines  Punktes  M  dieser  Kurve  setzen: 


(25) 


Aus  den  drei  letzten  Gleichungen  entnimmt  man,  wenn  man  an  die 
hinsichtlich  der  Determinante  (6)  gemachten  Bemerkungen  denkt, 
sofort 


624  VI,  3.    Anwendungen  auf  die  gewundenen  Kurven.       H  660 — 651 


(26) 


x  —  %  —  —  kQ  +  aij?-, 

v  —  n  ^-M  +  ^Ti9 


und  lernt  so  die  Werte  |,  rj,  £  der  Koordinaten  des  Mittelpunktes 
kennen.  Setzt  man  sie  in  die  erste  Gleichung  ein,  so  erhalt  man, 
um  den  Radius  auszudrücken;  die  Formel 

(27)  *_,.+  (45)-. 

Die  auf  diese  Weise  bestimmte  Kugel  ist  gerade  die,  welche  wir  am 
Anfang  des  §  645  angetroffen  haben,  da  die  drei  letzten  Bedingungen  (25) 
uns  sagen,  daß  ihr  Mittelpunkt  in  der  Normalebene  liegt  und  Ton 

der  Binormale   und   der  Hauptnormale   die  Abstände  q   und  —  *t^ 

hat.  In  diese  Kugel  geht  die  Kugel  MM'M"M"'  über,  wenn 
M\  M",  M'"  dem  Punkt  M  zustreben.  Offenbar  strebt  der  Kreis 
MM'M"  ebenfalls  der  Lage  auf  der  genannten  Grenzkugel  zu;  und 
da  andererseits  seine  Ebene  die  Kurve  in  M  zu  oskulieren  strebt,  so 
ist  klar,  daß  der  oskulierende  Kreis  der  Schnitt  der  osku- 
lierenden  Kugel  mit  der  oskulierenden  Ebene  ist.  Also  ist  p 
der  Radius  des  oskulierenden  Kreises,  sodaß  bei  den  gewundenen 
Kurven,  wie  bei  den  ebenen,  die  Flexion  einer  beliebigen  Kurve 
die  Krümmung  ihres  oskulierenden  Kreises  ist.  Zu  den  Be- 
dingungen (25)  zurückkehrend  wollen  wir  bemerken,  daß  die  erste 
die  Kugel  verpflichtet,  durch  M  hindurchzugehen;  die  zweite,  in  Jlf 
die  Kurve  zu  berühren;  die  dritte,  durch  den  oskulierenden  Kreis  hin- 
durchzugehen. Die  vierte  zeichnet  unter  diesen  unendlich  vielen  Kugeln, 
die  in  M  von  der  Kurve  berührt  und  durchsetzt  werden,  eine 
aus,  die  die  Kurve  nicht  durchsetzt,  da  ihre  Berührung  im  allgemeinen 
von  dritter  Ordnung  ist:  das  ist  die  oskulierende  Kugel. 

651*  Um  zu  entscheiden,  ob  die  Kurve  in  der  Umgebung  von  M 
innerhalb  oder  außerhalb  der  oskulierenden  Kugel  liegt,  berechne 
man  den  Abstand  h  des  Punktes  M'  von  dieser  Kugel.  Wird  der 
Radius  Si  als  endlich  vorausgesetzt,  'so  leitet  man  aus 

(«  +  /,)*  -(*-*  +  dxf  +  Cv  -n  +  *yY  +  (*  -  £  +  *')* 

unter  Vernachlässigung   der  Infinitesimalen  von   höherer   als   vierter 

Ordnung  ab 

4M  -  JS(x  -  l)  dx  +  iZdx*. 

Nennt  man  wie  in  §  643  u,  v,  ic  die  Koordinaten  von  M'  in  Bezug 
auf  das  Fundamentaltrieder  in  M,  so  ist 

dx  =  au  +  uv  +  kwy     öy  =  hu  +  ßv  +  /im*,    dz  =  cu  +  yv  +  v§ct 
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und  man  hat  daher  unter  Erinnerung  an  (26) 

In  dieser  Formel  kann  man  auf  Grund  von  (19)  v*  vernachlässigen, 
w%  auf  sein  erstes  Glied  beschränken  und  n  bis  zum  Gliede  dritter 
Ordnung  berechnen;  aber  v  und  w  müssen  bis  zu  den  Gliedern  vierter 
Ordnung  berechnet  werden,  und  dies  läßt  sich  leicht  bewerkstelligen; 
wenn  man  auch  noch  die  Formel  (21)  benutzt: 

/     -    .   dg    ,  di\  d8* 


w 


6pfc; 
ds*        dstdo       (    d*o       c% /do\*  .    „    .    p1  \    ds{ 


ds*d9       (    d*9       o/M1  .    i    .    <t*\ 


Setzt  man  nun  zur  Abkürzung  x  =  —  +  -r-  U  -p-J,  so  ist  leicht  zu 
finden  *       d8  V  as/ 

(28)  «*  =  ££> 

und  da  andererseits  die  Formel  (27)  durch  Differentiation 

(29)  &dtä  =  xtdQ 
gibt;  so  erhält  man  endlich 

~~  24Qi*dQ' 

Also  liegt;  wenn  man  die  Punkte,  in  denen  dg  —  0  ist,  ausschließt, 
ein  in  der  Umgebung  von  M  gewählter  Bogen  von  passender  Kleinheit 
ganz  außerhalb  oder  ganz  innerhalb  der  oskulierenden  Kugel  in  M} 
je  nachdem  das  Volumen  dieser  Kugel  und  der  Inhalt  des  oskulierenden 
Kreises  in  demselben  Sinne  variieren  oder  nicht. 

652.  Um  die  Bedingung  zu  finden,  die  erfüllt  sein  muß,  damit 
die  Kugel  die  Kurve  superoskuliert;  oder  um  zu  wissen,  in  welchen 
Punkten  der  Kurve  die  Berührung  zwischen  ihr  und  der  oskulierenden 
Kugel  über  die  dritte  Ordnung  hinaus  steigt,  braucht  man  nur  die 
letzte  der  Formeln  (25)  zu  derivieren,  indem  man  die  vorhergehenden 
berücksichtigt  Um  aber  keinen  Fall  auszulassen,  muß  man  alle  De- 
rivationen aufs  Neue  ausführen,  ohne  die  Form  der  successiven  Re- 
sultate zu  ändern.  Tut  man  dies,  so  bieten  sich  uns  die  beiden 
letzten  Bedingungen  unter  der  Form  dar 

(30)  |2?1(«-|)  — 1,     ±2?«(,-©-i.jJ. 

Deriviert  man  dann  noch  diese  letzte,  so  findet  man  x/qi  =  0.  Zu 
demselben  Resultat  gelangt  man  sofort,  wenn  man  bemerkt,  daß  die 
gefundene  Bedingung  alles  enthält,  was  auf  Grund  von  (28)  not- 
wendig und  hinreichend  ist,  damit  h  von  höherer  als  vierter  Ordnung 

Cetfcro,  AaftlytU.  40 
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iiitiniteBimal  wird.  Da  nun  die  Annahme  1/p  — <  0  auslese  bloss* 
(weil  man  i?'?  als  endlieh  voraussetzt)  und  da  auch  (aus  demselben 
Grunde)  die  Annahme  \jv  =  0  mit  rfp  >  0  ausgeschlossen  ist,  so 
sieht  man,  daß  die  superoskulierende  Kugel  außer  in  den  der 
Bedingung  x  =  0  genügenden  Punkten  auch  in  andern 
Punkten  auftritt,  die  durch  den  Umstand  charakterisiert  sind,  daß 
die  Torsion  daselbst  verseil  windet,  obwohl  die  Kugel  endlich  bleibt. 
In  diesen  letzteren  Punkten  ist  die  zweite  Bedingung  (30)  identisch 
erfüllt,  und  es  hat  folglich  die  Kurve  mit  allen  Kugeln,  die  durch  den 
oskulierenden  Kreis  hindurchgehen,  eine  Berührung  dritter  Orduiuig. 
Aber  nur  einer  einzigen  von  ihnen  kommt  der  Name  Oakaüenoda 
Kugel  zu,  und  zwar  ist  es  immer  die  zu  Anfang  bestimmte.  Also 
ist  die  Bedingung  x  =  0  für  die  Superoskulation  zwar  hinreichend, 
aber  nicht  notwendig;  dagegen  sagt  uns  in  allen  Füllen  die  F<M  . 
daß  mau,  wenn  nicht  rfp  =  0  ist,  d&l  =  0  hat.  Daran*  folgt  m< 
besondere,  daß  eine  Kurve  ihre  oskulierendo  Kugel  durchsetzt, 
so  oft  diese  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  wird  oder  aber 
aus  einer  stationären  oskulierenden  Ebene  einen  Kreis  aus- 
schneidet, der  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  ist.  In  dieHCD 
letzteren  Falle  findet  das  Gegenteil  von  dem  statt,  was  gewühnlii-h 
eintritt.  Die  Kurve  durchsetzt  nämlich  keine  der  andern  Kugeln,  die 
den  oskulierenden  Kreis  enthalten. 

6Ö3.  Es  werde  nunmehr  eine  sphärische  Kurve  betrachtet, 
d.  h.  eine  auf  einer  gegebenen  Kugel  vom  Kadius  1t  gezogen--  Lin 
In  jedem  ihrer  Punkte  kann  es  offenbar  keine  andere  mV. 
und  sogar  superoskulierende  Kugel  gebeu  außer  eben  jener  Kugel, 
die  die  Kurve  enthält.  Man  muß  also  beständig  haben  x  — 0  oder 
aber  rfp  =  0  und  1/t  =  0.  Im  zweiten  Falle  findet  mim  mit'*  NfM 
x  =  0.  Dies  Ist  also  ebie  Bedingung,  die  längs  jeder  s|>li 
Kurve  notwendig  erfüllt  ist.  Um  /u  beweisen,  daß  die  Bedingung 
auch  hinreichend  ist,  damit  die  Kurve  einer  Kugel  angehört,  wollen 
Aus   der   ersten  leitet  man  ab 


»ir  die   öl 

Eichungen  (86)    deri  vieren 

0- 

-f  —  »*»  +  ,  fU*> 

dl               du           di\   di 

Also  ist 

(31) 

d»~      *"■     ./> 

"t 


■  -  xy. 


Wenn  man  längs  der  ganzen  Kurve  x  =  0  hat,  so  zeigt  die  Formel  ( 
daß  &l    einen    konstanten   Wert    II   hat,   und    die    Fora  I 
uns,  daß   auch   £,»/,  £  konstant   sind,   woraus   folgt,   daß  die  Pui 
der    Kurve   sich    alle   in    konstanter    Entfernung   l!    von   dem    1 
Punkte  (S,i),£)   befinden.      Demnach    lautet    die    notw  .-udigi' 
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hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  eine  Kurve  sphärisch  ist, 

*+»(*£)-<>• 

654.  In  dem  allgemeinen  Falle  zeigen  die  Formeln  (31),  daß 
die  Tangenten  des  Ortes  der  Mittelpunkte  der  oskulierenden 
Kugeln  einer  Kurve  parallel  sind  zu  den  Binormalen  in  den 
entsprechenden  Punkten  der  Kurve.  Ferner  findet  man  durch 
Quadrieren  und  Addieren  das  Bogenelement  des  Ortes 

(32)  dö xds 

und  sieht,  daß,  wenn  ein  Punkt  M  eine  Kurve  durchläuft,  der 
Mittelpunkt  der  oskulierenden  Kugel  die  Tendenz  hat,  sich  der  osku- 
lierenden Ebene  in  M  zu  nähern  oder  sich  von  ihr  zu  entfernen,  je 
nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist.  Da  (§§  633,  635)  die  Richtungs- 
kosinus der  Hauptnormalen  in  zwei  entsprechenden  Punkten  der  beiden 
Kurven  proportional  zu  da,  dß,  dy  sind,  so  sieht  man,  daß  die  ge- 
nannten Normalen  parallel  sind  und  daher  auch  die  Tangenten  der 
ersten  Kurve  parallel  zu  den  entsprechenden  Binormalen  der  zweiten 
Kurve,  sodaß  diese  immer  von  den  Normalebenen  der  andern  oskuliert 
wird.  Bezeichnet  man  mit  Ql  und  t,  ihre  Krümmungsradien  und 
richtet  ihre  Hauptnormalen  in  entgegengesetztem  Sinne  wie  die  Haupt- 
normalen der  ersten  Kurve,   so  hat   man  unter  Erinnerung  an  (11) 


X 

da               da           X 

ds                da          %x  f 

X 

da                da           X 
ds                da           qx 

Also  ist  qx  =  xt,  tx  «—  xp,  d.  h. 

Besonders  bemerkenswert  sind  die  gewundenen  Kreise,  d.  h.  die 
Kurven  konstanter  Flexion  (q  =  B)  und  nicht  verschwindender  Torsion. 
Die  oskulierenden  Kugeln  eines  gewundenen  Kreises  sind  alle  einander 
gleich  (Si  =  (>),  und  ihre  Mittelpunkte  liegen  auf  einem  zweiten  ge- 
wundenen Kreise  (qx  =  q).  Die  einzigen  Kurven,  welche  von 
unendlich  vielen  gleichen  Kugeln  oskuliert  werden,  skid  die 
gewundenen  Kreise;  denn  auf  Grund  von  (29)  kann,  wenn  q 
nicht  konstant  ist,  Ä  nicht  konstant  sein  ohne  daß  x  =  0  ist,  in 
welchem  Falle  die  oskulierenden  Kugeln,  wie  wir  im  vorigen  Para- 
graphen gesehen  haben,  in  eine  zusammenfallen,  die  die  ganze  Kurve 
enthält  Zu  dem  allgemeinen  Falle  zurückkehrend  wollen  wir  zum 
Schluß  noch  bemerken,  daß  dank  den  Formeln  (29)  und  (32)  die  Be- 
rechnung des   Winkels  d&  zwischen  zwei  unendlich    benach 
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harten  oskulierenden  Kugeln  leicht  ist.  In  der  Tat  folgt  aus 
der  evidenten  Formel  dö%  —  d&l*  +  &l%d%*  unmittelbar 

d&      *<?        ldlogfl 
di"  **  Ä1"  "^  T  i  log  d ' 

Dieses  Verhältnis,  von  Demartres  die  sphärische  Torsion  genannt» 
ist  ein  weiteres  nützliches  Element  für  die  Diskussion  der  gewundenen 
Kurven. 


Übungen. 

655.  Schraubenlinien,  a)  Wir  wollen  eine  zirkuläre  Schrauben- 
linie (Helix)  betrachten,  d.  h.  eine  Kurve,  die  die  Erzeugenden  eines 
Kreiszylinders    vom    Radius   r   unter   einem   konstanten    Winkel   q>   trifft. 

Wir  wählen  als  f- Achse  die 
Achse  des  Zylinders  und  legen 
senkrecht  zu  ihr  durch  einen 
Punkt  A  der  Kurve  die  Achse 
der  x.  Es  sei  0  für  einen  be- 
liebigen Punkt  M  der  Schrauben- 
linie der  Winkel,  den  die  Pro- 
jektion von  031  auf  die  £  y-Ebene 
mit  der  x- Achse  bildet  Da  nach 
der  Definition  c  konstant  und 
gleich  cos  <p  sein  muß,  so  ist 
notwendig  z  =  s  cos  <p,  wenn  man 
in  A  den  Anfangspunkt  der  Bogen 
fixiert  Die  Koordinaten  von  M 
sind  also  £«=rcos0,  y  —  rsinO, 
z  —  8  cos  g> .  Daraus  folgt  durch 
Differentiation 


Fig.  88. 


dx  =  —  rsinörfö,     tfy  =  rcos0d0,     dg 

und    hieraus    durch    Quadrieren    und    Addieren    ds* 
Weiter  ergibt  sich  successiv 

ds 


cos  <p  ds 
ridOt+vuPipd*. 


rdß 


sing» 


r$ 
Bin  <p 


Schon  die  Relation  z  «  s  cos  <p  beweist,  daß,  wenn  T  der  Fußpunkt  der 
Tangente  in  der  xy- Ebene  ist,  die  Strecke  MT  gerade  gleich  8  ist;  und 
jetzt  sehen  wir,  daß  man,  wenn  P  die  Projektion  von  M  auf  die  ge- 
nannte Ebene  ist,  PT  ■=  ssinqp  =  r0  =  Bogen  AP  hat  Wenn  daher  M 
längs  der  Schraubenlinie  fortrückt,  so  beschreibt  T  eine  Kreisevolvente. 
Inzwischen  sind  die  Richtungskosinus  der  Tangente  der  Schraubenlinie 

a  ■»  —  sin  q>  sin  0,     b  «sing)  cos  0,     C==co8  9, 


woraus    man    durch    Derivation    und    unter    Erinnerung 
Tripel  (ll)    entnimmt 


an    das    erste 
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X  sin1 tp  cos  6        \i  8 in* 9  8 in  0 


ferner 


v  =  0, 
9  r  '      g  r  '  ' 

0  =    -.— t—  ,     jl  =  —  cos  0,     ii  =  —  sin  0 ,     v  =  0 . 


Also  treffen  die  Hauptnormalen  der  Schraubenlinie  unter  rechtem  Winkel 
die  Achse  des  Zylinders.  Außerdem  bemerke  man,  daß  der  Flexions- 
radius konstant  ist.     Die  Richtungskosinus  der  Binormale  sind 

a  =  C(i  =  —  cos g>  sin0,     ß  =»  —  cX  =»  cos <p  cos 0,     y  =  61  —  afi  =  —  sin 9, 

und  es  genügt  a  oder  ß  zu  derivieren  oder  auch  einen  der  Richtungs- 
kosinus der  Hauptnormale,  um  unter  Erinnerung  an  die  andern  Formeln  (1 1) 
den  Wert  des  Torsionsradius  zu  erhalten:  *  =»  r/sin  tp  cos  <p .  Wie  man 
sieht,  ist  also  auch  der  Torsionsradius  konstant.  Sein  Wert  ist  im 
vorliegenden  Falle  positiv,  da  (§  643)  die  von  uns  betrachtete  Schrauben- 
linie linksgewunden  ist.  Übrigens  sind  die  vorstehenden  Resultate  auch 
auf  eine  rechtsgewundene  Schraubenlinie  anwendbar,  vorausgesetzt,  daß 
man  sin  2  <p  <  0  annimmt. 

b)  Wir  wollen  zwei  wichtige  Flächen  angeben,  zu  denen  man  beim 
Studium  der  zirkulären  Schraubenlinie  geführt  wird.  Die  eine  ist  der  Ort 
der  Tangenten  und  wird  als  abwickelbares  Helikoid  bezeichnet.  Wir 
haben  bereits  gesehen,  daß  die  ebenen,  senkrecht  zur  Zylinderachse  ge- 
führten Schnitte  alle  gleich  der  Evolvente  des  Kreises  vom  Radius  r  sind. 
Um  sich  von  der  Gestalt  der  Flache  Rechenschaft  zu  geben,  ist  es  nützlich, 
auch  das  Profil  zu  kennen,  d.  h.  ihren  Schnitt  mit  einer  die  Achse  ent- 
haltenden Ebene.  Da  die  Gleichungen  der  Tangente,  wenn  man  R  die 
Eonstante  rcotp  nennt, 

x  —  r  cos  0       y  —  r  ein  0       z  —  B$ 


—  sin0 

cos  $              cot  9 

sind,  so  erhält  man  für  y  =  0 

r 

s=*l*(0-tg0). 

Es  sind  dies,  in  der  xe- Ebene,  die  Gleichungen  einer  uns  bereits  bekannten 
Kurve  (§  599,  c).  Die  Hauptnormalen  der  Schraubenlinie  bilden  ein  an- 
deres Helikoid,  und  zwar  ein  Helikoid  mit  Leitebene,  so  genannt, 
weil  seine  Erzeugenden  alle  parallel  zu  einer  Ebene  sind.  Die  Gleichungen 
einer  Hauptnormale  sind  y^xtgO,  0  —  R0.     Daraus  ergibt  sich  durch 

Elimination  von  0  als  Gleichung  des  Helikoids   y  =»  x  ig  -~  • 

c)  Die  Rechnungen  der  ersten  Übung  lassen  sich  allgemeiner  (mit  r 
als  Funktion  von  0)  ausführen  bei  jeder  zylindrischen  Schraubenlinie, 
d.  h.  bei  denjenigen  Kurven,  die  auf  einem  beliebigen  Zylinder  gezogen  sind 
und  die  Erzeugenden  desselben  unter  einem  konstanten  Winkel  q>  treffen. 
Statt  die  Rechnungen  zu  wiederholen,  wollen  wir  auf  kürzerem  Wege 
vorgehend  zeigen,  wie  man  zur  Aufdeckung  einer  wichtigen,  für  diese 
Kurven  charakteristischen  Eigenschaft  gelangt.    Wir  erinnern  an  die  Formeln 

de        v        dy        9        dv  c         y 


und  bemerken,  daü  unter  Voraussetzung  eines  konstanten  c  die  erst* 
Formel  v  =  0  liefert,  worauf  die  zweite  zeigt,  daß  y  konstant  ist.  Da 
man  mm  immer  hat  e*  +  j*s  -+-  v*  ■=  1 ,  ao  kann  man  setzen 


y  • 


-  siutp. 


wenn  c  =  cos<p  int,  Wir  rechnen  tp  in  der  rektifizierend. u  Ebani  von  der 
Tangente  aus  iu  einem  Sinne,  der  fflr  einen  auf  der  positiven  Hälfte  der 
Haupt  normale  befindlichen  Beobachter  dem  llewegungssinnc  eines  Uhr- 
zeigers entgegengesetzt  ist.  Dies  voraosgesebieU  liefert  die  dritte  Forme) 
tgip  =  t/p,  und  es  ist  daher  das  Verhältnis  der  Krümmungen 
konstant.  Wenn  umgekehrt  dies  der  Fall  ist,  so  ziehe  man  durah  jados 
Punkt   M   in   der   rektifizierenden   Ebene   die   durch  die   Kosinus 


l  =  a  cos  tp  —  a  si 


m  =  bcofiip  —  ßsmtp,     w  =  ccosqj—  yuintp 


definierte  Gerade,  wo  der  konstant«   Winkel  91  durch  die  oben  UgtgabfflK 

Gleichung  definiert  ist.     Man  hat  auf  Grund  von  (11) 


,11  I         dm    I         **  j 


d.  h,  /,  m,  11  sind  konstant,  und  die  Kurve  ist  dahai  eine  tj\ 
Schraubenlinie,  da  sie  auf  einem  Zylinder  gezeichnet  ist  and  dessen  Er- 
zeugende unter  dem  konstanten  Winkel  ^>  trifft.  Damit  also  «ine 
Kurve  eine  zylindrische  Schraubenlinie  sei,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  diiü  ihre  Krümmungen  ein  konstantes  VerbHltn  i* 
bewahren.  Wenn  ferner  die  Krümmungen  beide  Iconctut  bleiben,  so  ist 
die  Bflhimnbenlinie  notwendig  zirkulär:  sie  ist  auf  einem  Zylinder  gezogen, 
dessen  Radius  pt*/(p*  +  **)  ist.  Wir  tiberlassen  dem  Leser  die  .Muh.-, 
dieses  von   Puiseux  herrührende  Theorem  zu  beweisen. 

d)  Eine  konische  Schraubenlinie  nennt  man  jede  Kurve. 
konstantem  Winkel  tj>  1  nicht  senkrecht)  die  Erzeugenden  eines  Krgels 
triftt.  Wenn  der  Kegel  zirkulär  ist,  so  trifft  die  Schraubenlinie  offenbar 
unter  konstantem  Winkel  ip  auch  die  F.rzcugeri'ieii  des  Zylinders,  der  sie 
pur»  He)  zur  Achse  projiziert  (und  zwar  ist,  wenn  man  %  '''e  Neigung  der 
Erzeugenden  gegen  die  Achse  nennt,  cos  0?  =  cos  r  cos  ij>Y  Sie  ist  also 
zugleich  eine  zylindrische  .Schraubenlinie  nnd  heiflt  aus  diesem  Grunde 
eine  zy  lindro-konische  Schraubenlinie.  Sie  ist  so  zu  sagen  die  loga- 
rithmische  Spirale  des  Raumee.  Man  tvlhk  die  Acts«  and  den  Scheitel 
dee  Kegels  als  t-Acbsc  beaw.  als  KiHirdiiiateiianlungspmiki.  und  nenn'-  I; 
dio   Entfernung   zwwlieu    M  und   dem     \iit":ings|ninU        Dann    muß   MÜ 


■     S  ■!• 


■■■•  =  dB/dg.      Da   nun    nach    der    Voraussetzung   nicht   cosip- 
ist  (in   welchen]    Falle  man    R  «=.  Const.  hatte   und  die 
mgehören   würde),  so   bat    man    R     >ffcos«u,  fall*  man  den   Anfangspunkt 
n  den  Scheitel  des  Kegnls  rarlagt.     Andererseits  isi   1 
/.in-    Abkflrxung    m 


da  I 
also  . 
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zwischen  sind  die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Kurve  x  =  rcos  0, 
#  =  rsin0,  £  =  rcot%,  und  man  hat 

rfr*  =  m*  sin'-i|/ (<*r*  +  t*d6*  +  dz1)  —  cos^dr2  +  wVsin*if;rf0», 

woraus  man  entnimmt  dr  =  mrdB,  mithin  logr  =  mO  +  Const.  Also 
ist  der  gerade  Schnitt  des  Zylinders,  auf  welchem  die  betrachtete  Kurve 
eine  Schraubenlinie  ist,  eine  logarithmische  Spirale.  Wenn  man  nun  be- 
achtet, daß 

dr  d$         1    dr       sinib         1 

t-  ~  m  sin  di,     -r-  =  —  -.—  =  — -  =  — 
ds  Tl      d8       mr  ds  r  ms 

ist,  so  findet  man  leicht  die  Richtungskosmus  der  Tangente 

a  =  (m  cos  0  —  sin  0)  sin  1// ,     6  =  (m  sin  0  +  cos  0)  sin  1// ,     c  =  cos  qp, 
ferner  durch  nochmalige  Derivation  diejenigen  der  Hauptnormale 

ü.  =-  —  (cos  0  +  m  sin  0) ?     fi  =  —  (sm  0  —  tn  cos  0) ,     v  =  0. 

Hiernach  sind  die  Hauptnormalen  senkrecht  zur  Achse  des  Kegels,  treffen 
dieselbe  jedoch  nicht:  sie  sind  normal  zu  dem  Zylinder,  nicht  zum 
Kegel.     Quadriert  und  summiert  man  die  letzten  Formeln  und  bemerkt, 

daß  1  +  m1  =»  -.—.—-  ist,  so  erhalt  man  den  Wert  von  p  und  leitet  daraus 

sin  y  * 

sofort  denjenigen  von  fc  =  ptgqp  ab: 

ms  ms 


*       sin  <p  '  cos  <p 

• 

Also  sind  bei  unserer  zylindro-konischen  Schraubenlinie  die  Krümmungs- 
radien proportional  zu  dem  vom  Scheitel  des  Kegels  aus  ge- 
rechneten Bogen.  Man  kann  beweisen,  daß  umgekehrt  folgendes  gilt: 
Wenn  man  bei  einer  Kurve  hat  q  =  &5,  1  =»  k's,  so  ist  sie  notwendig 
eine  zylindro-konische  Schraubenlinie,  die  auf  einem  Kreiskegel  liegt,  bei 
welchem  die  Neigung  %  der  Erzeugenden  gegen  die  Achse  durch 

tg  z « k,%  iy  V  +  V*  +  inr* 

definiert  ist. 

656.  Wenn  man  einer  Ebene,  die  aus  einem  biegsamen,  aber  un- 
ausdehnbaren Stoff  bestehend  gedacht  wird,  irgend  eine  zylindrische  Form 
gibt,  so  werden  alle  Geraden,  die  in  der  Ebene  eine  bestimmte  Richtung 
haben,  die  Erzeugenden  des  Zylinders,  und  jede  andere  Gerade  verwandelt 
sich  in  eine  Schraubenlinie.  Sie  wird  immer  noch  auf  der  Fläche  den 
kürzesten  Weg  zwischen  irgend  zweien  ihrer  Punkte,  die  genügend  nahe  be- 
nachbart sind,  angeben.  Dies  drückt  man  aus,  indem  man  sagt,  die 
zylindrischen  Schraubenlinien  seien  die  geodätischen  Linien  der  zu- 
gehörigen Zylinder.  Der  Begriff  der  geodätischen  Linie  wird  sich  uns 
spater  unter  einem  andern  Gesichtspunkt  und  ausgedehnt  auf  eine  beliebige 
Fläche  darbieten.  Wir  können  aber  schon  jetzt  untersuchen,  welches  die 
geodätischen  Linien  der  Kegelflächen  sind,  d.  h.  in  welche  Kurven  sich 
die  Geraden  einer  unausdehnbaren  Ebene  verwandeln,  wenn  man  dieser 
durch  bloße  Biegung  die  Gestalt  eines  Kegels  gibt.     Man  bemerke,  daß 


diese  Kurven  keineswegs  die  konischen  Schraubenlinien  sind,  die  vielmehr 
aus  den  logarith  mischen  Spiralen,  deren  Pol  im  Scheitel  des  Kegels  liegt, 
hervorgehen.  Wenn  wir  uns  hier  auf  den  Fall  eines  Kroiskegels  be- 
schränken und  A  die  Projektion  des  Scheitels    " 

man  betrachten  will,  ferner  !  die  Länge  der  Strecke  OA  und  li  der  Ab- 
stand  zwischen  0  und   einem   beliebigen  Punkte   M  der  Geraden,    so  hat 
man    Bs  =  **  +  /*,    falls    man    A     zum    Anfangspunkt    der    Bogen    macht. 
Wir  wollen  weiter  mit  tp  den  Winkel   OMA  oder  im  Räume  iE 
der  Tangente  gegen  die  Erzeugende  bezeichnen.     Offenbar  ist 


,/;,' 


=  COS<p  = 


h  '     d*  ' 


de 


und  da  da*  =  rfÄs  -f  r'rfö*    so  hat  man    t—  = ■     Dabei  ist,  wenn 

die  Neigung  der  Erzeugenden  gegen  die  «-Achse  (die  Achse  des  Keg«]&) 
bedeutet,  r -=  iisin;;.  Nunmehr  liefert  die  Derivation  von  x  =  r  cos  ö, 
y—rsinö,  g  =  rcot^  nach  s  die  R ichtun gskosinus  der  Tangente: 

a=  —  sin  9  sin  Ö  +  cos  7!  cos  Ö  sin  2 ,       b  =  sw^cos9-fcoso)sin0Bilii 

C  =  DOS  tp  COS  ); . 

Durch  nochmalige  Derivation  ergeben  sioh  die  Richtungskosicus  der  Haupt 
normale 

k  —  —    „  sin'gp  cot);  cos^  cosÖ,      fi  =  —    ~  sin*a>  eotv.  cos^  sin  0, 


oder 

*  =  —  cos  j;  cos  Ö ,     f»  =  —  cos  j;  sin 

wenn  man   bemerkt  (indem  man  jene  Formeln  quadriert  und  addiert) ,  daß 


-  — ^  ~t  x  -  3 


ist.  Die  Haupt  normalen  sind  also  senkrecht  zu  den  Erzeugenden  und 
treffen  die  Achse:  sie  sind  senkrecht  zur  Kegelflache, 
variiert  die  Flexion  im  umgekehrten  Verhältnis  der  dritten 
Potenz  des  Abschnitts,  welcher  von  der  Knrve  auf  uVr  Erzeu- 
genden, vom  Scheitel  aus  gerechnet,  bestimmt  wird.  Die  Uiebtung*- 
kosinus  der  Binormale  sind 


-   OOt  'i  ■-■':  » 


ft  =  cos  tp  cos  6  —  sin  tp 


Es  genügt,  die  letzte  Gleichung  in  derivirren,  um  den  Wert  der  Torsion 
mi  erhalten: 


Man  beachte  die   Relation  st  —  Iq.      Man  kann  beweisen,  daß  dieselbe  Rlr 
die  geodätischen  Linien  jeder    beliebigen    Kegelflache   gilt,   abw    nicht  fllr 
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andere  Kurven.  Es  ist  also  charakteristisch  für  die  geodätischen 
Linien  der  Kegel,  daß  der  Quotient  der  Krümmungen  im  um- 
gekehrten Verhältnis  des  Bogens  variiert. 

657.    Es  sei  zu  untersuchen  die  durch  die  Gleichungen 

x  =  *  (e?  +  e-°)cos0,     y  —  |  (<*  +  <r°)sin0,     z  =  RO 

dargestellte  Kurve.  Man  bemerke  zunächst,  daß  wegen  y  =  #tg0,  f*=Rd 
die  Kurve  auf  einem  Helikoid  mit  Leitebene  (§  655,  b)  liegt.  Anderer- 
seits ist  ihre  Projektion  auf  die  xy- Ebene  die  Spirale,  welche  in  Polar- 
koordinaten  durch  die  Gleichung  r  =  -5-  (ee  +  e"~  °)  dargestellt  wird;  und 
man    hat    e  =*  RO.      Also    gehört    die    Kurve    auch    der   Rotationsfläche 

r  =  y  \eR  +  e  R)  an.     Diese  ist  das  Katenoid,  eine   wichtige  Fläche, 

R  l  —       -L\ 
die  durch  Rotation  der  Kettenlinie   %*=*-*  \eR  +  e   RJ    um  die  e- Achse, 

ihre  Direktrix,  erzeugt  wird.  Die  vorgelegte  Kurve  befindet  sich  also  in 
dem  Schnitt  eines  Katenoids  und  eines  Helikoids  mit  Leitebene.  In- 
zwischen erhält  man  durch  Differentiation  der  Koordinaten 

%  -?[(*  -  Ocoaö  -  (<•  +  rlifl, 

mithin 

wenn  man  haben  will,  daß  für  0  —  0  auch  s  =  0  ist.  Die  Richtungs- 
kosinus der  Tangente  sind  also 

a  «=  -7=  (k cos  0  —  sin  0),     b  =»  —7=  (ä  sin  0  +  cos  0) ,     c  =  -r-- ^ , 


ca  —  e   u 


wo  zur  Abkürzung    k  =*  ~ —  gesetzt  ist    Da  —  asin0  +  6cos0=l/y2 

ist,  so  sieht  man,  daß  die  Kurve  die  Parallelkreise  des  Katenoids 

dk 
unter  45°  schneidet.     Beachtet  man  ferner,  daß  -^r  «=  1  —  k*   ist,    so 

findet  man  durch  nochmalige  Differentiation 

jJ-~y=(sin0  +  Äco80)l    5£-y=  (oos0-*sin0), 

de  Jfcj/S 


dB  e9  +  e~* 

Daraus  folgt,  wenn  man  quadriert  und  addiert,  e  =  kd6,  mithin 

L**       JL  (e*  +  e~*)*  •   **! 

Q~  k  d$~  y*     e9-e-9    =  *~i~  "•" 
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und 

k  = —  (sin  0  +  &  cos  0),     u  =»  -7=  (cos  0  —  Ä;  sin  0),    v  — ^ -  • 

1/2  v  y      r       1/2  v  '  «•  +  «"• 

Endlich  ergibt  sich 

2  cos  (9  2  sin 6  __  e9  —  e~B 

"=  «#  +  «-•'     P~7~+Fe'     y~       «*  +  «-*' 

Da  ß/cc  =  tgO  ist,  so  trifft  offenbar  die  Binormale  die  *- Achse:  sie  ist 
also  normal  zu  dem  Katenoid.  Um  die  Torsion  zu  berechnen,  braucht 
man  nur  eine  der  Gleichungen  (ll),  z.  B.  dy/ds  «=»  v/fe,  zu  nehmen.  Ans 
ihr  leitet  man  ab 


i 


-*(eP  +  e-°y  =  R  + 


2B 


Es  ist  ferner  leicht  zu  beweisen,  daß  t  gleich  dem  Abschnitt  der 
Binormale  ist,  der  zwischen  der  Kurve  und  der  i-Achse  liegt. 
In  der  Tat  ist  nach  bekannten  Eigenschaften  der  Kettenlinie  (§  589,  c) 
der  genannte  Abschnitt  gerade  gleich  *,*jR.  Man  bemerke  endlich  (vgl. 
§  656),  daß  das  Verhältnis  der  Krümmungen  proportional  iu 
dem  Bogen  variiert. 

658.  Bertrandsohe  Kurven,  a)  Wir  wollen  untersuchen,  ob  es 
passieren  kann,  daß  die  Hauptnormalen  einer  Kurve  (Jf)  Hauptnormalen 
einer  zweiten  Kurve  (Mx)  sind.  Jedem  Punkte  (a?,  y,  z)  auf  der  ersten 
Kurve  entspricht  auf  der  zweiten  ein  Punkt  Mly  dessen  Koordinaten 
xt  =»  x  +  Ap,  yx  =  y  +  pp,  zx  =  z  +  vp  sind,  wennp  die  Entfernung  MMt 
bedeutet.  Den  Richtungskosinus  der  Tangente  von  (Mt)  in  M1  maß  man 
die  Form  geben  können 

ax  =  a  cos  ty  —  a  sin  t/;,       bx  =»  b  cos  t/;  —  ß  sin  if;,       cx  ==  c  cos  tj;  —  y  sin  tp , 

wenn  mit  tp  der  Winkel  bezeichnet  wird,  um  welchen  diese  Tangente  für 
einen  in  M  befindlichen  Beobachter  (im  umgekehrten  Sinne  des  Uhr- 
zeigers) sich  drehen  muß,  bis  sie  parallel  zur  Tangente  von  (Jf)  in  M 
wird.     Inzwischen  hat  man 

dxx  I  a         a  \  dp 

_^_a_(_  +   -)P  +  X-ds    u.s.w., 

mithin 

/oo\  dp       _       „        p        ds.  p        ds,    . 

sodaß 

(34)  ,,-Const.,       }  +  *-*->■ 

sein  muß.  Bis  jetzt  haben  wir  nur  ausgedrückt,  daß  die  Hauptnormalen 
von  (IT)  normal  zu  (3/,)  sind.  Sollen  sie  aber  die  Haupt  normalen 
werden,  so  muß  man  außerdem  haben 

dax         X         dbx         p        dcx         v 

dsx  ~~  Ci  '     dsx  ~"  qx  '     d*x  s  pj  » 

es  muß  also,  wenn  man  beachtet,  daß 
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■37  =  (— ~)i-  (asinifi  +  acosifi)^   u.s.w. 

ist, 

mithin  1//  =  Const.  sein,  und  wir  sehen  auf  diese  Weise,  daß  die  Fun- 
damentaltrieder  der  beiden  Kurven  starr  miteinander  ver- 
bunden sind.  Überdies  besteht  auf  Grund  von  (34)  zwischen  den 
Krümmungen  von  (Jlf)  eine  lineare  Relation  mit  konstanten 
Koeffizienten.  Somit  ist  (M)  keine  beliebige  Kurve:  sie  ist  eine  Ber- 
trandsche  Kurve.  Man  belegt  mit  diesem  Namen  jede  Kurve,  deren 
Krümmungen  durch  eine  Relation 

(36)  f  +  i-1 

mit  konstanten  j),  q  verbunden  sind. 

b)  Man  beachte,  daß  umgekehrt,  wenn  eine  solche  Kurve  gegeben 
ist,  alle  oben  gefundenen  Bedingungen  erfüllt  sind,  und  daß  es  daher  eine 
zweite  Kurve  gibt,  welche  dieselben  Hauptnormalen  hat:  die  beiden  Kurven 
bestimmen  auf  den  gemeinsamen  Hauptnormalen  Abschnitte  von  der 
Länge  j>,  und  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  jedes  Abschnitts  bilden 
miteinander  einen  konstanten  Winkel  rp  =  arctg(j?/g).  Offenbar  ist  die 
zweite  Kurve,  ebenso  wie  die  erste,  eine  Bertrandsche  Kurve,  die  der- 
selben Gleichung  (36)  genügt,  abgesehen  von  der  Verwandlung  von  p 
in  -p.  Dieser  Umstand  erlaubt  es,  die  Krümmungen  von  (JfJ  in  ein- 
facher Weise  zu  berechnen,  da  man    aus   der  dritten  Formel  (33)  erhält 

dsjds  =  y p*  +  gf/*>  8odaß  also  auch  ds/dst  =*  Y p%  +  <?*/*!  8e*n  mu^- 
Daraus  folgt  *t1=.ps  +  <?*,  d.h.  die  Torsionen  in  zwei  Punkten, 
die  sich  auf  den  beiden  Kurven  entsprechen,  bilden  ein  kon- 
stantes Produkt.  Wendet  man  ferner  (36)  auf  die  Kurve  (Mx)  an,  so 
findet  man 

P       i-—i         9*  t      (J»*+ge)g      1  =  (gfc-pg)p 

*iÄV  P*  +  q*  (P*  +  <1*)Q  (P* +  «■)•' 

d.h. 

1  gt —  PQ 


(37) 


9i        (P*  +  «•)*' 


wie  man  auch  aus  der  zweiten  Formel  (35)  ableiten  kann.  Endlich 
wollen  wir  bemerken,  daß  die  Antwort,  welche  wir  auf  die  vorgelegte 
Antwort  gegeben  haben,  illusorisch  sind,  wenn  p  =  0  ist,  d.  h.  bei  den 
Kurven  konstanter  (nicht  verschwindender)  Torsion  und  variabler  Flexion. 
In  diesem  Falle  fallt  nämlich  (Mt)  mit  (M)  zusammen.  Dieser  Schluß 
gilt  nicht  bei  den  Kurven  von  der  Torsion  Null  (den  ebenen  Kurven),  bei 
welchen  man  in  der  Tat  t/;  =  0  hat,  sodaß  die  Formeln  (33)  und  (35) 
nur  die  bekannten  Resultate 

p  =  Const,      £  —  1  -  -^ ,     fe  =  q  —  p 
liefern,  die   sich  auf  die  Scharen   paralleler  Kurven  beziehen   (§  624,  b). 
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H( 


Und  ebensowenig  gilt  er,  wenn  auch  die  Flexion  konstant  ist, 
dann  die  Bedingung  (36)  für  unendlich  viele  Paare  von  Werten  p,  7 
füllt  ist,  -o'liili  also  eine  zirkuläre  Schraubenlinie  sich  in  un- 
endlich vielen  Weisen  als  Bertrandsche  Kurve  ansehen  lüflt. 
Die  zirkulären  Schraubenlinien  sind,  wie  sich  hier  zeigt,  unter  den  ge- 
wundenen Kurven  durch  die  Eigenschaft  charakterisiert,  das 
sie,  wie  die  ebenen  Kurven,  ihre  Hauptnormalen  mit  unendlich 
vielen  andern  Kurven  gemein  haben-  Diese  Kuv 
zirkuläre  Schraubenlinien,  und  eine  von  ihnen  nmU  sich  insbesondere  1 
edne  Uerade  reduzieren:  sie  entspricht  den  Werten  von  p  und  17,  die  drr 
Gleichung  (36)  und  der  Gleichung  (37)  für  p,  =  <x>  genügen,  d.  h. 

nnd  ist  die  gemeinsame  Achse  der  Zylinder,  auf  denen  die  Sehraubenlin 
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Erste  Begriffe. 

(Jft9.    Tangentialebene.     An   die   unendlich   vielen    Kurv.u, 
sich  durch  einen  Punkt  M  auf  einer  Fläche  ziehen  lassen,  tage 
in   M  die  Tangenten:    diese   heißen   auch  Tangenten   der   Flache 
Jede  von  ihnen  ist  ihrer  Richtung  nach   durch   Kosinus  definiert.    > 
proportional  Bind  zu  den  Differentialen  (§  030)  der  Koordinaten  x,  y. : 
des   Punktes    V.    wenn    man  sich   denselben    längs    einer   Kurve  1" 
Flache   beweglich    denkt.      Ist    nun    die    Flache    dargestellt     1 
Gleichung  f(X,  T,  Z)  —  0,  so  sind  die  genannten  Differentiale  1" 
die  Relation  verbunden 


(1) 


iy 


Diese  druckt  aus,  daß  die  betrachtete  Tangente,  welche  pa  auch  sein 
mag,  senkrecht  ist  au  der  Geraden,  die  ihrer  Richtung  nach  durvh 
die  Kosinus 

j       'S,K-'»    91— J=|{ 

|     -lfr:r  1       '/   '■    ''  /j?9' 

definiert    wird.      Also    liegen    alle   Tangenten    in    .1/    in 
Ebene.     Es  ist  dies  die  Tangentialebene  der  Flache  im  1'uukt.    . 
und   die   m    M  auf  ihr  errichtete   Senkrechte  ist   die  Normale 
Fläche.    Die  Tangentialebene  wird  also  dargestellt  durch  die  Qleichtu 


') 
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Will  man  ferner  die  partiellen  Derivierten  p7  q  von  z  nach  x  und  y 
benutzen;  so  sind  die  Richtungskosinus  der  Normale 

P  cm_         -«  crr  _  1 


£  =  -==4^=,  gn --7=^4=,  9i  = 


und  die  Gleichung  der  Tangentialebene  nimmt  die  einfachere  Form  an 
(3)  Z-i-p(X-x)  +  q(J-9). 

Wenn  wir  uns  auf  früher  (§  568)  Gesagtes  beziehen ;  so  sehen  wir, 
daß  die  Normale  der  Fläche  f  —  0  im  Punkte  M  genau  die  Gerade 
ist,  längs  welcher  die  Funktion  f  am  raschesten  zu  variieren  strebt, 
während  längs  der  Tangenten  die  Funktion  die  Tendenz  hat,  den 
Wert  0  zu  bewahren:  sie  hat  in  der  Tat  in  den  Punkten  M'  der 
Tangentialebene,  welche  unendlich  nahe  an  M  liegen,  Werte,  die  in 
Bezug  auf  MM'  infinitesimal  von  zweiter  Ordnung  sind. 

660.    Es  ist  auch  nützlich,  wenn  man  JE,  9TI,  9L  in  dem  Falle 
zu  berechnen  weiß,  wo  die  Fläche  durch  die  Gleichungen 

x  =  <p(u,v),    y°=%(u,v),    M-i>(u,v) 

gegeben  ist.  Dabei  sollen  u  und  v  unabhängig  voneinander  variieren. 
Damit  diese  drei  Gleichungen  eine  Fläche  darstellen,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  zwei  von  den  drei  Funktionen  x,  y,  z  unab- 
hängig sind,  daß  folglich  (§  578)  in  der  Matrix 


dx 

du 

dy 
du 

dt 
du 

dx 
dv 

dy 

d~i 

d* 

dv 

die  Minoren  zweiter  Ordnung  nicht  alle  null  sind.  Wenn  nunmehr  v 
konstant  bleibt,  so  definieren  die  obigen  Gleichungen  eine  Kurve  der 

Fläche.     ä~~;  ä;  ä~~  ß*nd  proportional  zu  den  Richtungskosinus  der 

Tangente   dieser  Kurve   in   dem   betrachteten   Punkte,   während  «— , 

rXf  p-  wiederum  proportional  zu  den  Richtungskosinus  der  Tangente 

derjenigen  Kurve  sind,  die  man  erhalt,  wenn  man  u  konstant  hält 
und  v  allein  variieren  läßt.     Aus  den  Orthogonalitätsbedingungen 

2*ru-°>  2£d£  =  o 

leitet  man  ab,  daß  JE,  9TI,  9L  proportional  zu  den  obengenannten 
Minoren  sind,  und  da  die  Summe  der  Quadrate  dieser  Minoren  gleich 
dem  Quadrat  der  Matrix  ist  und  daher  den  Wert  ab  —  c*  hat,  wobei 

-269".  »-26a".  -2™ 
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ist,  so  hat  man  offenbar 


JE- 


* g(y,g) 


661.    Übungen.     Wir  wollen  die  Gleichung  desjenigen  der  Fliehe 

/"(X,  Y,Z)=*0  umbeschriebenen  Kegels  suchen, 
der  seinen  Scheitel  in  einem  Punkte  Q  mit  den 
Koordinaten  J,  17,  £  hat,  d.  h.  also  des  Kegels,  der 
von  den  sämtlichen  durch  Q  an  die  Fliehe  ge- 
legten Tangenten  gebildet  wird.  Man  drückt  aus, 
daß  der  Punkt  M  mit  den  Koordinaten  x,  y,  $ 
der  Fläche  angehört  und  daß  die  Tangentialebene 
in  M  durch   Q  hindurchgeht,   indem  man   sehreibt 

0)  f(s,  9,  z)  -  0, 

(«-*)g  +  (i-f)g  +  «-')g-o. 

Wenn  man  x,  y,  £  als  die  laufenden  Koordinaten  betrachtet,  so  sind  dies 
die  Gleichungen  der  Berührungskurve  des  Kegels  und  der  Fliehe. 
Man  kann  auf  diese  Weise  in  den  Anwendungen  den  scheinbaren  Um- 
riß einer  Fläche  für  einen  Beobachter,  der  sie  von  Q  aus  betrachtet,  be- 
stimmen, d.  h.  die  Kurve,  welche  den  von  Q  aus  sichtbaren  Teil  von  dem 
nicht  sichtbaren  trennt;  oder  auch  die  Trennungslinie  zwischen 
Schatten  und  Licht,  wenn  die  Fläche  in  ein  Strahlenbündel  getaucht 
ist,  das  von  dem  einen  leuchtenden  Punkte  Q  ausgeht  Wünscht  man 
ferner  den  Schatten  zu  kennen,  der  auf  eine  andere  Fläche  geworfen 
wird,  so  muß  man  zu  ihrer  Gleichung  die  Gleichung  jenes  umbeschriebenen 
Kegels  hinzunehmen,  um  den  Umriss  des  Schattens  zu  finden;  und  um  die 
Gleichung  des  Kegels  zu  erhalten,  braucht  man  nur  a*,  y,  g  zwischen  den 
Gleichungen  (4)  und  denen  der  Erzeugenden  QM 

X-l       Y-r,       Z-t 


x  —  i      y  —  ri      z  —  t 

zu  eliminieren.  Denkt  man  sich  insbesondere  Q  unendlich  fern,  so  liefert 
die  Elimination  von  r,  ;/,  e  zwischen  den  Gleichungen 

/■(«,»,*)«=(>,     A&  +  B'f  +  cV-0,     -Vj:*  =*-=*-*--' 

,v  ,%"    }         '         dx  cy   '       cz  '         Ä  B  C 

die  Gleichung  des  der  Hache  parallel  zu  einer  gegebenen  Richtung  (Ä%  J?,  C) 
umbeschriebenen  Zylinders.  Zu  dem  allgemeinen  Falle  zurückkehrend 
bemerken  wir,  daß  die  Elimination  sich  in  sehr  einfacher  Form  ausführen 
läßt,  wenn  man  die  Funktion 

*'(<)  =  /*(!  +  '(* - ö,  *  +  '(*-*),  t  +  «cz- ft) 

betrachtet  und  bemerkt,  daß  die  zweite  Gleichung  (4)  F'(f)  ■•  0  wird. 
Man  ersieht  daraus,  daß  die  Gleichung  des  umbeschriebenen  Kegels 
durch  Elimination  von  t  aus  F(t)  =■  0,  F'(f)  =■  0  hervorgeht. 
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662*  Singularitäten.  Im  obigen  ist  die  stillschweigende  Vor- 
aussetzung gemacht,  daß  die  ersten  Derivierten  von  f  im  Punkte  M 
nicht  sämtlich  null  sind.  Sonst  würde  nämlich  die  Relation  (1) 
illusorisch  werden.     Hat  man  aber 

W  dx      U>     dy      U'     dz""' 

so  ist  der  Punkt  M  ein  singulärer  Punkt,  insofern  als  die  Tangenten 
der  Fläche  in  M,  statt  in  einer  Ebene  zu  liegen ;  einen  Kegel  bilden. 
Das  kann  man  sofort  erkennen,  wenn  man  die  Gleichung  der  Fläche 
für  die  zu  M  unendlich  benachbarten  Punkte  (X,  Y,  Z)  in  der  Form 
schreibt  (§  376) 

Sind   die   Werte  von   ~-9  ~-,    J- ,  in  M  berechnet,  nicht  alle  null, 

dx7  dy9   dz7  7  7 

so  sieht  man  bei  Vernachlässigung  der  höheren  Infinitesimalen;  daß 
die  Fläche  sich  in  der  Umgebung  von  M  wie  die  Ebene  (2)  ver- 
hält, und  man  findet  auf  diese  Weise  rascher  die  Gleichung  der  Tan- 
gentialebene. Wenn  dagegen  die  Koordinaten  von  M  den  Gleichungen  (5) 
genügen,  so  kann  man  die  zu  M  unendlich  benachbarten  Punkte  der 
Fläche,  abgesehen  von  Infinitesimalen  von  höherer  als  zweiter  Ordnung, 
so  ansehen,  als  lägen  sie  auf  dem  quadratischen  Kegel 

u.  s.  f.  Die  Aufsuchung  dieser  singulären  Punkte  einer  Flache  (die 
auch  konische  Punkte  heißen  oder  Doppelpunkte,  dreifache 
Punkte  u.  s.  w.)  geschieht  also  nach  einem  durchaus  ähnlichen  Ver- 
fahren, wie  wir  es  bei  den  ebenen  Kurven  (§  607)  befolgt  haben,  und 
die  Natur  der  Singularität  erkennt  man  mit  Hilfe  ebener  Schnitte  der 
Fläche,  die  in  unendlicher  Nähe  des  betrachteten  Punktes  ausgeführt 
werden.  Man  bemerke,  daß  auf  den  Flächen  die  singulären  Punkte, 
indem  sie  sich  in  stetiger  Weise  aneinanderschließen,  singulare 
Linien  bilden  können.  Projiziert  man  z.  B.  eine  ebene  Kurve  von 
einem  außerhalb  ihrer  Ebene  gewählten  Punkte,  so  erhält  man  einen 
Kegel,  der  als  vielfache  Linien  alle  diejenigen  Erzeugenden  zuläßt,  die 
durch  die  vielfachen  Punkte  der  betrachteten  Kurve  hindurchgehen; 
ebenso  sind  vielfache  Linien  einer  Rotationsfläche  alle  von  den  viel- 
fachen Punkten  des  Meridians  erzeugten  Parallelkreise;  u.s.  w.  An- 
dere Singularitäten,  die  den  Wendepunkten  der  ebenen  Kurven  analog 
sind,  werden  sich  uns  in  kurzem  darbieten. 
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MO 

66:J.  Oakuliercnde  Geraden.      Wir  kehren  jetzt  zu  den 
liehen  Punkten  zurück  und  wollen  uns  die  Aufgabe  stellen,  das 
halten  der  Fläche  in  der  Umgebung  eines  solchen  Punktes  M  zu  stu- 
dieren.    Man  nehme  die  Gleichung  der  Tangentialebene  in  der  Form  (3) 
und  berechne  den  Abstand  h  dieser  Ebene  von  irgend  einem  Punkte  M ', 
der  auf  der  Fläche  zu  M  unendlich  benachbart  ist.     Der  Abstand 
,       de  —  päx  —  qdtj 

Nun  hat  man 

dz  =pdx  +  qSij  +  \(rdx*  +  2söxöj/ +  tiyT) -\ , 

wo  p,  q,  r,  s,  t  die  bekannte  Bedeutung  (§  563)  haben  und  für  den 
Punkt  M  berechnet  zu  denken  sind.  Vernachlässigt  man  also  die  In- 
finitesimalen Ton  höherer  als  zweiter  Ordnung,  bo  wird 


I 


(6) 


r<W-\-  itdxdy  +  tdy* 


Jedes  Paar  von  Werten  von  dx  und  dt/  definiert  zusammen  nm  itm 
zugehörigen  de  —  pdx  +  qdy  die  Richtung  einer  Qeraden,  die  eine 
Tangente  von  unendlich  vielen  durch  M  hindurchgehenden  Kurven 
der  Fläche  ist,  und  man  kann  sich  immer  denken,  daß  .1/'  einer  ron 
diesen  Kurven  angehört.  Man  braucht  nur  die  Tangente  in  der  Tan- 
gentialebene um  M  sich  drehen  zu  lassen,  damit  M'  innerhalb  eine« 
Stückes  g  der  Fläche,  welches  von  passender  Kleinheit  ist  und  •jna 
Umgebung  von  M  bildet,  jede  Lage  annehmen  kiuin.  W 
Tangente  eine  ganze  Umdrehung  vollendet,  bo  tritt  zweimal  der  Fall 
ein,  daß  h  infinitesimal  von  höherer  als  zweiter  Ordnung  wird,  nämlich 
in  den  beiden  Lagen,  wo  der  Zähler  des  Ausdrucks  (6)  verschwindet 
Man  wird  also  dazu  geführt,  unter  den  unendlich  vielen  Tangenten 
zwei  auszuzeichnen,  die  man  die  oskulierenden  Geraden  n^-nnt, 
weil  sie  unter  allen  durch  M  hindurchgehenden  Geraden  diejenigen 
■  unl,  welche  sich  der  Fläche  in  der  Umgebung  von  M  am  meisten 
anschmiegen.  Diese  Geraden  können  imaginär  oder  reell 
schieden  sein,  je  nachdem  rt  —  s*  positiv  oder  negativ  ist.  im  ersten 
Falle  nennt  man  den  Punkt  M  einen  elliptischen  Punkt,  im  zweiten 
einen  hyperbolischen.  Für  rt  —  s*  — ■  0  bietet  sich  eine  Besonder- 
heit: die  beiden  oskulierenden  Geraden  fallen  in  eine  zusammen,  und 
der  Punkt  heißt  parabolisch.  Wenn  M  ein  elliptischer  Punkt  ist, 
so  bewahrt  h  ein  unverändertes  Vorzeichen,  und  ;  liegt  daher  gani 
auf  einer  Seite  der  Tangentialebene.  Man  kann  also  sagen,  daß 
für  die  Schnittlinie  der  Fläche  mit  ihrer  Tangentialebene  M  iin 
lierter  Punkt  ist.  Wenn  dagegen  M  ein  hyperbolischer  Punkt  i»t, 
so  bestimmen  die  (reellen)  eskalierenden  Geraden  in  der  Tangential- 
ebene zwei  Kegionen  derart,  daß  in  der  einen  h  positiv  und  in  d< 
andern  /(  negativ  ist,    mithin  g   von    der  Tangentialebene  duruh 
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setzt  wird.  Ferner  wird,  wenn  M'  in  dieser  Ebene  liegt,  oder  all- 
gemeiner, wenn  es  einer  Kurve  angehört,  die  in  M  von  der  Ebene 
oskuliert  wird,  der  Abstand  h  null  oder  infinitesimal  von  mindestens 
dritter  Ordnung,  und  es  muß  daher  der  Zähler  des  Ausdrucks  (6) 
verschwinden.  Also  sind  die  oskulierenden  Geraden  Tangenten  aller 
Kurven  der  Fläche,  die  im  Punkte  M  als  oskulierende  Ebene  die 
Tangentialebene  zulassen.  Insbesondere  hat  der  Schnitt  der  Fläche 
mit  der  Tangentialebene  zwei  durch  M  hindurchgehende  Zweige,  die 
in  M  die  oskulierenden  Geraden  berühren.  M  ist  also  in  dieser 
Schnittkurve  ein  Doppelpunkt.  Umgekehrt  wird,  so  oft  eine  Kurve 
der  Fläche  eine  oskulierende  Gerade  berührt,  /*  von  einer  höheren 
Ordnung  als  der  zweiten,  und  die  Kurve  wird  daher  von  der  Tan- 
gentialebene oskuliert  oder  (§  646)  ihre  Flexion  ist  in  dem  betrach- 
teten Punkte  null.  Endlich  wollen  wir  bemerken,  daß,  falls  die 
Funktion  rt  —  s*  stetig  ist,  die  elliptischen  Punkte  und  die  hyper- 
bolischen Punkte  Regionen  der  Fläche  erfüllen,  die  in  Linien  anein- 
andergrenzen,  welche  von  den  parabolischen  Punkten  gebildet  werden. 
Die  letzteren  Punkte  bilden  (vgl.  §  604)  den  Schnitt  der  gegebenen 
Fläche  mit  der  Fläche  rt  -  s*  -  0. 

664.  Dupinsehe  Indikatrix.  Um  mehr  aus  der  Nahe  zu  sehen, 
was  in  der  Umgebung  der  beiden  Arten  von  Punkten  stattfindet,  wollen 
wir  den  Anfangspunkt  nach  M  verlegen  und  die  i-Achse  normal  zur 
Fläche  richten.  Dadurch  wird  das  Vorzeichen  von  rt  —  s*  nicht  ge- 
ändert, da  wir  gesehen  haben,  daß  dieses  Zeichen  geometrische  Ver- 
hältnisse charakterisiert,  die  von  der  Wahl  der  Achsen  unabhängig 
sind.  In  unserm  Falle  ist  jetzt  p  =»  0,  q  =■  0,  und  die  Fläche  verhält 
sich  in  der  Umgebung  von  M  wie  das  Paraboloid  z  —  \(ry?  +  2s  xy  +  tyf), 
welches  elliptisch  oder  hyperbolisch  ist,  je  nachdem  man  hat  rt  —  s*>0 
oder  rt  —  s*  <  0.  Die  oskulierenden  Geraden  sind  gerade  diejenigen 
beiden  imaginären  oder  reellen  geradlinigen  Erzeugenden  des  Para- 
boloids,  welche  in  der  Ebene  je?  —  0  liegen.  Wenn  ferner  rt  —  s*  —  0 
ist,  so  ist  M  ein  parabolischer  Punkt,  und  die  Fläche  verhält  sich  in 
seiner  Umgebung  wie  ein  parabolischer  Zylinder.  Wir  wollen  jetzt 
die  Fläche  mit  zwei  Ebenen  g  =  ±  l  schneiden,  die  parallel  und  un- 
endlich benachbart  zur  Tangentialebene  sind.  Die  Gleichung  des 
Schnittes  ist 

rx*  +  2sxy  +  ty'=*±2l 

und  stellt  ein  Paar  von  Ellipsen  dar  (eine  reelle  und  eine  imaginäre) 
oder  ein  Paar  komplementärer  Hyperbeln,  je  nachdem  der  Punkt  M 
elliptisch  oder  hyperbolisch  ist.  Wir  wollen  den  Schnitt  auf  die  Tan- 
gentialebene projizieren  und  ihn  uns  vom  Mittelpunkt  aus  dilatiert 
denken,  bis  seine  Gleichung  rx*  +  2sxy  +  ty*  «=  ±  1  wird.  Der 
reelle  Teil  dieses  Paares  von  Kegelschnitten  heißt  die  Dupinsehe 
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Indikatrix:  sie  wird  von  jedem  Durchmesser  in  Ewei  reellen  Punkten 
roffen   und   läßt,   als    imaginäre    oder    reelle    Asymptoten    die 
enden  Geraden  zu. 
665.    Bemerkenswerte  Kurven,      Uuter   alten   Linien,    die   sicfc 
uuf  einer  fläche  zeichnen   lassen,  sind   besonders   bemerken»! 
Asymptoten! i '« ich.      Es    sind    daß   solche    Kurven,    die    in    jedi 
Pnnkte    eine    oskulierende    Gerade    berühren.      Eine    Asymptotenlinie 
kann  man  sich  von  einem  Punkte  M  erzeugt  denken,  der  längs  einer 
solchen  Geraden  bis  M'  fortrückt,  um  sich  weiter  längs  der  analogen 
Geraden,  die   durch    .1/'   hindurchgeht,   bis   31"   zu   bewegen,    u.  b.  w. 
Wenn  sieh  unser  Punkt,  anstatt  suocessiv  längs  der  oskulieremlen  <;■ 
raden,   d.h.   tangential   zu   den   Asymptoten    der    Dupinschen    Indi- 
katrix, fortzurücken,  immer  tangential  zu  den  Achsen  der  Judikaten 
bewegt,    so    heißt    die   von   ihm  erzeugte  Kurve  eine    Krümm 
Jede  Fläche    ist  also  bedeckt    von  einer  zweifachen  Schar  WM 
inungslinien,   die   immer   reell   sind.      Durch    joden   Punkt    der    Fläche 
gehen,  unter  rechtem  Winkel  sich   schneidend,  eine   Linie   d< 
und   eine   der  andern   Schar  hindurch.     Es  gehen  mich,   dar 
hyperbolischen    Punkt,   zwei    Asymptotenlinien    hindurch,   die    '-"'K'"1 
jede    der    beiden    Krümmungxlmien    gleiche    Neigung   haben 
einander   im   uligemeinen   einen   schiefen  Winkel    bilden.      R 
in  &66S  gemachten  Bemerkung   sind  die  osknliemnlen   Eben 
Asymptotenlinie  die  Ebenen,  welche  die  Fläche  in  den  Punkten  dieser 
Linie  berühren,  wenu  nicht  beständig  1/p  —  0  ist,  in  welchem   Fall* 
die  Linie  eine  Gerade  ist  (§  G3il)   und   sich   immer  als   uflku] 
den  Tangentialebenen  betrachten  läßt  (§  040).     Bei  den  Asymptoten 
linien    liegt   also    in    jedem    ihrer    Punkte    die    Hauptnurmalf 
in  der  Taugentialebeue  der  Fläche.     Dagegen  gehen  anraa  jeden 
Punkt    einer    Fläche    unendlich    viele    Kur  Ten,    die    lOgeiUUU 
äätüchm    IJmni,     welche    als    1 1  au  pt  tmi  in  :i  le    die     Nornmlo    der 
Flache    haben.      Im  folgenden   werden    wir    sehen,   daß   der  kürzest* 
Weg  iwuKfeen   BW«   (nicht  an  weit  entfernten)    Punkten    einer  Fläche 
gerade    durcli    den    ete    verbindenden    Bogen  kteohen 

lie/eielinel  wird  Offenbar  iit  eine  Gerade  geiuliiÜMche  Linie  und 
Asymptotenlinie  auf  jeder  Fläche,  da  jede  ihrer  Normalen  uN  Haupt- 
normale  betrachtet  werden  kann. 


RegelflÄchen. 

liiiö.  Wenn  eine  Gerade  sich  im  Ran  nie  bewegt,  indem 
sneiessiv  eine  einfache  Unendlichkeit  von  Lagen  annimmt,  so  erzeugt 
sie  eine  Regelfläche,  Wir  fixieren  die  Gerade  in  der  Lnge  q  nnd 
betrachten    eine    /weite    g'(    welche    wir   dann    in    <j    dbergelli 


Fig.  84. 


§§  666—667  Regelflächen.  643 

werden.  Das  gemeinsame  Lot  von  g  und  g'  trifft  g  in  einem  Punkte, 
der  gleichzeitig  mit  g'  beweglich  ist  und  einer  Grenzlage  Q  zustreben 
kann,  falls  g'  in  g  übergeht.  Der  Punkt  Q  heißt  der  Zentralpunkt 
der    Erzeugenden.      Wenn    in 

Bezug  auf  den  infinitesimalen  Q~- V. 4£ g 

Bögen  QQ'  des  Ortes  der  Zentral-  ,    7   vv 

punkte  der  Abstand  h  der  zu-  /  %N*\fl '_———*"#' 

gehörigen     Erzeugenden     von      ^/l^^r^T^f^^ 

erster  Ordnung  ist,  wie  es  im         

allgemeinen  zutrifft,  so  heißt 
die  Fläche  windschief,  und  die  Kurve  (Q)  ist  ihre  Striktions- 
linie. Im  entgegengesetzten  Falle  nennt  man  die  Fläche  abwickel- 
bar (developpabel),  und  (Q)  ist  ihre  ltückkehrkante. 

667.  Es  seien  a,  b,  c  die  Richtungskosinus  von  g  und  x,  y,  z 
die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  dieset  Geraden.  Aus  der 
analytischen  Geometrie  ist  uns  bekannt,  daß  der  Winkel  qp  zwischen 
g  und  g'  durch  die  Formel  sin8  9)  =  £(bdc  —  cdb)2  ausgedrückt  wird, 
wobei  das  Zeichen  d  die  Variationen  anzeigt,  welche  die  verschiedenen 
Größen  beim  Übergange  von  g  zu  g'  erfahren.  Nun  ist  h  die  Pro- 
jektion der  vom  Punkte  (x,  y,  z)  nach  dem  Punkte  (x  +  dx,  y  +  dy, 
z  +  dz)  hinführenden  geradlinigen  Strecke  auf  das  gemeinsame  Lot 
von  g  und  g';  ferner  sind  die  Richtungskosinus  des  gemeinsamen 
Lotes  proportional  zu  bdc  —  cdb,  cda  —  ade,  adb  —  hda.  Offenbar 
hat  man  also 

a    da     dx 

h  =  ybic- ab äx _   L     h 

j£j         sin  qp  81H  qp  u 

c     öe     dz 

oder  in  kürzerer  Form  hsm<p  =  [a,  da,  dx\.  Daraus  folgt,  wenn 
man  auf  beiden  Seiten  die  Infinitesimalen  von  höherer  als  dritter 
Ordnung  fortläßt, 

h<p  ==»  [a,  da,  dx]  +  \[a,  da,  d?x]  +  £  [a,  d*a,  dx]  +  •  •  • 

Soll  h  von  höherer  als  erster  Ordnung  sein,  so  ist  notwendig  und 
hinreichend:  [a,da,  dx\=  0.  Dies  ist  also  die  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  daß  die  betrachtete  Fläche  abwickelbar  ist; 
und  es  ist  von  Wichtigkeit,  zu  bemerken,  daß  diese  Bedingung  un- 
geändert  bleibt,  wenn  a,  b,  c  nicht  die  Richtungskosinus  selbst, 
sondern  zu  diesen  Kosinus  proportionale  Größen  sind.  Man  beachte, 
daß,  falls  die  genannte  Bedingung  erfüllt  ist,  in  dem  Ausdruck  von 
h<p  auch  die  Glieder  dritter  Ordnung  verschwinden,  da 

\a,  da,  d?x]  +  [a,  d*a,  dx]  =  d[a,  da,  dx] 

ist.     Bei    einer  abwickelbaren  Fläche   ist   also   der   Abstand 
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zwischen  zwei  unendlich  benachbarten  Erzeugenden  infini 
tesimal  von  wenigstens  dritter  Ordnung  in  Bezug  auf  den  ra\ 
sprechenden  Bogen  der  Ruckkehrkante. 

WfiS.  Dies  vorausgeschickt  liefert  uiib  die  Theorie  der  gewundene  i 
Kurven  sofort  ein  Beispiel  abwickelbarer  Flächen.  Es  ist  in  der  Tut 
evident,  daß  der  Ort  der  Tangenten  einer  gewundenen  Kurve  eine 
abwickelbare  Fläche  ist,  die  als  Ruckkehrkante  die  betrachtete  Kurve 
zulaßt.  Wenn  nämlich  (x,  y,  z)  ein  Punkt  der  Kurve  ist,  so  sind  die 
Elemente  der  dritten  Vertikalreihe  in  der  Determinante  j«,  <i<t,ih\ 
proportional  zu  denen  der  ersten  (§  630).  Umgekehrt  kann  man, 
wenn  [«,  1//1,  i/.r]  =  0  ist,  die  Punkte  (x,y,i),  falle  es  o 
durch  andere  (x  +  at,  y  +  bt,  e  +  rt)  ersetzen  derart,  daß  <lie  Tan- 
genten des  Ortes  dieser  Punkte  die  Erzeugenden  der  Fläche  sind. 
Hierzu  ist  es  ausreichend,  daß  die  Differentiale  der  Koordinaten  pro- 
portional zu  a,  b,  c  werden,  daß  folglich  /  sich  in  der  W 
stimmen   Hißt,  daß  man  hat 


rf.r  +  tda        dy  +  (. 


Nun    ist   aber   die    Bedingung    für    die    Verträglichkeit    die« 
chungen  gerade  [a,  rfa,  tix)  =  0.     Jede  abwickelbare   Fläi 
sich    also    betrachten   als    der   Ort   der   Tangenten    einer 
wundenen  Kurve.     Von   dieser   Eigenschaft   können  wir   uns    auch 
Rechenschaft    geben,    indem    wir    folgendes    bemerken.       Legt    iIla.n 
durch  (j  die   Paralleleren«  zu  o',  so  hat  Q'  von   der  genannten   Ebene 
den   Abstand   ii\    und   weil    dieser  Abstand    infinitesimal    von    dritter 
Ordnung  ist,  so  wird  im  allgemeinen  die  so  konstruierte  Ebea 
mit  derjenigen  zusammenfallen,  welche  die  Hückkehrkante  im  Punkte  ',' 
oskuüert.     Um  ferner  zu  beweisen,  daß  u  die  Taugeute  dieser  Rück 
kehrkante  ist,  braucht  man  nur  zu  zeigen,  daß  der  Abstand  zwischen 
y  und  der  Projektion  von   Q'  auf  die  oskulicrende  Ebene  von  höherer 
als  erster  Ordnung  ist.     Da  nun  dieser  Abstand  gleich  dem  Produkt 
aus  fy(j'   und   einem   infinitesimalen  Winkel   ist,   so   ist  das  TtwOMBI 
bewiesen. 

(J(J9.    Wir  wollen  jetzt  annehmen,  j,  y,  s  seien   die  Koordinaten 
des  Zentralpunktes   Q,  und   uns   die  Aufgabe  stellen,  die  Tangential- 
ebene in  einem  beliebigen  Punkte  M  einer  Rägelfliche  eh  '■■ 
Die  Erzeugende  g  wird   bestimmt   sein  durch   die    h'iiordimiir- 
und   durch   ihre   eigenen   Richtungskosinus.     Diese  hängen   von  einer 
einzigen    Veränderlichen    u    ab,    die    der    Bogen    der    liückkehrkanlr 
oder  der  Striktionslinie,   von   einem   beliebig  auf  der  Kurv 
Anfangspunkte   A   gerechnet,  sein   kann.     Ein    Punkt    M  wird   dann 
*of    der    zugehörigen    Ersengenden    bestimmt    sein    durch    neüie    Kut- 
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fernmig  v  von  dem  Zentralpunkt.  Es  hängen  also  die  Koordinaten 
von  M  von  den  beiden  Parametern  u  und  v  in  folgender  Weise  ab: 

X  =  x  +  av,     F=  y  +  bv,    Z*=*z  +  cv. 

Außerdem  ist 

,-*         dX      dx   ,      da  dX  dY       1        oZ 

(7)        v-  =»  -j — hv-j-  u.  s.  w.;     3—  =  a,     -Q—  =  6,     -3-  «=  c. 
v  '  du       du   *      du  '      dv  ;      dv  '      dv 

Wenn  die  Fläche  abwickelbar  ist,  so  hat  man  -p  =  a,  -7-  =  —  u. s.w., 
und  die  letzten  Formeln  werden 

cX ,   lv      dY      ,    ,   pv       cZ  __      ,    w 

mithin  (§  660)  sind  die  Richtungskosinus  JE,  9Tt,  91  der  Flächen- 
normale im  Punkte  M  proportional  zu  den  Determinanten  der  Matrix 

a     b     c 

X     11     v 

d.  h.  zu  den  Kosinus  a,  ß,  y  der  Binormale.  Wie  man  sieht,  sind 
JE,  9Tt,  9t  unabhängig  von  v.  Also  berührt  die  Tangentialebene 
in  einem  Punkte  einer  abwickelbaren  Fläche  die  Fläche  längs 
der  ganzen  Erzeugenden. 

670.    Im  Falle  einer  windschiefen  Regelfläche  sind  JE,  9Tt,  91 
proportional  zu  den  Größen 

b{dz  +  vdc)  —  c{dy  +  vdb)  ■-  (bde  —  cdy)  +  v(bdc  —  cdb)  u.s.w. 

Inzwischen  hat  man,  wenn  a,  /},  y  immer  noch  die  Richtungskosinus 
des  gemeinsamen  Lotes  von  g  und  g'  bedeuten, 

a  ß  y  1 

bdc  —  cdb       cda  —  ade       adb  —  bda        9 

und  analog,  wenn  k,  pf  v  die  Richtungskosinus  des  gemeinsamen 
Lotes  von  g  und  QQ'  sind, 

X  a  vi 

bdz — cdy       cdx  —  ade       ady  —  bdx~~  h 

Setzt  man  also  h  =  Rq>,  so  sind  die  Kosinus  JE,  9Tt,  9t  proportional 

zu  den  Größen  H  «ß,  P  +  j>ß>  v  +  -]>Y  und  fallen  für  v  —  0  mit 

k,  p,  v  zusammen.  Die  den  Werten  0  und  v  des  Parameters  v  ent- 
sprechenden Normalen  bilden  demnach  miteinander  einen  Winkel  4>, 
der  durch  jede  der  Gleichungen 

cos^  —  JEA  +  9Itft  +  9tv,    sin ^  »  JE«  +  WLß  +  9t  y 

definiert  ist.     Auf  Grund  der  ersten  hat  man 

je=(A  +  -J«)co8#,   9It  =  (fi  +  ^/j)cos^,    9t-(v  +  ^y)cosi/>; 


,  ji,  y    und    Addition 


1,4.     Anwendungen  »nf 

leruer    •.-rliitll     man    durch    Multiplikation    mit 
sin  t<  =    ..  cosi/j,  d.  h. 

Diese  von  Chaslea  herrührende  Formel  läßt  folgendes  erkennen: 
Wenn  der  Berührungspunkt,  von  d»r  Striktionslinie  ausgehend,  eine 
Erzeugende  durchläuft,  wo  dreht  sich  die  Tangentialebene  der  Flache 
um  einen  Winkel,  dessen  trigonometrische  Tangente  proportional  zu 
dem  vom  Punkte  durchlaufenen  Wege  ist.  Man  bemerke,  daß  ee  zm 
Kenntnis  der  unendlich  vielen  Tangentialebenen  einer  R 
ISagfl  einer  gegebenen  Erzeugenden  genügt,  den  Wort  von  /.'  .■ 
der  aus  diesem  Grunde  der  Verteilungsparaiueter  der  Tangential- 
ebenen heißt.  Um  das  Theorem  von  Chasles  geometrisch  zu  inter- 
pretieren, wollen  wir  als  Achsen  der  x  und  der  »/  die  Erzengende  y 
und  das  gemeinsame  Lot  von  g  und  y'  wühlen.  Die  Gleirlnuigpti 
der  Normale  der  Fläche  im  Punkte  M  sind  x  =  r,  y«=*tgi/\  uml 
die  Formel  von  Chasles  wird  daher  XI  —  Rlf.  Also  bilden  die 
Normalen  einer  windschiefen  Kegelfläche  länge  einer  Er- 
zeugenden ein  hyperbolisches  Parttboloid. 

651.    Wir   wollen   zu   den   abwickelbaren  Flaches 
um  folgende  Bemerkung  zu  machen.      Wenn    die  Kurve  (Mi  die    Ei 
zeugenden     unter    rechtem    Winkel     triff!     oder,     wie    MB    *u    i 
pflegt,   eine   orthogonale  Trajektorie  der  Erzeugenden  ist,  so  ist 
die  Orthogonalitiitshcdingung  EadX  =-  0   erfüllt.     Nun  hat  man  aber 
auf  Grund   von   (7) 

dX  = 


■(-  +  7)' 


sodaß    EndX  =  diu  +  0   ist   und   die   genannte  Bedingung 

m -f  v  —  CoiiBt.,  d.h.  Bogen  AJjA    ',' M    -  Ooutt.,  radaÜBri    Darau* 

folgt,  daß  zwei  beliebige  orthogonale  Trajektorien    auf  den    >■■ 
vielen   Erzeugenden   Abschnitte   ausschneiden,  die  gleich  dem   Bog— 
Mud,  den   sie  auf  der  Hückkehrkunte  bestimmen,     llat  man  eJ 
unausdehnbaren   Faden,  der   in   einem   Punkte  A  der  Rück  kehrkau  t« 
befestigt  und  längs  derselben  gespannt  ist,  so  wird,  wenn  man  ihn  all 
mählich    abwickelt    und    ihn    dabei    immer    im    Räume    geanannt    hält, 
jeder  seiner   Punkte    eine    orthogonale   Trajektorie    \M)    l>enchreiben- 
Aui  diesem  Grunde  bezeichnet  man  «ich  die  Karre] 
venten   der   Rückkebrkante,  die   übrigem   eine    beliebige   Ka 
kann, 

iü-.  Umgekehrt  heißt  die  Ktlckkehrkante  eiue  Evolal 
Kurve  (St),  de  (wie  bei  den  ebenen  Kurven)  ihre  Tangenti 
malen  jeder    Karre  |  1/  |   lind.      Wir   wollen   allet   auf  du  Kund« 
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mentaltrieder  einer  dieser  Kurven  beziehen  und  untersuchen,  was  für 
einer  Bedingung  eine  Normale  genügen  muß,  um  eine  abwickelbare 
Fläche  erzeugen  zu  können.  Bildet  die  Normale,  welche  man  be- 
trachten will,  mit  der  Hauptnormale  den  Winkel  <p,  so  ist  ihre 
Richtung  definiert  durch  die  Kosinus 

l  —  a  sin  q>  +  X  cos  q>,     m  —  ß  sin  <p  +  (i  cos  <p,     n  «=  y  sin  9  +  v  cos  q> . 

Dagegen  sind 

T=  acosqp  —  Asinqp,     w'  —  ßcostp  —  jitsingp,     n'  =  ycosqp  —  vsinqp 

die  Richtungskosinus  einer  zweiten  Normale,  die  zusammen  mit  der 
ersten  und  der  Tangente  ein  orthogonales  Tripel  bildet,  sodaß 

a     V      l     1 

b     m    m  |  «■=  1 
c     n     n 

ist.  Nun  haben  wir  gesehen  (§  667),  daß  die  Bedingung  \l,  dl,  a]  =  Q 
notwendig  und  hinreichend  ist,  damit  die  erste  Normale  eine  ab- 
wickelbare Fläche  erzeuge.  Da  man  aber  nach  den  Frenetschen 
Formeln  (§  636)  hat 

dl  =  l'(dq>  —  rj)  —  as  cos  q>     iL  s.  w., 

so  wird  die  vorstehende  Determinante  [l,  V}  ri\  (d<p  —  rf)  «=  rj  —  rfqp, 
und  die  gesuchte  Bedingung  ist  daher 

w  SJ-f 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Bedingung  enthüllt  sich,  wenn 
man  die  Drehung  a>  der  betrachteten  Normale  gegen  die  Haupt- 
normale berechnet     Bekanntlich  ist  (§  637) 

osinqp  =  Zkdl  «■  (dq>  —  rf)  Zkl'=  (ij  —  dqp)sin?>, 

mithin  w  =  ^  —  dtp,  ein  evidentes  Resultat.  Die  Bedingung  g>  =  0 
bedeutet  also  folgendes:  Wenn  sich  ein  Punkt  längs  einer  Kurve  be- 
wegt, so  erzeugt  jede  Normale,  die  sich  in  der  Normalebene  (in 
welcher  man  sich  die  Hauptnormale  fixiert  denkt)  derart  bewegt, 
daß  sie  im  Räume  senkrecht  zu  dieser  Ebene  fortrückt;  eine 
abwickelbare  Fläche. 

673.  Wir  wollen  zum  Schluß  noch  zwei  Sätze  beweisen,  die 
sich  unmittelbar  aus  den  vorstehenden  ableiten  lassen: 

a)  Auf  Grund  der  letzten  Bemerkung  geht  das  Fortrücken  der 
Erzeugenden  in  der  Weise  vor  sich,  daß  die  oskulierende  Ebene  der 
Rückkehrkante  immer  senkrecht  zur  Normalebene  von  (M)  ist.  Dar- 
aus folgt,  daß  diese  gleichzeitig  die  rektifizierende  Ebene  der  Rück- 
kehrkante ist.     Mit  andern  Worten,  die  Normalebene  der  Evol- 


vente   fällt  mit  der   rektifizierenden  Ebene  der  Evolute  zu- 
sammen. 

b)  Hat  man  eine  Funktion  <p  gefunden,  die  der  Gleiclum,<  > 
gesOgt,  so  erhält  man  unendlich  viele  andere  durch  Addition  nan 
willkürlichen  Konstanten.  Daran«  geht  folgendes  hervor:  Läßt  nun 
die  Erzeugenden  einer  abwickelbaren  Fläche  uin  einen  und 
denselben  willkürlichen  Winkel  um  eine  ihrer  orthogonalen 
Trajektorien  sich  drehen,  so  hören  sie  nicht  auf  eine  ab 
wickelhnre  Fläche  zu  bilden.  Die  Ruckkehrkanten  aller  dieser 
abwickelbaren  Flächen  sind  gerade  die  unendlich  vielen  Evoluten  der 
betrachteten  Trajektoric. 


Enveloppen. 

6J4.  Man  betrachte  die  Schar  der  Flächen,  welche  du 
Gleichung  /'(_)',  ;/,„-,-()  ^-  (i  für  die  unendlich  vielen  Werte  des  Para- 
meters (i  dargestellt  werden.  Eine  beliebige  von  ihnen,  die  durch 
einen  speziellen  Wert  a  des  Parameters  charakterisiert  ist,  wird  von 
einer  zweiten,  die  durch  den  Wert  «  +  h  charakterisiert  ist,  läng* 
einer  gewissen  Kurve  geschnitten.  Diese  Kurve  kann,  wenn  h  DMtD 
Null  konvergiert,  einer  Grenzlage  auf  der  ersten  Fläche  zustreben 
In  dieser  Lage  heißt  sie  die  Charakteristik  der  entmin  i 
Fliehe  in  der  betrachteten  Schar.  Der  Ort  der  Charakteristiken  aller 
Flächen  der  Schar  heißt  die  Enveloppe  dieser  Flächen.  Es  kann 
auch  vorkommen,  daß  die  Flächen  (a)  und  (a  +  A)  nah  nicht 
schneiden,  wie  klein  auch  h  sein  mag.  Deswegen  kann  ofl  aber  dix.li 
auf  der  Fläche  (a)  Punkte  stärkster  unendlicher  Annäherung  an  ilii 
Fläche  i/i+A)  gehen  (vgl  §  619),  d.h.  Punkte,  die  Bbgttftl 
Infinitesimalen  von  höherer  Ordnung  als  h  als  gemeinsame  Punkte 
der  beiden  Flüchen  betrachtet  werden  dürfen.  In  diesem  Falle  ist  die 
Charakteristik  der  Fläche  {«)  die  Grenze,  welcher  der  Orl 
Punkte  zustrebt,  wenn  h  nach  Null  konvergiert.  Durch  analoge  Be- 
trachtungen wie  die,  welche  wir  in  der  Ebene  angestellt  haben,  be- 
weist man  sofort,  daß  die  Gleichung  der  Enveloppc  durch  KM 
mtnation  von  n  aus  den  Gleichungen  /'■=<>,  ~  =  0  erhalten 
wird.  Es  ist  auch  leicht  zu  zeigen,  daß  jede  Flüche  der  Schar 
von  der  Envelop penfläche  längs  ihrer  Charakteristik  be- 
rührt wird.  Man  braucht  in  der  Tat  nur  zu  beachten,  daß  die 
Bleichling  der  Enveloppe  die  Gleichung  der  Flächenschar  selbst  ist, 
wenn  darin  a  als  Funktion  der  Koordinaten  gedacht  wird,  die  der 
Gleichung  —  0  genügt.  Die  ersten  partiellen  I 
linken  Seite  der  Enveloppengleidinng  sind  folglich 


iie  aer 
m    der 
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dx      da  dx7     dy       da  dy7     dz       da  dz  ' 
d.h.  gerade  gleich   g— ,   J ,  -"-,   wie   ini  Falle   eines   konstanten   a. 

675.  Beispiel.  Ein  bemerkenswertes  Beispiel  einer  Enveloppe 
haben  wir  bei  einer  einfachen  Unendlichkeit  von  Ebenen.  Die  Charakte- 
ristik jeder  Ebene  ist  notwendig  eine  Gerade.  Die  Enveloppe  ist  also 
eine  Regelflache;  und  da  nach  dem  letzten  Theorem  diese  Fläche  von 
einer  einzigen  Ebene  längs  jeder  Erzeugenden  berührt  werden  muß,  so  ist 
sie  abwickelbar.  Umgekehrt  ist  nach  dem,  was  wir  in  §  669  gesehen 
haben,  jede  abwickelbare  Fläche  die  Enveloppe  der  einfachen  Unendlichkeit 
der  oskulierenden  Ebenen  einer  gewissen  Kurve.  Hiervon  ausgehend  läßt 
sich  leicht  ein  wichtiger  analytischer  Charakter  der  abwickelbaren  Flächen 
aufdecken.    Die  Gleichung  einer  Tangentialebene  einer  beliebigen  Fläche  ist 

Z  =  pX  +  qY+(t-px-qy). 

Damit  die  Fläche  abwickelbar  sei,  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  daß 
Pj  '/»  z—px  —  qy  von  einem  einzigen  Parameter  abhängen.  Da- 
zu ist  aber  erforderlich  und  hinreichend  (§  578),  daß  die  Jacobische 
Matrix  dieser  drei  Funktionen  lauter  verschwindende  Minoren  zweiter 
Ordnung  hat.     Da  nun 

ist,  so  lautet  die  in  Bede  stehende  Matrix 


r     8     rx  +  sy 
s     t     sx  -f  ty 


und  ist  äquivalent  mit 


r     8     0 
s     t     0 


Sollen  alle  ihre  Minoren  zweiter  Ordnung  null  sein,  so  ist  dazu  not- 
wendig und  hinreichend  das  Verschwinden  von  rt —  s*.  Also  charak- 
terisiert die  Relation  r/ —  5*  =*  0  die  abwickelbaren  Flächen. 
Mit  andern  Worten,  diese  Flächen  sind  die  einzigen,  welche  aus  lauter 
parabolischen  Punkten  bestehen  (§  663).  Man  beachte,  daß  bei  den 
windschiefen  Regelflächen  immer  rt  —  s*  <  0  ist,  weil  durch  jeden  Punkt 
sicher  eine  reelle  Asymptotenlinie  hindurchgeht,  nämlich  die  geradlinige 
Erzeugende.  Auf  den  abwickelbaren  Flächen  fallen  die  beiden  Scharen 
von  Asymptotenlinien  in  eine  zusammen,  die  Schar  der  geradlinigen  Er- 
zeugenden; es  gibt  aber  außerdem  eine  isolierte  Asymptotenlinie,  nämlich 
die  Rückkehrkante.  Dies  widerspricht  nicht  dem  früher  Gesagten,  da  man 
leicht  konstatieren  kann  (§  694,  b),  daß  auf  der  Rückkehrkante  r,  $,  t  un- 
endlich werden. 

676*  Es  werde  nunmehr  eine  zweifach  unendliche  Schar  von 
Flachen  betrachtet,  die  durch  die  Gleichung  f(z,  y,  e>  a,  6)  —  0  für 
alle  Paare  von  Werten  der  Parameter  a,  b  dargestellt  werden.    Nach 
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Fixierung  einer  Fläche  S,  die  einem  gegebenen  Paare  (oq9  60)  ent- 
spricht; wähle  man  willkürlich  eine  Funktion  q>  und  setze 

b*=b0  +  <p(a)  —  <p(aQ). 

Man  wird  auf  solche  Weise  zu  dem  früheren  Fall  zurückgeführt  und 
erhält  auf  S  eine  besondere  Charakteristik,  die  der  gegebenen  Funk- 
tion <p  entspricht.  Wählt  man  nun  aber  für  <p  alle  möglichen  Funk- 
tionen, so  gehen  die  unendlich  vielen  so  erhaltenen  Charakteristiken 
alle  durch  gewisse  Punkte  von  S.  In  der  Tat  genügt  die  einer 
gegebenen   Funktion  qp   entsprechende   Charakteristik   der   Gleichung 

li  +  J^M-o. 

und  es  gehören  ihr  folglich  diejenigen  Punkte  von  S  an,  in  welchen 

man  gleichzeitig    ,     =0,     '  =  0  hat.     Diese  Punkte  sind,  wie  man 

sieht,  unabhängig  von  der  Wahl  von  qp.  Man  hat  also  in  diesem 
Falle  nicht  wie  früher  auf  jeder  Fläche  eine  Linie,  sondern  vielmehr 
diskrete  Punkte,  die  beim  Variieren  der  Fläche  die  Enveloppe  der 
betrachteten  Schar  bilden.  Die  Gleichung  dieser  Enveloppe  ergibt 
sich  durch  Elimination  von  a  und  b  aus  den  Gleichungen 

'         >    ?a         >     db       J' 

Auch  in  diesem  Falle  berührt  die  Enveloppe  alle  eingehüllten 
Flächen.  Insbesondere  läßt  sich  jede  beliebige  Fläche  als  die  Enve- 
loppe ihrer  Tangentialebenen  betrachten. 

(>77.  Manchmal  ist  die  Flächenschar  gegeben  durch  die  Gleichung 
f(r,  //,  £,  «,  b,  v,  .  .  .)  =  0,  und  zwischen  den  n  Parametern  hat  man 
v  Relationen  <p  =  0,  tf»  =  0,  .  .  .,  wobei  v  =  n  —  1  oder  v  =  n  —  2 
ist,  je  nachdem  die  Schar  einfach  oder  zweifach  unendlich  ist.  Um 
alsdann  die  Gleichung  der  Enveloppe  zu  finden,  muß  man  ausdrücken, 
daß  in  der  Matrix 


cf 

of 

ff 

da 

cb 

n; 

?.? 

Irrp 

'? 

r.a 

cb 

f.Tb 

c+ 

r.ytf 

?n 

rb 

rc 

•       •       • 


alle  Minoren  (v  -f  l)-ter  Ordnung  gleich  Null  sind.  Man  erhalt  auf 
diese  Weise  u  -  v  Relationen,  und  die  gesuchte  Gleichung  ergibt  sich 
dureli  Elimination  der  n  Parameter  aus  der  Gleichung  der  Flächen- 
schar,  den  v  gegebenen  Relationen  zwischen  den  Parametern  und  den 
n  —  v  erhaltenen  Relationen.     Es  kann  auch  vorkommen,  daß  in  der 
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Gleichung  der  Flachenschar  die  Parameter  und  die  Koordinaten  nicht 
explicite  vorkommen,  d.  h.  daß  die  Gleichung  in  der  Form  f(u,  v,  w, . . .)  =  0 
gegeben  ist,  wo  ufv,w}  ...  Funktionen  von  x}  y,  z  und  den  Para- 
metern sind;  es  ist  aber  klar,  daß  in  diesem  Falle  die  partiellen  Dcri- 
vierten  nach  einem  Parameter  a  gebildet  werden,   indem  man  z.  B. 

nimmt 

df  du  ,    df  cv    ,    df  dw   . 
du  da       dv  da       dto  da    ' 

678.  Übungen,  a)  Um  die  Enveloppe  der  zu  einer  gegebenen 
Fläche  /*(#,  y,  *)  =  0  in  Bezug  auf  ein  Zentrum  Q  nomothetischen 
Flächen  zu  bestimmen,  bemerke  man  zunächst  folgendes.  Sind  £,  77,  f  die 
Koordinaten  von  Q  und  setzt  man 

so  stellt  die  Gleichung  F(t)  =  0  für  jeden  Wert  von  t  eine  jener  Flächen 
dar,  insbesondere  für  t  =  1  die  gegebene  Fläche.  Da  nun  aber  die 
Gleichung  der  Enveloppe  durch  Elimination  von  t  aus  F(t)  «0  und 
F'(t)  =  0  entsteht,  so  sieht  man  (§  661),  daß  die  gesuchte  Enveloppe 
der  Kegel  ist,  welcher,  vom  Scheitel  Q  aus,  der  gegebenen  Fläche  um- 
beschrieben ist.  Gibt  man  z.  B.  ein  auf  seine  Achsen  bezogenes  Ellipsoid 
und  setzt 

'--•+25.  «--'+25.  «--i+25, 

so  findet  man  F(t)  —  (f  +  f0  —  2  ft)  t*  —  2  (f0  —  ft)t  +  fa  und  es  genügt 
auszudrücken,  daß  die  Diskriminante  dieser  Funktion,  ff0  —  /i*,  null  ist, 
um  die  Gleichung  des  dem  Ellipsoid  umbeschriebenen  Kegels  zu  finden: 

Vä« +  5*  +  ^  "  * )  W  +  &'  +  7  "  V      U1"  +  &*"  +  ^  ~  V  " 

b)  Man  nennt  Tubus  oder  Kanalfläche  die  Enveloppe  einer  ein- 
fachen Unendlichkeit  gleich  großer  Kugeln.  Man  braucht  nur  die  Gleichung 
der  Kugel 

(X  -  *?  +  (Y-y)>  +(Z-  *)»  -  *» 

zu  deri vieren,  indem  man  x,y,z  als  Funktionen  des  Bogens  der  Mittel- 
punktskurve (des  Ortes  der  Mittelpunkte  der  eingehüllten  Kugeln)  be- 
trachtet, um  zu  erhalten 

(9)  a(X  -  x)  +  b(Y -  y)  +  c(Z  -  z)  =  0 

und  zu  erkennen,  daß  die  Charakteristik  in  der  Normalebene  der 
genannten  Kurve  liegt  Daraus  folgt,  daß  ein  Tubus  sich  betrachten 
läßt  als  erzeugt  von  der  Peripherie  eines  konstanten  Kreises,  dessen 
Mittelpunkt  in  jedem  Augenblick  senkrecht  zur  Ebene  dieses  Kreises  fort- 
rückt. Zur  Gleichung  des  Tubus  gelangt  man,  indem  man  aus  den  beiden 
obigen  Gleichungen  die  einzige  unabhängige  Veränderliche  s  eliminiert,  als 
deren  Funktionen  #,  y,  xr,  a,  6,  c  vorausgesetzt  werden.  In  ganz  ähnlicher 
Weise  verfährt  man,  um  die  Enveloppe  einer  beliebigen  einfachen  Unend- 
lichkeit von  Kugeln  zu  finden.     Vorher  hat  man  auf  der  rechten  Seite 
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von  (9)    —  B  -j-   an  Stelle  von  0  zu  setzen.     Die  Charakteristik  ist  also 

im  allgemeinen  kein  größter  Kreis  der  Kugel  und  nur  dann  reell,  wann 
der  absolute  Betrag  von  dB/ds  die  1  nicht  übertrifft.  Mit  andern  Worten, 
es  gibt  keine  reelle  Enveloppe,  wenn  die  Kugel  sich  rascher  vergrößert 
oder  verkleinert  als  ihr  Mittelpunkt  fortschreitet.  Insbesondere  reduziert 
sich  für  .R-=s+Const.  die  Enveloppe  auf  eine  Kurve,  eine  Evolvente 
(§  671)  der  Mittelpunktskurve;  und  die  Kugeln  verhalten  sich  (vgl.  §  626, f) 
wie  die  oskulierenden  Kreise  einer  ebenen  Kurve.  Dagegen  sind  die  eska- 
lierenden Kugeln  einer  gewundenen  Kurve  immer  von  einer  Flache  um- 
hüllt, dem  Ort  der  oskulierenden  Kreise  dieser  Kurve. 

c)  Wir  wollen  uns  die  Aufgabe  stellen,  die  Enveloppe  der  Ebenen 
ctx  +  ßy  +  yz  =  l  zu  rinden  unter  der  Voraussetzung,  daß  der  Abstand  / 
mit  den  Richtungskosinus  <*,  0,  y  durch  die  Relation 

(io)  rr^  +  Ä  +  jr^-o 

verbunden  ist.  Hier  sind  «,  /?,  y,  l  die  Parameter,  und  sie  genügen  der 
Bedingung  (10)  und  der  andern  a%  +  ß*  +  y%  =»  1.  Man  muß  also  (§  677) 
die  Matrix 

tt  ß  y         0   i 

x  y  z         1 

«  ß  v 


betrachten,  wo  wir  zur  Abkürzung 

*-    -lai  -    .         *Pa        i        h* 
°       m y»t\«  1"  tn mm  "T" 


gesetzt  haben.     Mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  Transformationen   kann  man 
die  obige  Matrix  in  die  folgende  überführen: 

;       —  <s  —  ,.'  -_.       ^  <f  —  sm-^-m     —<s  —  ,.  '    .      0 

et 


1 

y           i 

;                1 

J1  —  a« 

ß  °     /»  —  6« 

yff       J»-c» 

1 

1 

1 

1 

0 

1  

Soll   dieselbe  lauter  verschwindende  Minoren   dritter  Ordnung    haben,    so 
muß  sein 

x  1  y  1  z  1 


TT  *  —  ;i  _„*  —   ä  *  —  ?«~  "i.i  *  TT  *  "■* 


a 


J1  —  «1        (J  71  — 61        y  w       *■  — c» 


Den  gemeinsamen  Wert  dieser  drei  Größen  erhalt  man,  indem  man  die 
erste  mit  <*',  die  zweite  mit  /?*,  die  dritte  mit  y*  multipliziert  und  alle 
drei  addiert.  Auf  solche  Weise  findet  man,  wenn  man  sich  an  (10)  er- 
innert, /<y,  und  es  ist  daher 

i      i        *  a  ia   i        I         ß  iily 
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Durch  Quadrieren  und  Addieren  erhält  man  noch 

Mithin  kann  man  schreiben 

x  -  jnrji^  -  <*'  +  jj)  -  jrz^i  (*'  +  y*  +  *'  -  «')    ".  s.  w., 

also 

x  lec  y  Iß 


* ?y 

Multipliziert  man  noch  mit  x,  y,  z  und  addiert,  so  findet  man  die  Gleichung 

^TT <r* ^TT     lax    __    ,  ^?      «'  J_  ^TT       f«1       __ 

__£,  a»4.y«  +  *»-a*~~_£  J1—  a*~~  '  _£  l*—  a*  +  <r  _£  (|«_ a1)1  ""     ' 

die  leicht  auf  folgende  einfachere  Form  reduzierbar  ist: 

"i    i    «s  _i_  *4t  i   -t i» «    i    IT~r~ITi~rTi      ^i        **• 


Die  gesuchte  Enveloppe  ist  also  (§  384,  d)  die  Wellen  fläche. 

679.  Eine  nützliche  Anwendung  der  vorhin  entwickelten  Theorie 
und  insofern  von  Wichtigkeit,  als  sie  eine  Ergänzung  zur  Kurven- 
theorie liefert,  ist  die  Aufsuchung  der  Enveloppen  der  Seiten- 
flächen des  Fundamentaltrieders  einer  beliebigen  Kurve.  Be- 
trachtet man  in  jeder  der  drei  Gleichungen 

J£a(X-*)-0,    J£a(X-x)  =  0,    J2a(X-s)  =  0, 

welche  die  Normalebene,  die  oskulierende  Ebene  und  die  rekti- 
fizierende Ebene  darstellen,  x,  y}  . . .,  v  als  Funktionen  des  Bogens  s, 
die  den  bekannten  Relationen  (§  638) 

dx  __  da  __  l        da  __  X        dl  __         a         a 

ds"~a>     37  ~~  7  >     5»  ~~  %  >     ds  "  ~  7  ~  T     u-  B-  w- 

genügen,  so  erhält  man  durch  Derivation  bezüglich 

(11)  J£i(X-*)-p,    J£i(_--_;)-0,    Jgl'(X- x)  -0. 
Dabei  ist  in  der  letzten  Gleichung  gesetzt 

(12)  Z'=  asinqp  +  «cosqp,  m'=«  ftsinqp  +  ßcosqp,  n'=-csinqp  +  ycosqp 

mit  tgqp  =  t/^.     Es  gilt  also  folgendes: 

a)  Wie  vorauszusehen  war,  umhüllen  die  oskulierenden  Ebenen 
die  Devdoppable  der  Tangenten,  d.  h.  diejenige  abwickelbare  Fläche, 
welche  als  Rückkehrkante  die  betrachtete  Kurve  zuläßt. 

b)  Die  Enveloppe  der  Normalebenen  heißt  die  Polardeveloppable 
und  ist  der  Ort  der  Achsen  der  oskulierenden  Kreise.  Offenbar 
kann   irgend   eine   Gerade   der  Normalebene,  die  eine   abwickelbare 


L.n  Wendungen   ■■"'I'  ■  li-1     :  «i  *7t— «*■ 

Fläche  erzeugt,  deren  Rückkehrkant*  nur  auf  der  Achse  des  eska- 
lierenden Kreises  berühren.  Daraus  folgt  sofort,  daß  die  Pnlar- 
developpable  einer  Kurvt-  aueh  der  *'rt  der  Evolul 
ist;  und  mau  kann  auf  Grund  einer  früheren  Bemerkung 
hinzufügen,  daß  die  genannten  Evoluten  geodätische  Linien  der 
Polardeveloppablen  sind.  Um  die  Rückkebrkantc  dieser  Fläche  zu  be- 
stimmen, muß  man  noch  die  erste  der  Gleichungen  ;lli  deriviereu 
Man  gelangt  so  zu  dem  System 

JS*«(X-«0-o,  ^a(X-*)-fl   2«(X-*)«-*J; 

welches  (§650)  für  X,  Y,  X  die  Werte  g,  »,,  J  liefert,  die  Koordi- 
naten des  Mittelpunkt«  der  oakulierenden  Kugel.  AJao  iet  die  Itflck- 
ktlirk;i;ite  der  Polardeveloppablen  der  Ort  der  M  it  teltinnkt* 
der  oskulierenden  Kugeln. 

e)  Endlich  heißt  die  von  den  rektifizierenden  Ebenen  Bingenflltte 
l-'liiclii*  ilie  nltifizii-rmide  Developpdblc.  Sie  enthält  die  Kurs,' 
trifft  die  Erzeugenden  unter  eiuem  Winkel,  der  in  .>!!.■■ 
variabel  ist  und  einzig  von  dem  Verhältnis  ihrer  Krümmungen  ab- 
hängt. Auf  jener  Fläche  ist  die  betrachtete  Kurve  offenbar  eine 
geodätische  Linie.  Will  man  ferner,  um  die  Itüekkehrkant* 
der  rektifizierenden  Dcveloppahlen  einer  Kurve  zu  bestimmen,  den 
Abschnitt  /  kennen,  der  von  dieser  Kurve  auf  der  Kr/:-. 
von  der  Rück  kehrkante  ans  gerechnet,  abgegrenzt  wird,  so  tuufl  rau 
die  dritte  Gleichung  (II)  derivieren.  Beachtet  man,  daß,  wenn 
I,iii,ii  die  Kit'htungskosinus  iier  Erzeugenden  sind,  nach  i  i I?  ■  (//"=  Idf 
ilm'=  milif-,  ((«'—  nrfif   ist,  «■•  erhält   man  durch   jene  Denvatiou 


%2i(x-4-2ru  -»in», 


d.  h.  hiif  -  sin  9,    ils      Auf  diese  Weise  wird  u.  a,  klar,  weshalb  nm 
die  zylindrischen  Schraubenlinien  (§655,  c    /\  limine I 
Flächen  zulassen. 


Krümmung. 

680.     Theorem   von   Meuanier.      Wir    wollen    das    Stod 
Flexion   der  auf  einer  Fläche   gezogenen  Kurven  in   angriff  nehmen, 
und  zwar  betrachten  wir  in  einem   Punkt*    M  eine  Kurve,  deren  Tan 
■    Biehtnng   (o,  /',  0)   hat,   und   deren  Hauptnormal" 
;  rui.ili-  den  Wink«]  n    bildet     Bin  Punkt    U 
zu   M  unendlich  beiiachhurt  ist,   möge    sich   in    I'  aaf  die  Tangential- 
ebene   projizieren    und    in    y   auf  die  Tangente.       Yc  mach  billigt    man 
die  Intinitesimalen   von   höherer  als  zweiter  Ordnung,  so   kann   man 
Ii-ii    Punkt   M'  als    in    der   "okulierenden    Ebene    U.-g.-nd    be 
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trachten,  sodaß  M'Q  parallel  zur  Hauptnormale  wird,  wie  M'P  pa- 
rallel zur  Flächennonnale  in  M  ist.  Es  ist  also  in  dem  Dreieck  M'PQ 
der  Winkel  M'  gleich  q>,  die 
Seite  M 'P  hat  (§  663)  die  Länge 

.  ___  rdx*  +  2sdxdy  -j-  tdy* 

und  die  Seite  M'Q  ist  (§643) 
gleich  d6*/2Q,  wenn  man  mit  d<f 
das  Differential  bezeichnet,  durch 
welches  die  Länge  des  Bogens  MM* 
ersetzbar  ist.  Setzt  man  die  an- 
gegebenen Werte  in  die  Relation 
M'P  =  M'Q  •  cos  q>  ein,  so  erhält 
man 

cos«?       ra*  +  2 8 ab  -f-  tb* 


(13) 


Wir  wollen  jetzt  alle  Kurven  auf  der  Fläche  betrachten,  die  einander 
in  M  berühren,  und  unter  ihnen  diejenige  auszeichnen,  welche  in  der 
durch  die  gemeinsame  Tangente  (a,  b,  e)  und  die  Flächennormale  be- 
stimmten Ebene  liegt  und  ein  Normalschnitt  heißt.  Für  alle  diese 
Kurven  hat  die  rechte  Seite  von  (13)  einen  einzigen  Wert,  und  man 
kann  daher  dasselbe  von  der  linken  Seite  sagen.  Daraus  folgt,  wenn 
q0  der  Krümmungsradius  des  Normalschnitts  ist, 


C08<p 
9 


Qö 


d.  h.  q  *=*  Q0cö8<p 


vorausgesetzt,  daß  q0  endlich  ist.  Man  erhält  also  das  Krüm- 
mungszentrum einer  beliebigen  Kurve  der  Flache  in  einem 
Punkte  M,  indem  man  auf  die  oskulierende  Ebene  das  Krüm- 
mungszentrum desjenigen  Normalschnittes  projiziert,  der 
die  Kurve  in  M  berührt. 

681.  Beispiele,  a)  Auf  der  Kugel  sind  die  Normalschnitte  größte 
Kreise,  und  der  Mittelpunkt  der  Kugel  ist  ihr  gemeinsames  Krümmungs- 
zentrum. Daraus  folgt  bei  Anwendung  des  Theorems  von  Meusnier,  daß 
das  Krümmungßzentrum  in  einem  Punkt  einer  sphärischen  Kurve 
die  Projektion  des  Mittelpunkts  der  Kugel  auf  diejenige  Ebene 
ist,  welche  die  Kurve  in  dem  betrachteten  Punkte  oskuliert. 
Diese  Eigenschaft  ergibt  sich  auch  aus  dem  Umstand  (§  650),  daß  bei 
einer  beliebigen  Kurve  der  oskulierende  Kreis  der  Schnitt  der  oskulierenden 
Kugel  mit  der  oskulierenden  Ebene  ist. 

b)  Auf  einer  Rotationsfläche  sind  die  Parallelkreise  im  allgemeinen 
schiefe  Schnitte.  Ihre  Krümmungszentra  gehören  der  Rotationsachse  an; 
und  da  ihre  Ebenen  senkrecht  zu  dieser  Achse  sind,  so  gehören  auch  die 
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Krßmjnungszentni  der  die  Piirallelkmse  berührenden  Norm»! »c hni :t*  -i, 
Rotationsachse  an.  Polglich  hat  der  ebene  Schnitt,  der  in  ei 
Punkte  M  oiuer  Rotationsfläche  senkrecht  zum  Meridian  an* 
gefuhrt  ist,  Bein  dem  Punkte  M  entsprechendes  Kranunang* 
/ontrum   auf  der   Rotationsachse. 

ßK2.    Für  eine  AsymntotenÜuie  und  für  alle  Kurren  der 
die  sie  in  einem  gegebenen  Punkte  M  berühren,  ist  die    l 
von  (13)  null,  und  man  hat  daher   """T  =  0.      Diese    Relation    wird 

von   den   Ajymptotenlinien   in  jedem   Punkte  erfüllt,   da    tp  =  *-    ist, 

wiilirciid    I/o   im  nllgo  in  einen  von  Null    verschiedeil   ist.      Dagegen    i« 
für  iille   Kurven,    die    in    M  eine   oskulierende  Gerade  berühren,    ab« 
nicht   von  der  Tangentialebene  der  Fläche  oskuiiert  werden,  tp  Ton  s 
verschieden,   und    es    muß    daher   sein    1/p  —  0,    wie  wir  auf  ander« 
Wege  in  S  ,i,;:l  erkannt  haben.      Es    hat  also  z.  R.  jeder  Schnitt,  di 
iinl'  der   Fläch*  durch  eine  Ebene  hervorgebracht,  wird,  die  nur 
rii.,'  der  oaknlier*uden  Geraden  in  .1/  hindurchgeht,  in  diesem  Punkte 
die  Flexion  Null      Betrachtet  mau  dagegeu  deu  Schnitt,   der  auf  der 
Fttchfl  durch  die  Tangentialebene  in  M  hervorgebracht  wird,  so  findet 
mim,  diili   jeder  Zweig  des  Schnittes   in   .1/  eine  Flexion   hat, 
die  gleich  iwei  Dritteln  der  Flexion  der  berührende!: 
totenlinie   in    dem    genannten    Funkte    ist.      Dieses    interessante 
Theorem    von    Beltrami')    wird    in    §   704   bewiesen    werden.      Man 
sieht,  daß  das  Theorem  von  Meusnier  uicht  gültig  ist  für  die 
wi-leliM  die   oskulierenden    fiernden    berühren,   sei    es,    weil    die  daraui 
hervorgehende  geometrische  Konstruktion   nicht  mehr  anwendbar  ist 
sei    es,    weil    die   unendlich    vielen    von   der  Tangentialebene   in  einen 
Punkte  oskulierten  und  daselbst  einander  berührenden  Karl 
dieselbe  Flexion  haben. 

683.    Normalkrümmung    und    geodätisch©    Krümmung.      Di" 
Hröße ,  welche  die  Flexion  des  die  betrachtete  Kurve  berührenden 

9 

Normal  Schnittes  mißt,  heißt  die  Nor7»aikrümmuHg,  während 
mit  dem   Namen  yci»iütiarUv  Kiümuuijkj  helegt.      Die  Achse  des  oku- 
lierenden  Kreises  trifft  die  Ebene  des  genannten  Schnitte 
Punkte  C0  (dem  Zentrum  der  Normalkrümmung)  und  die  Tangential 
ebene  in   C,  (dem  Zentrum  der  geodätischen  Krümmung).     iL 
Krümmungen  werden  offenbar  ausgedrückt  durch  die  reziproken  W-r 
der   Langen   MC0   und   M<\   (der  Radien  der  Noruialkrüur 

1)  „Nouvelles  Annale«  de  Mathematiquee"  1S6B,  p.  868.     Siebe  aueli  tnrt 
„Natürliche  Oeometrie",  deutsche  Autgabe,  S.  888. 


§§  683—684 


Krümmung. 


657 


der   geodätischen    Krümmung).      Man   beachte,    daß    die   geodätische 
Krümmung  nichts  anderes  ist  als  die  Krümmung  der  Projektion  der 
Kurve  auf  die  Tangentialebene.     In  der  Tat  ist 
auf  Grund  des  Theorems  von  Meusnier  auf  dem     V  »« 

Zylinder,  der  die  Kurve  auf  die  Tangential- 
ebene   projiziert,    die   Krümmung   des   Normal- 

Schnitts,  der  diese  Kurve  berührt,  gerade  — —  • 

Zu  dem  Begriff  der  Normalkrttmmung  und  der 
geodätischen  Krümmung  wird  man  in  der  natür- 
lichsten  Weise  geführt,  wenn  man  die  Richtungs- 
änderung der  Tangente  untersucht.  Die  Drehung 
(§  637)  derselben  gegen  die  Flächennormale  ist 

o  =  ££,da  =  e££k  =  £Cos<p.  _.   M 

~  Fig.  8«. 

Dagegen  ist  die  Drehung  derselben  Geraden  gegen  die  Senkrechte, 
die  man  zu  ihr  in  der  Tangentialebene  ziehen  kann  und  die  ihrer 
Richtung  nach  durch  die  Kosinus  JE',  9TU,  9U  definiert  ist, 

-££!da-62£,'k 


(O 


tsinqp. 


Die  Richtungsänderung  e  der  Tangente  im  Räume  läßt  sich  also  be- 
trachten als  Resultante  der  Drehungen  (o  und  ra',  deren  Verhältnisse 
zu  ds,  nämlich 


ds 


C08<p 


CO 

da 


sinqp 


gerade  die  Normalkrümmung  und  die  geodätische  Krümmung  sind. 
Die  erste  dient  folglich  zur  Messung  der  mehr  oder  weniger  großen 
Biegung  der  Kurve  außerhalb  der  Fläche,  während  die  zweite  da- 
gegen zur  Messung  der  Deviation  auf  der  Fläche  dient  Es  ist 
von  Wichtigkeit  zu  bemerken,  daß  die  geodätischen  Linien  in 
jedem  Punkte  eine  verschwindende  geodätische  Krümmung 
haben,  während  bei  den  Asymptotenlinien  die  Normalkrümmung 
null  ist  Mit  andern  Worten,  wenn  ein  Punkt  sich  längs  einer  geo- 
dätischen Linie  bewegt,  so  kann  man  sagen,  daß  die  Tangente  der 
durchlaufenen  Kurve  sich  immer  normal  zur  Fläche  verschiebt. 
Dagegen  vollzieht  sich  die  Richtungsänderung  der  Tangente  einer 
Asymptotenlinie  immer  tangential  zur  Fläche. 


684«  Die  Krümmung  eines  Normalschnittes  ist 

1  ara*  +  *8ab  +  tb* 

9  ™ 


(14)  , 

Um  eine  geometrische  Vorstellung  über  das  Variieren  von  q  zu  er- 
halten für  den  Fall,  daß  der  Schnitt  sich  um  einen  Punkt  M  dreht, 
verlegen   wir   den  Anfangspunkt   nach  M  und   richten   die   jer- Achse 

Cetiro,  Amüjtit.  42 
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normal    zur   Flüche,   sodaß  p  =  q  =  c  =  0    ist.      Setzt    muri    a 
und  infolgedessen  b  =  s\n.6,  so  wird  die  Formel  (14) 


(Iß) 


■ccoa*fl  -f  2s  cos  0  sinö  -\-  /sin*0. 


Man  trage  nun  auf  jeder  Tangente,  von  M  aus,  eine  Strecke  ab,  « 
durch  die  Quadratwurzel  aus  dem  absoluten  Betrage    des  zugehörige! 
Krümmungsradius  gemessen  wird.    Der  Endpunkt  des  so  kOQi 
Radiusvektors  hat  in  der  Tangentialebene  die  Koordinaten 

x  =  y±  p  ■  cos  0,      U  -  V  ±  V     sin  0 , 
welche  auf  (irund  von  (15)  der  Gleichung 

raf*  +  2sxy-\-  /j'=±l 
genügen.  Also  (§  (564)  variiert  in  jeden  Paukte  die  Krün 
der  Normalschnitte  (von  einem  Schnitt  zum  andern)  n 
gekehrten  Verhältnis  des  Quadrates  des  entsprechenden 
Durchmessers  der  Dupinschen  ludikatrix.  Inaheeonde 
null  bei  den  durch  die  Dekalierenden  Geraden  bestimmten  Schnitt« 
und  erreicht  ihren  kleinsten  und  ihren  größten  Wert  bei  den  Schnitten 
welche  den  Achsen  der  ludikatrix  entsprechen.  Diese  letzteren  Schnitt.- 
nennt  man  die  Hauptschuitte.  Die  Krümmungen  1/p,  und  I/o, 
der   EUapteehnitte  sind  die  Hauptkrüniroungen. 

ti85.    Theorem  von  Euler.     Wenn  wir  die  Figur  auf  die  Achsen 
der    Indikatrix     beziehen,    so     verschwindet    in    (15)     (hu    Qlfed 
cos 0  sin 0;  und  da  för  ö  —  0  sein  muß  p  =  p,,  wie  für   0  =-   j 
muß  p  —  fffl  so   hat   mau    1/p,  ■-  r,   1/p.  —  /   und  daher 

1   _  poa*fl        siu'ti 

e  -    e.  ft 

Dies    ist    das   Theorem    von   Euler.      Schreibt   man   die    ro] 
Gleichung  in  der  einen  oder  andern  der  folgenden  Weinen 

1  -  -  =  ('  -  '-Uiu'e,     -  -  1  -  ('  -    !  \cm'$, 

P        Pi         \Pt        t'i  I  V,         V        \v,        e,  / 

und   nimmt,    um    einen    bestimmten   Fall   zu    haben,    I», 
so  zeigt  sich  sofort,  daß  mau  immer  hat 


In  den  elliptischen  Punkten  sind  p,  und  p^  von  demselben 
d.h.  die  beiden  Hhuptkrammangszentra,  ' ',  and  < ',,  befinden  sich  auf 
einer  and  derselben  Seite  der  Tangentialebene.  Da  nun  aus  der  za- 
h-tyt  erhaltenen  Einschränkung  folgt,  daß  ^  zwischen  p,  und  p,  ent- 
i'in  muß,  isit  sielit  man,  daß  die  Krummuugszentr»  der 
amlschuitte  alle  auf  die  Strecke  <  \< ',  fallen.     In  den  hyp. 
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bolischen  Punkten  dagegen  trennt  die  Tangentialebene  C\  von  C2,  und 
q  kann  positiv  oder  negativ  sein.  Im  ersten  Falle  bat  man  (>  ^  p2  >  0 
und  im  zweiten  q  <^  px  <  0,  sodaß  die  Krümmungszentra  aller 
Normalschnitte  außerhalb  der  Strecke  CXC%  zu  liegen  kommen. 

686.  Die  Theoreme  von  Euler  und  von  Meusnier  zeigen,  daß 
es  genügt,  die  beiden  Hauptkrümmungen  in  einem  Punkte  M 
einer  Flache  zu  kennen,  um  die  Flexion  jeder  beliebigen 
Kurve  zu  kennen,  die  auf  der  Fläche  durch  M  gezogen  ist,  vor- 
ausgesetzt, daß  die  Kurve  nicht  von  der  Tangentialebene  in  M  osku- 
liert  wird.  Es  ist  also  von  Wichtigkeit,  daß  man  die  Haupt- 
krümmungsradien in  einem  Punkte  einer  Fläche  zu  bestimmen 
weiß.  Nach  Formel  (14)  reduziert  sich  die  Frage  auf  die  Bestimmung 
des  Minimums  und  des  Maximums  des  Trinoms  ra%  +  2sab  +  tb*. 
Dabei  ist  bekannt,  daß  zwischen  den  Veränderlichen  a  und  b  die  Re- 
lation 
(16)  (1  +  i>>)  a2  +  2pqab  +  (1  +  g2)  ¥  -  1 

besteht,  die  man  durch  Elimination  von  c  aus  a2  +  b2  -+-  c2  =  1  und 
der  Orthogonalitätsbedingung  pa  +  qb  —  c  =  0  für  die  Tangente  und 
die  Flächennormale  erhalt.  Wiederholt  man  hier  eine  unter  all- 
gemeineren Bedingungen  bereits  ausgeführte  Rechnung  (§  384,  c),  so 
wird  man  dazu  geführt  zu  setzen 

ra  +  sb  =  k[(l  +pr)a+pqb]y 

sa  +  tb  =Jc  [pqa  +  (1  +  q*)  b]. 

Eliminiert  man  h,  so  erhält  man  eine  neue  Gleichung  in  a  und  b, 
welche  zusammen  mit  (16)  zur  Bestimmung  der  Achsenrichtungen  der 
Indikatrix  dient,  mithin  zur  Bestimmung  der  Hauptschnitte.  Eli- 
miniert man  dagegen  a  und  6,  so  findet  man 

r  —  ä;  (1  +  jp2)     s  —  Jcpq 

s-kpq  t-k(l  +  q*) 


(«) 


0, 


d.h. 

(18)    rt  -  s2  -  [(l+f)r-  2pqs  +  (1  +p*)(\k  +  (1  +p*  +  q*)k*  =  0. 

Multipliziert  man  andererseits  die  erste  der  Gleichungen  (17)  mit  a, 
die  zweite  mit  b  und  addiert  dann  beide,  so  erhält  man 

ra%  +  2sab  +  tb*  =  fc[(l  +  p*)a*  +  2pqab  +  (1  +  g2)62]  =  A\ 


Also  stellt  k,  dividiert  durch  Y  1+p*  +  q*,  gerade  den  kleinsten 
oder  größten  Wert  von  1/q  dar;  und  da  die  Wurzeln  kx  und  Z#8  der 
Gleichung  (18)  durch  die  Relationen 

^fÄ»  i+p*  +  q*  '      hlh*        l+P*  +  q* 

verbunden  sind,  so  hat  man 

42* 
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Dies  sind  die  Formeln,  die  zur  Ermittelung  der  Hauptkrümmungen 
dienen.     Setzt  man 

P  cor  _  0 


je=  , *  _ -,   m 


1/1+ *■+€■'  yi+j^+f1' 

so  erkennt  man  durch  eine  leichte  Rechnung,  daß  man  den  Formeln  (19) 
auch  die  kürzere  Form 

(20)  H=  j-  +  -^ ,      ÜT  =  ^^- 

gehen  kann,  wenn  man,  wie  es  üblich  ist,  mit  ff  und  K  die  Summe 
und  das  Produkt  der  Hauptkrümmnngen  bezeichnet. 

687.  Wir  wollen  uns  hier  einen  Augenblick  unterbrechen,  um 
zu  bemerken,  daß  in  den  Formeln  (20)  bei  den  partiellen  Derivationen 
x  und  y  als  unabhängige  Veränderliche  vorausgesetzt  werden.  Offen- 
bar könnte  man  z.  B.  H  auch  in  einer  der  beiden  folgenden  Weisen 

ausdrücken: 

aSTt       091        091    ,d£m 

dy         dz  7       dz        dx 

Es  haben  dann  aber  die  partiellen  Derivierten  in  Bezug  auf  eine  ge- 
gebene Veränderliche  in  den  drei  Ausdrücken  verschiedene  Bedeu- 
tungen. Will  man  z.  B.  statt  z  die  Veränderliche  y  als  Funktion  der 
beiden  andern  betrachten,  die  als  unabhängig  vorausgesetzt  werden, 
so  hat  man,  wenn  die  unter  dieser  Voraussetzung  genommenen  Deri- 
vierten durch  Klammern  gekennzeichnet  werden, 

di  =  \cx)  +  p  \dz)  >       dy~q  \bz~J 
und  daher 


c£      £9R 
tx  "*"   cy 


63 +*6f> +.(£)-($+&)• 


Ebenso  ist 


£  (JE,  91)  g  (JE,  91) 

d(x,y)         *  3(*,f)"" 


Eliminiert  man  die  Derivierten  von  9TL  mit  Hilfe  der  Relationen 

c£         £911  =  £91  cJE         0911^091 

*  ex.       *  ex   ***  dx  '      *  cy       ■*  dy    "  dy  7 
so  findet  man 

<7(JB,9H)  =  l  3  (JE,  91)  3  (JE,  91) 

688«  Mittlere  Krümmung.  Man  verdankt  Sophie  Germain 
den  Begriff  der  mittleren  Krümmung.  Man  versteht  darunter  das 
arithmetische  Mittel  £  H  der  Hauptkrümmungen.    Um  diese  Benennung 
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zu  rechtfertigen;  bemerke  man  zunächst  folgendes:  Wenn  q  und  q' 
die  Krümmungsradien  von  irgend  zwei  zueinander  senkrechten  Normal- 
schnitten sind;  so  hat  man  nach  der  Eulerschen  Formel 


1            CO8*0 

9            9i 

+ 

sin*0 
9,    ' 

1 
9 

i 

sin*0 
9i 

+ 

CO8*0 

mithin  nach  Addition 

>-  +  ± 
9         9 

= 

H. 

Wir  wollen  nunmehr  2n  Tangenten  betrachten,  die  um  M  herum  gleich- 
mäßig verteilt  sind.  Man  braucht  sie  sich  nur  in  Paare  orthogonaler 
Tangenten  angeordnet  zu  denken,  um  sich  zu  überzeugen,  daß,  wenn 
man  auch  n  ins  Unendliche  zunehmen  läßt,  das  arithmetische 
Mittel  der  Normalkrümmungen  immer  gleich  dem  Wert  von  \H 
im  Punkte  M  bleibt 

689.  Die  Flächen  konstanter  mittlerer  Krümmung  erweisen 
sich  bei  den  Kapillaritätserscheinungen  als  wichtig  und  sind  von 
Plateau1)  experimentell  hergestellt  worden.  Von  besonderer  Wichtig- 
keit sind  femer  die  Flächen  mit  der  mittleren  Krümmung  Null, 
d.  h.  die  Flächen,  bei  welchen  in  jedem  Punkte  die  Hauptkrümmungs- 
radien gleich,  aber  entgegengesetzt  gerichtet  sind.  Dies  ist  mit  der 
Aussage  äquivalent,  daß  die  Dupinsche  Indikatrix  aus  zwei  komple- 
mentären gleichseitigen  Hyperbeln  besteht,  woraus  sich  die  fol- 
gende charakteristische  Eigenschaft  ergibt:  Die  Asymptotenlinien 
schneiden  sich  in  jedem  Punkt  unter  rechtem  Winkel.  Ana- 
lytisch sind  diese  Flächen  auf  Grund  der  ersten  Formel  (19)  durch  die 
Differentialgleichung  charakterisiert 

(1  +  q*)r  -  2pqs  +  (1  +p*)t  -  0. 

Sie  führen  den  Namen  Minimalflächen,  weil  jede  geschlossene 
Kurve,  die  auf  einer  solchen  Fläche  gezogen  ist,  ein  Flächenstück 
ausschneidet,  welches  kleiner  ist  als  das  von  derselben  Kurve  auf 
einer  andern  durch  sie  hindurchgehenden  Fläche  umgrenzte  Gebiet. 
Wir  werden  das  an  einer  andern  Stelle  dieses  Buches  beweisen. 

690.  Beispiele,  a)  Ein  Beispiel  für  eine  Minimalfläche  bietet  sich 
uns  sogleich  unter  den  Rotationsflächen.  Wir  werden  sehr  bald  sehen, 
daß  der  durch  M  hindurchgehende  Meridian  einer  der  Hauptschnitte  ist; 
der  andere  berührt  in  M  den  Parallelkreis.  Die  Hauptkrümmungsradien 
sind  also  der  Krümmungsradius  des  Meridians  und  der  Abschnitt  (§  681,  b), 
den  die  Rotationsachse  auf  der  von  M  aus  gerechneten  Normalen  bestimmt. 
Diese   Radien    müssen    mm   bei   einer   Minimalfläche    entgegengesetzt   ge- 


1)  Siehe  z.  B.  den  „Cours  de  physique"  von  Ja  min  (8Uma  £d.,  t.  I, 
p.  226)  oder  das  4.  Kap.  der  „Lesons  aar  la  capillaritlu  von  H.  Poincare. 
Siehe  auch  meine  „Natürliche  Geometrie",  S.  238. 


iiiH'endiiDgen  auf 

BflbM  Min,  lind  es  muß  daher  der  Meridian  seine  kenveie  Seit*  der  F 
tation sachse  zukehren.  Kr  muß  ferner  so  beschaffen  sein,  daß  sein 
Krümmungszentrum  in  Bezug  auf  den  betrachteten  Punkt  sym- 
metrisch Hegt  zu  dem  Schnittpunkt  der  Normale  mit  einer 
festen  Geraden.  Wir  haben  früher  gesehen  (§  595,1),  daß  diese  Eigen- 
schaft der  Kettenlinie  zukommt,  und  wir  werden  im  folgenden  sehen,  daß 
sie  bei  andern  Kurven  nicht  stattfinden  kann.  Also  ist  das  Katennid 
ilie  einzige  MinirnalrotationsflBche. 
b)  Auch  das  Helikoid  mit  Leitebene  (§  655,b)  ist  eine  Minimal- 
fläche. Da  nämlich  die  Erzeugenden  die  Hauptnormalen  von  •■inwr 
zirkulären  Schraubenlinie  sind  und  zugleich  von  unendlich  vielen  andern 
(§  658,  b),  die  auf  konzentrischen  Zylindern  liegen,  so  ist  klar,  daß  diese 
Schraubenlinien  die  eine  der  beiden  Sphären  von  Asymptotenlinien  bilden 
Die  andre  Schar  besteht,  wie  auf  jeder  ItegeltlBche,  aus  den  gtndUaJflB 
Erzeugenden.  Nachdem  man  auf  diese  Weise  die  <  Irihogonalitat  dar  beidun 
Scharen  von  Asymptotenlinien  konstatiert  hat,  ist  der  Nachweis  erbracht, 
daß  die  Fläche  eine  Minünalfl  liehe  i-t.  Umgekehrt  wird  auf  joder  Minim&l- 
ngeUnU&e  die  eine  Schar  von  Asymptotenlinien  von  den  orthogonalen 
Trajektorien  der  Erzeugenden  gebildet,  und  diese  Kurven  lassen  daher  die 
Erzeugenden  als  Hauptnormal. in  zu.  woraus  folgt  (§658,b),  daß  jed* 
von  ihnen,  weil  sie  ihre  H au pt normalen  mit  unendlich  vielen  andern 
Kurven  gemein  hat,  eine  zirkuläre  Schraubenlinie  ist.  I>ie  r'!: 
wie  man  sieht,  ans  den  Hauptnormalen  einer  zirkulären  Schrauben" 
besteht!  ist  also  ein  Helikoid  mit  Leitebene.  Man  galaagl  ui  (KflM 
Weise    zu    folgendem  Theorem    von    fatalan:    Das   Helikoid    mit    L All- 


st di« 


(191.    Totale  Krümmung. 

totalen     Kriimniung.       Man 
Hauptkriimirjungen: 


i  Minimalregelfläche. 

Man  verdankt   Uaiiß  den  Begriff  der 
versteht    darunter    das    Produkt    der 


(21)  ~-<T+7T7,v 

Die  Analogie  zwischen  der  totalen  Krümmung  der  Flächen  und  i 
Krümmung  der  ebenen  Kurven  tritt  zu  Tage,  wenn  man  sich  < 
(ileichung  der  Fläche  in  der  Form  f(x,  y,  z)  =  0  gegeben  denkt  i 
K  durch  die  successiven  partiellen  Dorivierten  von  /"  ntiazudrucki 
versucht. 


an  erhält  d 

imlicti  auf Granu  bekannter  Formeln  S  •''*  ' 

0 

•/         .1        ■  1 
,  ,,        de 

i 

■  i 
n 

ir 

1    ff    ' 

,  I          I  ) 

■ 

1        ••! 

:    luei   die  parabolischen  Punkte  der  Flüchen  (§668)  i 
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das  Analogem  der  Wendepunkte  der  ebenen  Kurven,  und  der  Unter- 
schied zwischen  elliptischen  und  hyperbolischen  Punkten  beruht  einzig 
und  allein  auf  dem  Vorzeichen  von  K.  Wissenswert  ist  es,  daß  ein 
drittes  Krümmungsmaß 


iG  +  iO-T*'-* 


von  Casorati  vorgeschlagen  worden  ist  als  ein  Maß,  welches  in  ge- 
treuerer Weise  als  die  andern  dem  gewöhnlichen  Begriff  der  Krümmung 
entsprechen  soll.  Man  darf  aber  den  Diskussionen  über  das  zweck- 
dienlichste Maß  für  die  Krümmung  einer  Fläche  keine  allzugroße  Be- 
deutung beilegen.  Das,  worauf  es  ankommt,  ist  die  Kenntnis  der 
beiden  Radien  qx  und  q%  oder  statt  dessen  irgend  zweier  voneinander 
unabhängiger  Funktionen  dieser  Radien;  und  die  Funktionen  (19),  die 
sich  analytisch  in  der  natürlichsten  Weise  darbieten,  sind  zugleich 
auch  diejenigen,  welche  bei  den  wichtigsten  geometrischen  und  mecha- 
nischen Fragen  vorkommen.  Wir  wollen  z.  B.  annehmen,  daß  eine 
Fläche  gegeben  sei,  auf  die  man  eine  zweite  Fläche  abwickeln  will, 
die  als  eine  äußerst  dünne,  biegsame,  aber  unausdehnbare  Membran  be- 
trachtet wird.  Gauß  hat  bewiesen1),  daß  eine  notwendige  Bedingung 
für  die  Möglichkeit  dieser  Abwickelung  folgende  ist:  In  entsprechenden 
Punkten,  d.  h.  in  solchen  Punkten,  die  bei  der  Abwickelung  der  einen 
Fläche  auf  die  andere  zum  Zusammenfallen  kommen,  müssen  die 
totalen  Krümmungen  gleich  sein.  Die  totale  Krümmung  stellt 
also  in  jedem  Punkte  einer  Fläche,  die  man  durch  bloße  Biegung  de- 
formiert, etwas  Unveränderliches  und  Bleibendes  dar.  Aus  dem  Theorem 
von  Gauß  folgt  auch,  daß  die  einzigen  Flächen,  auf  denen  man  (wie 
in  der  Ebene  und  auf  der  Kugel)  eine  beliebige  Figur  ohne  Gestalt- 
änderung von  einer  Stelle  nach  einer  andern  verschieben  kann,  die 
Flächen  mit  konstanter  totaler  Krümmung  sind.  Man  nennt  sie  kurz 
Flächen  konstanter  Krümmung.  Die  obige  Bemerkung  ist  von 
großer  Wichtigkeit  für  das  Studium  der  grundlegenden  Axiome  der 
Geometrie. 

692.  Beispiele,  a)  Bemerkenswerte  Beispiele  für  Flächen  kon- 
stanter Krümmung  werden  uns  von  den  Rotationsflächen  geliefert.  Auf 
der  Kugel  vom  Radius  a  ist  die  Krümmung  überall  l/a*.  Es  gibt  aber 
noch  unendlich  viele  andre  Rotationsflächen9),  bei  denen  die  totale  Krümmung 
konstant  (positiv  oder  negativ)  ist.  Die  Pseudosphäre,  d.  h.  die  Fläche, 
welche  von  einer  um  ihre  Asymptote  rotierenden  Traktrix  (§  626,  d)  er- 
zeugt wird,  hat  in  jedem  Punkte  die  totale  Krümmung  —  l/a**  wenn  a 
die  konstante  Länge  der  Tangente  zwischen  Berührungspunkt  und  Asymp- 
tote   ist.      Wir  wissen   in  der  Tat,  daß  die  Projektion  des  Krümmungs- 


1)  Siehe  z.  B.  den  „Calcul  diffärentiel11  von  Boussinesq,  p.  298*. 

2)  Siehe  „Natürliche  Geometrie",  S.  229. 


Anwendungen  auf  die  Fli 


Zentrums  C,  auf  die  liotationsachse  mit  T,  dein  Schalt 
«nd    der    Achse,    zusammenfallt,    während    das    andre    Kl 
Ct,  sich  auf  der  Achse  selbst  befindet.     Nun  hat  man  aber  in 
winkligen   Dreieck  TCXC% 

MC%  ■  MC%  =  MT*,     d.h.    p,^ a1. 

h)  Die  Flüchen ,  welche  sich  durch  Mofle  Biegung  auf  die  Eben* 
ausbreiten  lassen,  müssen  von  der  Krümmung  Null  sein,  d.h.  nun  njufl 
in  allen  ihren  Punkten  rl  —  s*  =  0  haben.  Sie  sind  also  die  früher  von 
uns  so  genannten  (§  675)  abwickelbaren  Flächen  (Developpableu).  Nwh 
Casorati  würde  die  einzige  Fläche  von  der  Krümmung  Null  die  Ebene 
sein,  Wahrend  ein  Kreiszylinder  eine  halb  so  große  Krtbnmuiii: 
Kugel  von  demselhen  Radius  hätte.  Wir  wollen  aber  zu  dem  Gauü»cben 
Begriff  zurückkehren  und  die  wichtige  Bemerkung  machen,  d*U  die  geo- 
dätischen  Linien,  insofern  sie  den  kürzesten  Weg  zwischen  zwei  Punkten 
bezeichnen,  bei  der  Abwickelung  einer  Fläche  auf  eine  andere  geodätische 
Linien  bleiben.  Breitet  man  also  eine  abwickelbare  Fläche  auf  die  Eben» 
aus,  so  werden  ihre  geodätischen  Linien  zu  Geraden.  Eni 
wird  jede  Kurve  eine  Gerade,  wenn  man  ihre  rektifizierende  DeralopMUa 
(§  679,  c)  auf  die  Ebene  ausbreitet,  d.  h.  durch  jede  Kurve  HA 
abwickelbare  Fläche  legen  von  der  Beschaffenheit,  daß  sieh  bw  Aus- 
breitung der  Fläche  auf  eine  Ebene  die  Kurve  in  eine  Gerade  verwandelt 
Die  Evoluten  der  Kurve  (§  679,  b)  dagegen  werden  alle  zn  Geraden, 
wenn  man  die  Polardeveloppahle  auf  die  Ebene  ausbreitet.  Wir  wollen 
hier  noch  die  Bemerkung  machen ,  daß  die  Polardeveloppable  jeder  ebenen 
Kurve  ein  Zylinder  ist,  und  daß  daher  die  Evoluten  einer  solchen  Kurve 
zylindrische  Schraubenlinien  sind. 

6öS.    Übungen,     a'l    Bei   einer    Fläche    zweiten    Grades   mil 
punkt,  die  auf  ihre  Achsen  bezogen  ist,  kann  man  die  totale  Krümmung 
mit  Hilfe  der  Formel  (22)  berechnen,  indem  ma 


nimmt.     Zunächst    bemerke   mau,    daß   die  Gleichung   der  Tangentialebene 
^  — |-  —  1    ist  und  daher  der   Abstand  h  dieser  Ebene  vom  Mittelpl 
durch  die  Formel 


ausgedrückt  wird.     Die  Formel  (22)  liefert  dann 


i  gilt  also  folgender  SaU  (vgl.  $  595,  n):    Bei    den    Flächen  zweiten 
i  mit  Mittelpunkt  variiert  die  totale  Krümmung  wie  die 
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vierte  Potenz  des  Abstandes  zwischen  Tangentialebene  und 
Mittelpunkt. 

b)  Stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  Hauptkrümmungen  in  einem  be- 
liebigen Punkte  M  einer  abwickelbaren  Fläche  zu  berechnen.  Die  Koordi- 
naten von  M  kann  man  in  der  Form  ansetzen 

wo  a,  6,  c  die  Richtungskosinus  der  Erzeugenden  darstellen  und  x,  y,  e 
die  Koordinaten  des  Punktes  (),  in  welchem  die  Erzeugende  die  Bückkehr- 
kante berührt.  Diese  sechs  Größen  hängen  einzig  und  allein  von  dem 
Bogen  u  der  Bückkehrkante  ab,  während  t>,  welches  von  u  unabhängig 
ist,  die  Länge  des  Abschnitts  QM  darstellt.  Da  nun  bekanntlich  (§  669) 
die  Richtungskosinus  der  Flächennormale  mit  den  Richtungskosinus  «,  0,  y 
der  Binormale  von  (Q)  übereinstimmen,  so  sieht  man  sofort,  daß  p  =  —  a/y, 
q  —  —  ß/y  ist,  woraus  folgt 

dp       dq       ft       dp b_       dq_       ja 


d.h. 


ra  +  sb  —  sa  +  tb  =  0,     r *  +  Sfi  =  —  ^y ,     sX  +  ty  —  ^-, , 


mithin 


fct?y8  *  t-vy8  '  t-t>y* 


Die  Formel  (21)  gibt  K  =>  0.  Das  war  zu  erwarten,  weil  wir  schon  ge- 
sehen haben  (§  675),  daß  in  allen  Punkten  einer  Developpablen  rt  —  s*«Ö 
ist,  oder  auch,  weil  das  Zusammenfallen  der  beiden  Scharen  von  Asymp- 
totenlinien in  die  eine  Schar  der  Erzeugenden  uns  sagt,  daß  einer  der 
beiden  Hauptschnitte  in  einem  beliebigen  Punkte  M  die  durch  M  hin- 
durchgehende Erzeugende  ist;  denn  die  Tangenten  dieser  Schnitte  müssen 
ja  die  Winkel  der  oskulierenden  Geraden  halbieren.  Eine  der  beiden 
Hauptkrümmungen  ist  also  null.  Die  andre  ist  durch  die  erste  Formel  (19) 
gegeben  und  hat  den  Wert 

l=-[(l-^)a»+2«^b+(l-^fc«]-^=-(l-c»-v»)i^-,-— ^- 

Hiernach  ist  i?-=  —  fltgcp,  wobei  q>  der  Winkel  ist,  um  den  in  einem 
bereits  definierten  Sinne  (§679)  die  Tangente  der  Bückkehrkante  sich 
drehen  muß,  wenn  sie  mit  der  Erzeugenden  der  rektifizierenden  Deve- 
loppablen zusammenfallen  soll.  Da  die  Länge  R  im  positiven  Sinne  der 
Binormale  aufgetragen  wird,  so  sieht  man,  daß  die  Zentra  der  Normal- 
krümmung aller  orthogonalen  Trajektorien  der  Erzeugenden 
einer  abwickelbaren  Fläche  auf  der  rektifizierenden  Deve- 
loppablen der  Bückkehrkante  liegen.  Zu  demselben  Schluß  gelangt 
man  auch  durch  die  Bemerkung,  daß  die  Erzeugende  der  rektifizierenden 
Developpablen  der  Bückkehrkante  zu  gleicher  Zeit  (§§  673,  a;  679,  b,  c) 
die  Achse  der  oskulierenden  Kreise  aller  orthogonalen  Trajektorien  ist. 
Daraus  leitet  man  unter  Berufung  auf  das  Theorem  von  Meusnier  ab,  daß 
die  genannte  Erzeugende  die  zu  der  Erzeugenden  der  ersten  Fläche  senk- 
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rechten  Ebenen  in  den  Krümmungszentren  der  zugehörigen  Schnitte  längs 
dieser  Erzeugenden  trifft. 

694.  Wir  wollen  mit  einer  Verallgemeinerung  der  Formeln  (19) 
schließen,  und  zwar  wollen  wir  es  so  einrichten,  daß  dieselben  un- 
mittelbar auf  den  Fall  anwendbar  werden,  wo  x}  y}  z  als  Funktionen 
von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  u,  v  gegeben  sind.  Wir  er- 
innern an  die  Formeln  am  Schluß  von  §  660 

in  welchen 

-269"  »-269"  -2 n% 

ist.     Da  man  hat 

d (je, 9H)      g (JE, 911)    2(tM>) i_  1   3 (JE, 9R)     " 

3(*,y)   ~~  Hu,v)    '  d~(x,y)~  yä&T-c*    &   2 (ttir)      U'   "*"' 

so  ist  nach  der  zweiten  Formel  (20) 

i/7,;,_17»    ir       *   3(^31)  _   i    d&Ltt)       i  g(JE,9H) 

Multipliziert  man  diese  drei  Ausdrücke  bezüglich  mit  JE*,  9R,S,  9t1 
und  addiert,  so  erhält  man 

(24)       ytth^.K-£9&J®  +  m^  +  nt$& 

K     '         f  o(unv)  d(u%v)  d(u,v) 

oder 


JE 


d£       d£_ 
du        dv 


Väb=?.K-  "  sm    ^   d-P- 

w  du         dv 


91 


£91      a9i 


Man  kann  die  Formel  (24)  auch  in  der  Weise  transformieren,  daß  in 
dem  Ausdruck  von  K  explicite  die  ersten  und  zweiten  partiellen  De- 
rivierten  von  x,  y,  z  nach  u,  v  auftreten.  Schreibt  man  die  Formel  in 
der  Form 


( 


j£j  c(u,v)    o(u,v)   7 


so  erkennt  man  sofort  ('§  29),  daß   die  rechte  Seite  das  Produkt  der 
Matrices 


ex 

cy 

f  z 

dl 

r9Tl 

?9l  . 

r  u 

ru 

ru 

CH 

cu 

du  ■ 

r.r 

?y 

9 
CZ 

dl 

cvn 

£91 

r  r 

?v 

dv 

i     *■* 

er 

ev 

dv 

ist.     Andererseits  findet  man,  wenn  man  die  Multiplikation  ausführt 


§§  694—695 


Krümmung. 


667 


^f  dx d£ 
^^  du  du 


und  die  Gleichungen  beachtet,  die  sich  durch  partielle  Derivation  der 
Orthogonalitätsbedingungen 

^mj      ou         '       j^      dv 
ergeben,    daß  die  Elemente   der  Produktdeterminante   folgende  sind: 

^!  ©  d\x ÖL 

"^dx  d£ ^r  ©   d*x_       __ 

j£j  du  dv  ^j      dudv 

^f  dx_  d£_       _  ^7  o   d*x   ___  __ 
£d  dv   du  ~~      j£j  ^dvdu  ~ 

^}dx  d£  __  _  ^C7  p#^     _  __ 
jLj  dv   dv  ~~      Zi  Xdv*     ~~ 

Dabei  haben  wir  zur  Abkürzung  gesetzt 


Vafe- 

-c*' 

e 

l/äfe- 

rc»' 

e 

l/afe- 

-c«' 

& 

}/o6  — c« 


<a  = 


da; 
du 
dy 

du 

dj_ 
du 


dx 

dv 

dy 

dv 
dj_ 

dv 


e 


Es  ist  also 

(25) 


<Px  i 

du* ; 
d'y 

du* 

d^z 

du* 

dx 

dH 

dy 

du 
£i 

du 


SB- 


dx 
du 

dy 

du 

d_z 

du 


dx 
dv 

dL 

dv 

dt_ 

dv 


d*x 

dv* 
d*y 

dv* 

c*z 

dT* 


dx 

d$x 

dv 

dudv 

dv 

d'y 

dudv 

dz_ 
dv 

d%* 
dudv 

aa- 

■  e» 

(ab  —  c*)* 


695.  In  ähnlicher  Weise  gehen  wir  bei  der  Berechnung  von  H 
aus  von  der  ersten  Formel  (20),  indem  wir  die  Vorzeichen  der 
rechten  Seite  umkehren,  damit  die  Kosinus  JE,  9TL  mit  dem  Zeichen 
genommen  sind,  welches  sich  für  sie  aus  (23)  für  u  =»  x,  v  =  y  er- 
gibt.    Offenbar  ist 

l  rd&y)      3(9H,*)1     __ 


d£  .  a9fH^a(J£,y)      8(OTL,rc) 
da;  "*"  dy   "dfc,  y)       d{x,y) 


Vab 


Mithin  läßt  sich  ]/ab  —  c*  -17  durch  jede  der  drei  Differenzen 

3(91,  y)  __  3(911,*)       3(£,*)  __  d_(9l,*)       3(9M)  _  a(.e,_y) 

?(*,»)      a  (*,«)'    a>f»)     a(ü>)'    ~0(w,t>)      rö*,*)' 

die  man  bezüglich  durch  JE,  9TL,  9t  zu  dividieren  hat,  ausdrücken. 
Daraus  folgt,  wenn  man  mit  JE1,  9TL*,  SR,1  multipliziert  und  dann  addiert, 
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oder 

Inzwischen  liefert  eine  leichte  Rechnung 

0r  £»        ya&_ci  \  dv  du/' 

flu  du       yab  —  c*  V    ^v  **/ 

Also  ist 

/  r        j\Tj       ^T     jdxd£         dxd£  ,      /dxd£  ,  ds  3Jß\"l 

und  endlich 

(26)  *„«»+•—;««. 

(ad  -  c1)* 

Es  ist  leicht  zu  verifizieren ,  daß  die  Formeln  (25)  und  (26)  sich  auf 
die  Formeln  (19)  reduzieren;  wenn,  man  u  —  x}  v  °-  y  setzt;  denn 
unter  dieser  Voraussetzung  gehen  die  Funktionen  a,  b9  c7  ÖL,  *R,  (2 
in  1  +  p*f  1  +  }*,  p q,  r,  t,  s  über. 


Bestimmung  und  Bigeneehaften  der  merkwürdigen 

Kurven  einer  FUtohe. 

696.  Krümmungalinien ;  Nabelpunkte.  Zur  Bestimmung  der 
Krümmungslinien  (§  665)  einer  gegebenen  Fläche  hat  man  die  durch 
Elimination  von  k  aus  (17)  hervorgehende  Gleichung 

(27}  <X  +  P*)**+P<L*y  =  P*dx  +  (l  +  q*)dy 

^     '  rdx-\~  sdy  sdx-\-tdy         f 

d.h. 

/      r  *  \    dx*  l      t  r     \  dxdy 

,ou\  l     ^  +  *'  ~  ~'V  i  +  **  ~  ^  +»*  ~  *+*"'  ~M~ 

()  {  +(l_.L\.tf...o 

Denkt  man  sich  p,  q,  r,  s,  t  durch  die  unabhängigen  Veränderlichen 
x,  y  ausgedrückt,  so  ergeben  sich  aus  (28)  zwei  Gleichungen 

(29)  £-*  (*,*».    !&-*(*,»)■ 

Von  diesen  Gleichungen,  die  jede  für  sich  betrachtet  werden,  gelangt 

an  durch  ein  Verfahren,  welches  wir  am  Schlüsse  dieses  Lehrbachs 

«r    machen    werden,    zu   den    Gleichungen   von   zwei   Scharen   zur 

chse  paralleler  Zylinder,  die  die  Fläche  längs  ihrer  Krümmung»- 
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linien  schneiden.  Man  beachte,  daß  die  Gleichung  (28)  dann  und  nur 
dann  identisch  erfüllt  ist,  wenn  die  Koordinaten  x,  yf  z  eines  Flächen- 
punktes M  auch  den  beiden  Gleichungen 

(30)  r  8  l 


1  +  P*       P<L        1  +  5* 

genügen.  In  einem  solchen  Punkte  M  laufen  also  unendlich  viele 
Krümmungslinien  zusammen.  Man  nennt  derartige  Punkte  Nabel- 
punkte.  Es  gibt  ihrer  im  allgemeinen  nur  eine  endliche  Anzahl. 
Sie  können  aber  auch  Linien  der  Fläche  erfüllen:  das  ist  der  Fall, 
wenn  die  Gleichungen  (30)  sich  auf  eine  einzige  reduzieren.  Die  Un- 
bestimmtheit der  Richtung  der  Tangenten  der  Krümmungslinien  in 
einem  Nabelpunkt  kann  an  nichts  anderem  liegen,  als  an  der  Un- 
bestimmtheit des  Achsenpaares  der  Dupinschen  Indikatrix,  also  daran, 
daß  diese  ein  Kreis  ist.  Daraus  folgt  (§  664),  daß  sich  die  Fläche 
in  der  Umgebung  der  Nabelpunkte  wie  eine  Kugel  verhält;  denn 
wenn  man  die  Tangentialebene  unendlich  wenig  verschiebt,  sodaß  sie 
senkrecht  zur  Normale  bleibt,  so  werden  auf  der  Fläche  unendlich 
kleine  Kreisschnitte  bestimmt.  Dieser  Umstand  läßt  sofort  erkennen,  daß 
es  auf  einem  Ellipsoid  z.  B.  vier  reelle  Nabelpunkte  gibt.  Sie  sind  die 
Endpunkte  der  zu  den  beiden  Scharen  von  Kreisschnitten  konjugierten 
Durchmesser.  Man  kann  übrigens  verifizieren,  daß  die  Bedingungen  (30) 
gerade  mit  der  einen  Bedingung  QX  =  Q%  äquivalent  sind;  denn  aus  (19) 
ergibt  sich  durch  eine  leichte  Rechnung 

-W?^[(1^+^(iT?--i>)'+^(rF?+iT?-ii)']' 

und  man  sieht;  daß  zum  Bestehen  der  Gleichung  qx  =  ps  die  Be- 
dingungen (30)  hinreichend  und  notwendig  sind. 

697.  Die  Normalen,  welche  längs  irgend  einer  Kurve  auf  einer 
Hache  errichtet  sind,  bilden  eine  im  allgemeinen  windschiefe  Regel- 
fläche, die  man  als  Normalenfläche  bezeichnet  Wie  viele  und 
welche  unter  den  unendlich  vielen  Normalenflächen,  die  durch  einen 
Flächenpunkt  hindurchgehen,  sind  abwickelbar?  Die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  Normale  in  M  eine  Deve- 
loppable  erzeugt,  wenn  M  auf  der  gegebenen  Fläche  fortrückt,  ist  (§  667) 


=  0 


p 

dp 

dx 

9 

dq 

dy 

1 

0 

dg 

Die  obige  Determinante  ist  gleich 


<ij>     i!.r  -j-  pdz  I 
ih/     <l>j  -f  <jde 


dz  t  i'iiz     dp 


Es  muß  j 

(31) 


'Ix  +  pdz       dy  -\-  qdz 
,1/j  dg 

aber  diese  (lleichung  ist  nicht  verschieden  von  (21),   wie   man  sofort 
erkennt,  wenn  man  beachtet,  daß 

dz  =  pda  -J-  q  ilt/,  ilp  =  rdx  +  sdy,  dq  =-  sdx  +  d/y 
ist.  Es  gehen  also  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  zwei  abwickelbnn- 
Normalenrlächeu,  deren  Spuren  auf  der  Fläche  gerade  die  KrBa 
linien  sind.  Die  Rüekkekrkanten  aller  dieser  Normalen rläi-uen  bilden 
eine  Fläche  mit  zwei  Mänteln,  welche  man  auch  als  den  Ort  aller 
Hauiitkriimniungszentru  betrachten  kann.  Diese  zweit«  Bliche  im 
also  im  Verhältnis  zu  der  ersten  etwas  Analoges  wie  die  Evolute 
einer  Karre1)  im  Verhältnis  zu  der  Kurve.  Die  oben  angegeben« 
charakteristische  Eigenschaft  der  Krümniungsliuien  liilit  rii 
folgen  dermaßen  aussprechen:  Jede  Kriiiiiiuuugslinie  ist  eine  or- 
thogonale Trajektorie  der  Erzeugenden  auf  einer  Deve 
loppublen,  die  aus  Normalen  der  Fläche  besteht,  und  diese 
Eigenschaft  kommt  keinen  andern  Kurven  zu.  Hieraus  ist,  wenn 
man  sieh  an  ein  früheres  Theorem  1$  (.173,  Vi  erinnert,  leicht  folgender 
Satz  abzuleiten:  Wenn  eine  Kurve  Kriimtuungslinie  auf  einer  Fläche 
ist,  so  bewahrt  sie  diesen  Charakter  auf  allen  Flächen,  welche  ÜB 
gegebene  längs  der  Kurve  unter  konstantem  Winkel  schneiden  Dar 
ans  folgt  insbesondere:  Wenn  eine  Ebene  eine  Flicht  unter 
konstantem  Winkel  sehneidet,  so  ist  der  Schnitt  notwendig 
eine  Krümmungslinie;  und  wenn  umgekehrt  eine  Krümmungs- 
linie eben  ist,  so  schneidet  ihre  Ebene  die  Fliehe  nntei 
konstantem  WinkeL  Das  Gleiche  läßt  sich  allgemeiner  für  die 
sphärischen  Kurven  behaupten,  da  auf  einer  Kugel  jede  Kurve  eine 
Krümmungslinie  ist. 

698.  Formeln  von  Hodrigue.  Die  Bedingung  dafür,  daß  ein 
Pnnkt  (x,  y,  x)  auf  einer  Fläche  eine  Krümmungslinie  erzeugt,  kann 
man  unmittelbar  hinschreiben,  indem  man  ausdrückt,  daß  die  Normal 
ebene  der  betrachteten  Kurve  mit  der  rektifizierenden  Ebene 
Evolute  dieser  Kurve  zusammenfallen  muß  (§  (373,  a),  deren  Tau- 
i  Normalen  der  Fläche  sind.     Mau  muß  also  haben 


(32) 


d£ 


IST 


li   Wegen  der  Haupteige namhaften  der   Bntntea   'i'-r   FUofcj 
..  tttutrie",  S.  an. 
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Dies   sind   die  Formeln   von  Rodrigue.      Sie  reduzieren  sich  auf 
eine  einzige,  wenn  man  die  Orthogonalitätsbedingung 

£dx  +  9H<fy  +  Vldg  —  0 

berücksichtigt.     Umgekehrt  hat  man,  wenn  die  Bedingungen  (32)  er- 
füllt sind, 


£,  d£  dx 
9H  dSHl  dy 
91     <*9l     de 


=  0, 


(1.  h.  (§  667)  die  Normale  der  Flache  erzeugt  eine  Developpable,  und 
der  Punkt  (x,  y,  z)  bewegt  sich  also  auf  einer  Krümmungslinie.  Man 
kann  übrigens  die  Formeln  (32)  auch  aus  der  letzten  Bedingung  ge- 
winnen, weil  dieselbe,  ins  Quadrat  erhoben,  sich  leicht  auf  die  Form 

(dVldy  -  d?flidjsy  +  {dtdz  -  d9l<te)f  +  (d<3Kdx  -  d£dy)*  -  0 

reduziert  und  sich  dann  in  die  Formeln  (32)  spaltet.  Es  ist  feiner 
leicht  zu  sehen,  daß  der  gemeinsame  Wert  der  Verhältnisse  (32), 
abgesehen  vom  Vorzeichen,  den  zugehörigen  Hauptkrümmungsradius 
darstellt.  Endlich  gelangt  man  von  den  Formeln  von  Rodrigue  zu 
der  Bedingung  (31),  indem  man  JE  =  —  9tp,  9Tt=*  —  9tg  düferentiiert 
und  bemerkt,  daß  d«£+|?d9t,  d?fTL  +  qd^fi  und  folglich  auch 
dx  +  pdz,  dy  +  qdz  proportional  zu  dp,  dq  sind. 

699.  Beispiele,  a)  Auf  den  Rotationsflachen  sind  die  Krümmungs- 
linien die  Meridiane  und  die  Parallelkreise.  In  der  Tat  liegen  die 
Flächennormalen  längs  jedes  Meridians  in  der  Ebene  des  Meridians,  und 
die  Normalen  längs  eines  Parallelkreises  laufen  auf  der  Rotationsachse 
zusammen.  Man  braucht,  um  es  noch  einfacher  einzusehen,  nur  zu  be- 
merken, daß  die  Ebene  jedes  Meridians  und  Parallelkreises  die  Fläche 
unter  konstantem  Winkel  trifft.  Hat  man  übrigens  eine  der  beiden 
Scharen  von  Krümmungslinien  gefunden,  so  ist  die  andere  durch  die  Be- 
dingung bestimmt,  daß  ihre  Linien  die  der  ersten  Schar  orthogonal  durch- 
setzen müssen.  Den  beiden  Scharen  von  Krümmungslinien  entsprechen  die 
beiden  Mäntel  der  Evolute.  Einer  von  ihnen  wird  durch  Rotation  der 
Evolute  des  Meridians  um  die  Achse  der  Fläche  erzeugt,  und  der  andere 
reduziert  sich  (§  681,  b)  auf  die  Achse  selbst.  Z.  B.  bildet  ein  Katenoid 
zusammen  mit  der  Rotationsachse  die  Evolute  einer  Pseudosphäre. 

b)  Auf  einer  abwickelbaren  Fläche  ist  jede  Erzeugende  eine  Krüm- 
mungslinie (§  693,  b),  weil  die  Flächennormalen  längs  einer  Erzeugenden 
in  einer  Ebene  liegen.  Läßt  man  die  Erzeugenden  um  eine  ihrer  ortho- 
gonalen Trajektorien  um  einen  rechten  Winkel  sich  drehen,  so  werden 
sie  zu  Normalen  der  Fläche  und  hören  andererseits  nicht  auf  (§  673,  b) 
eine  abwickelbare  Fläche  zu  bilden.  Man  erkennt  auf  diese  Weise  direkt, 
daß  die  orthogonalen  Trajektorien  der  Erzeugenden  die  andere  Schar  von 
Krümmungslinien  bilden.  Die  Evolute  der  Fläche  hat  einen  Mantel  im 
Unendlichen,  während  der  andere  (§  693,  b)  die  rektifizierende  Developpable 
der  Rückkehrkante  ist. 
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c)  Auf  der  Enveloppe  einer  einfachen  Unendlichkeit  von  Kugeln  find 
die  Charakteristiken  Krümmungslinien;  denn  (§  674)  längs  einer  jaden 
von   ihnen   sind   die  Flächennormalen   die  Radien  der  eingehüllten   Kugel, 
^y  die  im  Mittelpunkt  Ct  zusammenlaufen.   Daraus 

jgifr  folgt,    daß   eins  der  beiden   Hauptkrummungs- 

^y^' — y^\  zentra   Cx  ist.     Das  andre  bestimmt   man  im 

""^      ^^  Falle    eines    Tubus    (§  678,  b)    durch  die  Be- 

merkung, daß  es  der  Bückkehrkante  der  De- 
veloppabhn  angehört,  die  von  einer  Normale 
der  Mittelpunktskurve  erzeugt  wird,  und  daß 
es  folglich  (§679,  b)  auf  der  Achse  des  osku- 
lierenden  Kreises  dieser  Kurve  liegen  muß. 
Die  Hauptkrümmungsradien  sind  also 


Fig.  87. 


*i  =  *.     Qi-R- 


ooey' 


wie  sich  auch  auf  rein  rechnerischem  Wege  feststellen  laßt,  indem  man 
von  den  Formeln  (19)  Gebrauch  macht  und  El  (X  —  <r)  — coeqp  setzt, 
oder  einfacher  u  =*  s,  v  =  <p  setzt  und  sich  der  Formeln  (25)  und  (26) 
bedient  Wir  wollen  endlich  noch  bemerken,  daß  die  Evolute  eines  Tubus 
aus  der  Polardeveloppablen  der  Mittelpunktskurve  und  aus  dieser  Kurve 
selbst  besteht 

700.  Geodätische  Torsion.  Die  in  §  697  gefundene  charakte- 
ristische Eigenschaft  der  Krümmungslinien  steht  in  engem  Zusammen- 
hang mit  dem  Begriff  der  geodätisclien  Torsion.  Dieser  Begriff  wurde 
von  Bertrand  eingeführt,  um  ein  Maß  für  die  auf  eine  Tangente  be- 
zügliche Drehungskomponente  der  Tangentialebene  zu  liefern,  wenn 
der  Berührungspunkt  sich  in  der  Richtung  der  Tangente  verschiebt 
Es  ist  natürlich  als  Maß  dieser  Drehung  das  Verhältnis  des  Winkels, 


n  -oj  +  d<p 


Wnarmale 


um  welchen  die  Projektion  der  Flachennormale  auf  die  Normaiebene 
sich  dreht,  zu  dö  (dem  Bogendifferential)  anzunehmen.  Wir  haben  bereits 
gefunden  (§672),  daß  dieser  Winkel  gleich  17  — dqp  ist.  Jenes 
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heißt  die  geodätische  Torsion.  Offenbar  läßt  sich  die  zu  Anfang  er- 
wähnte charakteristische  Eigenschaft  der  Kriimmungslinien  dahin  aus- 
drücken, daß  diese  Linien  in  jedem  Punkte  die  geodätische 
Torsion  Null  haben.  Die  geodätische  Torsion  hat  also  für  die 
Krümmungslinien  eine  analoge  Bedeutung,  wie  die  Normalkrümmung 
(§  683)  für  die  Asymptotenlinien;  und  beide  bleiben  in  jedem  Punkte 
dieselben  für  alle  Kurven,  welche  eine  gemeinsame  Tangente  zulassen, 
während  die  geodätische  Krümmung  bei  diesen  Kurven  zugleich  mit 
der  Lage  der  oskulierenden  Ebene  variiert.  Wir  werden  ferner  sehen, 
daß  auch  zwischen  den  Gesetzen,  die  die  Änderungen  der  Normal- 
krümmung und  der  geodätischen  Torsion  für  die  unendlich  vielen  von 
einem  Flächenpunkt  ausgehenden  Richtungen  beherrschen,  Analogie 
besteht.  Beide  werden  nämlich  gemessen  durch  homogene  quadra- 
tische Funktionen  der  Kosinus,  die  diese  Richtungen  definieren. 

701.  In  der  Tat,  wenn  mit  ay  b'9  c  die  Richtungskosinus  der- 
jenigen Tangente  der  Fläche  bezeichnet  werden,  die  zu  der  betrach- 
teten Tangente  senkrecht  ist,  so  ist  klar,  daß  wegen 

£  =  a  sin  <p  +  X  cos  g>  ,     a=*a  cos  <p  —  X  sin  q>     u.  8.  w. 

folgende  Relationen  gelten 

/oox  d£           a                 ,     d$H         b              ,,      c?9l         c  , 

(do)     ,—  = cosqp  — ar,  -, — =* cosqp — or,  -y—mm cosqp— ct. 

Dies  sind  sozusagen  die  Frenetschen  Formeln  (vgl.  §  637)  für  das 
durch  die  orthogonale  Determinante 

'  a    a     £      i 

h    V    9TI  i  -  1 
\  e     c     91 

definierte  Tripel  von  Richtungen.    Multipliziert  man  die  Formeln  (33) 

einmal  mit  a,  b}  c}  ein  zweites  Mal  mit  a}  b'f  c9  so  erhält  man  durch 

Addition 

cob<p  ^i    d£  __       ^f    ,d£ 

o  ^j      da'        '  ^^       da 


Da  nun  £  =  -  9l|>,  9TI 9lff  ist,  wobei  91  -  l/yT+  p*  +  q\ 

so  werden  die  letzten  Formeln,  wenn  man  die  Orthogonalitätsbedingungen 
pa  +  qb  «■  c}  pa'+  g&'=  c'  berücksichtigt, 

=*-'fr"+*Ä)+»(«*+*Ä)-*-*('3f+*S)' 

»-'^+*s9+*(f*+*Ä)-'S-*(^+»a- 

Cetfcro,  AnjJjiii.  43 


874 


.  * 
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Die   erste    Formel    ist   nicht   verschieden    von  (13),  für  die   i 

diese  Weise   einen  neuen  Beweis  erhalten   haben-,   die   zweite  Formel 

gibt  uns 

( 34)  r  _  ra*  +  i(aV+bJ)+  tbb 

V'+p'  +  g' 

nnd    diese    Gleichung    kann    man    auf   eine    analog«    Form    bringen 

wie  (13),  indem  man  bemerkt,  daß 

«  =  BTl«  -  0U  =  -  31(6  4-  qe) 3l[/»jo  +  (1  +  v'lfc], 

6'-3U-  £c  =      3X(«-fpr)  =      3t[(l+i»«)fl+«i] 

ist,     Man  erhält  dann 

=  -(f+^/ipqa  +  il  +  q^^  +  ^  +  t^Hl  +  p^a  +  pqb) 
l+P*+9* 

und    man    gelangt  wieder   zu    der   für  die  Krummungsbmen  charakte 
ristischen  Bedingung  (27),  wenn  man  t  =  0  wetzt. 

702.  Will  mau  die  Eigenschaften  von  t  ermitteln,  so  ist  der 
Gebrauch  der  Formel  (34)  bequemer. 

a)  Eine  erste  Eigenschaft  ergibt  sich  sofort  durch  folgende  Be- 
merkung. Ersetzt  man  die  Richtung  («,  6,  c)  durch  [a,  //,  c),  «o 
muß  man  diese  durch  die  Richtung  (—  a,  —  6,  —  e)  ersetzen,  sodafi 
also  r  nur  einen  Zeichenwecbsel  erleidet.  Mithin  haben  zwei  Kurven 
einer  Fläche,  die  sieh  unter  rechtem  Winkel  schneiden,  in  dem 
Schnittpunkt  geodätische  Torsionen  mit  entgegengesetztem  Zeichen, 
die  aber  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  sind. 

bj  Sind  (oj(  &„  Cj)  und  (atl  bit  c,)  die  Richtungen  der  Tangenten 
der  Krtlmmungslinien,  so  kann  man  immer  setzen 

a  =  a,  cosft  +  «jsinö,      a  =  —  at  sinfl  +  at  coaö, 
b   =  6,  cos  6  +  b3  sin  8,      b'  —  —  6,  sin  0  +  b.  OM  « 
Setzt  man  diese  Werte  in  (34)  ein  und  bemerkt,  daß 

ra,at  +  «(0,6,  +  0,6,)  +  tb,bt  -  0 
ist,  so  erhält  man  die  Formel 


(35) 


■£-S 

in  welcher 


sin"  cos  W  . 


Weise  r  11m  einen  Punkt  herum 


die   klar   erkennen    läßt, 
variiert. 

c)  Man  addiere  zu  dem  Produkt  der  Normalkrummungen  i 
Richtungen  (a,  b,  c)  und  (a,  !•',  c")  das  Produkt  der  geodlttti 
■ionen  in  denselben  Richtungen  nnd  bemerke,  daß  der  Ausdruck 
(fa*  +  2sab  +  tbt){ra',+  2s«'6'+  <&'*)  -  [raa'+  *(a6'4  >>»' 
neb  identisch  auf  (r*  —  «*) 3t'  reduziert.  Dann  erhält  man  die  wich- 
tige Formel 
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(36)  K  -  -V  -  x 

die  man  auch  ableiten  kann,  indem  man  sich  des  Ausdrucks  (35) 
von  x  und  der  Eulerschen  Formel  bedient.  Schreibt  man  in  der  Tat 
die  letztere  in  den  beiden  in  §  685  angegebenen  Weisen,  so  erhält 
man  sofort  durch  Multiplikation 

\9         Qi/\Qt  9/  9  9  99 

703.    Asymptotenlinien;    Theorem    von    Enneper.      Die    Auf- 
suchung der  Asymptotenlinien  gründet  sich  auf  die  Gleichung 

(37)  rdx%  +  2sdxdy  +  tdy*  =  0. 

Dieselbe  drückt  aus,  daß  die  Normalkrümmung  dieser  Kurven  null 
ist.  Die  Gleichung  (37)  drückt  auch  die  Orthogonalität  der  Haupt- 
normale  gegen  die  Flachennormale  aus,  da  die  linke  Seite  identisch 
gleich  — -  pd*x  —  q<Py  +  d*z  ist.  Man  kann  (37)  auch  in  allgemeinerer 
Form  so  schreiben: 

£d*x  +  9Tl<Py  +  <Sld*e  -  0. 

Sind  x,  y,  z  als  Funktionen  von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  u,  v 
gegeben  und  beachtet  man,  daß 

d*x  «-=  ö-i du*  +  2  ^ — 5-  dudv  +  5-=  dv*    u.  s.  w. 

ist,  so  wird  die  letzte  Gleichung 

(38)  €Ldu*  +  2Qdudv  +  ffitft;»  -  0, 

wo  ÖL,  &,  Q  die  am  Schluß  von  §  694  festgelegte  Bedeutung  haben. 
Im  folgenden  werden  wir  sehen,  daß  die  Gleichung  (37),  ebenso 
wie  (28),  die  dieselbe  Form  hat,  zwei  einfach  unendliche  Flächen- 
scharen charakterisiert,  welche  die  gegebene  Fläche  längs  der  Asymp- 
totenlinien schneiden.  Es  ist  übrigens,  wenn  man  diese  Linien  auf 
einer  gegebenen  Fläche  studieren  will,  nicht  unerläßlich,  ihre  Glei- 
chungen zu  kennen.  Es  gibt  nämlich,  wenn  die  Hauptkrümmungen 
der  Fläche  bekannt  sind,  Formeln  zur  Berechnung  der  Krümmungen 
der  Asymptotenlinien.  Wenn  wir  nicht  die  diesem  Lehrbuch  ge- 
steckten Grenzen  überschreiten  wollen,  so  können  wir  hier  einen  Be- 
weis für  die  Formel  von  Bonnet1),  welche  die  Flexion  der  Asymp- 
totenlinien ausgedrückt  durch  px  und  pt  liefert,  nicht  geben.  Es  ist 
dagegen  leicht  aus  (36)  folgendes  Theorem  von  Enneper  abzuleiten: 
Die  Torsion  der  Asymptotenlinien  ist  gleich  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  negativ  genommenen  totalen  Krümmung. 
In  der  Tat  ist  bei  den  Asymptotenlinien,  wie  bei  allen  Kurven,  deren 

1)  „Nouvelles  Annale«  de  Mathämatiques"  1866,  p.  268. 
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Haupt  normalen  gegen  die  Flächennormalen  gleich  geneigt  sind  (daa 
gilt  auch  von  den  geodätischen  Linien),  die  geodätische  Torsion  i 
verschieden  von  der  absoluten  Toraion.  Da  also  l'i  =  r,  I  p  —  " 
iBt,  so  gibt  die  Formel  (36)     t  =  ±Y  —  dP*- 

704.  Theorem  von  Beltrami.      Wir   wollen   zum  Schluß   «las    in 
§682  ausgesprochene  Theorem  von  Beltrami   bflWsima. 
lege  den  Anfangspunkt   nach  einem  beliebigen  Punkt  M  der  Fläche; 
man   wähle  ferner  in  der  Tangentialebene  die  Tangente  einer  Asymp- 
totenlinie  als  Achse  der  x   und   die   Hauptmtrnmle 
und  ziehe  die  2-Aehse  (die  Flächennormale)  in  der  negativen  I 
der  Binormale.     Die  in  §643  gefundenen  Formeln  (19)  sitnl  auf  jede 
Kurve  anwendbar,  die  die  Asymptotenlinie  berührt  und  in  M  \<>a  im 
Tangentialebene  der  Fläche   oskuliert   wird.     Wenn  also  x,  y,  z   die 
Koordinaten  («,  u>,  —  v)  eines  zu  M  unendlich  benachbarten  Pnaktet  3!" 
auf  der  betrachteten  Kurve  sind,  so  hat  man 


um  £  -  h, 


tim  3  —  ., 


Insbesondere  gelten  diese  Formeln  für  die  Asymptotenlinie,  wenn 
man  für  o  und  t  die  Werte  p0  und  i0  setzt,  welche  diese  Radien 
auf  der  Aayniptotenlinie  in  M  haben.  Andererseits  lullt  sieh  der 
Gleichung  der  Fläche  in  der  Umgebung  von  M  die  Form  § 

z  -  i(cz*  +  2sxy  +  ty*)  +  kx*  +  ■  ■  ■ . 

Da    nach    der    Voraussetzung    eine    der    oskuliereudeu    Geraden    die 
Z-Achse    ist,    so    hat    man   r  =  0.      Außerdem   gibt1)   die  Fun, 
*"  1/V     Laßt  man  also  M'  nach  M  hinrücken,  so  kommt 


ig  V>t 


Insbesondere   ergibt  sich,  wenn   M'   längs  der  Asymptoten linie  nach 
M  rückt,  /,■  =■  —  l/3pot0.    Durch  Vergleiehnng  der  beiden  W« 
gelangt  man  zu  der  interessanten  Formel  von  Bonnet 


die  als  Spezialfall  (t  —  oo)  das  Theorem  von  Beltrami  einschließt. 

705.  Geodätische  Linien;  Formeln  von  Weingarten.      Di 

finition  (§  666)  der  geodätischen  Linien  einer  Fläche  drückt 
mittelbar  in  den  Gleichungen   aus 


(39) 


=  *- 


1)  Mit  diesen  Werten  von  r  und  t  iol  da»  Theorem  v 
bewiesen,  da  Ä"  —  rt  —  i'  —  —  1,'t,*  ist 


§  705    Bestimmung  u.  Eigenschaften  der  merkwürdigen  Kurven  einer  Fläche.    677 


wobei  s   die  Länge   des  Bogens   ist.     Man  beachte,   daß  diese  Glei- 
chungen sich  in  Wirklichkeit  auf  eine  einzige  reduzieren,  da 

^T  dx  d  dx      rK  ^1  csdx 

^1  ds  ds  ds 


o,   2* 


ds 


0 


ist.  Man  gelangt  übrigens  zu  einer  einzigen  Gleichung,  wenn  man, 
anstatt  auszudrücken,  daß  die  Hauptnormale  mit  der  Flachennormale 
zusammenfallt,  hinschreibt,  daß  die  Binormale  in  der  Tangentialebene 
liegt: 

J££(dyffl*-d*ffly)  —  0. 

Es  kommt  sehr  selten  vor,  daß  man  imstande  ist,  von  den  Glei- 
chungen (39)  zu  einer  Gleichung  in  x}  y,  e  mit  zwei  willkürlichen 
Konstanten  zu  gelangen,  die  zusammen  mit  der  Gleichung  der  Fläche 
die  zweifach  unendliche  Schar  der  geodätischen  Linien  darstellt  Man 
kann  trotzdem  diese  Kurven  studieren,  ohne  ihre  Gleichungen  in  end- 
licher Form  zu  kennen,  und  es  ist  für  die  Anwendungen  von  be- 
sonderer Wichtigkeit  zu  wissen,  wie  sich  die  geodätischen  Linien  in 
ganz  kleinen  Bereichen  der  Fläche  verhalten.     Man  verlege  den  An- 


n 


arm*lsch*. 


<** 


«4 


Fig.  89. 


fangspunkt  auf  die  Fläche,  nach  Mf  und  richte  die  Achsen  x  und  y 
längs  der  Tangenten  der  Krümmungslinien.  Sodann  betrachte  man 
einen  Bogen  MM'»  6  auf  der  durch  den  Winkel  0,  den  ihre  Tan- 
gente in  M  mit  Mx  bildet,  definierten  geodätischen  Linie.  Kon- 
struiert man  von  den  durch  M  hindurchgehenden  Normalschnitten 
den,  der  auch  durch  M'  hindurchgeht,  so  wird  auf  der  Fläche  ein 
anderer  Kurvenbogen  MM'»  6  +  d  bestimmt.  Die  Ebene  dieses 
Schnittes  pflegt  man  in  der  Praxis  als  oskulierende  Ebene  der  geo- 
dätischen Linie  anzunehmen,  obwohl  man  sie,  damit  sie  es  tatsäch- 
lich wird,  einer  gewissen  Drehung  s  unterwerfen  muß.  Rechnet  man 
sie   für   einen   auf  der    positiven   Hälfte    der   £-Achse    (der   Haupt- 


ich  ei> 

normale)  befindlichen  Beobachter  im  Sinne  des  Uhrzeigers,  so  erledigt 
■ich  ihre  Berechnung  leicht  mit  Hilfe  der  Bemerkung,  daß  tg  1 
ist,  wo  «  und  v  (§  b'43)  die  Abstände  des  Punktes  M'  von  der  Normal- 
ebene und  der  naku  Heren  den  Ebene  bedeuten.  Man  erhält  daher, 
wenn  mau  in  den  Formeln  (10)  des  §  ri43  da»  tt$  in  «  Ter 
j  =  os/6pi,  d.h.  die  Drehung  t  ist  infinitesimal  vnu  i weiter 
Ordnung  iu  Bezug  auf  den  Bogen  c.  Dieser  Scldufl,  der  so  einfach 
ist  und  übrigens  vorauszusehen  war,  enthält  einen  der  Fundamental- 
sätze  der  Geodäsie.  In  der  Praxis  pflegt  man  auch,  und  zwar  mit 
mehr  Hecht,  d  zu  vernachlässigen,  d.h.  den  längs  eines  Efonnal- 
schnittes  gemessenen  Bogen  MM'  als  einen  Bogen  einer  good 
Linie  zu  betrachten.  Das  rechtfertigt  sich  durch  den  Nachweis,  daß 
9  =•  %  o"*J  ist,  daß  also  die  Differenz  zwischen  den  beiden 
Bogen  infinitesimal  von  fünfter  Ordnung  ist.  Dieses  und  andere 
wichtige  Resultate  lassen  sieb  aus  den  Formeln  von  Weingarten 
ableiten,  die  die  Koordinaten  Z,  y,  s  von  M'  als  Funktionen  von  « 
und  von  0  liefern.     Da  man  nach  den  zitierten  Formeln  (Ifl 


so  erhält  man  sofort  z  = 


-IÜ  +  -.   ' 

■  w   und  außerdem 


.   n  n.15  H 


-  wsinff  =  acoBÖ  -  —  (-- 9  -  ~\  +  ■•-, 

y  -  u  sin  0  +  v  cos  6  -  ö  sin  0  -  ~  (—  +  ~-°)  + 

Andererseits  hat  man  auf  Grund  des  Theorems  von  Euler  (§81 
der  Formel  (35),  wenn  man  sich  erinnert,  daß  für  die  geod 
Linien  t  =-  1/t  ist, 

cosO       eind        eo*Q         ain6       cos»       «ine 


-  +■ 


Also   ist 


■^,  +* 


'-(•~ii5+- 


)sin0, 


706,  Anwendung  auf  die  Rotationsflächen,  a)  Um  diti  Asjtn- 
ptotenliuien  zu  bestimmen,  wühle  man  die  Rotationsachse  als  r-Arhse, 
und  /  —  f{x\  sei  in  der  (x/VEhene  die  Gleichung  des  Meridians.  Di« 
Gleichung  der  Flüche  ist  dann  i  =  f(K)  «ut  S  ~  Y x*  -+•  tf.  Daraus 
folgt  durch  Derivation 


i'-jjnm-M"), 

Dio  Gleichung  (37)  wird  jetzt 


;  »»W 
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(dx*  +  dy*)  <p  (Ä)  +  (xdx  +  ydyy  &■  =  0, 

oder,  wenn  man  in  der  (xy) -Ebene  Polarkoordinaten  benutzt, 

(dB1  +  B*dO*)<p(B)  +  B<p'(B)dB*  -  0, 
mithin 


(40)  ±Ä~V- 


f\R) 


Bf(B) 

Direkter  gelangt  man  zu  dieser  Gleichung,  wenn  man  von  (38)  ausgeht; 
denn  für  u  =  B,  v  =  0  findet  man  leicht 

eL-nrw,  a  =  j?Y(Ä),  e-o. 

In  der  Integralrechnung  werden  wir  lernen,  wie  man  von  der  Gleichung  (40) 
zu  einer  andern  in  endlicher  Form 

±(0-  e0)  -  F(B) 

gelangt,  die  zwei  Kurvenscharen,  die  Projektionen  der  Asymptotenlinien 
auf  die  (xy)- Ebene,  darstellt.  Diese  Kurven  lassen  sich  alle  aus  der 
einen  $  =  F  (B)  durch  Spiegelung  an  der  Polarachse  und  Drehung  um 
den  Pol  ableiten. 

b)  Nur  in  ganz  speziellen  Fällen  ist  die  vollständige  Bestimmung 
der  geodätischen  Linien  möglich.  Man  kann  aber  trotzdem  in  dem  all- 
gemeinen Falle  aus  (39)  ein  bemerkenswertes  Theorem  gewinnen,  welches 
die  Diskussion  der  geodätischen  Linien  auf  den  Rotationsflächen  sehr  er- 
leichtert und  ihren  Verlauf  zu  übersehen  gestattet.     In  der  Tat  muß  sein 

d  dx  d  dy  ,  d  dy  d  dx       _ 

3—  j—  :  x  —  3—  jt-  *y     oder    x y-  -s2-  —  y-j-  -=-  =  0, 
ds  d8  da  d8    9  ds  ds       *  ds  ds  ' 

also 

d   I   dy  dx\       -  dy  dx 

ds  \   ds       y  da/  '        ds       *  ds 

wo  c  eine  willkürliche  Konstante  ist.  Es  sei  nun  tf>  der  Winkel  einer 
geodätischen  Linie  mit  dem  Meridian,  und  man  beachte,  daß  —sind, 
CO6  0,  0  die  Richtungskosinus  der  Tangente  des  Parallelkreises  sind 
und  dx/ds,  dy/ds,  dz/ds  die  Richtungskosinus  der  Tangente  der  geodä- 
tischen Linie.     Dann  hat  man 

.    n    dx   .  n    dy        1  /   dy  dx\ 

d.h.  Rsinty  =  c.  Die  geodätischen  Linien  einer  Rotationsfläche 
treffen  also  die  Meridiane  unter  Winkeln,  deren  Sinus  längs 
jeder  geodätischen  Linie  wie  die  Krümmung  der  Parallel- 
kreise variiert  Dieses  Theorem,  welches  man  Clairaut  verdankt,  ist 
in  der  Geodäsie  sehr  nützlich.  Es  legt  der  von  den  geodätischen  Linien, 
die  einem  gegebenen  (nicht  verschwindenden)  Wert  von  c  entsprechen,  er- 
füllten Region  Grenzen  auf.  In  der  Tat  kann  B  dem  absoluten  Betrage 
nach  nicht  kleiner  als  c  werden.  Denkt  man  sich  also  eine  geodätische 
Linie  in  dem  Sinne  durchlaufen,  in  welchem  die  Parallelkreise  kleiner 
werden,  so  wird  die  Kurve  immer  mehr  von  den  Meridianen  abweichen, 


-y^^c 


um  sich  den   Parallel  kreisen  zu  nähern,    und  schließlich   wird  sie  den   I*a- 
rallelkreis  vom  Radius  c  berühren  ohne  ihn  überschreiten  iu  können. 

707.    Übungen,      a)   Die    Asyraptotenünien    des    Halilroidi     mit 

(fl  690,  b)    sind   uns   bereits   bekannt.      Wir    wollen    sie    aber 
d  zwar  mit  HUfe  des  in  §  704  tng< 
Verfahrens.    Die  Gleichung  der  Flache  ist  e  *-  aÖ,  wo  0  gleich  aretg        ist, 
rennehrt    um  ein  beliebiges  Multipluui  von  7t.     Daraus  folgt 


hier  noch  einmal  bestin 


(41) 


■M-.v" 


*  =  i*  = 


-'  +  !/' 


Durch  nochmalige  Derivation  erkennt  man,  dnB  r,  t,  '  proportional  iu 
—  2xy,  x'  —  y*,  9*y  sind,  sodaß  die  Gleichung  (37)  folgende  wird 

—  xydx*  -f  («■—  i/*)dxdg  +  xydy*  =  0. 
Sie  spaltet  sieh  in  die  beiden  Gleichungen 

ydx  —  xdy  =  0,     xdx  +  ydy  =  tr. 

Die  erste  liefert  die  Erzeugenden  {y  =  Ix),  während  die  »weit«  x*  +  ^ 
=  Const.  gibt.  Die  Asymptotenlinien  der  beiden  Scharen  sind  also  iu- 
einander  orthogonal ,  und  die  Flttche  ist  daher,  wie  wir  auch  schon  wissen, 
eine  Minimalhache.  Kascher  kommt  man  zum  Ziele,  wenn  man  u  «■  R, 
v  =  0  nimmt  und  die  Gleichung  (38)  anwendet,  die  sich  auf  dlldO  —  0 
reduziert,  da  ÖL  =  &  =  0,  (3  —  —  a  ist.  Die  Asymptoteniinien  werden 
also  dargestellt  durch  die  Gleichungen  ß=  Const.  (Schraubenlinien)  und 
6~  Const.  (geradlinige  Erzeugende). 

b)  Wir  wollen  auf  derselben  Fläche  die  Krümm ungslinieD  zu  be- 
stimmen suchen.  Sie  durchsetzen  offenbar  die  geradlinigen  Erzeugenden 
unter  45°.  I'm  sie  analytisch  zu  bestimmen,  setzen  wir  die  Werte  (|l) 
oder 

p  =  —  H  sin  0,      q  —  -R  cos  0 

in  die  Gleichung  (31)  ein.     Diese  wird  dann 

"■■»«-('+£)•'■■«"  f  z 

'■'f»ia9~m9d8  ^fläüfl  |  linffrf* 


und  reduziert  sich  auf 

±-- 


oder     ^  dB  = 


ain«  ' 


wenn  man  fl  — ■  sootip   setat.     Die  rechte  Seit«  der  letzten  Gleichung   ist 
■\:i~   DiffmntifJ   von   logtg    -■      Man  erhält  also  ö 

■'->«-*-,  «- -; (■*»-•> -.ti-w). 

Diese    Kurven,   die  Projektionen    der  Krümm iiagsliuieu    auf  die   i 
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a 


erhält  man  alle,   indem  man  die  Spirale    2?  =  —  (c°  —  e~ö)  nm  den  Pol 

rotieren  läßt.  Diese  Spirale  geht  vom  Pol  aus  wie  eine  archimedische 
Spirale  und  hat  die  Tendenz  sich  im  Unendlichen  in  ein  Paar  logarith- 
mischer Spiralen  zu  verwandeln,  die  die  Radienvektoren  unter  45°  treffen. 

c)  Um  die  Asymptotenlinien  des  Katenoids  zu  bestimmen,  mache 
man  Gebrauch  von  der  Formel  (40)  und  bemerke,  daß  die  Funktion  z  =  f(R) 

implicite  definiert  ist  durch  die  Gleichung  des  Meridians:  U  =  ö  v"  ~^~  e    * / 
Sie  liefert  uns  bei  zweimaliger  Derivation  nach  Jß 

JL_ - i(ci _ e-i)     _ rw _  ifi  +  e-?)_* 

sodaß  die  Formel  (40)  übergeht  in 

±  HF  -  HF»    worau8  fol8*    ±  «(e  -  eo)  -  /"(*)• 

Die  Projektionen  der  Asymptotenlinien  auf  die  Ebene  des  Kehlkreises 
werden  also  in  Polarkoordinaten  durch  die  Gleichung  dargestellt,  welche 
man  erhält,  indem  man  in  der  Gleichung  des  Meridians  z  durch  ±  a  (ß  ~~  fy>) 
ersetzt: 

Alle   diese   Kurven  werden   erhalten  durch  Rotation  der  Spirale 

um  den  Pol.  Man  braucht  also  nur  eine  Asymptotenlinie  zu  haben,  um 
sie  alle  zu  kennen.     Die  Gleichungen 

x  =  -  -  («•  +  e~e)  cos  0,      y  —  -^  (e*  +  e~9)  sin  0,      z  =  a0 

stellen  gerade  eine  der  Asymptotenlinien  dar,  und  wir  haben  dieselbe 
bereits  in  §  657  untersucht.  Die  Eigenschaft,  die  Parallelkreise  des  Ka- 
tenoids unter  45°  zu  schneiden,  die  diese  Kurve  hat,  erscheint  uns  jetzt  als 
evident.  Da  nämlich  das  Katenoid  eine  Minimalfläche  ist  (§  690,  a),  so  müssen 
die  Asymptotenlinien  die  Krümmungslinien,  also  die  Meridiane  und  die 
Parallelkreise,  gerade  unter  45°  treffen.  Die  andre  Eigenschaft  unserer 
Kurve,  welche  den  Torsionsradius  betrifft,  ist  eine  unmittelbare  Folge  des 
Theorems  von  Enneper.  Bezeichnet  man  in  der  Tat  mit  n  den  Abschnitt 
der  Flächennormale,  der  zwischen  dem  Incidenzpunkt  und  der  Rotations- 
achse liegt,  so  sind  die  Hauptkrümmungsradien  qx  =  n  und  Pi  =  —  w. 
Die  Formel  am  Schluß  von  §  704  gibt  dann  sofort  t  —  ±  n. 

d)  Bemerkenswert  sind  auch  die  Asymptotenlinien  der  Pseudo- 
sphäre  (§  693,  a).  Es  sei  tp  die  Neigung  der  Tangente  gegen  die  Ro- 
tationsachse, sodaß  B  -■  a  sin  tp,  /"(i?)  —  —  cot  y  und  infolgedessen 
f'(B)  —  1/acosif;  sin1*//  ist.     Die  Formel   (40)  wird   ^  dO  =  dy/siny, 

und  man  leitet  daraus  ab  ±  (0  —  0O)  =  log  tg  ~ ,    mithin 


B 


2 
2a 


e±(*-Op)_|_e+(*-0o) 
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Diese  Gleichung  stellt  die  unendlich  vielen  Lagen  dar,  welche  eine  Pomso&seke 
Spirale  R  =  2a/(e?  +  e~e)  durch  Rotation  um  den  Pol  annehmen  kann. 
Um  die  Asymptotenlinien  der  Pseudosph&re  zu  kennen,  braucht  man  nur 
eine    von   ihnen    zu    diskutieren.      Man    betrachte   diejenige,    welche    der 

Gleichung  —  0  =  logtg  —  entspricht,  und  bemerke,  daß 

dz  dz  cos'tb  a      , 

j  .-  =*  «  Tö  cos  fb  =  —  a  — . — J-  -* -. — -  +  a  sin  * 

dy  dB         r  sin^  sin^  x 

ist.  Daraus  folgt  *  =  —  a  (log  tg  ~  +  cos  tj>) .  Die  Asymptotenlinie, 
welche  wir  betrachten  wollen,  wird  also  dargestellt  durch  die  Gleichungen 


2a  cos  0  2a8in0 


*=  „  ,  ,n    y  = 


,*  +  ,-*'     *        e°  +  e-°' 


•(-5^)- 


Verfahrt  man  wie  in  §  657,  so  findet  man  leicht  s  =  aß.  Also  ist  jeder 
(nicht  zu  große)  Bogen  einer  Asymptotenlinie  so  lang  wie  der  Bogen, 
welchen  die  Meridiane  in  den  Endpunkten  auf  dem  größten  Parallelkreis 
ausschneiden.  Es  seien  nun  l,  m,  n  die  Richtungskosinus  der  Rotations- 
achse in  Bezug  auf  das  Fundamentaltriedor  der  Kurve.     Die  Differentiation 

von  z  liefert 

.dz  sin  iß   dz  • 

ds  a     dy  x 

Andererseits  ist  (§  638) 

/aq\  dl        n         dm        n 

^2>  ds  Ä  V  '      ¥*T' 

und  die  Werte  von  m  und  von  t  sind  uns  bereits  bekannt.  In  der  Tat 
ist  m  =  —  sint|/  der  Kosinus  des  Winkels,  den  die  Binormale  (die  Nor- 
male der  Fläche)  mit  der  z-  Achse  bildet.  Außerdem  ergibt  sich  aus  dem 
Theorem  von  Enneper  sofort  %  =  ±  a.  Nehmen  wir  t  =  a  (linksgewundene 
Asymptotenlinie)    und   bemerken   wir,    daß  aus  der  zweiten  Formel   (42) 

hervorgeht 

dm       dm 

n  =  a  --,-  b-b  ~sk  ■■  cos  tp  sin  ib. 
ds         ad  t         -r 

Daraus  folgt  durch  Einsetzen  in  die  erste  Formel  (42) 

Q  =      ?      =  "  (<*  +  *-•)  -  aA  («•  +  *""•). 

*        2  um  if>         4  v  '         4   x-  / 

Man  bemerke,  daß  in  dem  Berührungspunkt  der  Asymptotenlinie  mit  dem 
größten  Parallelkreis  der  Krümmungsradius  \a  ist,  wahrend  er  nach  dem 
Theorem  von  Bultrami  (§682)  den  Wert  -Ja  haben  müßte.  Das  kllrt 
sich  durch  die  Bemerkung  auf,  daß  der  genannte  Parallelkreis  (der  Ort 
dor  Spitzen  dor  Meridiane)  eine  singulare  Linie  der  Flache  ist. 


Siebentes  Buch. 
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Die  Integration. 

Grundbegriffe. 

708.  Man  nennt  Integral  von  f(x)dx  und  bezeichnet  mit 
Jf\x)dx  jede  Funktion,  welche  als  Differential  f(x)dx  hat.  Mit 
andern  Worten,  wenn  man  schreibt  ff(x)  dx  =  F(x) ,  so  will  man 
behaupten,  daß  f(x)dx  — *  dF(x)  ist.  Da  man  ans  diesen  beiden 
Gleichungen  durch  Elimination  des  einen  oder  des  andern  der  Sym- 
bole F  und  f  ableitet 

f(x)dx  =  dff(x)dx,     fdF{x)~F(x), 

so  sieht  man,  daß  die  beiden  Zeichen  d  und  J  sich  gegenseitig  auf- 
heben. Nennt  man  also  Integration  die  durch  das  Zeichen  J  dar- 
gestellte Operation,  durch  die  man,  wenn  f  gegeben  ist,  F  findet, 
so  kann  man  sagen,  daß  die  Integration  die  inverse  Operation 
der  Differentiation  ist.  Es  ist  uns  bereits  bekannt  (§  307,  b),  daß, 
wenn  F(x)  eine  Funktion  ist,  die  das  Differential  f(x)dx  zuläßt, 
alle  andern  Funktionen,  die  dasselbe  Differential  haben,  durch 
F(x)  +  C  dargestellt  werden,  wo  C  eine  willkürliche  Eonstante  ist. 
Dagegen  ist  die  Differenz  der  Werte,  welche  das  einem  gegebenen 
Wert  von  C  entsprechende  Integral  ff(x)dx  an  den  Endpunkten 
eines  gegebenen  Intervalles  (a,  b)  annimmt,   vollkommen   bestimmt, 

weil   bei   der  Büdung   der   Differenz   der   Wert  C  ganz  herausfällt. 

b 

Diese  Differenz  bezeichnet  man  mit  ff(x)dx  und  nennt  sie  ein  be- 

a 

stimmtes  Integral  (zwischen  den  Grenzen  a  und  b)  zum  Unterschied 
von  dem  unbestimmten  Integral  ff(x)dx.    Es  ist  also 

6 

ff(x)  dx  -  F(x)  +  C,     ff{x)  dx  -  F(b)  -  F(a) . 
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Diese   Definitionen   sind   aber  nicht   befriedigend,  weil  sie  um»  nid 
über  die  Existenz  des  Integrals   und  über  die  Art  seiner  Berechnui 
sagen.     Sie  sind  vielmehr  nur  als  Erklärungen  von  Symbolen  zu 
trachten,   und    wir    werden    deshalb    versuchen,   sie    in    andere    zu   i 
wandeln,   die    zur   Definition    der   durch   jene   Symbole   dargestellt« 
Operationen  selbst  dienen. 

709.  Um  zunächst  eine  Erklärung  des  bestimmten  Integrals  ) 
gewinnen,  wollen  wir  bemerken,  diiB  F'(:r)=  f(x)  ist  und  Jas  Theorem 
von  Lagrange  (g  300)  auf  »  Intervalle  h,,  A,,  ...,  A„  anwenden,  in 
die  wir  das  Intervall  (a,  b)  in  beliebiger  Weise  zerlegt  haben. 
Nennen  wir  ui  einen  bestimmten  Wert,  der  dem  Intervall 
von  der  Größe  //,  angehört,  und  ßl  den  zugehörigen  Wert  von  /"(.r 
so  iet 

/■(*,)  —F(»)-*,ft,  F(*,)-r(.r,)->Hl>„  ....  m      ' 
Durch  Addition  ergibt  sieh    F\h)  —  F(a)  =  a„,    wenn  man  setzt 

#.-Mi  +M.  +  -  -  +  M-- 

Man  kann  also,  wenn  man  n  ins  Unendliche  wachsen   lülil. 

f f{.r) ii.r  =  lim ff„,   d.h.  der  Wert  des  Integrals  laßt  sich  als  8n 

wert  der  Folge  ff,,  ff,,  ffs,  -  -  -  betrachten,  deren  Glieder  übrigens  f 
einander  gleich   sind.     Dies  vorausgeschickt    wollen   wir  folgendes  1 
weisen:    Wenn   fix)    eine   stetige    Funktion    ist,    so   darf 
jedes   «(  durch    eine    beliebige    Zahl   des  Intervalle*     j 
ersetzen,  vorausgesetzt,  daß  beim  unendlichen  Zunehmen  von  n   all« 
Teilintervalle  gleichzeitig  nach  Null  konvergieren.     Hat  man   in   da 
Tat    die    Zahl    h    gefunden,    die    man    auf  Orund    des   Theorai 
Cantor  (§  279)  jeder  positiven  Zahl  i   entsprechen   lassen   kann,   und 
nimmt  man   an,  daß  Ä^,  htt  . .  . ,  hm  schon   samtlieh   kleiner 
sind   als  h,    so   wird   sein   j  ft  —  ß(  [  <  t   für  jeden   Wert  f],   den 
Funktion  in   dem  Intervall  /ip  annimmt.     Setzt  man  also 


■  Kt\  +  Kr,  + 


-  *./.. 


,„-«,  <2Kfi-PA<>2'<,-(i'-":'- 

Beachtet  man,  daß  (b  —  a\t  beUebig  klein  gewählt  werden  kann,  *..  folu 
lim  r4  =-  lim  ff.  —   / f(.r\il.r, 

d  h.  es  konvergieren  auch  die  Zahlen  », ,  r,,  r,,         (die  nicht  m*l 
olle  einander  gleich  sind)  nach  dem   Wert  des  Integrals, 
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710.  Definition  des  Integrals.  Lassen  wir  uns  von  den  obigen 
Betrachtungen  leiten,  so  sind  wir  in  der  Lage,  folgende  Definition 
aufzustellen,  wobei  wir  mit  den  aufzuerlegenden  Bedingungen  möglichst 
verschwenderisch  sein  wollen:  „Man  zerlege  in  beliebiger  Weise 
das  Intervall  (a,  b)  in  Teilintervalle  7^,  \,  .  .  .,  hn7  die  nach  Null 
konvergieren,  wenn  n  unendlich  zunimmt,  und  bezeichne  mit  /i,  /i>  •  •  •  >  /n 
irgend  welche  Zahlen,  die  in  jedem  der  genannten  Intervalle  zwischen 
der  unteren  und  der  oberen  Grenze  von  f(x)  liegen  (diese  Grenzen 

nicht  ausgeschlossen).  Konvergiert  dann  die  Summe  \fx + h%f2  H \-  hnfn 

immer  nach  demselben  Grenzwert,  so  heißt  dieser  das  bestimmte  In- 

b 

tegral  von  f(x)dx  zwischen  a  und  b  und  wird  mit  J  f(x)dx  bezeichnet." 

a 

Setzt  man  ferner  die  Grenze  b  als  veränderlich  voraus  und  nennt 
sie  x,  so  erhält  man  die  Definition  des  unbestimmten  Integrals  F(x). 
In  allen  Fällen  heifit  f(x)dx  das  Element  des  Integrals,  sodafi  sich 
ein  Integral  als  eine  Summe  von  unendlich  vielen  infinitesimalen 
Elementen  betrachten  läßt. 

711.  Von  den  allgemeinen  Eigenschafben  der  Integrale  bemerken 
wir  sofort  die  folgende 

b  b 

J  k  f(x)  dx  =  kj  f{x)  dxy      (k   konstant) 

a  a 

die  eine  unmittelbare  Folge  der  Definition  ist,  ebenso  wie  die  weitere 

b  b  b 

J  (u  +  v  +  •  •  -)dx  =-  /  udx  +J  vdx  +  •  •  •, 

a  a  a 

die  offenbar  immer  besteht,  so  lange  die  Funktionen  w,  v,  . . .  von  x 
in  endlicher  Anzahl  vorhanden  sind.  Man  braucht  in  der  Tat  nur  in 
den  Gleichungen 

um«  n  n 

2kh^-i2k'f*'  ]>!h<(-u'+v<+->>-2!h'u'+2h'v<+- 

iii  ii 

zur  Grenze  überzugehen,  indem  man  die  Existenz  der  Integrale  von 
fdx7  udx,  vdx,  .  . .  zuläßt.  Es  ist  jetzt  zweckmäßig,  den  Integral- 
begriff von  den  verschiedenen  Einschränkungen,  die  er  noch  enthält, 
zu  befreien. 

a)  Um  vor  allen  Dingen  nicht  mehr  a  <  6  annehmen  zu  müssen, 
wollen  wir  vereinbaren,  daß  unter  allen  Umstanden 

6  a 

/-/ 

sein  soll.     Diese  Festsetzung  ist  ganz  natürlich,  wenn  man  bedenkt, 
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daß,  falls  man  das  Intervall  b  —  a  als  negativ  betrachtet,  auch  die 
Teilintervalle  \9  hiy  ...  als  negativ  vorauszusetzen  sind,  wahrend 
die  zugehörigen  Werte  fly  f%9  ...  ungeändert  bleiben.  Mit  andern 
Worten,  jedes  Element  f(x)dx  hat  das  Zeichen  von  f(x)  oder  das 
entgegengesetzte,  je  nachdem,  wenn  x  von  der  Grenze  a  nach  der 
Grenze  b  variiert,  dx  positiv  oder  negativ  ist.  Nunmehr  ist  leicht  zu 
beweisen,  daß  man  immer  hat 

beb 

(2)  ZW' 


Diese  Eigenschaft  ist  evident,  wenn  c  zwischen  a  und  b  liegt.  Im 
entgegengesetzten  Falle  erhält  man,  wenn  z.  B.  a  <  b  <  c  ist,  anter 
Beachtung  von  (1)  sofort 

b  e  c  e  b 

f-f-f-f+f 


a  b 

b 


b)  Die  Definition  von    ff(x)dx  verlangt,  daß  f(x)  in  dem  Inte- 


grationsintervall (a,  b)  endlich  ist.  Aber  diese  Einschränkung  laßt 
sich  z.  T.  aufheben  durch  die  Vereinbarung,  falls  f(x)  in  einem 
Punkte  c  unendlich  wird,  zu  setzen 

6  C  —  9  b 

/=  lim   l  +  lim   l  . 

a  a  c  +  ij 

c)  Es  gibt  auch  Integrale,  die  Qber  unendliche  Intervalle  er- 
streckt sind;  aber  sie  müssen  als  Grenzwerte  von  andern  Integralen 
betrachtet  werden,  die  über  endliche  Intervalle  erstreckt  sind.  Man 
hat  mit  andern  Worten  per  definitionem 

f-lim     [, 
außerdem 

+  x        a  « 


a  a 

f-lim     f 

+  •  x 


—  ao       —  •       a 


Es  ist  leicht  zu  konstatieren,  daß  die  vorhin  angegebenen  Eigen- 
schaften, die  sich  auf  Integrale  mit  endlichem  Integrationsintervall 
beziehen,  auch  im  Falle  eines  unendlichen  Integrationsintervalles  be- 
stehen. 

d)  Infolge  der  letzten  Definition  ist  es  nicht  erlaubt,  ein  Integral, 
welches  sich  auf  ein  unendliches  Intervall  bezieht,  als  den  Grenzwert 
einer  Summe   hxfx  +  hfft  +  •    •   zu  betrachten.     Wir   wollen  jedoch 
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einen  sehr  allgemeinen  Fall  angeben,  wo  folgendes  stattfindet:  Zerlegt 
man  das  Intervall  (a,  <x>)  in  unendlich  viele  Intervalle  hly  //,,  ä8,  ..., 
die  nach  Null  konvergieren,  und  wählt  in  jedem  Intervall  h{  zwischen 
der  unteren  und  der  oberen  Grenze  von  f(x)  in  diesem  Intervall  einen 
Wert  fif  so  kann  man  behaupten,  daß 


_• 


ff{x)dx  -  lim  (Vi  +  \ft  +  *,£  +  ...) 

a 

ist.  Dies  gilt  dann,  wenn  bei  der  Teilung  eines  beliebigen  Inter- 
valles  (xy  <x>)  nach  demselben  Gesetz  als  Grenzwert  der  analogen 
Summe  eine  Größe  q  (x)  herauskommt,  die  für  unendliches  x  nach  Null 
konvergiert.     In  der  Tat  ist  klar,  daß  man  hat 

ff{x)  dx  =  Q(o)-9  (x),      ff(x)  dx  =  Q  (a) . 

a  a 

712.  Unter  den  unendlich  vielen  möglichen  Zerlegungen  des 
Intervalles  (a,  b)  ist  die  einfachste  ohne  Zweifel  die  in  gleiche  Teile, 
für  welche  man  hat 

*.-*(/»  +/;  +  •••+/;)  =  (*-*)  £-±4±m±4, 

folglich 

b 

lim  fL+A±^±L>  =     »      ff(x)dx. 

a 

Aus  diesem  Grunde  gibt  man  der  rechten  Seite  den  Namen  Mittel- 
wert von  f(x)  im  Intervall  (a,  b).  Da  alle  Zahlen  f{  zwischen  der 
unteren  Grenze  X  und  der  oberen  Grenze  [i  von  f(x)  in  (a,  b)  ent- 
halten sind,  so  laßt  sich  dasselbe  auch  von  ihrem  arithmetischen 
Mittel  sagen,  und  es  ist  infolgedessen  auch  der  Mittelwert  von  f(x) 
zwischen  X  und  p  enthalten.  Dies  vorausgeschickt  betrachte  man  die 
Funktion 

X 

F(x)- ff(x)dx, 

a 

erteile  x  einen  Zuwachs  h  und  bemerke  unter  Erinnerung  an  die 
Eigenschaft  (2),  daß  man  hat 

x+k 

F(x  +  h)-  F(x)  ~ff(x)dx  -  hf0, 

X 

wo  f0,  der  Mittelwert  von  f{x)  in  (x,  x  +  h),  beim  Eonvergieren  von 
h  nach  Null  endlich  bleibt,  sodaß  KmF(x  +  h)  =  F(x)  ist.  Die 
Funktion  F{x)  ist  also  stetig. 

713.  Man  kann  noch  etwas  mehr  aussagen,  wenn  die  zu  inte- 
grierende Funktion  stetig  ist,  weil  alsdann  X  und  ft  Werte  von  f(x) 
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H  7l*-7l 


in    in.  h)    sind    (§  278)    und   f(x)    beim   Übergange   von   eine 
andern  Werte  sicher  (§  276)  wenigstens  einmal  gleich  Beinern  Min 
werte  in  (a,  h)  wird.    Für  einen  passenden  Wert  |  des  Interra] 
hat  mafi  also 


(3) 


fax)äx-<b~d)f(%). 


Es  ist  jetzt  leicht  zu  beweisen,  daß  die  in  S  711)  gegebene  Definitioi 
des  Integrals  mit  der  zu  Anfang  gegebenen  Obereinst  im  int      1 
nämlich  die  Drriviert/'  f(x).     Wendet  mau  in  der  Tat  die  1*'   i 
auf  das  Intervall  (x,X  +  h)  an,  so  erhält  .mm  F(x+h)-F(x)  —  *f0& 
wo  |  zwischen  x  und  x  +  h  enthalten  ist   und  dotier  nach  I  konver 
giert,  wenn  h  der  Null  zustrebt.      Daraus   folgt 


F'(x)  -  lim  - 


■lim/"(|) 


rTJexnneb    ist    klar,    daß   die   Formel   (3)   einfach    der   Ausdruck 

Theorems  vou  Lagrange  ist,  angewandt  auf  das  unbestimmte  lutv 
Nur  wenn  /'(.'*')  unstetig  ist,  können  die  neue  und  die  alte  I  >■■ 
im   Widerspruch  stehen;  und  es  läßt  sich  tatsächlich   beweisen1), 
das  Integral  von  f(x)rfx  nach  dem  neuen  Begriff  manchmal  nicht 
existiert,  obwohl  f(ß)  eine   primitive  Funktion   zulaßt 


Integrierbarke.it. 

714.    Theorem.     Für    die    Existenz    von   j'('(x)dx    ist    et 

notwendig  und  hinreichend,  daß  sich  eine  Teilung  iti  lnt<-i 
viilles   i«,  h)   in    Intervalle   hlth,,...thn  bilden    läßt   von   fol 
gender    Beschaffenheit:   Nennt  man  c?(   die  Schwankt 
f(x)  in  hit  so  hat  die  Summe 

«.  -  i'i  ©i  +  *■©!  +  ■  •  •  +  Kß% 

den  Grenzwert  Null,  wenn  die  genannten  Intervalle,  an  Zah 
zunehmend,  gleichzeitig  dem  Verschwinden  zustreben. 

a)    Wenn    das  Integral   existiert,   so    ist    damit  gesagt,   daB  dir 
Summe   r„ -=^7*/|    immer   denselben    Grenzwert    hat,    wie   man   auch 

die  Zahlen  /'(  in  den  bezüglichen  Intervallen  wählen  mag.  Ersctxl 
man  insbesondere  /i, /»,-■,/«  ein  Mal  durch  die  oberen  Grauen 
von  f(x)  in  den  zugehörigen  Intervalleu,  ein  anderes  Mal  durch  die 
ren  Grenzen,  so  erhält  man  durch  Subtraktion  lim  u.  — 0, 

I)  Voller™  iGiornale  rlj  Matematiclie.  1861,  ]      « 


: 
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auch  der  Modus  sein  mag,  nach  welchem  man  das  Intervall  (a,  b)  in 
infinitesimale  Teile  zerlegt. 

b)  Wenn  umgekehrt  für  jeden  Teilungsmodus  lim  on  «  0  ist,  so 
können  die  Summen 

n  n" 

nicht  nach  verschiedenen  Grenzwerten  konvergieren.  Be- 
trachten wir  in  der  Tat  die  Zerlegung  in  Teilintervalle  hJy  h%7  . ..,  hn, 
die  durch  die  Punkte  der  beiden  Zerlegungen  hervorgebracht  wird. 
Ein  Intervall  K  besteht  aus  einem  Intervall  h  oder  aus  mehreren 
solchen;  und  wenn  man  für  jedes  von  diesen  Intervallen  nach  Belieben 
einen  Wert  f  zwischen  den  Grenzen  der  Werte  von  f(x)  wählt,  so 
hat  man 

Kfi  =  K  +  lfr  +  l  +  K  +  ifr  +  9  +  K  +  tfr  +  9  H ^  Kf» 

+  »r  +  lfoWr+l)  +  K  +  tifi'-fr  +  l)  +  '  '  '  +  Ktf-ft. 

Der  zweite  Teil  dieser  Summe  ist  seinem  absoluten  Betrage  nach 
nicht  größer  als  das  Produkt  von  (9/  mit 

Also  hat  man 

In*  =  tn  +  Qn',  *n"  =  X%  +  Qn"  , 

WO 

|  Qn'  |  <L  «!•' ,  |  Qn"  |  <^  W«" 

ist.     Daraus  folgt 

/  u  /  n  \       f  II      ;       -^»  '  ,  /# 

*»'  —  Xn"  -=  (*»'  —  (>»";         I  *n'  —  **"  |S«i'T  wn"  • 

Da  nun  gv  und  co'«'-  nach  Null  konvergieren,  wenn  alle  Teilintervalle 
dem  Verschwinden  zustreben,  so  konvergiert  auch  xn>  —  %l»  nach 
Null,  und  es  kann  daher  xH>  nicht  einem  Grenzwert  zustreben,  ohne 
daß  x'n"  demselben  Grenzwert  zustrebt. 

c)  Wir  wollen  ferner  beweisen,  daß  rn  notwendig  nach  einem 
Grenzwert  konvergiert,  wenn  an  nach  Null  konvergiert.  Ist 
s  positiv  und  beliebig  klein  gegeben,  so  kann  man  immer  eine  Zahl  ä 
finden  derart,  daß  con<-J-£  ist,  wenn  die  Intervalle  h  alle  kleiner  als 
d  sind.  Wir  können  annehmen,  daß  bei  wachsendem  n  die  Intervalle  h 
schließlich  bestandig  kleiner  bleiben  als  d  und  ein  Mal  A/,  A9',  . ..,  A«' 
werden,  ein  anderes  Mal  A/',  A2",  .  . .,  Ai".  Es  seien  xn,  und  vn„  die 
zugehörigen  Werte  von  xn  und  <on.y  a>n„  die  von  an.  Offenbar  lassen 
sich  auf  diese  Summen  die  oben  für  die  x  und  x"  angestellten  Be- 
trachtungen anwenden,  und  man  kann  schreiben 

für  jedes  Paar  von  Werten  n,  n",  die  größer  sind  als  eine  gewisse 
Zahl.     Also  konvergiert  xn  nach  einem  endlichen  Grenzwert  (§  139). 
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d)  Es  bleibt  nur  noch  folgendes  zu  zeigen  übrig:  Wenn  die 
Sinn  im.-  mK  für  einen  bestimmten  Modus,  (a,  b)  in  infinitesi- 
male Teile  zu  zerlegen,  nach  Null  konvergiert,  so  konTer- 
giert  sie  auch  für  jeden  andern  Teilungsmodus  nach  Null. 
Hat  man  für  eine  gegebene  Teilung  in  Intervalle  A,',  A,',  .  .  . ,  Ai 
lim  kv  =  0,  so  kann  man,  wenn  *  >  0  gegeben  ist,  annehmen,  dafl 
a'„-  bereits  kleiner  gemacht  ist  als  t;  ferner  kann  man  bei  einem 
andern  Teilungsmodus  immer  voraussetzen,  daß  die  T«ili 
A,"  A,",  , . . ,  A,"  schon  kleiner  geworfen  sind  als  i, ;. «',  wobei  mit  i, 
irgend  eine  andere  beliebig  kleine  positive  Zahl  bezeichnet  wirf. 
Dies  vorausgeschickt  betrachten  wir  die  Teilung  in  Intervalle  A„A„  .  ,hm, 
welche  mit  Hilfe  der  Punkte  beider  Teilungen  erhalten  wird.    Man  h»t 

*,'£>;  =  Ar+10r+l  +  *y+10P+i  +  ir+.©r+i  +  ••*  +  W, 

oder,    wenn    man    beachtet,   daß    0r+1I   ©,+k      ■    f  0,    nicht    größer 
als  &f   sind, 

ferner  durch  Summation  ov  >  «,,.  Andererseits  betrachte  man  gv 
Diese  Summe  hat  mit  w„  alle  Glieder  gemeinsam,  die  7,\i  Intervallen  IT 
gehören,  in  deren  Inneres  keine  Punkte  der  ersten  Teilung  fallen 
Die  Zahl  der  andern  Glieder  von  toi."  ist  kleiner  als  w',  weil 
zn  Intervallen  h"  gehören,  in  deren  jedes  wenigstens  einer  der  ■'—  I 
Punkte  der  ersten  Teilung  fallt;  und  da  jedes  der  genannten  Glieder 
kleiner  als  das  Produkt  von  n/»'  mit  einer  Schwankung  ist,  die 
sicherlich  die  Gesamtschwankung  (P  vun  fix)  in  (a,  b)  nicht  ül«-rtrin't, 
so  ist  ihre  Summe  kleiner  ah  t)®.     Also  hat  man 

av  <  ta,  +  ij(9     und  daher     ov  <  r-v  +  »)l?  <  f  +  fj&. 

Wenn  die  Intervalle  fortfahren  sich  zu  verkleinem,  so  hört  die  letz 
Ungleichung  nicht  auf  gültig  zu  sein,  d.  h.  ov  wird  und  bleibt  kleiner 
als  die  Größe  t  +  ?;(?,  die  beliebig  klein  gemacht  werden  kann.  Mit 
hin  ist  lim  gv  =  0. 

715.    Aus   dem   vorhin   bewiesenen   Kriterium    der   Integrabilität 
wollen  wir  jetzt  einige  nützliche  Folgerungen  ziehen: 

»)  Wenn  das  Integral  von  f(x)dx  existiert,  so  existiert 
auch  dasjenige  von  \f(x)  <t  <  -  In  der  Tut  ist  dir  Schwankung  C? 
von  \f(x)\  in  irgend  einem  Intervall  offenbar  gleich  <[•■ 
von  f(x),  wenn  diese  Funktion  in  dem  betrachteten  Intervall  ihr 
Zeichen  nicht  ändert  Dagegen  ist  sie  kleiner  als  0  im  entgegen- 
gesetzten Falle  Daraus  folgt  (9/^<9H  mithin  »,'£•)-,  und  man 
hat  daher,  wenn   limm.— 0  ist,  limm.'^O      Mau   beachte  aberfiM, 
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daß  wegen 


n 


^  A</i  j  ^>2j  '  '4<^<      *n  ^er  ®renze  (n  =  °°) 


i  i 


o  0 

ff{x)dx  !  <f\f(x)\dx 


ist. 

b)  Die  Summe  von  zwei  oder  mehr  integrablen  Funk- 
tionen in  endlicher  Anzahl  ist  eine  integrable  Funktion. 
Dieser  Satz,  der  oben  (§711)  als  eine  unmittelbare  Folge  der  Defi- 
nition des  Integrals  angegeben  wurde,  läßt  sich  auch  mittels  des  In- 
tegrabilitatskriteriums  ableiten,  wenn  man  bemerkt,  daß  die  Schwankung 
einer  Summe  von  Funktionen  in  irgend  einem  Intervall  nicht  größer 
ist  als  die  Summe  der  Schwankungen  der  Funktionen  in  demselben 
Intervall.  Sind  in  der  Tat  A',  ft'  die  Grenzen  von  u  und  A",  p"  die 
von  vy  so  hat  man  A'  +  A"  ^  u  +  v  ^  f*'  +  f*"  Die  untere  Grenze  A 
von  u  +  v  ist  daher  nicht  kleiner  als  k'  +  k"  und  die  obere  Grenze  f* 
nicht  größer  als  ft'  +  /*",  sodaß  für  die  Schwankung  von  u  +  v  gilt 
(9  =»  /*  —  k^&  +  <9".  Wendet  man  diesen  Schluß  auf  jedes  Intervall  h{ 
an,  so  findet  man  ojn  <^  con'  +  <»n",  woraus  folgt,  daß  lim  an  =  0  ist, 
wenn  man  hat   lim  &n'  =  0,  lim  &n"  =  0. 

c)  Das  Produkt  von  zwei  oder  mehr  integrablen  Funk- 
tionen in  endlicher  Anzahl  ist  eine  integrable  Funktion. 
Bezeichnet  man  in  der  Tat  mit  c  eine  Zahl,  die  nicht  kleiner  ist  als 
die  größte  der  Zahlen   0,  —  A',  —  A",    so  hat  man 

(X'  +  c)(X"+  c)  ^(u  +  c)(v  +  c)< 0»'  +  e)0»"+  c), 
mithin 

A'A"-  c(&  +  <Er)<UV<,  p>"+  c(<9'+  <9") 

und  daher 

€  <,  ji>"  -  AT  +  2c ((EX  +  <9")  -  p'<9"  +  k"&  +  2c{&  +  <9") , 

endlich  (9  <  h(€y  +  (9"),  wenn  man  mit  &  eine  Zahl  bezeichnet,  die 
größer  ist  als  p'+2c  und  A"+  2c.  Dieser  Schluß  laßt  sich  auf 
jedes  Intervall  /*,  anwenden,  indem  man  die  Werte  von  c  und  von  Je 
ungeändert  läßt;  denn  es  ist  A'<^A/,  A"^A",  ft'^f*/,  f*' '^  f*/'.  Da- 
raus folgt  <9,<*(<9/ +©,"),  ferner  a*  <  &  (©,/ +  O  und  daher 
lim  (on  =  0,  wenn,  wie  vorausgesetzt  wird,  lim  ©„'  =  0  und  lim  G>n"  —  0  ist. 

d)  Wenn  /*(#)  integrabel  ist,  so  ist  auch  l/f(x)  integrabel, 
vorausgesetzt,  daß  l/f(x)  in  dem  Integrationsintervall  endlich  bleibt. 
Bleibt  z.  B.  f(x)  immer  größer  als  eine  bestimmte  positive  Zahl,  so 
ist  ihre  untere  Grenze  A  positiv,  und  die  Grenzen  von  l/f(x)  sind 
A'«  l/(i,  p'  =  1/A.     Daraus  folgt 

44  * 
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Iu  jedem   Intervall   ht  hat   man   also   (?/<  fcVV  <  Oji*;  mithin  i 


,'^aji.*  und  endlich  lim  cd,' =  0,  wenn  lim  i.: 


=  0  ist. 


e)  Der   Quotient   von    zwei    integrablen   Funktion  i 

eine  integrable  Funktion,  vorausgesetzt,  daß  er  iu  dem  Integra- 
tionsintervall  endlich  ist.  Wenn  in  der  Tat  die  ala  endlich  voraus- 
gesetzten Funktionen  «  und  v  integrabet  sind,  so  ist  auch  1  <■. 
welches  nach  Voraussetzung  endlieh  ist,  integrahel.  Folglich  ist  hjt 
integrahel,  als  Produkt  von  ■  und  l/t>. 

f)  Eine  andere  unmittelbare  Folge  des  Integrabilitätskriteriurns, 
die  wir  hier  augeben  müssen,  um  uns  in  kurzem  darauf  berufen  zu 
können,  ist  die  Integrabilität  der  (endlichen)  Funktionen,  die  immer 
in  einem  Sinne  variieren  und  monoton  heißen.  Die  Funktionen 
können  dabei  in  dem  Integrationsintervall  auch  mit  Un Stetigkeiten 
(die  notwendig  gewöhnliche  sind)  behaftet  sein.  Für  solche  Funk- 
tionen sind  die  Schwankungen  <9,,  <?j,  ...,€'„  gleich  den  absoluten 
Beträgen  der  Differenzen 

fM-f("),  «*.)-/■('■).  ■■-,  f®-n*..d, 

welche    alle    dasselbe  Zeichen   haben.     Ihre   Summe   ist  daher  gleich 
der   Totalschwankung   €\   dem    absoluten    Betrage   von    /'■ 
Wenn    also    xlf  X%J   .  ..,  xn_t    das    Intervall    («,  l>)    in    gleiche    TtÜI 
teilen,  so  hat  man 


.-2''.<p'- 


h0,       lim  (i)B 


Hieraus  folgt  auch  die  Integricrburkeit  jeder  endlichen  Funktion,  die 
eine  endliche  Anzahl  Minima  und  Maxima  in  dem  Integrationsintervall 
hat:  mau  braucht  das  Intervall  nur  derart  zu  zerlegen,  daß  iu  jedem 
Teilintervall  die  Funktion  monoton  ist. 

716.  Wir  wollen  einen  Augenblick  stehen  bleiben  und  /.»vi 
Theoreme  beweisen,  die  bei  der  Untersuchung  der  bestimmten  Integrale 
sehr  nützlich  wind: 

a)  Der  Begriff  des  Mittelwerte«  (§  712)  einer  integrablen  Funktion 
fir)  läßt  sich  ausdehnen,  indem  man  dem  Intervall  {a,  b)  Ul  jadttl 
Punkts  x  eine  Dichtigkeit  <p{x)  beilegt,  die  notwendig  positiv  ist, 
od»  indem  man  ^(a*)i/x  an  die  Stelle  von  dz  setzt,  als  wenn  die 
Größe   jedes  Intervalle»  ht    nicht    mehr   hit   sondern   A;a\   wäre.      Da 

l  <.  f,  <T  fl     ist,    Sil     V.  ■: 


*2*ifiSSVifii5i»SA 


ftt 


da  fpt  >0  ist.     Man  hat  also,  wenn  man  die  [ntegnbilttitt  »on  i 

voraussetzt,  woraus  (§715,0)  diejenige  von  f(x)tp(z)  folgt, 
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b  b  b 

*/  <p(x)dx  ^J  f(x)<p(x)dx  <^  tij  <p(x)dx 

a  a  a 

oder 

6  b 

ff{x)<p{x)dx  =  f0f<p(x)dx, 

a  a 

wo  f0  eine  Zahl  zwischen  X  und  p  ist.  Dieses  Resultat  ist  bekannt 
unter  dem  Namen  erster  Mittelwertsatz. 

b)  Man  nehme  jetzt  weiter  an,  daß  f(x)  monoton  ist,  dafür  aber 
<p(x)  nur  verpflichtet  ist,  integrabel  zu  sein.     Mau  hat 

n 

2  h'ft<P{  =  ^  ~  f*>  *i  Vi  +  (/•  ~  /•)  (*i  Vi  +  *i Vi)  +  *  •  * 

+  (/".-!  ~  /"„)  (*i  Vi  +  •  •  •  +  K-x  V„_i)  +  f.  (*i  Vi  +  •  •  •  +  *.  V.)- 

Da  die  Differenzen  fx  —  f%,  f%  —  /i,  ...  alle  von  demselben  Zeichen 
sind,  so  kann  man  schreiben 

n  n 

1  1 

indem  man  mit  kn  einen  Wert  bezeichnet,  der  zwischen  den  Summen 

*iVi>    *iVi  +  *i9i>    •••;    Äi9i  +  *29>»H 1-ä*-iVi.-i 

liegt.  Bedenkt  man  (§  715,  f,  c),  daß  die  Funktion  f(x)<p(x)  integrabel 
ist;  so  erkennt  man,  daß  beim  unendlichen  Zunehmen  von  n  in  der 
letzten  Gleichung  kn  nach  einem  Grenzwert  k  konvergieren  muß,  so- 
daß  jene  Gleichung  in 

b  b 

ff(z)  tp  (*)  dx  -  k  \f(a)  -  /•(&)]  +  f(b)f9(x)  dx 

a  a 

übergeht.  Offenbar  hat  k  einen  Wert,  der  zwischen  den  Werten  liegt, 
die  das  Integral    f  tp(x)dx  annimmt,  wenn  die  obere  Grenze  x  von  a 

a 

bis  b  variiert.     Da  (§  712)  das  genannte  Integral  eine  stetige  Funktion 

von  x  ist,  so  gibt  es  in  (a,  l)  eine  Zahl  £  derart,  daß  k  =•  fip(x)dx 
ist.     Andererseits  hat  man  wegen  der  Eigenschaft  (2)  • 

b  b 

f  <p(x)dx  =  k  +J  ip{x)dx. 

Also  ist 

b  c  6 

ff(x)q>(x)dx  -  f(a)  f<p(x)dx  +  f(b)  f<p(x)dx. 


Dies  ist  dei  MCWIR)  Mittelwertsatz,  den  man  Bonnet  verdankt. 
Man  beachte,  daß,  falls  f(x)  an  den  Grenzen  a  und  h  unstetig  wäre, 
/'Mi  und  t'\.l>)  bezüglich  dnrch  f(a  +  0]  und  f(l>  -  ".)  ersetzt  werden 
müßten,  da  dies  die  Grenzwerte  von  ft   und  /'„  sind. 

717.   Anwendungen,    a)  Dm  m  leiten,  ob  du  Integral  km   l 

erstreckt  über   das   Intervall    (a,  b),   eine    Bedeutung  hat,    irau 

irgend   einem   Funkte  .    des  Intervalls   unendlich   wird,  muß  man  (g  711.  I 
untersuchen,  ob 


j'ivuu,    frimyä. 


Für    nach   Null    konvergierende  i    und   i,    endlichen    Grenzwerten    zualrebeo 
Wir  wollen,  um  einen  bestimmten    Fall  vor  uns  zu  haben,  den  ersten  der 
beiden  Grenzwerte  betrachten  und  bemerken,  daß  zu  seiner  Ebristeni 
folgende*  notwendig  und  hinreichend  ist: 


fffäia-ffo)i—fl 


muß  nach  Null   konvergieren,  wenn  a  und  ß  uniibhUrr 
Null  zustreben.      Um  zu  sehen,  ob  diese  Bedingung  ertüllt  ist,  kann  man 
den  ersten   Mittel  wertsatz  anwenden.      Wenn   t.  B.  f(x)    in    der    9 
endlich  wird,  daß  Um(c— xfffä  —  k  >  0  ist,    oder,    wie    mta   n   saßen 

pHegt,  von  r-ter  Ordnung  unendlich  wird,  so  hat  mau 
ffe)i  i  -f(e  -  x)-'9(x)dz  -  9J\c  -  , 

da  (c  —  *■)"'  links'  von  c  sein  Zeichen  nicht  ändert;  und  dir  Punkt 
die  nach  k  konvergiert  und  integrubel  ist  (als  Produkt  v<>n  twei  mle 
grablen  Funktionen)  hat  sicher  einen  Mittelwert  ;/0,  der  für  innniteaBtele  ■, 
ß  nach  k  konvergiert.  Nun  hat  x~r  eine  primitive  Funktion,  die  für  r  ^  1 
proportional  zu  j1_r  ist  und  für  r  =  1  gleich  logx.  Die  Frage  reduziert 
sieb  also  darauf  zu  sehen,  für  welche  Werte  von  r  im  ersten  Falle 
nl~r  —  j31-'  nach  Null  konvergiert.  Dies  ist  nur  der  Fall  ftlr  r<l, 
Für  r  —  1  wird  man  dazu'  geführt  log  zu  betrachten,  tralebi 
Grenzwert  zustrebt.  Also  hat  das  vorgelegte  [ntegral  eine  Bedeutung  nur 
dann,  wenn  f(x)  von  niedrigerer  Ordnung  als  der  ersten  unend- 
lich wird. 

b)    Wir    wollen    uns    die   analoge    Frag«'    stellen,    wann   das    Integral 
von  f\x)dx,   erstreckt   über   ein   unendliches  Intervall  (§  711.  i  I 


3 


deutung  haben  kann.  Damit  der  Gren/.werl  v< 
-.  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 


unendliches   Intervall   (§711,1 


I '  '  ■     .  I  ■ 
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wenn  a  und  ß  unabhängig  voneinander  ins  Unendliche  wachsen,  nach  Null 
konvergiert.  Jetzt  nehme  man  an,  daß  sich  f(x)  für  unendliches  x  derart 
verhalt,  daß  hmaff^x)  =  k  ^  0  ist.     Man  hat 

x  =  co 

a  a  a 

J  f(x)dx  —  /  x~rg{x)dx  =  g0 J  x~rdx, 

wo  g0  nach  k  konvergiert.  Es  muß  also  a1"r  —  ßl~r  nach  Null  konver- 
gieren, wozu  notwendig  und  hinreichend  ist,  daß  man  hat  r>l.    Folglich 

X 

hat  das  Integral  Jf(x)dx  nur  dann  eine  Bedeutung,  wenn  für  unend- 

a 

liches  x  die  Funktion  f(pc)  von  höherer  als  erster  Ordnung  in- 
finitesimal wird. 

c)  Das  Integral  von  f(x)dx,  erstreckt  über  ein  unendliches  Intervall, 
existiert  nicht,  wenn  die  Funktion  xf(x)  =■  g(x)  für  unendliches  x  nach 
einem  endlichen  von  Null  verschiedenen  Grenzwert  konvergiert.  Es  kann 
aber  das  Integral  auch  existieren,  wenn  g(x)  keinem  Grenzwert  zu- 
strebt, und  es  existiert  sicher,  wenn  das  Integral  dieser  Funktion,  er- 
streckt über  ein  beliebiges  Intervall,  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner 
bleibt  als  eine  Zahl  k.  Wendet  man  in  der  Tat  den  zweiten  Mittelwert- 
satz an,  so  erhält  man 

/  f(x)dx  =  —  J  g(x)dx  +  jj  g{x)dx 
und  infolgedessen 

I  Jf(x)  dx    <  k  (-i-  +  -J-) ,        lim  f  f(x)  dx  =  0 


a 


für  unendlich  zunehmende  er,  ß. 

718.  Kriterium  von  Biemann.  Es  gibt  ein  sehr  einfaches 
Mittel,  welches  von  Riemann  angegeben  worden  ist,  um  die  Inte- 
grierbarkeit einer  Funktion  f(x)  auf  Grund  des  in  §  714  bewiesenen 
Kriteriums  zu  konstatieren,  s  sei  eine  vorgelegte  positive  Große  und 
ln  die  Summe  derjenigen  unter  den  Intervallen  \y  h^,  . . .,  hH,  in 
welchen  die  Schwankung  von  f(x)  größer  als  s  ist.  Die  Schwankung 
von  f(x)  in  jedem  dieser  Intervalle  übertrifft  nicht  die  Gesamt- 
schwankung (9;  und  in  den  andern  Teilintervallen ,  deren  Summe 
gleich  6  —  a  —  ln  ist,  übertrifft  sie  nicht  e.    Also  ist 

«».£(0 -*)'.+ (*-«)*• 

Wenn  limZÄ=0  ist  für  jedes  £,  so  kann  man,  wenn  rj  positiv  und 
beliebig  klein  gegeben  ist,   (6  —  a)  «=»-$•  17   nehmen,   die   zugehörige 

1)  „Gesammelte  Werke",  S.  227. 
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Summe  /_  bestimmen  und  n  wachsen  lassen.  bis  <T'„<'1';  ist  lind 
bleibt,  Alsdann  wird  auch  sein  w„  <  j;,  mithin  lim  <■)„  ■■  0.  Umgekehrt 
hat  mau,  wenn  dies«  Bedingung  erfüllt  ist,  weil  £>„>  (<„  ist,  I 
für  jeden  Wert  von  t;  d.  h.  man  wird  für  jede  positive  Zahl  jj  die 
Anzahl  der  TeilJntervalle  genügend  wachsen  lassen  können,  damit 
schließlich  iB<»j  ist.  Zur  Integrabilität  einer  Funktion  ist 
also  notwendig  und  hinreichend,  daß  für  jedes  Paar  Ton 
positiven,  beliebig  kleinen  Großen  i  und  t}  eine  Zerlegung 
des  Integrationsintervalls  gelingt,  bei  welcher  die  Summe 
der  Teilintervalle,  in  denen  die  Schwankung  der  Funktion 
£  fibertrifft,  kleiner  ist  als  5. 

719.  Wenn  z.B.  f(x)  stetig  ist,  so  sagt  uns  das  Theorem  von 
t'antor  (§  279),  daß  sich  bei  gegebenem  e  die  Intervalle  /i|t  hi%  . . . ,  hm 
genügend  verkleinern  lasseu,  damit  in  allen  die  Schwankung  voo 
f(x)  kleiner  wird  ab  t.  Man  hat  also  ln  —  0.  Mithin 
stetige  Funktion  integrabel.  Es  ist  aber  klar  und  uns  bereits 
bekannt  (§  71fi,  f),  daß  auch  unstetige  Funktionen  integrabel  sein 
können.  Solche  sind  z.  B.  die  endlichen,  im  allgemeinen  stetigen 
Funktionen  (§272,  a),  da  die  in  endlicher  Anzahl  vorbände 
Stetigkeitspunkte  sich  in  beliebig  kleine  Intervalle  einschließen  lassen. 
Integrabel  sind  auch  die  endlichen  Funktionen  mit  an  an  dilti) 
vielen  Unstetigkeiten,  so  oft  die  Punkte  des  Integnitmüsintervjill«. 
in  deren  Umgebung  unendlich  viele  Unstet  igk  ei  tspuukte  Call 
endliche  Anzahl  bilden.  Isoliert  man  zunächst  diese  Punkte  durch 
beliebig  kleine  Intervalle,  so  bleiben  andere  linstetigkeit.sjmiikte  in 
endlicher  Anzahl,  die  sich  ihrerseits  in  beliebig  kleine  Intervalle  ein- 
schließen lassen;  und  die  Summe  aller  dieser  Intervalle  (der  , 
die  zur  Bildung  vun  !n  einen  Beitrag  liefern  können)  ist  so  klein  aU 
man  will.  In  vielen  andern  Fällen1)  ist  eine  Funktion  integrabel 
trotz  der  unendlich  vielen  Unstetigkeiten,  trelonc  sie  ÜQgl  des  Inte- 
grationsintervall es  bieten  kann;  und  es  ist  leicht  zu  beweisen1),  daß 
nur  von  den  total  unstetigen  Funktionen  (§  272,  c)  gesagt 
werden  kann,  daß  sie  nie  integrabel  sind;  denn  nimmt  man  r  hin- 
reichend klein,  so  wird  es  immei  in  der  Umgebung  jedee  Punktes 
des  Integrationen!  Urvalls  wenigstens  ein  infinitesimales  Intervall  geben, 
in  welchem  die  Schwankung  größer  bleibt  als  f.  Jedenfalls  BuU 
man,  daß  die  Stetigkeit  zwar  eine  hinreichende  Bedingung 
für  die  Inttyrierbarkeii  ist,  nicht  aber  em  Dagegen  ist, 

wie   wir  wissen  (§  282,  e,  f)  die    Stetigkeit  eine  notwendige    Be- 
dingung   für    die    Ikrirwrttarl.r.it,    nicht   tili 
Inbegriff  der  integrierbaren  Funktionen  schließt  ahn  den  dta 


Ij  Dini  „I'.iii-luin./Mi  f ■  t ' ■  ■ ' .  !■[».  246— SM. 
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baren  ein  und  ist  sehr  viel  ausgedehnter.  Nichtsdestoweniger  ist  die 
Integration  praktisch  eine  bedeutend  schwierigere  Operation  als  die 
Derivation;  und  während  man  allgemeine  Regeln  hat,  um  eine  be- 
liebige gegebene  Funktion  zu  derivieren,  kennt  man  zur  Integration 
nur  einige  kleine  Hilfsmittel,  die  jedoch  für  die  Integrationen,  die  in 
der  Praxis  auszuführen  sind,  vollkommen  ausreichen;  und  bei  ge- 
schickter Anwendung  auch  in  der  höheren  Mathematik  zu  den  wich- 
tigsten Resultaten  führen. 


Integrationsregeln. 

720.  Direkte  Integration.  Die  erste  sich  darbietende  Regel  zur 
Berechnung  eines  Integrals  ist  die,  welche  sich  unmittelbar  aus  der 
Definition  ergibt;  und  die  natürlichste  Art  diese  Regel  anzuwenden 
besteht  darin,  das  Integrationsintervall  in  n  gleiche  Teile  h  zu  zer- 
legen (sodaß  nft  =  6  —  a  ist)  und  für  jedes  Teilintervall  den  Funk- 
tionswert an  einer  der  Grenzen  zu  wählen: 

b 

(4)       Cf(x)dx  =  limÄ  [f(a  +  h)  +  f(a  +  2h)  +  • .  •  +f(a  +  nh)}. 

Es  lassen  sich  aber  auch  andere  Teilungsmodi  denken,  die  manchmal 
zweckmäßiger  sind.  Wenn  z.  B.  a>0  ist,  so  kann  man  setzen  a<p  =  b 
(wo  q  >  1  ist  und  für  unendliches  n  nach  1  konvergiert)  und  hat  dann 

b 

Nach  demselben  Gesetz  kann  man  das  Integrationsintervall  auch  in 
dem  Falle  teilen,  wo  der  eine  Endpunkt  im  Punkte  0  liegt;  man  muß 
dann  von  dem  andern  Endpunkt  anfangen,  muß  sich  aber  erinnern 
(vgl.  §  711,  d),  daß  ein  solches  Verfahren  nicht  streng  ist.  Be- 
zeichnet man  mit  q  eine  Zahl,  die  wachsend  nach  1  konvergiert, 
so  findet  man 

a 

(6)  ff(x)  dx  -  lima (1  - j)  [f(a)  +  qf{aq)  +  q*f{aq*)  +  tfftaf)  +  •••}. 

0  «-1 

721.  Beispiele,  a)  Wenn  fix)  ™  e*  ist,  so  hat  man  bei  Anwendung 
der  Formel  (4) 

X 

fc*dx  —  lim  h  (c*  +  e%k  H h  e"*)  =  (e*  —  l)  lim  --.— -  -  =  **  -  1 . 

y  a  =  o  *=o  e  —  1 

In  unbestimmter  Form:   Ce*dx  =  c*  +  (7. 

b)  Hier  ein  Fall,  in  welchem  die  Formel  (5)  nützlicher  ist: 
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/?-tai.(,-i)-ji-«(t/i-i)-k«i. 


9 
a 

Analog  hat  man 


/  log xdx  —  lim  x,  (a</  —  a^"1)  log  (ag1) 

=  «log«  —  aloga  —  («  —  a)  lim  — ^-  =  «(log«— 1)  —  a(loga  —  1). 
In  unbestimmter  Form: 

I  —  =  log«  +  C,         /  log«d«  =  «(log«  —  l)  +  C. 

Man  muß  jedoch  beachten,   daß  in  diesen  Resultaten  die  Voraussetzung 
«  >  0  steckt,  da  im  Gebiet  der  reellen  Zahlen  die  Funktion  log«  für  x^O 

nicht   existiert.      So   ist  z.  B.  die  primitive  Funktion   von  —    für   x<0 
nicht  log«,  sondern  log( — «). 

c)  Die  vorstehende  Rechnung  ist  nicht  mehr  anwendbar,  wenn  a— ■  0 
ist.  Aber  aus  dem  erhaltenen  Resultat  leitet  man,  wenn  man  sich  (§712) 
an   die  notwendige  Stetigkeit  der  Integralfunktionen    erinnert,    sofort    ab 

X 

I  log  xdx  =  «(log«  —  l)  —  lim  a  (log  a  —  l)  —  «(log«—  1). 
fr  «-• 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  leicht  mit  Hilfe  der  Formel  (6): 

X 

J  logxdx  =  «lim  (log«  +  g  ^f;M  «=  «(log«  —  l) 

oder  in  strengerer  Weise,  unter  Benutzung  einer  früheren  Formel  (§  335,  c), 
mit  Hilfe  von  (4): 

X 

f  log  xdx  —  limÄlog(«!Än) 
—  lim  —  (n log n  —  n  +  •••+* log  —  j  =  « (log«  —  1). 


n 
i 


d)    Leicht   ist   die    Berechnung    des    Integrals    f  log  sin « dx ,    wenn 
v'§  459)  die  Formel  ö 

3r.23r.3jr  .     (n—l)n         Vn 

m  8Ü  8m  SÜ  8m  ^  •  •  •  81D  -2«—  -  ^ 

bekannt  ist.     Setzt  man  in  der  Tat  nh  =  -  ,  so  findet  man  sofort 

iL 


ß 


1 


]/n         -  -*» 


logsin«d«  —  limÄ  log-;--j  =  —  lim  log ■  —  —  —  log  2. 

A=0  2     "~  *     fta«  1  —  —  * 


3      « 


§  721  Integrationsregeln.  699 

e)  Um  das  Poissonsche  Integral  Jt-^dx    zu    berechnen,    teilen 

o 
wir    das  Intervall    (#,  oo)   in    lauter  Intervalle,  die   gleich  h  sind,   und 

suchen  den  Grenzwert  q(x)  von 

für  nach  Null  konvergierendes  h.     Setzt  man  e~  **=»#,  so  läßt  sich  q(0) 
leicht  berechnen,  indem  man  sich  der  Formel  (§  342,  c) 

lim  (q  +  q'  +  q9  +  -  •  •)  VT=~q  =  *  V~7t 
9  =  1 

bedient.     Man  hat  in  der  Tat 

?(0)  -  limAfe  +  <f  +  q>  +  ■  •  •)  -  \y*  lim-—---  -  y  V~*. 

Da  nun  e~  (*+«>*<  «""*■•  c~0*  ist,  so  ist  offenbar 

0  <  ?(*)  <  ^(0)  e~*\       lim  <> (*)  =  0; 

x=oo 

und  man  kann  daher  unter  Erinnerung  an  früher  Gesagtes  (§711,d)  be- 
haupten, daß 

0 

ist.  fi  . 

/   8i  n  x 

f)  Ebenso  muß  man,  um  das  Dirichletsche  Integral      I   dx 

zu  berechnen,  wissen  (§  363),  daß  man  hat  0 

sinÄ  +  |sin2/i  +  |sin3Ä  +  -  .  .  —  i(*-Ä), 
vorausgesetzt,  daß  h  positiv  und  kleiner  als  2n  ist.     Daraus  folgt  sofort 


/ 


«0 

sin X  .  ,.      n  —  h        n 
dx  =-  lim  — r —  =»  -tt 


Zu  diesem  Resultat  gelangt  Fourier1)  durch  ein  ähnliches  Verfahren, 
welches  vollkommen  der  Strenge  entbehrt,  indem  er  von  der  Formel 

*     Kl 

sin  Ä  +  y  sin  3ä  +  -j7-  sin  5ä  +  ...  —  •—(—  l) 

ausgeht,  die  eine  einfache  Folge  der  soeben  angefahrten  ist.  Teilt  man 
das  Intervall  (0,  00)  in  unendlich  viele  Intervalle,  deren  erstes  die  Größe  h 
hat,  während  die  andern  doppelt  so  groß  sind,  so  findet  man  als  Wert 
des  Integrals 

lim  (sin  Ä  +  -s-sin  3Ä  +  -r-sin5A  +  ••*)  —  -=-  —  lim  sin  Ä  =  -Q- 
Man  bemerke,  daß  ebenso 


1)  „Oeuvres",  t.  I,  p.  402. 


700  VII,  1.    Die  Integration.  f  7» 

i^Ldx  =  lim  i-  (sin*Ä  +  isin*2Ä  +  ^sin^Ä  +  •  •  •) 

J         X  A=0    n 

0 

=  lim  (sin  2Ä  +  ^  sin  4Ä  +  -J  sin  6 A  H •) 

A  =  0 

ist,  mithin 


I 


sm'a?  ,         .,.     n  —  2Ä        n 
— „-  dx  =  lim  — - —  =  -rr 


sodaß  beide  Integrale  gleich  y  sind,  obwohl  das  zweite  Integral  Elemente 

hat,  die  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  sind  als  die  des  ersten.     Dies 

klärt  sich  auf  durch  die  Bemerkung,  daß  diese  Elemente  alle  positiv  sind, 

während  diejenigen  des  ersten  Integrals  in  den  Intervallen  (0,  n\  («,  2*), 

(27t,  3tt),  ...  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind. 

l 

g)    Berechnet   man    f\og(—logx)dx  mit  Hilfe  der  Formel  (6),   so 

o 
wird  man  dazu  geführt,  den  Grenzwert  von 

(1  —  q)  {log (—logg)  +  glog(—  2  logg)  +  q* log (—  3 log q)  +  •  •  •} 

=  log(-log,)  +  2,9-log^±i-logi^-2,9-(i--loK!l±i) 

1  *  1 

für  nach  1   konvergierendes  q  <  1   zu  suchen.     Auf  Grund  des  Theorems 

von  Abel  (§  340)  hat  man 


JD  OD 


Wir  wissen  (§  183),  daß  dieser  Grenzwert  existiert  und  die  Eulersche 
Konstante  ist.  Man  erhält  auf  diese  Weise  den  von  Mascheroni  ge- 
fundenen Wert 

i 

J  log  (—  log  x) dx  =  —  0,577215664  .... 
o 

h)  Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  das  wichtige  Integral  /V1*"1  «""*<** 

o 
zu  berechnen,   welches  man  als   Eulersches  Integral   zweiter  Gattung 
bezeichnet.     Sein  Wert  ist  der  Grenzwert  von 

/*'<(l'4-1e-*+  2'<-,e-2*  +  ^-le-3*  H ) 

für  nach  Null  konvergierendes  //,  d.h.,  wenn  man  er k  —  q  setit  und  ein 
früheres  Resultat  ( §  342,  f)  benutzt, 

limÄ"  (l"-1?  +  2"-y  +  3"- Y  H )  =  r(fi)  lim  (     *     Y—  r(p). 

j  =  i  a=o\1  —  e     / 

Es  ist  also 


J r»-lc-xdx=-r(ti). 
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i)  Aus  der  bekannten  Eigenschaft  (§  464,  e)   r(x)r(l  —  x)  — 


n 


smnx 
leitet  man  unter  Erinnerung  an  eine  im  §  459  aufgestellte  Formel  ab 

n-l 


Hi)  r(i)  ■  ■  ■  r(*^)  - 


-i/  .     n     .    2?r         .    (n  —  1)ä  l/w 

1/  sin  —  sin ein  - —  v 

V  H  n  n 


wie  man  übrigens  auch  direkt  aus  der  Definition  (§252,  c)  der  Funktion  r 
herleiten  kann.     Dies  vorausgeschickt  hat  man 

lim  h  log  r(h)  r(2h)  .  .  .  r(nh)  =  lim  —  { (n  -  l)  log  Y^t  -  log  ]/ w } 
ä  =  o  *  =  »  n 

und  infolgedessen 


/  log  r(x)  dx  =  log  YHüt  • 


Man  kann  jetzt  nach  Lerch  allgemeiner  dasselbe  Integral  zwischen  den 
Grenzen  p  und  p  -f-  1  berechnen,  was  auch  (i  >  0  sein  mag.  Bezeichnen 
wir  seinen  Wert  mit  f((i)  und  beachten  wir,  daß 

fto  ~  J  -  J   '       »)  ~  lo8r0*  +  *)  -  lo8r(f)  -  log* 
o         o 

ist.     Daraus  folgt  auf  Grund  eines  früheren  Resultates 

fG0-p(iogfi-i)  + /•((>), 

und  man  gelangt  so  zu  der  Formel  von  Baabe 

/  +  1  r- 

I  log  r(x)  dx  =  fi  log  ft  —  fi  +  log  y  2^r  • 

722.  Unmittelbare  Integration.  Die  in  den  vorigen  Para- 
graphen angegebene  und  entwickelte  Methode  ist  in  der  Mehrzahl  der 
Fälle  praktisch  undurchführbar,  insofern  uns  dabei  Schwierigkeiten 
(Bestimmungen  von  Summen)  begegnen,  zu  deren  Überwindung  ge- 
rade (§  357)  die  Kenntnis  der  primitiven  Funktion  F  der  zu  inte- 
grierenden Funktion  f  erforderlich  ist.  Die  Vorteile,  welche  die  doppelte 
Willkürlichkeit,  die  in  dem  Teilungsmodus  des  Integrationsintervalls 
in  infinitesimale  Teile  und  in  der  Wahl  der  Funktionswerte  liegt, 
scheinbar  bietet,  sind  rein  illusorisch.  Welches  Gesetz  man  nämlich 
auch  bei  der  Teilung  des  Intervalls  befolgen  mag,  so  würde  offenbar 
die  beste  Art  die  Werte  von  f  zu  wählen  gerade  darin  bestehen,  für 
jedes  Teilintervall  denjenigen  Wert  von  f  zu  nehmen,  dessen  Produkt 
mit  der  Größe  des  Intervalles  gleich  dem  Zuwachs  ist,  welchen  F 
beim  Übergange  von  einem  Ende  dieses  Intervalles  zu  dem'  andern 
erfährt;  denn  auf  solche  Weise  würde  die  Summe,  von  der  man  den 
Grenzwert  zu  suchen  hat,  unmittelbar  gleich  (§  709)  dem  Wert  des 
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Integrals  werden.  Hieraus  ersieht  man,  daß  jene  Methode  wegen 
ihrer  übermäßigen  Allgemeinheit  uns  kein  sicheres  Mittel  liefert,  tun 
die  wesentliche  Schwierigkeit  zu  überwinden,  die  gerade  auf  der  Nicht- 
kenntnis  der  primitiven  Funktion  F  beruht.  Man  tat  also  besser, 
wenn  man  sich  auf  die  bereits  bei  der  Berechnung  der  Derivierten 
erworbenen  Kenntnisse  (§§  288 — 291)  verlaßt,  und  kann  auf  Grund 
des  in  §  713  bewiesenen  Theorems  unmittelbar  schreiben: 

frax-^  +  c,  /^  =  log|*'  +  c,  /***-& +  c, 

f  coaxdx  =*  sin#  +  C,     I  Binxdx  =  —  cos#+  C}    I  — ^-  — tgx+C, 

/--,^-i  =-  arc  tg x  +  C,         I     ^__- =  arc sinrr  +  6\ 

Man  muß  sich  die  Werte  dieser  acht  Integrale  immer  gegenwärtig 
halten  und  auf  sie  durch  geeignete  Kunstgriffe  alle  andern  Integrale 
nach  Möglichkeit  zurückzuführen  suchen,  die  man  in  der  Praxis  des 
Kalküls  anzutreffen  Gelegenheit  hat. 

723.   Beispiele,     a)  Es  kommen  häufig  Integrale  vor  von  der  Form 


Z.  B.  ist 


Ja      d  COS  SC 
tgxdx=-J   -^---loglcoso;!  +  C, 


X 

tgT 


+  c, 


/     sinx         /  x         x         /x^~ 

J  J     ^y008^      J       tg"2 

=  21og(eT  +  e"1)  +  C=  log(e*  +  e~*+  2)  +  C, 

/dx  f     cosxdx      1    /*cos  x  +  sin  x  .         1    /cos  x  —  rin  x  ^ 

igx  +  1  SS='J  sin  x  +  cob  x  ~~  2  J  sin  x  -f  cos  x  2  J  sin  *  +  <*>•  * 

ö  i  { *  +  1°8 ,  sin  o?  +  cos  a?  | }  +  C 

— : j— r läßt   sich    rasch    aus- 

asmx  +  D  cos  x 

luuicu,    iiiuüiii    iiinu    wiai 

a  6 


cos  a        sin  a         f 
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Das  Integral  wird  dann 

*_.  f.    ,d*      N-     ,    *         log|fgi(*  +  «)|  +  C. 

Ersetzt  man  a  durch  seinen  Wert  arctg(6/a),  so  findet  man 
dx  1 


/ 


asmx  +  bcoBX        ya»_|_& 


^Og 


6  sin x  —  a  cos ä  -f  Va*  +  &*  |    .    n 
asmx  +  ocosa:  I 


c)  Sehr  häufig  sind  auch  die  Integrale  von  der  Form 


/ 


Z.  B.  ist 

/*-i /T— g  ,    __    C    1  — x    j    __    C      dx       __    /"     xdx 
J    V  1+x    X~J    j/i  —  a-t    *~~J    yi-*1"./    |/1  —  a7» 

=»  arc  sin  #  +  "j/l  —  #*  +  C. 

Ebenso   erhält  man,   wenn  man  bemerkt,  daß     I  udu  =  —  +  C  ist,  un- 
mittelbar die  Resultate  " 


d)  Weitere  Übungsbeispiele: 

t^xdx-J  -^-dx-J  ^--Jdx-tgx-x+C, 

/dx  Arin,«  +  cos*«  ,  C  dx     x     C  dx        .  .  „ 

-t-| =—«=  I  — :-=-! — = — dx  —  I  — =—  +  I  -r-i-=-tgir  — cot^  +  C;, 
sin'aicos'a!     J     sin*  x  cos*  #  J  cob'ä     «/  sin1«       B  '     ' 

/  co8*xdx=*$J  (l  +  cos2«)dx«4"^  +  i/(^s2^^^=34"(a?  +  sma?cosa;)  +  C. 

Allgemeiner  kann  man,  indem  man  sich  auf  die  trigonometrische  Formel 
cosmzcosnä  —  ${cos(m  —  n)x  +  cos(m  +  »)o?} 

stutzt,  jedes  Integral  von  der  Form  J  cosax  -  cosßx  •  cosyx  .  . .  dx  be- 
rechnen. Ist  z.  B.  das  Integral  von  cos  x  cos  2  a;  cos  3  x  •  d#  zur  Berechnung 
vorgelegt,  so  hat  man 

cos x  cos  2 s  =  4" C008 #  +  cos  3#) , 
ferner 

cos#  cos  2#  cos3#  =  |(l  +  cos  2z  +  cos  4z  +  cos6#) 

und  endlich 
/  cos  x  cos  2#  cos  32-  dg'—  ±(x  +  $8w2x  +  \sm4X"{':fa8w$x)+  C. 

e)  Andere  Integrale  sind  reduzierbar  auf  die  Form    /  — f  — \~  C. 
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Es  sei  z.  B.  zu  berechnen  das  von  Hermite1)  vorgelegte  Integral 

/x*dx 
(x  cob  x  —  ain  x)* 

Schlägt  man  den  äußerst  einfachen  Weg  ein,  den  W.  W.  Beman  angegeben 
hat,  so  kann  man  zunächst  bemerken,  daß 

x cos x  —  sin x  =  x sin x  (cot x J  =  cos x  (x  —  tg x) 


ist,  und  die  zu  integrierende  Funktion  in 

111 


—  1 


sin'x        x*     .    cos*« 
zerlegen.     Da  ferner 

d^cotx  _  _L)  _  (_  _J_  +  J_)  daf|      d(«_tg»)  =  (i  -  ^)rf* 

ist,  so  findet  man  die  primitive  Funktion 

1  1  xsinx  ~{-  cos  05 ^         x 


f; 


.  1        rr — tax       £COB£ —  sin«        „      tga? 

cot  X ^  1  —  — — 

X  X 

und  endlich 

-. -. — ^  =  tg  (x  +  arc  tg  — )  +  C. 

724.  Integration  durch  Substitution.  Um  ff(x)dz  zu  be- 
rechnen ist  es  häufig  zweckmäßig  eine  andere  Veränderliche  t  —  <p(x) 
anzunehmen.  Wenn  man  aus  dieser  Relation  x*=>1>(t)  gewinnen  kann, 
sodaß  dx  =  ty\f)dt  ist,  so  wird  offenbar 

ff{x)dx^ff^{f})^(fydt9 

und  es  kann  vorkommen,  daß  das  Integral  in  dieser  neuen  Form  aich 
leichter  berechnen  läßt.  Wenn  die  erste  Integration  sich  zwischen 
den  Grenzen  a  und  h  erstreckt,  so  wird  sich  die  zweite  von  <p(fi)  bis 
<p(b)  erstrecken  müssen,  vorausgesetzt,  daß  t  zwischen  diesen  Grenzen 
stets  in  demselben  Sinne  variiert  und  stetig  bleibt.  Man  kann  in 
diesem  Falle  schreiben 

6  <p{t>) 

(7)  ff{*)dx-fg(ftdt, 

wenn  man  mit  y(f)  kurz  die  Funktion  f(l>(t))il>'(t)  bezeichnet.  Wenn 
dagegen,  während  x  immer  in  demselben  Sinne  von  a  nach  b  hin 
variiert,  t  zuerst  in   einem  Sinne  bis  zu  x  =-  elf  dann  im  entgegen* 

1)  „Cour«  d'  Analyse  de  l'ßcole  polytechnique",  p.  260. 
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gesetzten  Sinne  bis  x  =  c,  variiert  u.  s.  w.,  so  muß  man  die  zweite 
Integration  in  zwei  oder  mehr  Integrationen  spalten,  die  sich  auf 
Intervalle  beziehen,  in  deren  jedem  die  Bedingung  erfüllt  ist,  daß  t 
in  stetiger  Weise  immer  in  demselben  Sinne  variiert;  und  man  wird 
haben 

ff(x)  dx  -f9l  (0  dt  +fgt(t)  dt  +  ---, 

wenn  man  gx(f)  das  auf  Grund  des  Ausdrucks  ^(f)  von  x  in  dem 
Intervall  (a,  q)  berechnete  g(t)  nennt,  während  g2(f)  auf  Grund  des 
Ausdrucks  #2(0  von  x  ^  (*!>  °%)  berechnet  ist,  u.  s.  w.  Wenn  z.  B.  t} 
während  x  von  a  nach  6  hin  variiert,  von  dem  Werte  a  =  q>{a)  aus- 
geht und  wieder  zu  diesem  Werte  a  =■  q>  (b)  zurückkehrt,  indem  es 
durch  ein  Minimum  oder  durch  ein  Maximum  ß  =  (p(c)  hindurchgeht, 
so  ist  klar,  daß  die  Werte  von  x  in  dem  Intervall  (a,  c)  durch  eine 
Funktion  il>x(t)  dargestellt  werden  und  in  dem  Intervall  (c,  b)  durch 
eine  andere  Funktion  4>9(t)9  da  jedem  zwischen  a  und  ß  enthaltenen 
Wert  von  t  zwei  Werte  von  x  entsprechen  müssen.     Daraus  folgt 

ö  J  aß 

ff(x)dx  =fgi{t)dt  +fgi(t)dt  =j\9,{t)  -  9t(t)}<", 

a  a  (i  a 

während,  wenn  man  es  unterlassen  hätte  diese  Bemerkung  zu  machen, 
man  in  den  ungeheuerlichen  Irrtum  verfallen  könnte  zu  behaupten, 

a 

daß  das  Integral  verschwindet,  weil    f=0  ist.     Dies  dient  dazu  zu 

a 

zeigen,  wie  notwendig  es  ist,  wenn  man  die  Grenzen  der  neuen  Inte- 
gration feststellen  will,  aufmerksam  die  Art  und  Weise  des  Yariierens 
der  neuen  Veränderlichen  zu  studieren.  Wenn  ferner  diese  Veränder- 
liche Unstetigkeiten  hätte,  z.  B.  eine  gewöhnliche  Unstetigkeit  im 
Punkte  x  =  c}  so  müßte  man  offenbar  schreiben 

6  cp(c-O)  9(6)  <p(b)  y(c  +  0) 

ff(x)dx  =fg(t)dt  +fg(t)dt  =fg(t)dt  -fg(t)dt. 

a  <p{a)  f/'(c  +  0)  (p(a)  *f(c-0) 

Dies  trifft  auch  zu,  wenn  cp(x)  bei  x  =  c  einen  Zeichenwechsel  er- 
fährt und  unendlich  wird,  in  welchem  Falle  man  hat 

b  +  x  jp(ö) 

J  f{x)dx  =fg(t)dt  +fg(t)dt. 

a  (p(a)  +«0 

Man  gelangt  auf  diese  Weise  zu  einem  Wert,  der  im  allgemeinen  von 
demjenigen  verschieden  ist,  welchen  man  bei  blinder  Anwendung  der 
Formel  (7)  erhalten  würde,  da  er  davon  um  G  (±  oo)  —  G  (=F  oo) 
abweicht,  wenn  G(f)  das  unbestimmte  Integral  von  g(f)dt  ist. 

Cotkro,  AnalyiU.  45 
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725.  Beispiele,    a)  Setzt  man  der  Reihe  nach  x=*at,  a/i,  a(l  — 1\ 
so  lassen  sich  folgende  Integrale  berechnen: 

/*     dx  1    C    dt  1  n        1  *        „ 

I    -.-,     t  —  -    I  T-7—4t  =       arctg*  -f-  C—   -  arctg h  C, 

— - — r-— -  =  3i—l    —z=i_  =  4-  —  arccos*+ (/=•  +  — -arcoos hC, 

— :-^— —  =  iE    I   — -^=  =  +  arc  cos  t  +  C  =  -4-  arc  cos  —     +  C. 
Y2ax-x*        \/   ]/l  — t»        ^  ^  « 

Bei  dem  letzten  Beispiel  müssen  die  oberen  Zeichen  oder  die  unteren 
Zeichen  genommen  werden,  je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist.  Das- 
selbe muß  man  bei  dem  vorletzten  Beispiel  tun,  je  nachdem  man  die  In- 
tegration über  positive  oder  über  negative  Werte  von  x  erstrecken  will; 
und  man  geht  übrigens  von  dem  einen  dieser  Falle  zu  dem  andern  Über, 
indem  man  x  in  —  x  verwandelt  und  bemerkt,  daß 

arc  cos  (—  x)  =  n  —  arc  cos  x 

ist  Das  doppelte  Zeichen  rührt  von  den  Quadratwurzeln  her,  welche 
immer  mit  dem  Zeichen  4"   genommen  vorausgesetzt  werden,  sodaß  man 

z.  B.  hat  Y^cx*  =    x  1  Y^  und  nicht  Y ex*  «*  x  )/7. 

b)    Mit    Hilfe    der    Substitution    x  =»  cos  0    berechnet    man    folgende 
andern  Integrale: 

JV\+idjc~m~* fs™'Tde (ö-sinö)+C-arc8in*+>/l^i»+C#, 

I  Yl-*°*d*=-  f  sm*0d0 4.(0-sin0cos0)  +  C 

=  \  (arc  sin«  +  x  Yl  —  **)  +  C\ 

yjZ-:x*dx==~J  «**0rf0--i(0  +  sin0cos0)+C 

—  |  (arc  sin  «  —  *}/l  —  x*)  +  C". 

/•      dx 
Um  dagegen     I  -—  zu   berechnen    ist    es   zweckmäßig  x  —  cot  0  zu 

J  yi  +  x* 

setzen  und  anzunehmen  sin0>O,  wodurch  die  Variabilität  von  x  nicht 
eingeschränkt  wird.     Das  Integral  verwandelt  sich  in 


-/ 


.sä  - lo« cot  y  +  c  -  l°e  ^ke~  +  c 

Also  ist 

dx 


f 


Vt  +  P     log  (*  +  Vi  +  **)  +  «?. 

dx 


/i 


, -t  su  be- 

+  Vi  —  *• 

rechnen.     Multipliziert  man  Zähler  und  Nenner  mit  ^1  +  **  —  Yl  —  jr\ 
so  verwandelt  sich  das  Integral  in 
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_  £    r       dx £    r dx  _  1     /*     dx 1     r     dx 

Von   diesen  vier  Integralen  transformieren  sich  das  erste  und  das  zweite 
mit  Hilfe  der  Substitution  x  ■—  1/t  in 


das   dritte   ist  bereits   früher  berechnet   worden,    und   das   vierte   hat  den 
Wert  arc  sin  x  -f-  c"'.     Also  ist 

dx 


I 


yi  +  x'  +  yi  —  x* 

=  -  -z^===~-jr  ==  +  T log(x  +  >/l  +  x2)  +  y  arc  sin*  +  C. 

r      dx 

d)  Um     I  -fj_ -j-~  zu  berechnen,  nehmen  wir  zunächst  an  q>\p% 

und  setzen  x  +  ^\P  =■=  *  Mf  —  ii>*i  sodaß  da;  =  )^g  —  ^i>8  •  d*   und 

X>  +  px  +  q=(x  +  ±p)*  +  (g  -  ***)  -  (?  -  ^(l  +  t*) 

wird.     Man  erhält  dann  sofort 


/ 


dx  1  ^    «  +  |P      ,    ^ 

— «— i ; —  =    .  =  arc  w?  -        — =.  •+-  o. 

*f+JP*  +  «       Vg-}p«  VT17*? 


Wenn  dagegen  <7<^p*  ist,  so  setze  man  x  +  $p  =*  tY\p*  —  q.     Das 
gegebene  Integral  transformiert  sich  in 

/dt  1    C  dt  1    C  dt  1  .      «<  — 1|    ,    /f 

«rn  -  yJ  «— I  -  TJ  «  +  i  "  2 lo*  ii+i ;  +  c> 

geteilt  durch  l^ip*  —  g.     Also  ist 


/ 


dx         _  1  \x  +  iP-  yjp^-q 


x'+px+q      2Ylp'—q     e  \x  +  ±p  +  yip'  —  q 


+  C. 


Übrigens  sind  die  beiden  Formen  des  Integrals  äquivalent  auf  Grund  der 
Relationen 

arctgs  -  i  log  [±JJf       log«  -  2tarctg  (tj^|) , 

die    sich   leicht   aus   einer  bekannten   Formel  von  Euler  herleiten  lassen 
(§§  406,  411). 

e)  Gewissermaßen  ohne  Rechnung  lassen  sich  die  Werte  der  Integrale 

n  n 

Bm*xdxy       /  cos*xdx 
o  o 

bestimmen,  indem  man  beachtet,  daß  sich  jedes  von  ihnen  in  das  andere 

46* 
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verwandelt,   wenn   man   x   durch   -r x    ersetzt,    und    daß   ihre    Summe 

dx  =  —  ist.     Der  gemeinsame  Wert  der  beiden  Integrale  ist  also  -j  • 
o 
Ebenso  erhält  man,  indem  man  x  in  n  —  x  verwandelt,  sofort 

n  *  n 

/x%\nx      _  C (n —  x)sinx  *    f        f^nx      j 

1 +7o8^  J    ~i +"coP*~  rf*  =  Tj  1  -fc^S d* 


*• 


—   2"  (arC  **  C0S  *Ä  Ä   4  " 

f)   In   ganz  analoger  Weise   gelingt   die  Bestimmung  des   Integrals 
/  log  sin  x  dx,  welches  wir  schon  früher  berechnet  haben  (§721,d).  Man  hat 


n 

i 


u 


#•  #»  /» 

/  log  sin  x  dx  =  /  log  cos  x  dx  =  W  log  (sin  x  cos  «)  dx , 
oo  o 

d.  h.,  wenn  man  in  dem  letzten  Integral  x  in  %x  verwandelt, 
tt 

/  logsinxrfr  =  «  I  log  (y  sinxj  </:r  =  —    --  log  2  +  ^-  /  log  sin xdx. 
oo  o 

Wenn  man  ferner  x  in  n  —  x  verwandelnd  bemerkt,  daß 


n 
S 


/  log  sin  x dx  -»  f  log  ainxdx 


n  0 

2 


ist,  so  kann  man  auch  schreiben 


i 
woraus  man  entnimmt 


/  logsinxdx  =  —       log  2  +  --  /  log  sin  x  <Jj  , 


.2 


I  log  sin  x  dx  =-  —  *-  log  2 . 
V 
g)  In  ähnlicher  Weise  erhält  man  durch  Verwandlung  von  r  in  1  —  r 
i  i  i 

^  /  \ogl\x)dx  -  f\ogl\l  -  *)d*  =-  J    flog  g^  dx 

0  0  ö 

1 
—  ilog*  — -  W  logsinirxc/x. 
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Das  letzte  Integral  wird,  wenn  man  darin  nx  =  0  setzt, 

n 

n  f 

-i-  /  logsin  0 d0  =  \\  log  sin  6d6  —  -  log  2. 

0  0 

Also  ist  (vgl.  §  721,  i) 

i 

J log  r(x)  dx  —  log  Y^it . 

0 

c  V  *'  dx.  Dieses  In- 
tegral reduziert  sich  für  a  =  0  auf  das  Poissonsche  Integral  (§  721,  e). 
Man  nehme  an  o>0  und  verwandele  x  in  a/x.    Dann  transformiert  sich 

unser  Integral  in    —    I  e    *      *'  d —   und  ist  folglich  gleich 

o 

±/.-('^(.-i)-^^/.-K),„(._.;). 

0  0 

Nun  beachte  man,  daß,  wenn  x in   x   verwandelt    wird,    die    neue 

'         '  x  ' 

Veränderliche  x  offenbar  beständig  wachsend  von  —  oo  nach  oo  geht, 
wenn  die  alte  von  0  nach  oo  geht,  sodaß 

0  -oo 

ist. 


fl 


/sin'  x  dx 
r-  — v zu    berechnen,    wo    k   dem    absoluten    Betrage 

o 
nach  kleiner  als  1  vorauszusetzen  ist,  halbiere  man  das  Integrationsintervall 
und  verwandele  in  der  rechten  Hälfte  x  in  n  —  x.     Das  Integral  wird 

IL  —  IL 

I     &in*xdx  I    Bin*xdx  f      %xn*xdx 

J  1-  Jfccosa;'"tyl-(-ifcco8ÄSSSS    J   1  —  k*  cos*  x 

0  0  0 

Setzt  man  tgx  =  /,  so  verwandelt  sich  das  letzte  Integral  in 

f        t%dt  J  Cl-  L_  _  _Az^!_\  dt 

J  (i-*t+*«)(i  +  ^™ft%/  Vi  +  e»       1  — Ä:*  +  W 

0  0 


i  (arc  tg  t  - 1/1  -  *'arc  tg  y^)"-  £  (l  "  V»  ~  *') 


sodaß 
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n 

i   *\n}x&x     

,  /  1  —  k  cos  x  ~~  x 


o  '    r 

ist.. 

j)  Um  zu  zeigen,  wie  vorsichtig  man,  wenn  die  Integrationsvariable 

geändert  wird,  bei  der  Fixierung  der  neuen  Grenzen  sein  muß,    bemerken 

wir  folgendes.     Beachtete   man  nur  den  Anfangs-  und  den  Endwert  der 

neuen  Veränderlichen,   so  würde  man  Gefahr  laufen  absurde  Resultate  zu 

finden  wie  dieses: 

+  i 
+  i  /•  (l }  +i 

Jl+^=  /  1    ,'l  J  l  +  x>  =  0' 


X 

-1 


Offenbar  ist  der  Wert  des  Integrals    arctgl  —  arctg(—  1)  — ■  — -  •      Der 

Irrtum  liegt  darin,  daß  das  Intervall  (-—1,  1),  wenn  man  x  in  1/x  ver- 
wandelt, sich  nicht  in  sich  selbst  transformiert,  sondern  vielmehr  in 
(— -  1,  —  <x>)  +  (oo,  1),  sodaß  man  hat 


—  00 


-1  -l  • 


und  wenn  man  noch  in  dem  ersten  der  beiden  Integrale  rechts  x  in  —  x 
verwandelt, 

1  OD 

f--dx     »sf»-*     _2f*--*W--" 

- 1  l 

k)  Wenn  sich  ein  Integral  von  der  Form 

6 


(8)  J  r+?t 


bietet,  so  wird  man  naturgemäß  dazu  gefuhrt,  als  neue  Veränderliche 
t  =  <f(jr)  einzufuhren.  Man  erhält  auf  diese  Weise,  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  (p(u)  in  (a,  b)  endlich  und  stetig  bleibt,  sofort  als  Wert  des 
Integrals 

I  f+ji  =  urclgyi»     -  arctgqp(a). 

Wenn  aber  qp(r)  zwischen  den  Integra tionsgrenzen  Unstetigkeiten  erleidet, 
so  muß  man  sich  an  die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gemachten 
Bemerkungen  erinnern.  Wenn  z.  H.  die  Funktion  tp  nur  in  einem  einzigen 
Punkte  c  zwischen  n  und  h  ihr  Zeichen  wechselt,  indem  sie  durch  ün- 
'ndurchgeht.  so  spaltet  sich  das  vorgelegte  Integral  in 
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J  darcigt  +  J  d&rctgt  =  (  ±  y  —  arc  tg  g>  (a))  +  (arctgg>(6)  ±  yj 

=  arc  ig  q>  (b)  —  arc  ig  q>  (a)  ±  % . 

Wenn  daher  allgemeiner  beim  stetigen  Wachsen  der  Veränderlichen  x  von 
a  bis  &  die  Funktion  cp(x)  gerade  ft-mal  anendlich  wird,  indem  sie  vom 
Positiven  zum  Negativen  übergeht,  und  ft'-mal,  indem  sie  vom  Negativen 
zum  Positiven  übergeht,  so  hat  man 

b 

j  i  +  <p*fx)  =  arct&?(6)  -  arctg<p(a)  +  (k-lf)n. 

a 

x 

1)    Demselben   Typus    (8)    kann    man   das  Integral      /      ,       f  ..  t 

unterordnen,  da  die  Funktion  <p(x)  =  x —  [x]  die  Derivierte  q>'(x)  =  1 
hat,  außer  links  von  jedem  ganzzahligen  Wert  von  x,  wo  die  Stetigkeit 
von  (p  aufhört.  An  diesen  Unstetigkeiten  liegt  es,  daß  für  x  ^  1  der 
Wert  des  Integrals  nicht  arc  tg  (x  —  [x])  ist,  wie  man  leicht  konstatiert, 
indem  man  schreibt 

X  *=[*]  —  1        *  +  l  * 

/dx  __     ^1      C         dx  ,      C         dx 

1  +  Or-M?  ~~    <&   J  1  +  (*-  *)*  +  J  l  +  (x-[x])* 

0  yasO       V  \X\ 

»  =  [X]-1       1  *-[*] 

-  2  Ji+x'+fir** = arct«(a;- w)  +  t*w- 

r  =  0       0  0 

Allgemeiner  ist 


*-[») 


ff(x  -  [x])  dx  -  [x]ff(x)dx  +ff(x)dx. 
0  00 

/' xdx 
^.  t iwit___    F  l*ßt  sich  unmittelbar  berechnen 

mit  Hilfe   der  Substitution  a?*—  a'cos'ö  +  fc'sin'ö,   welche  es   in     fdd 
überfahrt,  sodaß 

xdx 


h 


™*V&zz£+c 


Y(x*  —  a?)  (6*  —  x*) 
ist.     Ebenso  setze  man,  um    lyrzJL — x&%  zu  berechnen, 

a?  «=■  acos1  y  +  osiny, 

woraus  folgt 

&  öl 

.r  —  ö  =  (6  —  a)  sin*  —  ,     6  —  x  *=  (b  —  a)  cos*  z  ,    dx~=-  (6  — a)sin0rfö. 

Das  vorgelegte  Integral  wird 
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^^  C{a  +  3fc  -  46  cos0  +  (6  — a)  cos  2 0) dO 

Ä  *!_Z1?  ((a  +  35) ö  -  46  sin 0  +  (b  —  a)  sin0  cos 0)  +  C\ 
mithin 

+  \(a-3b  —  2x)Y(x-a)(b  —  z)  +  C. 

Insbesondere  ist 

b 

a 

n)  Dieselbe  Substitution  kann  zur  Berechnung  des  Integrals 

f  --  -(—+-£-) 

3=  J  [(x - a)  (b - x]]    *e  v-«   •-«/  dx 

a 

dienen,  auf  welches  Beltrami  bei  der  Behandlung  eines  Problems  der 
Wärmeausbreitung1)  geführt  wurde.  Wir  wollen  hier  aber  den  Weg  ein- 
schlagen, der  von  Beltrami  selbst  angegeben  worden  ist,  indem  wir  als 
Integrationsvariable 

mit  positiven  et  und  ß  annehmen.     Da 

x  —  a       b  —  x  b  —  a 


ae*  ße'*        ae'+ßc-' 


ist,  so  findet  man  sofort 


mithin 


2dt=    l    +_L_==(ae'+^~.'), 

dx       x  —  ab —  x  <*ß(b  —  a)    * 


—  oe 


Man   braucht   nur  t  in   —  t  zu  verwandeln  und  das  arithmetische  Mittel 
der  beiden  Ausdrücke  zu  nehmen,  um  zu  finden 


(a  +  /*)»      /?      a?   (  i      -/x» 


y  <*ß  *J 

Es  ist  natürlich  als  neue  Integration s variable  *  =  ]/,_    (f1  —  «"1)  anzu- 
nehmen,  die   offenbar  bestandig  wachsend  von  —  cx>  nach  +  o©  variiert, 

lorie  deir  Accademia  di  Bologna11  (4m  eerie,  t.  VUT). 
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sodaß    man    unter    Erinnerung   an    den   Wert    des   Poissonschen   Integrals 
(§  721,  e)  erhält 

o)  Es  ist  leicht  die  Kroneckersche  Funktion  (§  254,  e)  auf  die  Form 
eines  bestimmten  Integrals  zu  bringen.  Verwandelt  man  in  dem  Dirichlet- 
schen  Integral  (§  721,  f)  x  in  ±kx,  je  nachdem  k  positiv  oder  negativ 
ist,  so  erhalt  man 


OD  O0 

n  /Bin«  .  iBmkx  , 

T  "  J  —  dx  =  ±  J  —T-  dx ' 


0  0 

und  da  für  &  *=  0  das  zweite  Integral  null  ist,  so  sieht  man,  daß 

oo 

(9)  Bgnk^^j  ^^-dx. 

In  analoger  Weise  zeigt  man,  daß 


oo 


(10)  1*1-^. 

ist.     Aus  diesen  Resultaten  lassen  sich  leicht  andere,  etwas  allgemeinere 
ableiten.     Wir  wollen  uns  z.  B.  die  Aufgabe  stellen  die  Integrale 

oo  oo 

(11)  /  sin« x  •  cos  ßx  • — ,        /  sin  ax  •  sin /3z  •  — |- 

o  o 

zu   berechnen,    die  sich   für   ß  «■  0   bezw.    ß  =  a    auf   die  Integrale   (9) 
und  (10)  reduzieren.     Das  erste  spaltet  sich  sofort  in 

2./  x  V  Ä 

und  es  ist  daher  nach  (9) 


ao 


/' 


sin  ax  •  cos/te  •  -£>  —  ~  { sgn  (or  +  0)  +  sgn  (c*  —  0) } . 


Mit  andern  Worten,  das  betrachtete  Integral  hat  bezüglich  die  Werte 
-r-sgna,  —  ggna,  0,  je  nachdem  der  absolute  Betrag  von  ß  kleiner,  gleich 
oder  größer  als  der  von  a  ist.    Ebenso  spaltet  sich  das  zweite  Integral  (11)  in 


oo  ao 

J J? dx~J i* 


ao 

dz 
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und  hat  daher  nach  (10)   den  Wert   *  { \  a  +  ß  —  |  a  —  ß  '  \ .     Mit  andern 

Worten,  wenn  mit  a  die  dem  absoluten  Betrage  nach  kleinste  der  Zahlen  o,  ß 
bezeichnet  wird,  so  hat  man 


« 


sin  ax  •  sin  ßx  •  -,  =»  —  na  sgnß. 


Unzählige  andere  Integrale  lassen  sich  aus  den  obigen  mit  Hilfe  der 
Trigonometrie  gewinnen.  Erhebt  man  z.  B.  (§  407)  2  t  sin  x  «  €?*  —  e~" 
zur  w-ten  Potenz,  so  findet  man  für  ungerades  n 


«-i 


•    n  (— !)     *      f     •  W      •     /  n\        i    »»(»—1)     .  .v  .  •         1 

81^^:= > — tt_1    |  sinns — r-sin(n—  2)x+    t         ain(w — 4)x— —±"-nnxj. 

Multipliziert  man  beide  Seiten  mit  sinas— ^  und  integriert,  so  erhält  man 
unter  Zuhilfenahme  der  am  Schluß  von  §  332  angegebenen  Identität 

i  _  "    i   n ("  nl) __       +  ,t(N-i)...(w- y+1)  =      (w  — l)(n— >).-(tt -- ») 
1 '  "T"         2  "^  1    2    -v  *  1-2-8    -f"       "' 

wenn  man  noch  n  in  2n— 1  und  x  in  1/a?  verwandelt, 

/Vsin  -1  V"*r  -  18'5- •(2w-8)-  •  i  • 
o 

In  dem  Maße  als  n  wächst,  konvergiert  das  Integral  nach  Null,  und  swar 

asymptotisch  zu  --y 

726.  Partielle  Integration.  Es  seien  u  und  v  zwei  Funktionen 
von  x.  Aus  der  Formel  duv  =  udv  +  vdu  leitet  man  durch  Inte- 
gration ab 

(12)  fudv  =  uv  -fvdu. 

Diese  Formel  gestattet  fudv  zu  berechnen,  wenn  jvdu  bekannt  ist 
Das  nennt  man  partiell  integrieren.  Ist  eine  Integration  vor- 
gelegt, so  kann  man  auf  unendlich  viele  Arten  der  zu  integrierenden 
Funktion  die  Form  f(x)  =  <p(x)i>(x)  geben  derart,  daß  i>(x)dx  das 
Differential  einer  bekannten  Funktion  v  ist;  man  muß  aber  darauf 
achten  i'(x)  so  zu  wählen ,  daß  die  Integration  von  vy'(x)dx  leichter 
ist  als  die  von  f\x)dx.  Man  sieht  also,  daß  die  partielle  Integration 
(ebenso  wie  die  Integration  durch  Substitution)  nur  als  ein  Verfahr«! 
zu  betrachten  ist,  welches  dazu  dienen  kann,  die  Berechnung  eines 
Integrals  zu  erleichtern,  indem  es  dasselbe  für  die  unmittelbare  Inte- 
gration vorbereitet.  Nicht  selten  kommt  jedoch  der  Fall  vor,  daß  auf 
achten  Seite  von  (J-)  das  Integral,  welches  man  berechnen  will, 
erscheint,   mit   einem   von   der   Einheit   verschiedenen  Koeffi- 
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zienten.  In  solchen  Fällen  wird  die  partielle  Integration  zu  einer 
wahren  und  eigentlichen  Integrationsmethode ,  da  man  alsdann  aus 
der  Relation  (12)  ohne  weitere  Rechnungen  den  Wert  des  vorgelegten 
Integrals  gewinnt. 


727,  Beispiele,  a)  Man  berechnet  sofort  das  Integral  von  Yl  —  x*  •  dx, 
indem  man  schreibt 

fyi^^dx  =  zYT^x*  +  /*,-'--* , • 

Das  zweite  Integral  spaltet  sich  in 

/- —    /  — dx  =  arc sin x  —   /  Vi—  x% dx . 

Also  ist  (vgl.  §  725,  b) 

fYl^-x+dx  =  ±(xYl-x*  +  arcsinx)  +  C. 

b)  Um  die  Integrale  von  sin  log  x  •  dx  und  cos  log  x  •  dx  zu  berechnen, 
bemerke  man,  daß  die  partielle  Integration,   angewandt  auf  beide,  ergibt 

/  sin  log  x  •  dx  =  x  sin  log  x  —  /cos  log  x  •  dx, 

J  cos  log  x  -  dx  =  x  cos  log  x  +  /  sin  log  x  •  dx. 
Daraus  entnimmt  man 

/  sin  log  x  •  dx  =»  —  (sin  log x  —  cos  log  x)  +  ^> 

/  cos  log  x  •  dx  —  y  (sin  log  <r  +  cos  log  x)  +  (7. 

Ebenso  erhält  man  bei  Anwendung  der  partiellen  Integration  auf  die  In- 
tegrale von  e*smxdXj  e*  cos  z  dz 

I  efsmxdx  —*  —  e*cosas  +  /  e'cosxdx, 

I  e?  cos  z  dz  —       e*sinx  —  J  efsmxdx, 
mithin 

J  efsiazdz  =»  |-e*(sinx  —  cos«)  +  #> 

f  efcoszdz^  ±e* (sin a?  +  cos x)  +  C 

Übrigens  sind  diese  Integrale  nicht  wesentlich  verschieden  von  den  vorigen, 
auf  die  sie  sich  in  der  Tat  durch  die  Substitution  z  =  log  t  reduzieren. 

c)  Analog  hat  man 

I  cos* x  d  x  «=*  /  cos  x  d  sin  x  =  sin  x  cos  x + x  —  /  cos'x  d x  «=  ^  (x + sin  x  cos  x  )  +  C, 

/  x  cos  x  dx  =  /  x  d  sin  x  «—  x  sin  x  —  /  sin  x  dar  =  x  sin  x  +  cos  x  +  (.'■', 
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f  x2sinxdx  =  /  x*d(—  cosrc)  —  —  a^cosx  +  2  /  £cos£.<te 

=»  2  x  sin  a?  +  (2  —  x*)  cos  a?  +  C, 

I  afcosxdx  =  xPsi&x  —  nf  x*~l*inxdx 

=  a^sina;  +  nxH"lcosx  —  n(n  —  l)  /  x*~*ooBxdx 
=  (x"— n(n—  Da^+^sinar  +  tna*-1— n(n—l)(n— 2)s"-8+--)cosx4-C, 

I  arctg a?da?  =  scarctga?  —   /  «   ■     t  —  xarctga;  —  log)/l+l?  +  C, 

J^log (a?  +  |/T+^)  da;  -  xlog  (x  +  Yl  +  x*)  -  }/F+ä?  +  C\ 
J'log  ft/l^  +  V 1+^)  ete  -  a;  log  (l/T^ + }/r+i)  +  |(arcsinjtr--*)  +  a 
C--~^=  -  2  ffdY^^l  —  2e*l/e*-l  -  2  C?Y?^i  dz 

1    I  sin  a? 
d)  Um  das  Integral  von     -^ e*da?  zu  berechnen1),   wende  man 

die  partielle  Integration  an 

/*.i_HilUB  e*^  «  L±_lin5_g*__  ri  +  c0*Jg  +  ring^i||x 
1  4  cos  #  1  +  cos  a;  J       (1  +  COß  *)* 

und  gebe  dem  letzten  Differentialausdruck  die  Form 

c*dx  e*smxdx  de*         ,     „,         1  ,        «* 

_j_  .  _    ...   ^3 .  _L.  g*/j •— —  hb  » — — ^-  • 

1  -|-  C08  X        (1  4  C08  ÄJ)*         1  4  cos  x  *  4"  c08  *  14* cot  * 

Daraus  folgt 


/; 


4  sin  a:    ._  ,  *    i    •t 


4-  cos  a:  e   2 

Man  könnte  auch  die  partielle  Integration  vermeiden,  indem  man  Zähler 
und  Nenner  mit  1  —  cos  x  multipliziert  und  den  zu  integrierenden  Aas- 
druck in 

( ™!_*:\  e*dx  +  (-. C?\X)  e*dx  =  —  d  {? cot x)  +  d -*- — 

Vsin'a;       am  x/  \sina;       %urxß  v  '  nnar 

spaltet. 

e)  Ist  das  Integral  von  a^log^cia;  für  m  >  —  1  zu  berechnen  und 
n  eine  positive  ganze  Zahl,  so  findet  man  durch  .partielle  Integration  und 
durch   wiederholte  Anwendung  des  ersten  Resultates,  welches  man  erhalt, 

f  a^log"a:  •  dx  =  —^  t  log"*  -  ^p-J  J  a^log""1*  •  dx 

xm+i  /  ,     .    i       .    n(n—  1),     .    •  .         n!       \  .    ~ 

=  -■—■    I  log"*  —  -— ,— 7  log"-1-1*  4  -,  --,  vci  log^-'a; +  ,     .-^l  +  C 

in  + 1  \    e  im  + 1     ö  '    (m  4 1)  ("■  + *)  / 

Dm  Beispiel  stammt  auß  dem  „Glasgow  University  Calendar"  (11*01 — Ot\ 
»er  noch  andere  nützliche  Exempel  finden  kann. 
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Da  fttr  jedes  v  >  0   und  für  m  >  —  1  die  Funktion  #m  +  1logv#,   die   für 

x  =  1   null  ist,  rechts  von  0  dem  Grenzwert  Null  zustrebt  (§  312,  a),  so 

hat  man  insbesondere 

i 

(13)  fxm\o^x  -  dx  -   (-1)*'*»!  . 
V     ^                                ^  *  (m+l)"  +  1 

Analog  erhält  man 

/  a?e~xdx  =  —  £"e~x  +  n  f  xP~le~xdx 

=  -(^+«j-1  +  w(«-l)f,-2+ h  w!)<rx+  C, 

und   insbesondere,   wenn   man   bemerkt   (§  312,  a),   daß   für  jedes   v  >  0 
(xve-*)Z  -  0  ist, 

CO 

(14)  fa*e-*dx  =  n\(e~?)0m  -  w! 

o 

Wenn    dieses    Resultat  bekannt  ist,   so  kann  man  sich   seiner  leicht  be- 
dienen,  um  das  Integral  (13)   zu  berechnen.     Man  macht  zu  dem  Zweck 


die  Substitution  x  —  e   m+1.     In  der  Tat  wird  dann 

1  00 

ftf»\otfxdx (~~1}" t  frc-'dt**  {~1)nmn'\- 

J  *  (m+l)"+1J  (m+l)"+1 

o  o 

Übrigens  ist  die  Formel  (14)  in  einer  andern,  früher  bewiesenen  (§  721,  h) 
enthalten,  da  n!  der  Wert  -T(n+l)  für  ganzzahliges  n  ist. 

f)  Die  partielle  Integration  liefert,  angewandt  auf  die  Integrale 


00 


an=Jaftc~xcosxdXj      bn  =  f  af,e~*&inxdx, 


folgendes: 


ii 


OD 


an  —  (a^c'^sina?)*--  /(naf ~1  — a^)c~rsina?dic, 

o 

OD 

bn  =  (3?er*Qozx)\i  +  ((na?'1  — aP)e-x  cos  xdx, 


d.h. 


an  -  &»  -  »&—i>       &»  s  -  «»  +  *«»-i- 

Diese  Relationen  lassen  sich  in  die  eine  cH  =»  ^(1  +  *)wc»-i  zusammen- 
fassen, wenn  man  setzt  cw«  aw+  •&„  mit  j2=  —  1.  Daraus  folgt,  wenn 
man  bemerkt,  daß  fy  «=»  ^  (1  +  t)  ist, 


Cn 


•'f4-r--(&)--55"',!:- 


2 

Also  ist 
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an  =  -^  cos(w  +  1)  -*  ,       bu  -  -^  sin  (n  +  l)  j  • 

Allgemeiner  hat  man,  wenn  cost*>0  ist, 


00 


/  af  c"xcosa  cos (x sin a) dx  =•  nl  cos(n+  1)*, 


o 


J  2*  f.~ ******  8in  (#  sin  a)  da?  —  tt !  sin  (n  +  l)a. 
o 

Aus  diesen  Formeln  ergeben  sich  die  vorigen,  indem  man  er «—  —    nimmt 
und  x  in  xy2  verwandelt. 

g)  Es  sei  zur  Berechnung  vorgelegt  das  Integral  von  mnnx  •  dx  (Ar 

ganzzahliges  positives  n)  zwischen  den  Grenzen  0  und  —  •      Die   partielle 
Integration  gibt 

¥  '»  s 

/  sin* reda?  =  /  sin""1«  •  d(— cos#)  =■  (n— 1)  /  sinl>~t2C08*g<i£ 
*o  o  o 

=  («  — 1)  /  sin""-1  jt rfar  —  (»—  l)  J  sin^cte, 
o  *o 

woraus  man  entnimmt 

"2  T  s 

/sin*jrdrr  = I  sin"""**^  = .       nv — -  I  ain,,-4x<fx  ■—  •  •  • , 

sodaß  man  schließlich  eins  der  folgenden  Integrale  findet 


n  n 

1  i 


j  dx  —  y  ,         f  sin  g  <fo  »  1 , 


je  nachdem  w  gerade  oder  ungerade  ist.     Man  hat  also 


i 


I  sin"rrrf£  = 


1  •  3  ■  5  ■  •  ■  (n  —  1)     n  . 
ir4-r6— w-" ■'  ¥>    wenn  ii  gerade, 

2  •  4  •  6  •  •  •  (w  -  1) 


3    6    7        n      ' 


wenn  n  ungerade  iai. 


Hieraus  ist  leicht  die  Formel  von  Wallis'  (§  464,  a)  abzuleiten,  wenn 
man  von  den  evidenten  Ungleichungen  ausgeht 

n  n  n 

%  TT 

j  sin2n+,,r  •  dx  <  /  sin2"*  •  dx  <  /  sin1*""1*  •  dar, 

0  0  0 

sich  jetzt  in  folgende  andern  verwandeln  lassen: 
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2    4    6        2n  1  •  3-6--    (2n— - 1)      n        2-4-6  •• -(2  n—  2) 

<  — s~~a — « £~r--  '  "<r  <  b 


8  •  5  •  7  •  •  •  (2  w  +  1)  ^       2    4    6      •  2  n  2    ^  3  •  5  •  7  •  •  •  (2  «  —  1) 

Daraus  folgt 

2       2       4       4  2n  2n  n         2       2       4       4  2n 

<  "5"  <"«■"•  "5"  •  "5" 


1       3      .3       6  2n— 1     2n+l  ^2^1       3       3       5  2n— 1 

Bemerkt    man    also,    daß    für    unendliches    n    der   Quotient    2n/(2w+l) 
nach  der  Einheit  konvergiert,  so  erkennt  man,  daß 

n  —  1      ?_     A    A     6      6     A 

2 !   ""  T  *   3   '   3   *   6   '   6   '   f  '  T  "  ' 

ist.     Hiernach  ist  leicht  zu  konstatieren  (§  337,  c),  daß  mit  wachsendem  n 

die  beiden  Ausdrücke   (15)   die   Tendenz   haben,   beide  die  Form    1/  — 
anzunehmen,  d.  h.  daß  man  hat 


n 

i 
lim  Yn  I  sinnx  -  dz  =*y      -  • 


h)  Das  Integral  3n  =  Jafe'^dx  ist  uns  für  n  =  0  bekannt  (§  721,  e) 

o 
und  läßt,  sich  für  n  =  1  leicht  berechnen,  da  man  hat 

00 

^,  =  */«"*<*(*')=' HO0.  =  *•  . 

0 

Übrigens    gibt   die    Verwandlung   von  x   in  )/#,  was   auch  n  sein  mag, 

1      /n4- 1\ 
<?„  —  -r-  r  ( — y— )  •     Nimmt  man  aber  an ,  daß  diese  Relation  unbekannt 

ist,  so  läßt  sich  der  Wert  von  dn  für  ganzzahliges  n  in  folgender  Weise 
durch  partielle  Integration  berechnen: 

oo  oo 


,    1  •  3  •  6  •  •  •  (n  —  1)   «>  , 

" m ^o>     wenn  n  gerade, 

(16)        3%  = 


m 

T 


2 

2  •  4  •  6  •  •  •  (n  —  1) 


wenn  n  ungerade  ist. 


2  » 


Um  nunmehr  <?0  zu  berechnen,  bemerke  man1),  daß  der  Ausdruck 


00 


dx 


1)  Stieltjes:  „Nouv.  Annales  de  Mathematique*11  (1890,  p.  479). 
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für    alle    reellen    Werte  von   a  positiv   ist,    und  daß   hierzu    nötig    iit 

#»-1   ^      &n  ..,  ,      #»-1          9n-\  9%              * 

3n             9n  + 1  *                               9n  + 1             #*  9%  + 1           II 


Man  hat  also 


und  infolgedessen  successiv 

yi>  *L.>y^:f  ^^„yä,  i^j^-i. 

Es  genügt  jetzt  die  Ausdrücke  (16)  in  die  letzte  Gleichung  einzusetzen, 
um  zu  erhalten  (§  337,  c) 

«  1  2    46    -2n  1  1  ./-- 

^o -  y  i™  i.8. ö. ..(,,_!,  •  p^ - IK«- 

Ferner  ist  leicht  zu  konstatieren,  daß  die  Ausdrücke  (16)  für  unendliches  * 
beide  die  asymptotische  Form 

'.-VT©5 

anzunehmen  streben. 

i)  Wir  wollen  zum  Schluß  zeigen,  daß  sich  aus  dem  ersten  Integral  (11) 
durch  partielle  Integration  leicht  das  zweite  ableiten  laßt     Da 

/8inatf-8in/?d*\o       ..      ainax    .    0  ..       .    a  _ 

I -r—  i   =  lim sin  ßx  —  et  lim  sin  ßx  —  0 

ist,  so  hat  man 


X 


I  sin  ax  •  sin  ß.r  •  -  ,:  =   I  sin  ax •  sin  0x  *dl —    -  J 
o  % 


a 


c2  js 
(ß  sin  aa:  cos  |3a?  +  «  sin  ßx  cos  ax)  — 


=  inß{*gn(a  +  ß)  +  sgn(a-ß)}  +  \na\sgn(ß  +  a)  +  *gn(ß-*)) 
-{*(«+ ß)qp(«  +  ß)-\n(a-ß)*ga(a-ß)-\n[ . ar  +  |i '  —  | «r  —  |f  J  J . 

728.  Integration  durch  Reihen.    Wenn  in  einem  gegebenen 
Intervalle  (a,  h)  die  Reihe 

/'(*)  —  ui(x)  +  u*(x)  +  «•(*)  H > 

deren   Glieder   stetige   Funktionen    sind,    gleichmäßig    kon- 
vergiert, so  hat  man 

h  h  h  b 

jf(x\dx  ^Jul{x)dx  +J  ui(x)dx  +ju%{x)dx  H . 


a 
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Wir  wissen  in  der  Tat  (§  322),  daß  unter  den  angegebenen  Be- 
dingungen f(x)  wie  die  n(x)  eine  stetige  und  infolgedessen  (§719) 
integrierbare  Funktion  ist.  Nennt  man  also  <pn(x)  den  Rest  der  ge- 
gebenen Reihe,  so  kann  man  schreiben 

b  b  b  b  b 

Jf(x)dx  =  f  ul(x)dx  +  I  u2(x)dx  + h  I  un(x)dx  +  f  q>n(x)dx. 


a 


Ist  nun  e  positiv  und  beliebig  klein  gegeben,  so  läßt  sich,  wie  wir 
wissen,  eine  Zahl  finden  derart,  daß  man  für  alle  Werte  von  w,  die 
größer  sind  als  diese  Zahl,  und  für  beliebiges  x  hat  j  <pn(x)  |  <  6 . 
Es  wird  also  sein 


b 


,  /  V»  (?)  it*  \<J     <Pn  (*)    rf*  <  C'  -  «)  f 


a 


und  infolgedessen 

h  b  b  b 

lim   /  <pn(x)  dx  =  0 ,       f  f(x)  dx  =  /  ux (x) dx  +  /  ws (x)  dx  +    •  • . 

n~ x  a  a  a  a 

Man  bemerke,  daß  insbesondere  auf  Potenzreihen  die  gliedweise  Inte- 
gration stets  anwendbar  ist. 

729.  Beispiele,  a)  Die  Integration  durch  Reihen  kann  man  be- 
nutzen, um  eine  Funktion  in  eine  Potenzreihe  zu  entwickeln,  wenn  die 
Ent wickelung  ihrer  Derivierten  bekannt  ist.     Z.  B.  ist  (§  233,  c) 


arc 


/•      dx  ,1      x*    .    13     xa    .    13-5     r'     , 

yi-&  ^  *  +  "2   ■    3"  +  sf  4  "  T  +  2 r.4-6  '  Y  +  *  "  *  ' 
o 

iog  V*  T  *  i  f  *V        J   y^y,       T        2       3^2    4      6        2-4-6      7^       ' 

o 

vorausgesetzt,  daß  auf  der  rechten  Seite  nicht  x*  >  1  ist.  Auf  Grund 
gewisser  Formeln,  die  oben  angegeben  worden  sind  (§  725,  d),  sind  die 
beiden  Ent  Wickelungen  äquivalent,  da 

arc  sin  ix  -  arc  tg  -  ~-  =  -  log  \X .-  ~ ;  -J  -  =  t  log  (x  +  V  i  +  ar*) 

yi-fa1*     *f       yi-\-x*-+-x 

ist. 

b)  Um  gewisse  bestimmte  Integrale  zu  berechnen,  ist  die  Integration 
durch  Reihen  oft  von  Nutzen.  So  berechnet  man  z.  B.  das  Integral  von 
x'dx  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  rasch,  indem  man  von  der  Entwickelung 

Gebrauch  macht.  Integriert  man  in  der  Tat  und  erinnert  sich  an  das 
Resultat  (13),  so  erhält  man  sofort 

Cesftrn,  Analjrtlt.  40 
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d.h. 


/*-'*  -  2"  hf ****** = 2  (M(+-f Tf . 

0  0  0  0       x       '      ' 


I- 


x*dx  =  1  -  2\  +  1  -  A.  + 0,783 


Allgemeiner  ist 

w!     •/  6  (P  +  l)"+l       l!(0  +  2)"  +  *^    2!(P  +  8)"  +  * 

Insbesondere  bemerke  man,  daß 

i  i 

—  /  x*\ogxdx  =  /  x*  dx 

o  o 

ist. 

/l  -4-  #\*  <f*c 
e)  Ebenso  kann  man,  wenn  das  Integral  von  log  (    __    )  •  —  zwischen 

den  Grenzen  0  und  oo  zu  bestimmen  ist,  die  zu  integrierende  Funktion 
in  eine  Potenzreihe  entwickeln.  Man  bemerke,  daß,  wahrend  diese  Ent- 
wickelung  in  dem  Intervall  (0,  l)  nach  den  Potenzen  von  x  fortschreitet, 
in  dem  Intervall  (1,  co)  die  Funktion  nach  Potenzen  von  1/x  entwickelt 
werden  muß.  Man  kann  nichtsdestoweniger  diese  zweite  Entwickelung 
vermeiden,  indem  man  die  Integration  auf  das  Intervall  (0,  l)  beschrankt. 
Es  genügt  das  Integral  in 

»  /i      l+.r    dx   ,    _    Cx      x4-l    dx 

0  1 

zu  spalten  und  zu  beachten,  daß  das  zweite  Integral,  wenn  man  x  durch 

l/>  ersetzt,  in 

o  1 

*       1  .  • 

/.       x  +1  1  /        l+jr    dx 

x  *' 

1  0 

übergeht.     Also  hat  das  vorgelegte  Integral  den  Wert  (§  219) 

♦/•: +-£  •';-»/(•+ s + t +•••)*. 

o  o 

d.  h.  es  ist  gleich  dem  Achtfachen  der  Summe  der  Reihe  (§  365,  a) 

1  +  3»  +  5'  ^  Z»!        ^1  4»r        4  ^  n«         8  "» 
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sodaß  man  hat 


.M:+3t-''- 


o 

d)  Umgekehrt  kann  man  sich  der  Integration  durch  Reihen  zur 
Summierung  mancher  Reihen  bedienen,  indem  man  ihnen  die  Form  be- 
stimmter Integrale  gibt.  Will  man  z.  B.  die  Summe  der  Reihe  1  +  .V 
—  i  —  l  +  ^  +  •  •  •  kennen  lernen,  so  wird  die  Bemerkung  genügen,  daß 
ihr  Wert  der  des  Integrals  (§  725,  d) 
i  i 

f{1+x-_x>-_x*  +  x*  +  ..:)dx==   ^    -dx        =   Varctg1"*^  2* 
ist.     Also  hat  man 

~2  4  6    ~    7    ~    8  10        11  ~  13  ^  3y  3 

Ebenso  ist  die  Summe  der  Reihe   .J  —  -£  +  J  —  J  +  £  —  J  +  •  *  •  gegeben 
durch  das  Integral 

l  i 

/(*-*,+*l-**+-)<«-/i-££,. 


0  o 


^og^+^'-^arctg1^);, 


und  man  hat  folglich 

J  8   x   6  6^8  9   ^  11         12  ^  ^'  6i/3 

TT 

c)   Das   erste   der  beiden  soeben  erhaltenen  Resultate  ist  für  «  =  -- 
in  der  bekannten  Formel  (§  363) 

(17)  sin  a  -f   2  sin  2  a  +  -  sin  3  a  +  •  •  ■  =  -  ~"  "  +  j^J  *r 

enthalten,   die   man   in   derselben  Weise   herleiten   kann,   d.  h.  indem  man 
die  Summe  der  Reihe 

sin  a  +  x  sin  2  «  +  x*  sin  3  a  +  **  sin  4  a  -f* 

zwischen  den  Grenzen  0  und  1  integriert.    Da  sin(w—  l)a  -f-  sin(w  +  1)« 
=  2  sin  «a  cos  a  ist,  so  hat  man  identisch 

OD  00 

(1  +x*)  ^^  rt"-1  sin  wer  =  sina  +  2:r  cosa^^  a^^sinw«, 
i  l 

woraus  man  entnimmt 

OD 


(18)  >'*»-'sinM«-  ""-  . 

v     '  jLJ  1  —  2a;coda  +  a?, 

i 

46* 
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Also  läßt  sich  die  Summe  der  Reihe  (17),  vorausgesetzt,  daß  man  die- 
jenigen Werte  von  a  ausschließt,  welche  sin  er  zum  Verschwinden  bringen, 
in  folgender  Weise  ausdrücken: 

i 

/*h\«tlx  [  x  —  coa«y  /      a\  ,         . 

-    ■ .    -     -.-,■=  I  arc  tg  ■  — )  =  arc  tg  (tg  0  I  +  arc  tg  (cot  <r). 

1  —  2.r  cor  a  +  .r  \  sin  u     /o  ^  \  °  2  /    '  ö  v 


u 


Sie  ist  mithin  (§  254,  d)  gleich  arctg(cot  — 1,  da  cotatg  -<1  ist    Der 

so  erhaltene  Ausdruck  ist  nicht  vorschieden  von  dem  Ausdruck  (17)  und 
stellt  die  Summe  der  Reihe  auch  dar,  wenn  u  ein  ungerades  Vielfaches 
von  TT  ist.  Er  hat  aber  keine  Bedeutung,  wenn  a  ein  gerades  Vielfaches 
von  TT  ist,  in  welchem  Falle,  wie  wir  wissen,  auch  (17)  zu  gelten  aufhört. 
i')  Zu  andern  bemerkenswerten  Resultaten  führt  die  Integration 
von  (18)  in  Bezug  auf  a  zwischen  0  und  einem  beliebigen  Wert  von  a, 
wobei  x  konstant  gelassen  wird  und  zwischen  0  und  1  eingeschlossen 
bleibt.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  bekanntlich  (§  320,  b)  die  Reihe 
gleichmiißig  konvergent.     Man  findet  durch  jene  Integration  sofort 


OD 


XT1  x"  ,„  N         /       d(~  x  cos «)  1    .       1  —  2x  cos  a  +  x* 

7,         (1 —  COSW«)  =    I     —      :    — ■  7 — s=     >    log  ,m ,,  '    -     , 

ä£mJ   nv  ,/    1 ---2;rco.H«  +  .r9         2       *  (1  —  x)*  ' 

i  o 

d.  h.,  wenn  man  a  in  2«  verwandelt, 

.   *      ,     1     *   •   *o       i     1     s   •  s.»       i                 !  i      1       2xcoa2«  +  t* 
xsiu'a  +   0  a-siir  2«  +  ---.iasin  •>«  +  •  •  ■  =    r  log — — — -■ 

Bemerkt  man  ferner,  daß  sin  a  sin  ß  =  sin8  ~T  —  sin*  ---  ist,  so  erhält 
man   noch 

■jr  sin  «  sin  ß  -f  \  j  -  sin  2  a  sin  2  ß  +  J  ff3  sin  3  et  sin  3  0  +  •  •  • 

1  1  --  2  .r  ooh  (a  +  0)  -f-  a** 

4     °^  1—  2.r"cos  (a  —  fi)  +  x*  ' 

Daraus  folgt,  wenn  man  sich  an  das  Theorem  von  Abel  (§  340)  erinnert, 

•   «  +  ß 

l  1  1  am    i 

sin  «  sin  ß  +  kl  sin  2  «  sin  2  ß  +       sin  3  a  sin  3/3  +  •  •  •  -»      log  ■ ■-=    • 

nin^T- - 

2 

Diese  Formel  setzt  uns  in  den  Stand,  ein  anderes  Integral  zu  berechnen, 
welches  zu  den  Integralen  (11)  analog  ist.  Durch  ein  nicht  strenges 
Verfahren,  welches  wir  schon  in  andern  Füllen  angewandt  haben  (§  721,  e,f,h), 

findet   man   leicht 


/   •  •    J    ''■'■        1   1        a  +  ß 

f  sin  a.r  sin  p.r         —    ,   log  .    • 

o 


jr)  Wir  wollen  endlich  noch  das  Dirichletsche  Integral  (§  721,  f)  be- 
rechnen, indem  wir  alle  Elemente  zusammenfassen,  die  einem  nnd  dem- 
selben absolut»« n   Betrag*  von  sin  x  entsprechen.     Man  wird  dabei,  wenn  x 
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zwischen  0  und  -  -  gewählt  ist,  für  die  Bogen  z,  7t  — x,  27C  +  X,  3ti  —  x, 

4«  +  «,  ...  einen  einzigen  Wert  des  Sinus  haben  und  für  die  Bogen 
n  +  x,  2iz  —  x,  3«  +  $,  in  —  x,  ...  denselben  Wert  mit  umgekehrtem 
Vorzeichen.  Daraus  folgt,  daß  das  vorgelegte  Integral  sich  in  folgender 
Weise  schreiben  läßt: 

n 

J  t  +  ;rzj  -  v+i  ~~  v*—x  +  ss+i  +  \n.-x  — ) 8inxd*' 

0 

Inzwischen  (§464,  c)  hat  die  Reihe  in  Klammern  den  Wert 


«  ..  CD  » 


yjyr  =  y_  i      __  y» i 

jLj  x  —  nn        j£j  x  —  Znn       ^«/  x  —  (2n-f  1)» 


—  CD  —  OD  —  X 

00  00 


ix-nx  +  2  2li  \(n  —  x)  —  nn  ~  2  (COt  2   "*"  tg  2/  ~~  ginx 


2"^, 

—  30  —  OD 

Also  ist 

n 

*  -8 


(?£  •=     I  dx  =  --  TT 


0  0 


Es  ist  leicht1)  diese  Rechnung  ganz  einwandfrei  zu  machen. 


Vielfache  Integration. 

730.  Unbestimmte  Integration.  Nach  unsern  bisherigen  Aus- 
einandersetzangen ist  klar,  daß  das  Problem  der  einfachen  Integration 
im  Grunde  darin  besteht,  daß  die  Funktion  y  bestimmt  werden 
soll,  wenn  die  Funktion  dy/dx  =  f(x)  bekannt  ist.  Man  hat  kein 
wesentlich  neues  Problem,  wenn  die  unbekannte  Funktion  von  mehreren 
Veränderlichen  abhängt.  Will  man  z.  B.  eine  Funktion  z  der  Ver- 
änderlichen x  und  y  bestimmen,  wenn  man  czj'cx  =  f(z,  y)  kennt,  so 
ist  beim  Bilden  der  partiellen  Derivierten  nach  x  das  z  nur  als 
Funktion  von  x  zu  betrachten,  und  dieselbe  Auffassung  wird  folglich 
auch  bei  der  Integration  herrschen  müssen,  d.  h.  man  wird  haben 
*=  jf(xyy)dx.  Hier  ist  also  bei  der  Integration  y  als  eine  Kon- 
stante zu  behandeln,  und  man  hat  daher  wohl  zu  beachten,  daß  bei 
dieser  Integration  unter  einer  willkürlichen  Eonstanten  eine  von  x 
unabhängige  Größe  verstanden  werden  muß.  Sie  kann  daher  von  y 
abhängen  und  ist  in  Wirklichkeit  eine  willkürliche  Funktion 
von  y.   Ebensowenig  ist  die  Bestimmung  von  y,  wenn  man  d*y/dx*=f(x) 

1)  Siehe  den  „Calcolo  integrale41  von  d'Arcais,  p.  198. 
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ra,i    em«  i 


kennt,    oder    die    Bestimmung    von    :.     wenn 

irgend   eine    andere  Üerivierte,   immer   nach    einer  einzigen   Veriuidi 

liehen,  gegeben  ißt,  Bin  wesentlich  neues  Problem.     Zwei  ■■ 

einfache    Integrationen,     nacheinander    ausgeführt,    werden     in     jedei 

Falle  zum   Ziele  führen,  ohne  daß  zu  dein    bereite   G 

etwas  hinzuzufügen  wäre.     Das  erste  wirklich   neue 

sieh  nns  bietet,  ist  die  Bestimmung  von  *,  wenn  die  Ftrai 


(19) 


-f(x,f) 


gegeben  ist.     Da  die  linke  Seite  die  Derivierte  ron 

bei  deren  Bildung  y  als  konstant  vorausgesetzt  wir 

.■■'■'■  //''■''..  .'/'''  '■      Integriert   man   darauf  noch  einmal,    Mlttl 
der  Voraussetzung,  daß  #  konstant  bleibt,  u   kommt 

t-fdtifftm,) 

Betrachtet   man    dagegen    die    linke  nie   die   DeriTMTW 

ron  i  i  ■  '    nach  .'/,  ho  erhält  man    «  —  Jdxjf[xty)df 

HUM   Resultat  dieser  Paare  von  aufeinanderfolgenden   einfachen   Inte- 

grationen,   die   in   Bezug   auf  verschiedene,    voneinander   um 

Veränderliche    ausgeführt    sind,    nennt    man    ein    Doppel» 

stellt  es  folgendermaßen  dar: 

(20.  s=j'j)\.,,  •,*<!.< -hl- 

Wenn    man  bei  jeder  einlachen   Integration   den  willkürlichen  Teil  in 

Evidenz  setzt,  so  erkennt  man  folgendes:    [st   'im 

x  =  F{x,  y)  bekannt,   welche   der   ' 

Funktionen,    die     dieselbe     (üeichung    erfüllen,     durah 

I  -  ■ .  <t        if{x)  +  i(i(y)   gegeben,   wo  i?   uud   $  Symbi 
lieher  Funktionen,  die  voueinander  unabhängig  sind,  ilnrstelleu, 
was    bei    der    doppelten    Integration    au    die    Stelle    der    willkürliche 
Konstanten    der    einfachen   Integration    tritt,   ist   also   die   Bu 
zwei  willkürlichen   Funktionen,  deren  eine  nur  von  x,  die  andrrv  i 
von  y  abhängt. 

731.     Bestimmte   Integration.     Bei  der  einfachen  beetimj 
tegration   läßt  sich   die   der  Veränderlichen    auferlegte    Beschränk un; 
durch  die  Ungleichung  {x  —  a)(x  —  b)<0  auadrud 
das    Intervall    m,  b)    definiert       Allgemeiner    kann    jede    1  n 

0   eins   oder   mehr  Intervall-  darstellen!    die  das  lutegratioi 
gebiet  bilden.     Wird  die  Berechnung  des  Integral«  (20)  tu 
ausgeführt,  daß  die   Veränderlichen  x  und  ;/,   obwohl  sie  von« 
■»nabhüngig  Ideihen,  beständig  ein  [leienung 

,        o 
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erfüllen,  so  heifit  das  Resultat  (20)  der  doppelten  Integration  be- 
stimmt, und  die  Ungleichung  (21)  definiert  das  Integrationsgebiet. 
Es  werde,  um  einen  bestimmten  Fall  zu  haben,  vorausgesetzt,  daß 
sich  für  einen  gegebenen  Wert  von  x  aus  (21)  a(x)  <  y  <^  b(x)  ent- 
nehmen läßt,  und  daß  diese  Einschränkung  die  Existenz  von  y  zu- 
läßt, so  lange  x  zwischen  gewissen  Grenzen  a  und  ß  bleibt,  die  für 
gewöhnlich  Wurzeln  der  Gleichung  a(x)  =*b(x)  sind.  Alsdann  wird 
das  Integral  (20),  erstreckt  über  das  Gebiet  (21)  in  folgender  Weise 
berechnet:  .        ., . 

;i  b(x) 

(22)  z~f<lxff{x,y)<ly. 

<t  a  (x) 

Mit  andern  Worten,  wenn  man  findet,  daß,  x  als  konstant  voraus- 
gesetzt, F(x,  y)  eine  primitive  Funktion  von  f{x,  y)  ist,  so  erhält 
man  für  e  den  (konstanten)  Wert 

g  =  /  ( F{x,  Hz))  —  F{x,  a'xS) )  <lx. 

u 

732.  Beispiele.    Wenn  das  Integrationsgebiet  durch  die  Ungleichung 

x2  +  y2<2#  definiert  ist,  so  muß  man  haben  —  Y%x— x2<^y <Y2x— a;2, 
und  dies  ist  nur  möglich,  wenn  x  zwischen  0  und  2  enthalten  ist.  Also 
hat  das  Integral  (20),  erstreckt  über  das  genannte  Gebiet,  den  Wert 


ytx-x* 


z=jdxjf(x,y)äy. 

0  -V«x-x* 

Man   kann   aber  auch,  indem  man  die  Reihenfolge  der  Integrationen  um- 
kehrt, bemerken,  daß  bei  festgehaltenem  y  sein  muß 


l-l/T-?_<S<l  +yi^y\ 
sodaß  y  nicht  außerhalb  des  Intervalles  ( —  1,  l)  liegen  kann.    Es  ist  mithin 


i        i  +  Ki-y* 

Daraus  ergibt  sich  folgendes:  Wenn  <p(x,  y)  eine  primitive  Funktion  von 
f(x,y)  ist,  die  man  unter  konstant  gedachtem  x  erhalten  hat,  und 
#(#,#)  eine  andere  primitive  Funktion,  die  unter  konstant  gedachtem  y 
erhalten   ist,   so  läßt   sich  der  Wert   des  über  das   Gebiet    x2  +  y*  <^  2jc 

erstreckten  Integrals  JJf(x,y)dxdy  auf  eine  der  beiden  folgenden  Formen 

bringen: 

s 

f{ <p  (t,  l/27=?)  -  <p  (f ,  -  Y2t=7') }  dt, 

0 

1 

f{i>(i  +  yr^-T»,  *)-*(i-  yi=F,  t))dt. 
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733.  Da  ein  Doppelintegral  sich  als  das  Resultat  der 
eines  Integrals  betrachten  läßt,  so  liegt  es  nahe  sich  zu  fragen,  wie 
man  die  Derivation  eines  Integrals  nach  einer  Veränderlichen  auszu- 
führen hat,  die  von  der  Integrationsvariablen   unabhängig   ist      Das 

b 

Zuwachsverhältnis  der  Funktion  (p  (x)  =  ft\x>  tt)  <ty  **t 

a 

b  b 

9 lx  +  $-* <rf  _  j'f  (x  +  h, y)  -ffrjfi ((y  _  ß.^  +  ehjf) dy ^ 


a  « 


wo  0  zwischen  0  und  1  liegt.  Kann  man  nun  jeder  noch  so  kleinen 
positiven  Zahl  e  eine  Zahl  d  entsprechen  lassen  derart,  daß  für  h  I  <  d 
immer  , /]/(*  +  '*>  y)  —  fx \x,  y)\  <  s  ist,  was  auch  y  in  (af  b)  sein 
mag,  so  ist  klar,  daß  man  haben  wird 

b 


u 


und  infolgedessen 

a 

Es  ist  nützlich  zu  bemerken,  daß  die  obige  Bedingung  für  f'J  immer 
erfüllt  ist,  wenn  die  Deri vierte  fxx  von  fj  existiert  und  endlich  ist. 
Wenn  nämlich  fxx  seinem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  bleibt  als 
eine  feste  Zahl  /,  so  wird  es  genügen  \  h  \  <  e;l  zu  nehmen,  damit 
man  bat 

/;u  +  A,y)   -fx'(*,y)  <\   fJ'A*  +  0h,y)  <e. 

Um  also  ein  Integral  nach  einer  Veränderlichen  zu  deri  vieren,  die 
von  der  Integrationsvariablen  unabhängig  ist,  genügt  es  die  der 
Integration  unterworfene  Funktion  zu  derivieren.  Wenn 
ferner  a  und  b  Funktionen  von  x  sind,  so  erhält  man  die  Derivierte, 
indem  man  <p  als  eine  zusammengesetzte  Funktion  (§  369)  betrachtet 
und  bemerkt,  daß  die  Derivierte  eines  Integrals  nach  einer  seiner 
Grenzen  die  zu  integrierende  Funktion  ist  (§  713),  berechnet  für  die 
genannte  Grenze  und  mit  dem  eignen  oder  dem  entgegengesetzten 
Zeichen  i§711,a)  genommen,  je  nachdem  es  sich  um  die  obere 
oder  die  untere  Grenze  handelt.     Man  erhält  auf  solche  Weise  sofort 


i/ 


734.    Dies    vorausgeschickt    wollen    wir   wieder   zur  Integration 
-ückkehren  und   wieder  a  und  b  als  konstant  voraussetzen.     Wir 
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b 
stellen   uns   die   Aufgabe,   das  Integral   q>(x)  =  jf(x,y)dy  zwischen 

a 

den  Grenzen  a  und  ß  zu  integrieren.     Wenn  man  setzt 

x  b 

1>  (x,  y)  -/?(*,  y)  dx ,     F(x)  =yV  (#,  y)  dy, 

u  a 

so  hat  man  offenbar 

b  b 

F\x)  =f/Vx'(x-,  y)  dy  -ff(x,  y)  dy  =  q>(x), 

a  a 

mithin 

fi  b  b  ,1 

ftp  (x)  dx  =  F(ß)  -  F(a)  =/V  (ß,  y)  dy  =fdyff{x,  y)  dx. 


a 


Um  also  ein  gegebenes  bestimmtes  Integral  in  Bezug  auf  eine  von 
der  Integrationsvariablen  unabhängige  Veränderliche  zu  integrieren, 
genügt  es,  die  der  gegebenen  Integration  unterworfene 
Funktion  zu  integrieren.  Es  ist  mit  andern  Worten,  wenn  man 
(p(w)  durch  seinen  Ausdruck  ersetzt, 

ji  b  b  ü 

fdxff(x,  y)  dy  =  /  dyj  f(x,  y)  dx. 


a 


Wenn  ferner  die  Grenzen  der  vorgelegten  Integration  selbst  Funk- 
tionen yon  x  sind,  so  ist  es  immer  möglich  durch  Einführung  einer 
neuen  Integrationsvariablen  an  ihre  Stelle  Grenzen  zu  bringen,  die 
konstant  sind.     Es  genügt  zu  setzen  y  =»  a  +  (b  —  a)  t. 

735.  Nene  Definition.  Die  obige  Definition  des  Doppelintegrals 
hat  dieselben  Nachteile  wie  die  am  Anfang  der  Integralrechnung  ge- 
gebene Definition  des  einfachen  Integrals.  Man  muß  sie  daher  derart 
umformen,  daß  sie  die  Bedingungen .  für  die  Existenz  des  Integrals 
zu  finden  gestattet  und  uns  überdies  den  Weg  zur  Berechnung  seines 
Wertes  zeigt.  Wir  wollen  das  Integrationsgebiet  als  endlich  voraus- 
setzen, d.  h.  es  soll  möglich  sein,  zwei  endliche  Intervalle  (a,  ß)  und 
(y,  d)  anzugeben,  in  denen  die  Veränderlichen  x  und  y  bezüglich 
bleiben  müssen,  wenn  man  wünscht,  daß  die  Einschränkung  (21)  er- 
füllt ist.  Wir  teilen  das  (a,  ß)  in  Intervalle  h19  Ä2,  . .  . ,  hn  und  (y,  Ö) 
in  Intervalle  l\,  Ä*,,  .  . . ,  Jcm.  Alle  diese  Teilintervalle  sollen  der  Null 
zustreben  (wobei  vi  und  n  notwendig  ins  Unendliche  zunehmen),  ohne 
daß  irgend  eine  Beziehung  zwischen  ihnen  besteht.  Wir  wollen  auch 
die  Funktion  als  endlich  voraussetzen  und  die  Vereinbarung  treffen, 
sie  außerhalb  des  Integrationsgebietes  als  verschwindend  zu  betrachten. 
Wenn  x  und  y  bezüglich  in  den  Intervallen  h{  und  kj  variieren,  in- 
dem sie  immer  voneinander  unabhängig  bleiben,  so  liegen  die  Werte 


der    Funktion    zwischen    einer    oberen    und    einer    oatewn    Grenze: 
zwischen  diesen  Grenzen  wähle  man  eine  Zahl  f(j   und   betra 
Doppehramrae 

Wenn  dieselbe  beim  unendlichen  Zunehmen  von  m  und  von 
einem  Grenzwert  konvergiert.,  der  unabhängig  ist  ran  den 
welches  man  bei  der  Konstruktion  der  Intervalle  /i,  und  der  Iuter 
valle  Je,  befolgt,  und  ebenso  unabhängig  von  der  Wahl  der  Zahlen  /*,, 
so  bezeichnet  mau  diesen  Grenzwert  als  bestimmtes  Integral  in 
dem  angegebenen  Gebiete.  Legt  man  iiie.se  Definiti' 
Est  es  nicht  schwer  daraus  analoge  Folgerungen  zu  ziehen,  wie  wir 
sie  bei  der  einfachen  Integration  gehabt  hüben,  und 
sich  daraus  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die 
Existenz  des  Integrals  ableiten.  Wir  wollen  uns  hier  aber  uuf  di» 
Definition  beschränken  und  verweisen  den  Leser  auf  die  an-: 
Lehrbücher  der   Infinit  esiiiialrcehiiuiuj 

J36.    Es    bleibt   uns   aber   noch    zu    -/.eigen    übrig,   daß,    falls   da* 
Integral  existiert,  sein  Wert  eich  in  der  in  §  731  angegebenen  W«*e 
erhalten  läßt.     Wird  die  Existenz  des  Integrals  a  priori  zugelaeaea, 
so    ist    es    erlaubt   zuerst  m    und    dann  «   nncndlieb    werdt-n   /.n    h-*\  i 
und    den    Wert    f{,    zwischen    der     unteren     und    der    oberen 
der  Werte  m  wühlen,  die  f(x,y)  annimmt,  trenn  <  im  Apfrngapnnlri 
de«    Laterrallea  l>    Eeei    bleib!    und   y  in  I ,  variiert 
sieb    dte    vorbin    betrachtete    Doppelsumme    in    n    einfache    Summen, 
deren   eine  hjk,/'^  +  &%fu  +  •■*+  !<„(',„)  'st  ,mu  ""eu  Grenzwert 
.1  »(•) 

i',j'f!-' ■»■<;,,     \fffav)4g-   b  r, 

hat,    wenn    mit    F,    der    Wert    bezeichnet    wird,    den  i     ■ 
Funktion  von  x  im  Anfangspunkt  des  Intern  n|      Lasse 

wir  jetzt  auch  tt  (welches  bisher  zusammen  mit  den   l\  konstant    war) 
ins  Unendliche  wachsen,  so  finden  wir  als  Greuzwert  d 

■■    /  I    f  jttxfi 

■■■ 

d,  b.  gerade  da*  Doppelintegral  (22).      Hiernach  ist  klar,  dafl  ■ 
kehrung  der  lntegrationenfolge  darauf  hinauskommt,    daß  man  zuerst 
n    und   dann   '»   ins  Unendliche  wachsen   läßt;    es  lassen   sioll 
undlicb    viele   andere    Arten    denken,    m    und    »    unendlich    »< 
lassen,   und   sie    müssen  alle  denselben   Wo 

irUuht  sein  soll  zu  sagen,   daß  es  an  wir  i 
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die  mannigfachen  Formen  denken,  die  eine  Doppelsumme  annehmen 
kann  (§  243),  wenn  man  versucht  sie  auf  eine  Summe  einfacher 
Summen  zu  reduzieren,  so  wird  es  klar,  weshalb  die  Möglichkeit,  die 
Reihenfolge  der  Integrationen  umzukehren,  so  beschränkt  ist.  Diese 
Umkehrung  ist  trotzdem  ein  wertvolles  Forschungsmittel,  welches 
sich  häufig  mit  großem  Nutzen  anwenden  läßt.  Bei  seinem  Gebrauch 
darf  man  aber  nie  vergessen,  daß  sich  dabei  falsche  Resultate  ergeben 
können,  wenn  die  Funktion  oder  eine  ihrer  ersten  Derivierten  un- 
endlich wird,   oder  wenn  das  Integrationsgebiet  selbst  unendlich  ist. 

737.  Einführung  neuer  Veränderlicher.    Wir  wollen  annehmen, 

daß  bei  dem  Integral   fff(z>  y)dxdy   die  Substitution   x  =  <p(u,  v), 

y  =  ^(Ujv)  ausgeführt  werden  soll,  wo  u  und  v  die  neuen  (unab- 
hängigen) Integrationsvariablen  sind.  Für  die  Abhängigkeit  der  Funk- 
tionen x  und  y  voneinander  wird  erfordert  (§  579),  daß  die  Deter- 
minante 


a- 


c  (x,  y) 
d(u,v) 


dx 

ex 

fÜL 

cv 

cu 

cy 

dv 

von  Null  verschieden  ist.  Dies  vorausgeschickt  sei  g(u,  v)  das,  was 
aus  f(x,  y)   durch  die  genannte  Substitution  wird,  und  das  Integral 

werde  in  folgender  Weise  geschrieben:   fdyj*f(x,y)dx.    Wir  wollen 

außerdem,  um  einen  bestimmten  Fall  vor  uns  zu  haben,  vereinbaren, 
daß  die  einzelnen  Integrationen  immer  in  dem  Sinne  auszuführen 
sind,  in  welchem  die  zugehörige  Veränderliche  wächst,  sodaß  die 
Differentiale  der  vier  Veränderlichen  stets  als  positiv  betrachtet 
werden  können.  Bei  der  auf  x  bezüglichen  Integration  muß  y 
konstant  bleiben,  d.  h.  es  muß 

!*  rfM + !*  rfe  _  o 

du         '   dv 
sein,  mithin 

,         dx  .      ,    dx  ,         I  dx      dx     du  \  j  2D    , 

dx  =  ~  -  du  +  5—  dv  =     « >> a—  I  au  —  q—  au. 

du  dv  \  du      cv     dy^  J  cy 

.  \  cv  J  dv 

Das  Integral  wird  folglich  (wenn  man  erforderlichen  Falles  die  auf  u 
bezüglichen  Integrationsgrenzen  vertauscht)  , 

//»  1 2)  I  /»      /•  '  2)  I 

dyj9(u,  v)  -j£  du  =J  du  jg{uy  v)  j-a—  |  dy. 

\dv  ! 


dv 

Dabei    stellt  v   diejenige   Funktion  von  y  und  u  dar,  ^A<döÄ  xxfifcs* 


IM 
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da    Voraussetzung   (§672)    ■  </  i  u  >  0    durch   ij  -    >■ 

wird.      Bei  der  Integration  nach  (/  muß  M   konstant  hfaiheji,  sodnß 

iat.      Das    letzte  Do ppel  integral    verwandelt  sich   daher   (indem    mau, 
wenn  nötig,  die  auf  v  bezüglichen  Integrationsgrenxen   vertu 

f'/nffHii,  r)    2?    dv.     Man   hat  also 

(28)  fff(x,p)dtd9.  ffg  *,v)    £   rf 

AUgcineiuer  kann  man  beweisen,  daß 

ff...ß  ,,„.,.  i.w,*...-|J,i;iv... 


738.  Legt  man  den  Veränderlichen  X,  ij  die  Bedeutung  recht- 
winkliger cartesiaeher  Koordinaten  bei,  so  läßt  sich  der  Übergang  zu 
den   neuen   Veränderlichen   geometrisch    interpretieren 

gang  zu   krummlinigen   Koordinaten  (S  *18)j   wobei  das  lntc-grations- 
gebiet   durch    die    Kurven  k    und    die  Kurven    >■    in    iiuderer  Weist    in 
infinitesimale   Elemente  zerlegt  wird.     Die  Formel  (28)   §agt   uns  in 
der  Tat,  daß   wir,  anstatt  das  Integrationsgebiet  in  rechteckige  Ele- 
mente   d.itlii    zu    zerlegen,   wie    es   die   Definition    will,    dl 
durch  die  genannten  Kurven  in  andre  Elemente  teilen  können      lade* 
dieser  Elemente  läßt  sich  (unter  Vernachlässigung  infinitesimaler  Teile 
von  höherer  Ordnung)  als  ein  Parallelogramm  mit  den  Seifan  */«  und 
ilt  betrachten,  dessen  Winkel  w  einen  Sinns  hat,  welcher  natu  einer 
bekannten    Formel    ('§  571,  dl,    durch    den    Quotienten    von    3)    durch 
|-  ■  -7-.  gemessen  wird,  sodaß  der  Flächeninhalt  des  ['ar:il]r!ogr;inim* 
durch  den  absoluten   Betrag  von  sina  ■  ri6 tlx  =  Qiluiie   an 
wird.     Also  liefert  die  Formel  (23)  das  Integral  als  Summe  tu 
vieler  infinitesimaler  Elemente,    die    man    erhält    durch   Multiplikation 
des   Inhalts  jedes  Parallelogramms    mit   einer    zwischen    den   Werten 
der   zu    integrierenden    Funktion    in    dem    Parallelogramm    liegenden 
Zahl  </,     Man   gelangt  so   zu   einer  allgemeineren   AuffiwMUI 
§  735  gegebenen  Definition. 

739.  Beispiele,  a)  Diu  geometrische  Darstellung  de*  Iniegrations- 
gebietes  erleichtert  sehr  die  Diskussion  der  Grenzen,  die  den  einzelnes 
Integrationen    aufzuerlegen    sind,   sei    es,   daß   es   sich    Uli 

der  Integrationen  folge  handelt,   sei  es,   daß  man  *u  uem 

übergehen  wilL     So  wird  in  dem  Beispiel   d< ■■■ 

man  hemarbt,  daß  das  Integrationsgebiet  ein  Kreis   voi 

Oy    im    Anfangspunkt   berflh  I  piel    r.u    haben,    i 
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fdxdy  zu  integrieren  in  dem  Dreieck,  welches  von  den  Geraden  x  =  1, 
y  =  c*jr,  y  =  ßx  eingeschlossen  wird.     Man  sieht  sofort ,  daß 

1  ßx  a  y, «  ri  1 

j dxj f(x,y)dy=j dyj f{x,y)dx  +j dyj f(x,y)dx 

0  aar  0  y .  [t  a         y  fi 

ist.     Ebenso  hat  man 

QC  X  QO  » 

j dxj f(x,y)dy  =--)  dyj  f(x,y)dx. 

0  0  0  y 

b)  Die  geometrische  Interpretation  der  Formel  (23)  vermag  uns 
auch  in  vielen  Fällen  die  Berechnung  von  2D  zu  ersparen.  Geht  man 
z.  B.  in  der  Ebene  von  den  cartesischen  Koordinaten  zu  Polarkoordinaten 
über,  so  hat  man  #  =  rcosö,  y  =  rsinÖ  und 

c(x,y)  cosÖ     —  r  sin  0 

Hr,  0)  ~~      sin  0  r  cos  0      ~~  ' ' 

Also  ist 

(24)  fff{x,y)äxdy=>fff(r<so&0,  r sin 0)rdrdO. 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  geometrisch  durch  die  Bemerkung, 
daß  die  Kurven  r  und  die  Kurven  0  die  Ebene  in  infinitesimale  Elemente 
zerlegen.  Jedes  dieser  Elemente  läßt  sich  als  ein  Rechteck  ansehen,  dessen 
Seiten  folgende  sind:  erstens  der  Abschnitt  dfr,  welchen  die  Kreise  von 
den  Radien  r  und  r  +  dr  auf  jeder  durch  den  Anfangspunkt  hindurch- 
gehenden Geraden  bestimmen,  zweitens  der  Bogen  reiß,  welchen  die  durch 
die  Winkel  0  und  0  +  dO  definierten  Geraden  auf  dem  Kreise  vom  Ra- 
dius r  ausschneiden.     Der  Flächeninhalt  des  Rechtecks  ist  also  rdO  •  dr. 

c)  Ahnlich  hat  man  im  Räume,  wenn  man  mit  g>  die  Länge,  mit 
tf>  die  Breite  bezeichnet, 

x  =»  r  cos  q>  cos  H> ,     y  =  r  sin  g>  cos  i// ,     z  =  r  sin  y 

und  infolgedessen 

|        cos  (p  cos  ty  sin  q>  cos  i//     sin  i// 

d(x<,  y,  z)        o     .      ,  ,.   i    9 

TT-; — - — r-  —  r"      ~  sin  g>  cos  il;    cos  g>  cos  il;    0   i  =  r*  cos  jb. 

I    —  cos  <p  sin  ty     —  sin  q>  sin  i//     cos  i//  j 
Mithin  ist 

/  /  I f(x$iz)dxdydz^lj  I  f(rwB<pcoBfyrsmq>costifirsmty^ 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  durch  folgende  Bemerkung:  Wenn 
nur  r  allein  unendlich  wenig  zunimmt,  so  beschreibt  der  Punkt  M(x,y,z) 
ein  geradliniges  Element  MM'^dr;  wenn  nur  q>  wächst,  so  beschreibt 
er  in  einer  zu  Oz  senkrechten  Ebene  ein  Kreiselement  MM"=r* costy  dq>\ 
und  wenn  nur  ty  wächst,  so  beschreibt  der  Punkt  M  in  der  durch  den 
Winkel  <p  definierten  Ebene  ein  Kreiselement  MM"'  =  rdy.  Die  drei 
Elemente  lassen  sich  als  Kanten  eines  rechtwinkligen  Parallelepipedons 
MM'M"M'"  ansehen,  durch  welches  der  zwischen  den  Kugeln  r,  r  +  r/r, 


734  VII,  1.    Die  Integration.  §ft  789—740 

den  Ebenen  (p,  (p  +  dcp  und  den  Kegeln  i//,  y  +  dty  enthaltene  Körper 
ersetzt  werden  kann.  Das  Volumen  dieses  Körpers  wird  also,  abgesehen 
von  Infinitesimalen  höherer  Ordnung,  durch  das  Produkt  r  cos\^dq>  •  rdty-dr 
gemessen. 

740.  Übungen,  a)  Um  zu  sehen,  wie  die  Reihenfolge  der  Inte- 
grationen das  Resultat  beeinflussen  kann,  berechne  man  die  folgenden 
Integrale: 

11  i  11  i 

0  0  0  0  0  0 

11  1  11  1 

/'       (' x*  —  y*    .         C  dx         it       {*.     C x*  —  y*    ,  C  dy  ar 


0  0  0  0 


Man  beachte,  daß  in  beiden  Fällen  die  der  Integration  unterworfene 
Funktion  im  Punkte  (0,  0)  unendlich  wird.  Nichtsdestoweniger  existieren 
die  unbestimmten  Integrale 

Y  V+l  +  *(*)  +  *  W'      miB  Xy  +  <P(X)  +  ♦  ÜOi 

aber  sie  sind  in  dem  genannten  Punkte  unstetig,  insofern  sie  in  seiner 
Umgebung  jeden  beliebig  vorgeschriebenen  Wert  annehmen  können. 

b)  Findet  man  es  bei  der  Berechnung  eines  Integrals  zweckmäßig 
z  =  xy  als  neue  Veränderliche  anzunehmen,  die  z.  B.  an  die  Stelle  von  tf 
treten  soll,  so  muß  man,  um  die  Formel  (23)  anzuwenden,  bemerken,  daß 

0(a\*)  _  is  ^        1 

ist.     Z.  B.  hat.  man  (§  729,  h) 
11  11  1  l 

/  /  (xyY*dxdy  =  j  zzdz  f  ''*  -=  -  fr  log  z  dz  ■=  f  z'dz  -  0,783 

0      0  0  :  0  0 

Dies  kommt  darauf  hinaus,  die  Ebene  mit  Hilfe  der  gleichseitigen  Hyperbeln 
xy  —  Const.  in  Streifen  von  infinitesimaler  Breite  zu  zerlegen. 

r)  Es  kann  vorkommen,  daß  die  Kurven  u  und  die  Kurven  r  eine 
einzige  Kurvenschar  bilden.  So  kann  man  z.  B.,  um  die  Punkte  darzu- 
stellen, die  in  dem  Winkelraum  zwischen  Ox  und  der  Halbierenden  de» 
Winkels  xOy  liegen,  dazu  geführt  werden,  x  und  y  gleich  dem  arith- 
metischen Mittel  und  dem  geometrischen  Mittel  von  zwei  neuen  Veränder- 
lichen zu  setzen:    x  =  •£■(//  +t»),  y^ynv.     Offenbar  ist  dann 

l)amit  eine  der  neuen  Veränderlichen  einen  konstanten  Wert  a  bewahre, 
muß  notwendig  zwischen  x  und  y  die  Relation  bestehen,  die  man  durch 
Elimination  der  andern  Veränderlichen  erhält,  also  die  folgende:  y*™2a.T  —  a*. 
Das  ist   die   eine   und   einzige   Schar   von    //-Kurven   und   r- Kurven.      Sie 
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bestellt,  wie  man  sieht,  aus  allen  Parabeln,  welche  die  Achse  Ox  und 
die  Direktrix  Oy  gemein  haben.     Die  Werte  von  u  und  v  sind  in  jedem 

Punkte  gegeben  durch  den  Ausdruck  x  ^  yx*  —  y*.    Kommt  man  überein 

zu  setzen  u  =  x  -f-  Y xl  —  y2,  und  infolgedessen  v  =  x  —  Y  x2  —  y*,  so  hat 
man  längs  der  Parabel  vom  Parameter  a 

u =  x  +    x  —  a,       v  =  x  —    x  —  a 

und  daher  u  =  a  für  x  <  a  und  v  =  a  für  x  J>  a.  Wenn  man  also  in 
dem  genannten  Winkelraum  die  Parabel  in  einen  endlichen  Bogen,  der 
vom  Scheitel  bis  zum  Berührungspunkt  mit  y  =  x  geht,  und  in  einen 
unendlichen  Bogen  teilt,  so  ist  längs  des  ersten  u  konstant,  während 
v  =  2x  —  a  von  0  bis  a  variiert;  längs  des  zweiten  ist  v  konstant, 
während  u  =  2  x  —  a  von  a  bis  Unendlich  variiert.  Erstreckt  man  z.  B. 
die  Integration  über  das  Gebiet,  welches  zwischen  der  Achse  Ox  und  den 
Parabeln  mit  den  Parametern  a  und  b  enthalten  ist,  so  läßt  sich  das  In- 
tegral von  fdxdy  in  der  einen  oder  der  andern  der  beiden  folgenden 
Weisen  schreiben: 

y»  +  6*  1  1 

Vab      "%j~  fb      Vtax-a*  --(«+*)  YSax-a* 

J  dyj  f(?>  y) dx  =jdxjf{x<>  y)  dy  +J  dxj Vo,  y)  dy- 

Wenn  man  dagegen  die  Veränderlichen  u  und  v  anwendet,  so  nimmt  das 
Integra]  die  einfachere  Form  au 

b  a 

fffÜ ("  +  •) '  V«f) ("  -v)*V« dV'r. 

a  0 

d)  Durch  ein  sehr  gebräuchliches  Verfahren,  welches  zwar  nicht 
streng  ist,  sich  aber  streng  machen  läßt1),  gelingt  es  das  Dirichletsche 
Integral  (§  729,  g)  zu  berechnen,  indem  man  bemerkt,  daß  für  positives  x 

OD 

0 

ist  und  infolgedessen 

00  30       00  OD  00 

/  dx  =    I   j  e~xy  sin  xdxdy  =  I  dy  j  c~x*smxdx 

o  oo  oo 

Da  nun  (für  y  >  0) 

(e~x*  cos  x%  =  -  1 ,       (e-x*  sin  x)*  =-  0 
ist,  so  gibt  die  partielle  Integration 

flO  CO  flO 

/  e~x*  sin x dx  =  1  —  y  f  e~xp cos x dx  =  1  —  y*  j  c~x* sin x dx , 
o  *o  b 

1)  Siehe  z.  B.  den  „Calculo  integral"  von  Gomes-Teixeira  (Primeira 
parte,  p.  94)  oder  den  „Traite*  d'Analyse"  von  Picard  (t.  I,  p.  34). 
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woraus  man  entnimmt 

X 

(1  +  iß)  f  e"X9ainxdx  =  1. 
o 
Mithin  ist 

X  X 

/T dx  -  /n-V1 = (aro  *»  y)°" "  * ' 

u  0 

n 

e)  Ähnlich  kann  man,   um  das  Integral  d  =  /  sin  x  •  log  sin  i dx    zu 
berechnen,  schreiben  o 

n  n  n 

2  8  2  f 

3  =  —  /  sinxdx  f  votydy  =  ~  /  cotydy  f  sinxdx 

0  jt  o  ü 

/r 

(tg  *- —  sin  yj  £//  --=  (cosy  —  log  cos2  J  J   —  —  1  +  log2. 

0 

Übrigens  läßt  sich  das  vorgelegte  Integral  leicht  durch  partielle  Integration, 
tiuch  in  unbestimmter  Form,  berechnen: 


/ 


x 
sin  x  •  log  sin  x  dx  =  —  cos  x  log  sin  x  +  log  tg  —  +  cos  x  +  C. 


Daraus  folgt  (§  312,  b) 

c>  =  —  1  +  lim  (cos  #  •  log  sin  x  —  log  tg  — )  =  —  1  -f*  log  2 . 

f)  Um  den  Wert  9  des  Poissonschen  Integrals  (§  721,  e)  zn  berechnen, 
betrachte»  man  das  Doppelintegral 


X    X 


1 2f>)  ffv-^  +  *hlxdy  =  fde'*dx  »  <?* 

0  0  0 

und  suche  es  auf  andre  Weise  zu  berechnen.     Man  schreibe 

OD  OD 


Sl*  =  fc-*dxfe-*dy 

0  0 


und  ersetze  bei  der  ersten  Integration  (nach  ?/)  y  durch  eine  andere  Ver- 
änderliche, die  so  definiert  ist:  y  =  tx.     Man  erhält  dann 


X  X 


0  0  0 

Nun  hat  man  sofort 


/  e-^  +  ^xdx^-  .    -|- C\         If-^  +  ^^.^dx— 
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Also  ist  successiv,  wenn  man  beachtet,  daß  d  positiv  sein  muß, 


00 


n9        1     i      dt  n  ^1     / — 

0 

g)  Zu  dem  vorstehenden  Resultat  gelangt  man  auch,  indem  man  das 
Integral    (2.5)   nach   der   Formel   (24)    transformiert    und    dann   berechnet. 

Beachtet  man,   daß  r   von  0    nach  oo  und  0  von  0  nach    -    geht,  wenn 

x  und  y  unabhängig  voneinander  alle  positiven  Werte  annehmen,  so  erhält 
man  sofort 


r>  ji  oo 

ü      0  0 


x     2  °° 

-ffr*r«rdO  =  lj'e-"rdr  =  *  (-  ,-")•  =  *  ,     *-  ±V*. 


Übrigens  ist  dieses  der  Strenge  entbehrende  Verfahren1)  nicht  wesentlich 
verschieden  von  dem  vorigen,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  wenn  man  be- 
merkt, daß  /  =  tgö  ist.  Bei  beiden  ist  noch  erforderlich  der  Nachweis 
der  Existenz  von  «3;  dieser  ergibt  sich  aber  sofort  (§  717,  b)  aus  dem 
Umstand,  daß  für  unendliches  x  die  Funktion  afe"**  nach  Null  konvergiert, 
was  auch  n  sein  mag. 

h)  Auch  die  Derivation  (§  733)  nach  einer  von  der  Integrations- 
variablen unabhängigen  Veränderlichen  läßt  sich  mit  Nutzen  auf  die  Be- 
rechnung zahlreicher  Integrale  anwenden.  So  z.  B.  leitet  man  aus  dem 
zweiten  Integral  (ll)  unmittelbar  das  erste  ab  durch  Derivation  nach  |3, 
wenn  man  beachtet,  daß  die  Derivierte  von  j  x '  gleich  sgn  x  ist.  Ebenso 
leitet  man  aus  dem  bekannten  Integral  r(a)  durch  Derivation  nach  « 
sofort  ab  (§314,j) 

X 

fy-'e-'Utgxdx  =  (-  <!  +  1  -  ±  +  |  -  5_j_ ,  +  •  •  •)  1-(«K 

0 

Insbesondere  ist 

X  X 

f  v-* log x dx  =  —  C,       /  e'^Xo^xdx  —  —  \ Yn (C  +  log 4) . 

0  0 

Wenn  man  in  dem  ersten  Integral  x  in  —  log  x  verwandelt,  so  findet  man 
das  Integral  von  Mascheroni  (§  721,  g)  wieder.  Nach  einer  nochmaligen 
Derivation  findet  man  für  a  =»  1,  a  =-  %  u.  s.  w. 

x  oo 

Je-*\og*xdx=C'  +  $7t*,  jV*\otfxdx=$y^{(C+\og4)*+±7t*)xi.s.vr. 

0  0 

1)  Es  wurde  von  Poisson  angegeben  und  von  Cayley  verbessert  im 
„Quarterly  Journal  of  Mathematics"  (1872,  p.  120).  Siehe  die  „Melanges  mathe- 
matiques4*  von  Mansion  (p.  15)  und  den  „TraUe*  d' Analyse44  von  Picard 
Kt  I,  p.  103). 
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i)  Man  berechnet  leicht  das  Integral 


n 
% 


^     '  J  a*  B\n1x-\-bt  coB*a:  ™"  2a6 

o 

mit  Hilfe  der  Substitution  tgx  =  —  t,  wenn  man  vereinbart  mit  a  und  & 

die  positiven  Wurzeln  von  a*  und  b*  zu  bezeichnen.     Deriviert  man  das 
eine  Mal   nach   a,   das   andere   Mal   nach  &,  so   erhält  man  die  Integrale 


n_  n 

*  8" 


/*  B^xdx  7t  C  C08*£<Z£  * 

J  (o^iin* *  +  6* ~öoTix)i  ~~  4Ö*& '      J  (a,sin,or+  ^eoa1«)*  ""  406* » 


o 
deren  Summe 


2 

d  x  a%  +  b* 


r 

,/  (a,8in,j;  + 6* cos*«)*  4a868 

o 


ist.     Fährt  man  so  fort  und  setzt  zur  Abkürzung  km  —  — L%    .    m  ^ - , 

so  findet  man  endlich 

.2 


/• dx 

J  («,8in,a:+6,C08,ar),,+  1 


2(a&)*"  +  1 

Durch  das  umgekehrte  Verfahren  fließen  aus  dem  Integral  (26)  unendlich 
viele  andere.  Zunächst  bemerke  man,  von  der  Identität  (a*  —  6f)sinfx 
-- '  (<r  sin2*  +  b*  von*  x)  —  b*  ausgehend,  daß 

2      jt    {  8in*xdx  n        üb 

V1   ~      }J  «1lin,"x  +  61co«far  ""  T  ""  tö 
ü 

ist,  woraus  sich  ergibt 


n 
i 

Sasin'rrria 


«•sin'or  -f-  6*  cos*  x       a  -f-  b 

Daraus  folgt  durch  Integration   in  Bezug  auf  a  zwischen  den  Grenzen  b 

und  a  und  Ersetzung  von  a  durch  b  "j/ 1  —  Ä** 

n 

a  

/log y i" :^?iin¥7 </*  =  ■  J- Y^t log  ^V1-*1 . 
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* 

Als   Verifikation   bemerke  man,    daß   das   letzte   Integral   für  k  —  0    ver- 
schwindet, wahrend  es   sich  für  k  =  1    auf  —  ^n\og2   reduziert,    einen 
Wert,  den  wir  bereits  auf  andern  Wegen  erhalten  haben  (§§721,d;  725,  f.). 
j)  Durch  partielle  Integration  lassen  sich  die  beiden  Integrale 

00  QO 

/  e~axcosbx  •  dx,     J  e~axsinbx  •  dx         (a  >  0) 
o  o 

aufeinander  reduzieren.     Man  hat  in  der  Tat 

00  00  00 

b  I  fi-axco8bx-dx  =  (e~ax  sin6a;)*  +  a  /  e~axsinbxdx  =  a  f  e~ax$inbx-dXi 
o  o  o 

00  00  00 

b(e-axBmbx-dx  =  (e~axco&bx)ld—aJe~axco8bX'dx==l--ale~axcosbX'dx, 
o  oo 

woraus  folgt 


00 


(27)      j  e~*x  cos  bx  •  dx  —  j^js  ,     j  e~ax&mbx  -  dx  —  ~ :yt  - 

0  0 

Integriert  man  das  erste  in  Bezug  auf  6,  zwischen  den  Grenzen  0  und  6, 
oder  das  zweite  in  Bezug  auf  a,  zwischen  den  Grenzen  a  und  oo,  so  er- 
hält man 

00 

/'       _8in&#  ,  b 

e  ax dx  —  arctg  —  • 
x  "*  o 

o 

Für  infinitesimales  a  gelangt  man  zu  der  Formel  (9)  zurück,  da  die 
rechte  Seite  nach  ^7csgab  konvergiert. 

k)  Zum  Zwecke  der  Verifikation  gewisser  früherer  Resultate  wollen 
wir  einen  andern  Weg  angeben,  der  zu  dem  Dirichletschen  Integral  führt. 
Vorher  ist  es  aber  nötig,  die  Existenz  dieses  Integrals  direkt  nachzu- 
weisen. Das  läßt  sich  sehr  schnell  machen,  wenn  man  sich  auf  ein  früheres 
Resultat  (§  717,  c)  stützt  und  bemerkt,  daß 

tt  ! 


i/- 


sinxdx 


j  cos  a  —  cos  ß  |  ^  2 


ist.     Wir  wollen  hier  aber  zur  Übung  in  anderer  Weise  vorgehen.     Offen- 
bar existiert  das  Integral 


ntt 


ä  /  \bulx\    _  /      sinxdx 

^■y—*   d*-J*+(«-i)* 

Ol- 1;*  o 


und  hat  einen   Wert,  der  zwischen  2/ft7t  und  2/(n  —  \)n  enthalten  ist, 

n 

weil   /sin x dx  =  2 .     Daraus  folgt 
o 

H  =  «O 

47* 
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und  es  ist  daher  (§  195)  die  Reihe  dx  —  3%  +  «?8  —  •  •  •  konvergent.      In- 
zwischen hat  man,  wenn  n  das  größte  in  ajn  enthaltene  Ganze  ist, 


/' 


a 
Bin.T 


•  dx-Jt-3,  +  9, i^TW,+1, 


wo  0  zwischen  0  und  1  liegt.     Läßt  mau  also  a  und  infolgedessen  *  un- 
endlich wachsen,  so  existiert 

00 

o 
Dies  vorausgeschickt  hat  man  (§  729,  f,  c) 


00 

=  ,/'"**  dx  =  <?t  -  <?,  +  3t >  0. 


CO  00  OD 


oo  oo 

00  00  00 

-J  tjsinx  sm  tx  T  =  \J  lo*  (i  -V  T  -  V  *  • 

0  0  0 

Mithin  hat  man,  weil  9  positiv  ist,  5  —  \it. 

1)  Es  sei  zur  Berechnung  vorgelegt  das  Integral  «?  =  Je"' cos 2««« dx, 

o  __ 

welches  sieh  für  a  =  0  auf  das  bekannte  Poissonsche  Integral  (?0  «  j]/» 
reduziert.  Wir  wollen  es  nach  et  derivieren  und  das  Resultat  partiell  in- 
tegrieren: 

so  ao 

J7'  =  Isin2ax  •  die-*)  =  —  2a  i c~*cos 2ax  •  dx  —  —  2«£. 

0  0 

Daraus  folgt  log«?  —  —  «2  +  log J>0,  mithin  <?  =  »V"*»  d-  »• 

X 

o 

/COfl  t*  ff 
■r-\ — |<far   zu  be- 
rechnen, indem  wir  <»s  als  die  Derivierte  der  Funktion       • 

X 

'     W  J     *   (1     +    *") 

0 

betrachten  und  bemerken,  daß 

X 

f(«)-f(*)=J      a.      </x-2»sgncr 

o 


1)   Dies   tbungftbeiapie]    ist    dem  „Trattato  di  Calcolo"  von  Todhunter 
entnommen,  der  die  „Transactions  of  the  Royal  Irish  Academy"  (vol.  XIX,  p.  2*7 i 


lert. 
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ist.    Da  —  c~a(f  —  f)  die  Derivierte  der  Funktion  e~a(f+f)  ist,  welche 
sich  für  a  =  0  auf  /'(0)  =  arctgoo  =»  —  reduziert,  so  hat  man 


a 


'—(f+n-  2  "-  y/«-* <«go«''«-f  (e— -l)»gn«f, 


woraus  sich  ergibt 


o 


/•(«)+  f(«)  =■  J  «•  +  y  (1  -  C)  sgn  «, 
ferner,  wenn  man  «  in  -«  verwandelt, 

-  /(«)  +  f  («)  -  T  «- -  ~ (1  - «-«) sgn «. 
Daraus  folgt  durch  Addition 

/»=  J{(l-sgn«)c«  +  (l+sgn«)er"). 

Der  Ausdruck  in  Klammern  reduziert  sich  für  a>0  auf  2e"~rt,  auf  2ea 
für  c*  <  0  und  auf  2  für  a  =  0,  sodaß  er  in  jedem  Falle  den  Wert  2  c" ' a '  hat. 
Also  ist 

X 


J  1  +  * 

0 


cosax  ,  1  ,„, 


n)  Das  letzte  Resultat  ist  mit  unendlich  vielen  andern  in  einer 
wichtigen  Formel  von  Fourier1)  enthalten,  welche  es  erlaubt  eine  beliebige 
differentiierbare  *)  Funktion  /*(<*),  die  für  alle  Werte  von  et  gegeben  ist 
und  für  «  =  ±00  nach  Null  konvergiert,  durch  ein  bestimmtes  Integral 
auszudrücken.     Zunächst  bemerke  man,  daß 

ff(ff)  sgn  («  -  6)  dB  =ff(0)d6  -ff(ß)de  =  2/-(«) 

—  oc  —  od  a 

ist.     Daraus  folgt  nach  der  Formel  (9) 


ao  ao 


/(«)  -  '-jae)dej^^LUx  =  ±föfm  sin  (« - e) *  •  de. 

—  00  0  0  —  ao 

Inzwischen  liefert  die  partielle  Integration 

00  *  oo 

ff  (B)  sin  (a  —  ff)  x  -  dO  —  xff{ff)  cos  (a  —  0)  x  •  d0 . 


—  QC  —OD 

Also  ist 


00        00 


0         —00 


/•(<*)«=  JL  I  dz  If(0)co8(a  —  0)z-d0. 


1)  „Theorie  analytique  de  la  chaleur"  (Oeuvres,  t.  I,  p.  408). 

2)  Die  Bedingung  ist  zu  eng.     Siehe  z.  B.  Poincare*  „Theorie  analytique 
de  la  propagation  de  la  chaleur44,  p.  102. 
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Wenn  man  daher  setzt 

(28)      <p  (x)  =  ff(ß)  cos  ex  •  de,  ti>(*)  — t/V(*) ™  ex  de, 

so  hat  man 

(29)  /'(«)  —  —  I  { <p  (x)  cos  ax  +  t(;  («)  sin  aar }  dx.    . 

o 

Dies  ist  die  Formel  von  Fourier.     Z.B.  liefern,  so  oft  /*( — «)  — /"(«) 
ist,  die  Formeln  (28) 

X 

q>  (x)  =*  2j  /*(»)  cos  Ox  •  <J0,       ^(s)  —  0, 
b 

und  infolgedessen  wird  die  Gleichung  (29)    /*(<*)=»  —  I  <p  (x)  cos  ax  •  <f  x. 

0 
Insbesondere  hat  man  für  /*(«)  —  c~|al,  wenn  man  sich  an  das  erste  In- 
tegral (27)  erinnert,  9  (x)  =  2/(1  +  #')  und  findet  so  das  Resultat  des 
vorigen  Übungsbeispiels  wieder1).  Man  bemerke  schließlich,  daß  der  obige 
Beweis  der  Fourierschen  Formel  unverändert  bestehen  bleibt,  wenn  man 
den  Integralen  (28)  als  Grenzen  zwei  Wurzeln  von  f(0)  gibt  Die  recht« 
Seite  von  (29)  stellt  alsdann  f(a)  dar,  wenn  a  zwischen  die  beiden 
Wurzeln  fällt,  reduziert  sich  aber  auf  Null  im  entgegengesetzten  Falle. 
So  findet  man  für  /*(#)  =-  cos  0,  wenn  man  mit  ß  eine  Wurzel  di< 
Funktion  bezeichnet,  daß  das  Integral 

cosax   cos  ßx  . 

1  —  X* 


r- 


(welches  offenbar  bedeutungslos  ist,  wenn  cos  er  und  cos/3  beide  von  Null 
verschieden  sind)  für  a  <  j  ß  |  den  Wert  £- k  cos  a  cos  ß  hat  und  im  ent- 
gegengesetzten Falle  null  ist.  Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  Übrigens, 
indem  man  (durch  eine  einfache  Transformation)  das  vorgelegte  Integral 
auf  das  erste  der  Integrale  (11)  reduziert. 

741.   Integration  der  totalen  Differentiale.     Das  Problem  der 

vielfachen  Integration  bietet  sich  in  der  natürlichsten  Weise  als  die 
Ausdehnung  des  am  Anfang  (§  708)  behandelten  Problems  dar,  wenn 
man  sich  die  Aufgabe  stellt,  eine  Funktion  von  zwei  oder  mehr 
unabhängigen  Veränderlichen  zu  bestimmen,  deren  totales  Diffe- 
rential bekannt  ist.  Wir  behandeln  zunächst  den  einfachsten  Fall, 
wo  ein  Differentialausdruck 

u  (x,  y)  dx  +  r  (r,  y)  dy 

vorliegt,  und  stellen  uns  zunächst  die  Frage,  ob  er,  wie  man  zu 
sagen   pflegt,  ein  vollständiges  Differential  ist,  d.  h.  ob  er  das  Diffe- 

1)  Fourier,  a.  a.  O.,  p.  395. 
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'rential  einer  Funktion  z  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y 
darstellen  kann.  Dies  kommt  darauf  hinaus ,  zu  fragen,  ob  es  eine 
Funktion  z  gibt,  für  welche  man  hat 

(30)  ~-u(s,jf),     §j  =  v(x,y), 

und  man  sieht  sofort,  daß  für  die  Existenz  einer  solchen  Funktion  die 
Bedingung 

(31)  /y  w(^y)  =  a^t?(^y) 

notwendig  ist  (§368),  wenigstens  in  dem  Falle,  auf  welchen  wir  uns 
beschränken  wollen,  wo  die  Funktionen  u  und  v  und  ihre  ersten  De- 
ri vierten  stetig  sind.  Wir  werden  nun,  indem  wir  die  wirkliche  Be- 
stimmung von  z  versuchen,  auf  die  notwendige  Bedingung  (31) 
geführt  werden,  aber  wir  werden  auch  finden,  daß  sie  für  die  Existenz 
von  z  hinreichend  ist.  Integriert  man  (§  730)  in  der  Tat  die  zweite 
der  Gleichungen  (30),  so  erhält  man  z  =*  fvdy  +  <p(x).  Deriviert 
man  dann  diese  Gleichung  nach  x  und  beachtet  die  erste  der  Glei- 
chungen (30),  so  sieht  man,  daß  außerdem  sein  muß 


y\x)  =  u(x,y)  -  J  -^dy 


Soll  die  rechte  Seite  wie  die  linke  von  y  unabhängig  sein,  so  ist 
notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Deri vierte 


d  (  Cdv  ,  \       du      dv 


verschwindet,  d.  h.  daß  cu/cy  und  ev/'cx  durch  eine  und  dieselbe 
Funktion  f(x,  y)  ausgedrückt  werden.  Wenn  diese  Bedingung  erfüllt 
ist,  so  hat  man 

z^jvdy+jfa—Jy^dyjdx^  f  udx+jvdy—  f  jfdxdy, 

ein  Resultat,  welches  leicht  auf  die  Form  (20)  reduzierbar  ist.  Also 
gilt  der  Satz:  Damit  udx  +  vdy  ein  vollständiges  Differential 

j»  SS 

sei,   ist   notwendig   und   hinreichend,   daß  man  hat  f~  =  ?    ' 

Ebenso  sind  für  die  Existenz  einer  Funktion  0  der  unabhängigen 
Veränderlichen  xy  yy  z,  die  das  totale  Differential 

d&  =■  udx  +  vdy  +  wdz 
hat,  notwendig  und  hinreichend  die  Bedingungen 

,qo\  ?!?  —  ^      £*!?      ?w      dv      du 

^     '  dy       dz '     de  ™"  dxJ     dx~*  dy 

Geht  man  in  der  Tat  davon  aus  c&/c0=*w  zu  integrieren  (bei 
konstant  gedachten  x,  y),  so  erhalt  man  &  =Cwdz  +  <p(x}y).  Mithin  ist 
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dq>  feiv  j         cq>  Cdw  j 

—-  =  ?«—  I  ~    dz,     r7  =  v  —  I  tt- dz. 
ex  J   ex      '      dy  J  cy 

Da  .?  und  .  ^  frei  von  z  sind,  so  sieht  man  sofort,  daß 

nx  cy  7  ' 

ä(-/j:*)-°.  ?!(-/%*)-<» 

sein  muß,  d.  h.  daß  die  beiden  ersten  Bedingungen  (32)  erfüllt  sein 
müssen.  Damit  ferner  tp  existiere,  ist  nach  dem,  was  wir  im  Falle 
zweier  Veränderlicher  gesagt  haben,  die  Bedingung 

/  (  h  —  I  C^dz)  =  r-[v  —  I  ™  dz ) 
dy  V       J  ex     J      ex\       J  cy      ) 

notwendig  und  hinreichend,  d.  h.  gerade  die  dritte  Bedingung  (32). 
In  analoger  Weise  beweist  man  allgemeiner  folgendes:  Sind  n  Funk- 
tionen ul9  iu,  . .  .  der  n  unabhängigen  Veränderlichen  xl9  xti ... 
gegeben,  so  sind  die  \n{n  —  1)  Bedingungen 

notwendig  und  hinreichend  dafür,  daß  uldxl  +  «jrfr,  +  •  •  • 
ein  vollständiges  Differential  ist. 


Anwendungen  anf  die  Berechnung  einiger  bemerkenswerter 

Klassen  von  Integralen. 

Integration  der  rationalen  Differentiale. 

742.  Wenn  die  zu  integrierende  Funktion  rational  ist,  so  läßt 
sie  sich  immer  auf  die  Form  f{x)'g(x)  reduzieren,  wo  f(x)  und  g(x) 
ganze  Funktionen  von  x  sind,  die  keinen  gemeinsamen  Teiler  haben. 
Sind  «,  ß,  y,  . . .  die  Wurzeln  von  g(x)  und  die  Ordnungen  ihrer 
Vielfachheit  bezüglich  r,s, /,...,  ist  ferner  <p(x)  die  ganze  Funktion, 
welche  man  den  Quotienten  von  fix)  durch  g(x)  nennt,  so  laßt  sich 
bekanntlich  (§460)  der  Bruch  f(x),g{x)  in  folgender  Weise  in  Partial- 
brüche zerlegen: 

WxX)  +  -   "l      -l        ?»..  -  +  ..  .  +  -  °r        +_*!_  +  ...+  ..- -*■_  +  ... 
VlX,^jr-a    '    .*_a)"^  ^  .>—  «,'  +  x  -  ß  ^  +  (*  -  ff  + 

Mithin  ist 
/  n'r1*'1^    /  y(  Jw/.r-f«!  log  :.r-a   +  frjlogjx  -ß',+r  ,log;x— y,  +  — 

_"i "*  _  .  .  .  _      '*i       __  ft» ... 

j-  —  «        2  -,.r  —  u  •»  x  —  (3        2  ■  j-  —  ff)1  "  "  ' 
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und  das  erste  Integral  auf  der  rechten  Seite  zerlegt  sich  sofort  in 
andere,  die  sich  unmittelbar  berechnen  lassen.  Die  Integrale  der 
rationalen  Differentiale  sind  also  immer  in  algebraisch- 
logarithmischer  Form  ausdrückbar,  d.  h.  durch  algebraische 
und  logarithmische  Symbole  in  endlicher  Anzahl. 

743.  Wenn  die  Wurzeln  nicht  alle  reell  sind,  so  bietet  sich  die 
rechte  Seite  in  imaginärer  Form  dar,  obwohl  sie  doch  reell  ist,  wenn 
in  dem  Differential  die  Koeffizienten  reell  sind.  Man  könnte  von  der 
imaginären  zu  der  reellen  Form  übergehen,  indem  man  die  bekannten 
Relationen  zwischen  den  Symbolen  arc  tg  und  log  (§  725,  d)  an- 
wendet; man  zieht  es  aber  vor  die  imaginären  Größen  direkt  zu  ver- 
meiden, indem  man  sich  erinnert  (§  461),  daß  die  zu  einem  Paar 
konjugiert  imaginärer  Wurzeln  von  g(x)  gehörigen  Partialbrüche  in 
der  Entwicklung  von  f(x)/g(x)  zu  einer  Summe  von  folgender 
Form  Veranlassung  geben: 

«!#  +  &!       , <*»#  +  &!         .  , arx  +  br 


x*  +  p#  +  £       (x*  +  P  x  ~\- 4)*  (x*  +  Px~\~  QY 

Die  Aufgabe  ist  also  reduziert  auf  die  Berechnung  des  Integrals 

(ax  +  b)dx 


L 


/{x  +  \p)dx    ,    /,         1       \   /• 


welches  uns  für  n  =  1  bekannt  ist,  weil  es  sich  alsdann  in 

dx 

+  px+q 

zerlegt,  sodaß  man  hat  (§  725,  d) 

/(ax  +  b)dx  ,       ,/-•—; ; —    ,     &  —  \ap         i.    .   *  —  iP      ,    n 

Für  n  >  1  kann  man  analog  schreiben 

/(ax  +  b)dx a_ /. 1_      \  c. 
(?+  P*  +  iT  ""       2(n-l)(*'  +  J^+3)"-1  +  \        -T  *P)  ***> 

sodaß  das  Integral 

Ä         /  dx 


V   (*" 


n  f     (~\  _|_  *>~._L  n\* 


+  **  +  «)* 

zu  berechnen  bleibt.     Jetzt  liefert  die  partielle  Integration,  angewandt 
auf  <?„_!, 


g       _T  f      d(x  +  ±p) 


"«/(*' 


—»       »  '-«+JMS  +  j)«-i 


_      *+jp 


wenn   man  die  Identität  (x  +  1tp)*  =  x*  +  px  +  q  — -(jr  —  \p*)  beachtet. 
Daraus  folgt 
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c7-"2(n-i)1(,-17')  {(2»-8)*-i  +  (s.+'pt+a)""1)  ' 

Auf  diese  Weise  laßt  sich  aus  <?t  ableiten  <?,,  hieraus  <?,  u.  s.  w. 

d  sc 

744.  Übungen,     a)  Um  das  Integral  von  -rzL'i  zn  berechnen,  be- 
ginne man  damit  zu  setzen 

1  c       ,       ax  +  b 


x»  +  l       x+1    r  xf  —  x  +  l  ' 

sodaß  identisch  c(x*  —  x  +  l)  +  («*  +  &)(#+  1)  -■  1  sein  muß.  Es 
genügt  x  =  —  1  zu  setzen,  um  c  =  %  zu  erhalten.  Ersetzt  man  ferner  c 
durch  seinen  Wert,  so  ergibt  sich  ax  +  b  =  —  £  (x  —  2).  Das  vorgelegte 
Integral  zerlegt  sich  also  in 

1    C  dx    _  JL_  f(2x—l)dx        i_  C        dx 
3J   x+1         6,./    X1  — x+1   +   2j    x*  —  x+i' 
Mithin  ist 

I  -8  ,  «  —  -.-  log      •  .=  +    >-  arc tg  — — h  C. 

Hß^dx  m  m       &  d  3* 

b)  Das  Integral  von  ■  r^Ti   zerle^  ^^  8ofort  in   I  xcfx  +  I  - czj\  " 

Das  erste  hat  den  Wert  -J-x8  +  Const,  und  bei  dem  zweiten  ist  es 
zweckmäßig  x*  =  t  als  Integrationsvariable  anzunehmen: 

/*  xdx  1    T    dt  1    /*/     1  1     \   _.        1  .       .  *_I; 

Es  ist  also 

/x*dx         1     ,  .     1  .      /x1  — 1\"  .    - 

c)  Leicht  ausführen  läßt  sich  die  Berechnung  des  Integrals 

/•.*»__.* +  i  /*        dx  f         dx  __f(2x+l)dx 

J   (.*:»  +  x+  1)'  aX      J   x'  +  x+  1  +  J   (*f  +  i"  +  1)*       J   (V+  x  +"1)» - 

Das  dritte  Integral  auf  der  rechten  Seite  ist  unmittelbar  zu  berechnen,  und 
das  zweite  reduziert  sich  auf  das  erste  durch  partielle  Integration  des 
letzteren: 

C     d*    .._    _*+JL  -  +  <>  f  - .  <*±J£_  «,x 

J  x'  +  x+l       x*  +  x+l  ^  V   (x^x  +  l)»0* 

fL+  *       4_  *>  C    _  dx        _  3    r        _djc 

""  x1  +  x"+  1  "^  V   **  +  *  +  1        2  J  (x1  +  x 


x  +  l)> 
Daraus  folgt 

(it+ii+l)*-"8(*»+"i+i)+    SJ    X«  +  X+l' 

und  das  vorgelegte  Integral  wird 

_2(x  +  2)_    .     *_  f        dx 
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sodaß  schließlich 


/. 


*»  —  x+1  2(^+2)  10  <2x+l 


(*»  +  *  + 1)»—       3(*»  +  *  +  l)    '    3}/3  *     |/3 

ist.     Man  gelangt  rascher  zum  Ziele,   wenn   man  die  angegebene  partielle 
Integration  in  folgender  Weise  ausfahrt: 

r_dx_  x  +  c  f fr  +  c) (»*+!)  . 

J  x*  +  x+l  *=x'  +  x+l  fj     (x'  +  x  +  l)*   aXm 

Man  bestimme  jetzt  c  in  der  Weise,  daß  für  passende  Werte  von  a  und  von  b 
(x  +  c)(2x  +  l)  =  a(x*+x  +  l)  +  b(x*—x  +  l) 

ist.      Man   sieht,   daß   2  =  c  =*  a  +  6,    2c+l  =  a  —  b    sein   muß,    d.h. 
v  —  2  und  a  =  7/2,  6  =  —  3/2.     Also  ist 

/rfs s+2  J7^  C       dx        __  ^  /*  x*  —  x+l 

x*~+x+l  ~~  x'  +  x  +  l  +  2J   <r*  +  <c+l        2  J  (*»  +  x  +  1)"» d * ' 

woraus  man  wie  vorhin  den  Wert  des  vorgelegten  Integrals  ableitet. 

d  x 

d)  Wenn  das  Integral  von  .     ■  «w  8  ■   1v>  zu  berechnen  ist,  muß  man 

{X  -f-  l){x  -f- 1; 

vor  allen  Dingen  die  Konstanten  c,  a,b,  a,b'  derart  zu  bestimmen  suchen, 

daß  man  identisch  hat 

1  _      c  ax  +  b   ,    a'x  +  V 


(«+ !)(«■+ I)1       *+l    '    *f+l    '    (s1  +  1)*' 

d.  h.  c  (x*  +  1)'  +  (ax  +  6)  (x1  +  1)  (x  +  1)  +  (ax  +  V)  (x  +  l)  -  1. 
Für  x*  =  —  1   findet  man 

und  die  Gleichheit  zwischen  dem  ersten  und  dem  letzten  Gliede,  die  für 
einen  imaginären  Wert  gilt,  besteht  für  jeden  Wert  von  x,  da  a  und  b' 
reell  sind.     Hiernach  reduziert  sich  die  obige  Identität  auf 

c(x*+l)  +  (az+b)(x  +  l)-i, 

und  für  x%  =  —  1  gibt  sie  ax  +  &  =■  ^  («'«  +  6').  Man  findet  mithin, 
wenn  man  einsetzt,  c  —  ^,  was  sich  übrigens  unmittelbar  aus  der  ur- 
sprünglichen Identität  ergibt,  wenn  man.  darin  x  =»  —  1  setzt.  Dies  vor- 
ausgeschickt sieht  man  sofort,  daß  das  Torgelegte  Integral  gleichwertig  ist  mit 

i  c dx-  _  .1  c  *— i  r?  -  jl  r g— i  ,* 

1    /        1  II  l*+*l       .  x        \     ,       *      C         dx 

-  T(jqn  +  log  y=^  +  aretg^  +  -J  ^-^^ 

Inzwischen  hat  man 

/dx     __      x  [*    2sf      ^  a?        ,    Q  /*    d«         o  C     dx 

woraus  folgt 
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/dx       __  1  /     x  C    dx    \ 

(x^+T)*  -  T \x^+l  +J  pqprr 

Also  ist 

,/  (.+ir^+i?  -  t  (?hm  +  ,og  y^Ti- +  2aretgV  +  c 

dx 
e)  Um  das  Integral  von  ■  -4  ,   ■    zu  berechnen,  bemerke  man  in  erster 

Linie,  daß  ' 

.ri+  l  =  (x2  +  l)* -  (xföY  =  (x*  +  xfö  +  l)(x* -  xfö  +  l) 

ist,  und  setze 

1       a.c-\-b  ux-\-b' 

*4 +  1  ~  x,_+  *}/*  + 1       x«  —  x ^2 +  1 " 

Da  die  Verwandlung  von  x  in  —  x  die  linke  Seite  nicht  ändert,  während 
sie  auf  der  rechten  Seite  die  Nenner  der  beiden  Brüche  vertauscht,  so 
muß  dasselbe  bei  den  Zählern  eintreten,  weil  die  Zerlegung  in  Partial- 
brüche  nur  in  einer  Weise  möglich  ist  Daraus  folgt  dx  +  &'=«  —  ax+bt 
sodaß  identisch  sein  muß 

1  =  (,ljC4_^)(x*_x-|/2-|_i)_  (äs— 6)(x*+x)/2+l)==2(ö— ci>/2)x,+  2«s 

mithin  b  =  «|/2  =  £.     Also  ist 

/*    dx     _  _1       /*(x  +  }/2)dx 1       /*(x  — j/iQdj: 

t7    x1  +  1  —  2}/2 J   x*-|-x}/2+i        2|/2j   x*  —  x}/2+i  * 

Setzt  man  nun  p  =  ±  |/2,  so  sieht  man.  daß  es  genügt  das  eine  Integral 


C   (x  +  p)dx     _1    f  (2x_-j-p)dx  1_      /* 

J    x*  +  px+\  -  ij    x»+7x~+l  +'ipJ  l 


dx 


-log/iM^i  +  i"  +  ^arctg^y^  +  ^W  C 

zu  berechnen  und  zu  bemerken  (§  254,  d),  daß 

arc  tg<>  V  2  +  l)  +  arctg(*}/2  -  l) arctg^-^  +  Const. 

ist,  um  zu  erhalten 

. '  i~+  >  =  iyl  llog  V  *=^i +1  "  are  tg  *=*)  +  c- 

f)  Noch  leichter  ist  die  Berechnung  des  folgenden  Integrals: 

f*l  +_1  .  1    /*  dx ^  1    /•  dx    

J  x%  +  1    *~  V    x*  +  xV2  +  l    '     «Jii-i^  +  i 

—  -  -----  arctg  "r— i  +  C. 

i/o  c  X*  —  1 

Wenn   die   Integration    von   0    bis    1    erstreckt  wird,    so  erhält   man,    da 


x}/2 


lim  arc  tg  -f !  -    — 


Ä-^T* 
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ist,  jr/2|/2  als  Wert  des  bestimmten  Integrals;  und  man  gelangt  daher, 
wenn  man  die  zu  integrierende  Funktion  in  eine  Potenzreihe  entwickelt, 
zu  der  Formel 

1  +  *  -  i  -  T  +  V  +  u -.«/2V2, 

welche   man  auch   aus   der   Formel   (17)   des   vorigen   Kapitels   (§  729,  e) 

für    a  =  —  ableiten  kann.  • 

x4-\- 1 
g)  Ist  das  Integral  von     6T   ■  dx  zur  Berechnung  vorgelegt,  so  gehen 

•«/    i  *  • 

wir  von  der  Bemerkung  aus,  daß 

x*Jt-l  __  ±  /    2  x  +  1     \ 

i8-f  1  ""  8  U+l       **  —  z+l) 

ist.     Verwandelt  man  x  in  ar*  und  bemerkt,  daß 

xA  -  x2  +  1  -  {x*  +  l)2  -  (xYs)2  =  (x*  +  *Y$  +  l)  (x*  -  rr]/3  +  l) 
ist,  so  findet  man 

*4.  +i  =    _?_  +  i  ( * + -1 'i . 

x»  +  l       3(*'+l)        »U'  +  ^f'  +  l        x*  —  xy»  +  lj 
Inzwischen  ist  für  J>  =  ;fc  yS 

J  x'  +  px+l       J/x+£\»+l_  ■*'      TWT 

Also  hat  das  vorgelegte  Integral  den  Wert 

$arctgz  +  iarctg (2*  +  */*)  +  *arctg  (2z  -  j/j»)  +  <?, 
und  es  ist  schließlich 


/ 


a'  +  l   ,  1  .       Zx(x'—1)     .    n 

t  rr  »*  Ä ^  arc  tg  -j — V  t  .  '    +  C 

x6  +  1  3         ^  je4  —  4  x*  +  ! 


Die  Entwickelung  der  zu  integrierenden  Funktion  in  eine  Potenzreihe 
zeigt,  daß  das  bestimmte  Integral  zwischen  0  und  1  denselben  Wert  hat 
wie  die  Summe  der  Reihe  1  +  \  —  \  —  -^  +  •  •  • ,  die  wir  andererseits 
mit    Hilfe    der    beim    vorigen    Übungsbeispiel    zitierten   Formel    berechnen 

können.     In  der  Tat  gibt  jene  Formel  für  «  =■  -tt 

$(>+ :-■;  -)+M'+ r-T-T+-K{'-4+i--K-- 

woraus  man  gewinnt  (§  729,  d) 

"*"  ~5~         7         11  +  18  +  17       "  '  —    6  2     "  8>/8         8   '  T  ~~   3  ^ 

Dagegen  scheint  es,  als  ob  der  von  uns  gefundene  Ausdruck  des  un- 
bestimmten Integrals  als  Wert  des  bestimmten  Integrals  0  lieferte  (ein 
absurdes  Resultat);  aber  es  ist  zu  beachten  (§  725,  k),  daß  in  dem 
Intervall  (0,  l)  die  Funktion  3x(x*—  l)/(^  —  4x*+  l)  für 
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unendlich    wird   und   links  von  c.  negativ,  rechts  von  c  positiv  ist,  sodaß 

man  hat 


i 


/x4  +  l,  1/       .      *x(x%  —  1)  \e-o      1/  Sx(x*  —  1)  \i 

„  _  dx  =  _  _  (arc  tg  —^r—^    -  y  (arc  tg  -^-^-^ 

o 

1  /       .      Bx(x*—  1)  V+o       1 

.-   3  (arC *  ?-  üT+U-o"!^ 

Ebenso    müßte    man,    wenn    die    Integration    von   0   bis    oo    ausgedehnt 

werden  sollte,  auch  auf  die  andere  positive  Wurzel  c'-r  2  +  ^3  von 
x4,  —  4  x*  +  1  Rücksicht  nehmen.    Man  würde  als  Wert  des  Integrals  finden 

1/       .      Sx(x*  —  1)  v  +  o  '    1/  3«(a?*  —  1)  V+s       S 

Zum  Zwecke  der  Verifikation  bemerke  man  folgendes:  Zerlegt  man  das 
Intervall  (0,  oo)  in  (0,  l)  +  (l,  oo)  und  verwandelt  in  dem  auf  das 
Intervall  (1,  oo)  bezüglichen  Integral  x  in  l/x,  so  findet  man  gerade 

OD  1 


0  0 


dx  =  —  n. 


Integration  der  irrationalen  Differentiale. 

745.  Wenn  die  Irrationalität  des  Integranden  einzig  daran  liegt, 
daß  in  ihm  Potenzen  der  Integrationsvariablen  x  mit  gebrochenen 
Exponenten  vorkommen,  so  wird  durch  die  Substitution  x  —  f",  wo 
n  das  kleinste  gemeinsame  Multiplum  der  Nenner  der  Exponenten  ist, 
die  Irrationalität  beseitigt,  und  das  Integral  läßt  sich  in  der  neuen 
Form  so  berechnen,  wie  wir  gesehen  haben.  Sobald  jedoch  in  der 
zu  integrierenden  Funktion  kompliziertere  Irrationalitäten  auftreten, 
ist  die  Integration  praktisch  fast  immer  unmöglich  in  dem  Sinne, 
daß  es  keine  Kombination  algebraischer  und  logarithmischer  Symbole 
in  endlicher  Anzahl  gibt,  die  geeignet  ist  das  vorgelegte  Integral  dar- 
zustellen. Es  gibt  jedoch  einige  Klassen  von  Integralen,  die  Aus- 
nahmen  bilden  und  sich  durch  leichte  Kunstgriffe  berechnen  lassen. 
Wir  wollen  hier  einige  wichtige  Fälle  dieser  Art  betrachten. 

dx 
a)  Um  das  Integral  von  -  -- •  zu  berechnen,  setzen  wir  das 

V  x*  +  px  +  1 
Radikal   gleich   /  —  t,   sodaß 

ist.     Das  Integral  verwandelt  sich  in 


§746 
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/ 


dt 


•+* 


i««  <+4r  +o. 


Mithin  ist 


S\ 


dx 


daß 


b)  Um  das  Integral  von 


log 


*  +  7T  +  Y**  +  P*  +  Q 


2 

Ja; 


+  C. 


y—  x*+px  +  q 
x*+px+  q (x  —  -0  +  q  +  — jp 


zu  berechnen,  bemerken  wir, 


ist  (wo  q  -\~  \p%  positiv  sein  maß,  wenn  man  in  dem  Gebiet  der  reellen 
Zahlen  bleiben  will),  und  setzen 

x-  £  =  t]/q+  ~p\   sodaß    -z'+px  +  q-fa  +  ^p^il-t*). 

Das  vorgelegte  Integral  wird  dann     1  r,  und  man  hat  daher 

dx 


S\ 


2 

arc  sin    ,  +  C. 


V—x*+px  +  q        "\  yq  +  ±p* 
c)  Die  partielle  Integration  liefert  (vgl.  §  727,  a) 

_    /(*±£)' 

rV±*,+#*+«<»*--(*±y*)V±**+l>*  +  «:F  Jy=i 


«fo 


+l>*+tf 


Nun  transformiert  sich  die  rechte  Seite  auf  Ghrund  der  Identität 


in 


(*±  ?)  /±  **+!>*+ tf-  fY±xJ+px+qdx+  (q^P*)  |\— ^ 


Also  ist 


und  daher 


jy?~+px+^dx  -  ~  (x  +  y)  y^TT^Hf 

+  y  (*  -  T**)  Io*  |  *  +  f  +  Y*  +  P*  +  Q  |  +  0, 
JY—  x*  +  px  +  qdx*=  Y  (^  "*  "I")  Y—  **  +  Px  +  4 


+p*+q 


dx 


+px+q 


+  t(^ +  Tjp,)arcsin 


X  — 


2 


Yq+iP 


+  o. 
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746.  Allgemeiner  sei   f(x,  y)   eine  rationale  Funktion    von  x 

und  von  y9  und  man  betrachte  das  Integral  von  f(xfY±x?+px+q)<lx. 
Wie  kompliziert  auch  der  zu  integrierende  Ausdruck  sein  mag,  so  kann 
man  sich  doch  leicht  überzeugen,  daß  es  durch  passende  Substitutionen 
immer  gelingt  ihn  rational  zu  machen,  und  daß  folglich  das 
Integral  immer  in  algebraisch-logarithmischer  Form  aus- 
drückbar ist.  Es  genügt  in  der  Tat  t  =-  x  +  >/  x%  +  px  +  q  als  In- 
tegrationsvariable anzunehmen,  um  auf  Grund  von  (1)  jede  Irrationa- 
lität in  f(x,y)  verschwinden  zu  sehen,   wenn  y  =  j/  x%  +px  +  q   ist 

Dies  gilt  nicht  für  y  =  yr—  x*  +  px  +  q\  aber  es  gibt  in  diesem 
Falle  eine  andere  Substitution,  die  auch  im  vorigen  Falle  anwendbar 
ist,  so  oft  die  Wurzeln  von  y  reell  sind;  und  dieser  letztere  Unistand 
findet  sicher  im  zweiten  Falle  statt,  sonst  wäre  y  für  alle  Werte 
von  x  imaginär.  Sind  a  und  ß  die  Wurzeln  von  ±  x*  +  px  +  q9  so 
genügt  es 

»  -  -  %i: 

zu  setzen,  um  zu  finden  (indem  man  t  ein  passendes  Zeichen  beilegt) 

y  =  >     ±   (*  -  «)  (*  -  ß)  =      i  -j-  it     ,  (IX  -  ±   -(1-q;-jy     - 

und  sich  zu 'überzeugen,  daß  f{x,y)dx  auf  solche  Weise  die  Form 
<p(t)dt  annimmt  mit  rationalem  reellem  qp(0- 

747.  Übrigens  dienen  die  obigen  Substitutionen  nur  dazu,  die 
ausnahmslose  Möglichkeit  zu  zeigen,  den  zu  integrierenden  Ausdruck 
unter  Vermeidung  imaginärer  Größen  auf  rationale  Form  zu  reduzieren. 
In  der  Praxis  ist  es  aber  besser  zunächst  den  vorgelegten  Ausdruck 
in  folgender  Weise  zu  vereinfachen.  Die  rationale  Funktion  f(xfy) 
läßt  sich  immer  auf  die  Form  eines  Quotienten  aus  zwei  ganzen  Funk- 
tionen bringen.  Ersetzt  man  in  jeder  dieser  ganzen  Funktionen,  die 
nach  Potenzen  von  y  geordnet  sind,  jedes  y-n  durch  (±  x*  +px  +  #/  P 
und  jedes  //-w+l  durch  f±  .r*  +  px  +  q)"y9  so  erhält  man 

f(t  i/i       Vi'^  +  JfV*) 
'  V  '  W  ~  W'xj +' y+,(x) ' 

wo  (px,  <pj,  ilfl}  #s  ganze  Funktionen  von  x  sind.  Multipliziert  man 
Zähler  und  Nenner  mit  qp2  —  y#8  und  setzt  wieder 

s<>  findet  man 

wo  q,  und  (/•  rationale  Funktionen  von  x  sind.  Zerlegt  man  ferner 
(vi;!.  §742j  il'[j)  in  Partialbrüche,  so  sieht  man,  daß  abgesehen  von 
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Integralen  rationaler  Differentiale  die  Berechnung  des  vorgelegten  In- 
tegrals sich  auf  die  Berechnung  eines  oder  mehrerer  Integrale  der 
folgenden  Typen  reduziert: 

/•        x*dx /• dx 
V^+px  +  'q'      J\x-a)nY±x~*  +  px+q} 

wo  n  ganz  und  positiv  und  a  reell  oder  imaginär  ist.      Durch  die 

Substitution  x  =  a  -\ sind  die  Integrale  des  zweiten  Typus  immer 

reduzierbar  auf  diejenigen  des  ersten ,  und  es  ist  leicht  zu  sehen,  daß 

diese  letzten  sich  leicht  auf  das  einzige  Integral  /  —  reduzieren, 
welches  wir  in  §  745  berechnet  haben.     In  der  Tat  ist 

M"-±.M±'  +  *)7*i/*-,T' 

wo  man  wegen  ydy  «=-  i±  x  +  yj  dx  hat 

-  af-'y  -  (n  -  \)fof-\±  **  +  p*  +  «)  y 
und  infolgedessen,  wenn  man  in  die  vorige  Gleichung  einsetzt, 

nj  *H = ±  *"~,y  T("  ~  i)pj  *"  -1y  *  (*- *)  9j  *~td-f- 

Aus  dieser  Rekursionsformel  leitet  man  successir  für  n  =  1,2,3,...  ab 

/dx  p   fdx        C  «<**       1  /  .  3    \  1/         8-\  Pdx 

/*'T-T*,-(4l»  +  »:F|fO»  +  *(»fTM/*! 

748.  Durch  ein  analoges  Verfahren  kann  man  allgemeiner  die 
Integration  jedes  Differentials  f(x9y)dx  vereinfachen,  dessen  Irratio- 
nalität einzig  von  der  Quadratwurzel 

y  —  Va^  +  c^ar-1  +  o,sm-*  + \- am 

herrührt.  Zunächst  bemerke  man,  daß  sich,  wenn  m  gerade  ist,  der 
Grad  des  Polynoms  unter  dem  Wurzelzeichen  in  dem  zu  integrierenden 
Ausdruck  immer  auf  m  —  1  erniedrigen  läßt:  dies  erkennt  man  leicht 

mit  Hilfe  der  Substitution  aj«=«H ,    in   welcher   a  eine   Wurzel 

z  ' 

von  y  ist.  Kehren  wir  z.  B.  zu  dem  Fall  y  «=»  Y  ±  x*  +  px  +  q  zu- 
rück und  bezeichnen  wir  mit  ß  die  andere  Wurzel  von  y,  so  ergibt 

sich  yz  —  Y^z  (/J  —  a)z  ±  1.  Nimmt  man  nun  das  neue  Radikal  als 
Integrationsvariable  an,  so  wird  man  gerade  zu  der  Substitution  (2) 

Ctiiro,  Aiudytis.  48 
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geführt.     Ebenso  ist  der  Fall   m  =  4   auf  m  =  3   reduzierbar;    aber 
man  würde  vergebens  versuchen  diesen  auf  den  Fall  m  —  2  zurück  - 
zuführen.     Man  beweist  nämlich  bei  einem  tieferen  Studium    dieser 
Integrale,  welche  elliptische  heißen,  daß  es  unmöglich  ist  sie  in 
algebraisch-logarithmischer  Form  auszudrücken,  und  daß  der 
Versuch  sie  in  Integrale  rationaler  Differentiale  zu  transformieren  so- 
viel bedeutet  wie  das  Bemühen,  durch  stetige  Deformation  die  Flache 
eines  Ringes  auf  sphärische  Form  zu  reduzieren1).     Durch  eine  ahn- 
liche Rechnung  wie  die  des  vorigen  Paragraphen  gelingt  es  nur  zu 
beweisen,  daß  die  elliptischen  Integrale  alle  auf  die  folgenden  reduzier- 
bar sind 

ydx  (  xdx  C      dx 

V    J    y  '     J  (*-«)*' 

welche  Integrale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung  heißen;  und 
man  wird  weiter  durch  geeignete  Substitutionen  dazu  geführt,  bei 
den  beiden  ersten  Gattungen  als  typisch  die  Integrale 

/•  dq>  /*      ain*  <pdcp 

y  i  ZTjfcV-in»  -  >      J  ^J^iS}'^ 

anzunehmen.  Das  erste,  genommen  zwischen  den  Grenzen  0  und  9, 
bezeichnet  man  mit  F(k,  <p),  und  das  zweite,  genommen  zwischen 
denselben  Grenzen,  kann  man  schreiben 


h   9/       y  1  —  A,s8ins9>  K 


wenn  man  übereinkommt  mit  E(k,<p)  das  Integral    f y l— k* sin* q>dip 

0 
zu  bezeichnen.     Der  Wert  <p  der  oberen  Grenze  heißt  die  Amplitude 

und  k  der  Modul  der  Integrale.     Bei  den   mechanischen    und   geo- 
metrischen  Anwendungen   sind    besonders    wichtig    die    Integrale    F 

und  E7  die  der  Amplitude        entsprechen.    Sie  heißen  vollständige 

elliptische  Integrale  und  werden  folgendermaßen  bezeichnet: 


n 


j  y  \  -  A-'siu*^  j 

0  0 

749.  Wir  wollen  uns  nunmehr  mit  den  Substitutionen  beschäf- 
tigen, welche  wir  im  vorigen  Paragraphen  nur  erwähnt  haben,  und 
sie  in  der  Weise  auszuführen  suchen,  daß  wir  die  imaginären  Größen 
vermeiden.     Zunächst  wollen  wir  die  Wurzeln  ay  ß,  y  von 

1  Sieht*,  für  »w>4T  tlen  „Cour»  «T Analyse  de  l'Kcole  polvtecbnique"  von 
Termite  fpp.  %J4.»1     21*7, . 
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y  ■=  y  ±  rc8  +  «#*  +  &#  +  c 

als  reell  voraussetzen:  a  sei  die  kleinste  oder  die  größte  von  ihnen, 
je  nachdem  vor  #8  das  Zeichen  +  oder  das  Zeichen  —  steht,  ß  sei 
die  mittelste  Wurzel,  und  man  bezeichne  mit  k*  das  Verhältnis  von 
ß  —  a  zu  y  —  a,  welches  immer  zwischen  0  und  1  liegt.  Die 
Substitution  x  —  a  +  (ß  —  a)  sin2  q>  liefert 

±  rr3  +  ax%  -f  bx  +  c  =  |  y  —  a  \  (ß  —  a)2  (1  —  k*  sin2  <p)  sin2  q>  cos2  <p ; 

mithin  transformiert  sich,  abgesehen  von  einem  reellen  konstanten 
Faktor,  das  Radikal  y  in  das  Produkt  aus  "j/1  —  Ä2sin2qp  und  sin  (p  cos  (p, 
und  es  ist  daher 

dx  ..       ,  da» 

proportional  zu     •-= 


y      r     r  yi—k*sm*<p 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man,  wenn  die  Wurzeln  nicht  alle 
reell  sind.  Man  kann  unter  dieser  Voraussetzung,  wenn  man  immer 
die  Koeffizienten  als  reell  annimmt,  y2  die  Form  ±(x  —  a) (x*  +px  +  q) 

mit  reellen  a,p, q  geben.  Man  setze  alsdann x  =  a ±  Ya*-\-pa  +  q  tg2 -- • 

Eine  leichte  Rechnung  gibt 

tg'-9- 
±  (x  —  u){x*  +px  +  q)  =  (cc'+pa  +  q)*(l  -  Ä2sin29>) -, 

cos4  -£■ 

wo  die  Zahl 


immer  zwischen  0  and  1  liegt,  da 

/dx 
—  in  F(k,  9);  da- 

x  dx 

auf  die  Berechnung 

des  einen  oder  des  andern  der  Integrale 

J  yi-k*sin*<pf      J  yi  —  k*m*9f 

je  nachdem  die  Wurzeln  von  y  alle  reell  sind  oder  nicht.  Wir  haben 
gesehen,  daß  das  erste  auf  die  Integrale  F  und  E  reduzierbar  ist; 
und  um  zu  zeigen,  daß  sich  dasselbe  von  dem  zweiten  behaupten  läßt, 
bemerken  wir,  daß 

ist,  woraus  durch  Integration  folgt 

48* 
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/*     t*'£rfv  .       r 

/  .  :.,.._  -F(*,9)-2JS(ft,9)  +  2tei./l=pMii»*. 

•/    Vi  —  A'^Rin-  w  * 

o     r 

Ist  ferner  y*  ein  Polynom  vierten  Grades,  so  haben  wir  bereits  ge- 
sagt, daß,  wenn  a  eine  seiner  Wurzeln  ist,  die  Substitution  x~a-\ 

genügt,  um  wieder  zu  dem  früheren  Fall  zurückgeführt  zu  werden. 
Wenn  aber  das  Polynom  keine  reellen  Wurzeln  hat,  so  ist  es  zweck- 
mäßig zu  einer  andern  Substitution  zu  greifen,  die  wir  hier  nur  an- 
geben wollen,  indem  wir  die  dazu  führende  Diskussion1)  beiseite 
lassen.  Es  sei  also  y*  =  (a:2  +  px  +  q) (x*  +  P%  +  q)  und  man  setze 
jeden  Faktor  auf  der  rechten  Seite  als  wesentlich  positiv  voraus. 
Setzt  man 


(p  -j0*  =  q-q-Y(q-  O"  +  (p  ~  p)  W  -  w) , 
(/>  -p')r  =  q-q'  +  Y(q-  qj  +  (j»  - i0  (j>q  -  qp) , 

so  ist  die  anzuwendende  Substitution 

l+mtgq>  ' 
wo  m  die  kleinste  der  Zahlen 

t/1»   -pi  +  «        T/A1-^f  +  « 

darstellt. 

750.  Die  Möglichkeit  f(x,y)dx  in  algebraisch -logarithmischer 
Form  zu  integrieren,  wenn  y*  =  ±  x*  +  />£'  +  7  ist,  beruht  einzig 
und  allein  auf  dem  Umstand,  daß  diese  Gleichung  einen  Kegelschnitt 
darstellt,  welcher  eine  unikursale  (§  611)  Kurve  oder  eine  Kurve 
vom  Geschlecht  Null  ist.  Wenn  man  allgemeiner  annimmt,  daß 
in  f{x7y)  die  Veränderliche  y  mit  x  durch  die  Gleichung  F(xffj)  =  0 
einer  beliebigen  unikursalcn  Kurve  verbunden  ist,  so  wird  sich  offen- 
bar f(jr,y)tlx  rational  machen  lassen,  indem  man  als  neue  Integra- 
tionsvariable denjenigen  Parameter  t  annimmt,  durch  welchen  sich  x 
und  v  rational  ausdrücken  lassen.  Auf  diese  Weise  kommt  es,  daß 
unzählige  Differentiale,  deren  Irrationalität  scheinbar  viel  komplizierter 
ist  als  die  der  elliptischen  Differentiale,  sich  leicht  auf  rationale  Form 
bringen  und  daher  integrieren  lassen.  Weit  schwieriger  ist  der  Be- 
weis des  umgekehrten  Satzes:  Wenn  die  Kurve  /,'(#>y)""0  nickt 
unikursal  ist.  so  laßt  sich  das  Integral  von  f(x%ff)dr  nicht  in 
algebraisch-logarithmischer    Form    ausdrücken.      Hiermit    ist 

li  Sr hlot'uiilch:   „Compendium   der  höheren    Analysisu,    3.  Aufl..    Bd.  H 
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der  innere  Grund  der  bei  den  elliptischen  Integralen  bereits  angegebenen 
Unmöglichkeit  aufgedeckt,  da  die  Kurve  dritter  Ordnung 

1/  =  a0x*  +  atx*  +  aix  +  a1i, 

die  im  allgemeinen  keinen  Doppelpunkt  hat,  vom  Geschlecht  1  ist: 
sie  ist  nur  dann  unikursal,  wenn  sie  einen  Doppelpunkt  hat,  wozu 
erforderlich  ist,  daß  zwei  von  den  drei  Wurzeln  von  y  in  eine  zu- 
sammenfallen (a  =  /3),  und  man  braucht  dann  nur  x  =  y  +  t*  zu 
setzen,  um  den  zu  integrierenden  Ausdruck  rational  zu  machen. 
Etwas  allgemeiner  gilt  folgendes:  So  oft  y  mit  x  durch  eine  Gleichung 
von  der  Form 

axf1  +  bxy"-1  +  cx*\f-%  +  •  •  •  —  d\j*-x  +  b'xtf1-*  +  c'#Y~3  H 

zusammenhängt,  genügt  es  y  =  tz  zu  setzen,  um  zu  finden 


X  =» 


~ätn  +  bf-'i+-~    '       V       af  +  bf-l  + 


und  auf  diese  Weise  f(x}y)dx  in  q>(t)dt  zu  transformieren  mit  ratio- 
nalem q>  (t). 

751.  Binomische  Differentiale.  Man  nennt  so  die  Differentiale, 
welche  die  Form  xP  (a  +  bxf*y  dx  haben.  Wir  wollen  das  Integral 
mit  cf(pyq)  bezeichnen  und  bemerken,  daß  die  Substitution  a  +  ba^—t 
liefert 


»+±-1 


»d-.')-i,/W  "'**■ 


Die  rechte  Seite  kann  man  berechnen,  wenn  (p+l)/m  eine  ganze 
Zahl  ist.  Die  Integration  ist  unmittelbar,  wenn  dieselbe  ganz  und 
positiv  ist;  im  entgegengesetzten  Falle  wird  es  genügen  die  Substi- 
tution t  =  6*  auszuführen  und  die  ganze  Zahl  n  so  zu  wählen,  daß 
nq  ganz  ist,  wodurch  dann  das  Differential  auf  rationale  Form  reduziert 
wird.  Bringt  man  ferner  xf(a  +  &#"•)*  auf  die  Form  #p+m«(&  +  aarm)», 
so  sieht  man  unter  Anwendung  der  obigen  Bedingung,  daß  das  vor- 
gelegte Integral  sich  auch  dann  sofort  berechnen  läßt  (mit  Hilfe  der 
Substitution  b  +  ax~~m  =  t),  wenn  die  Zahl  (p  +  mq+l)/m  ganz 
ist.    Es  ist  also  das  gegebene  Integral,  wenn  eine  der  Zahlen 


m     7  m 


+  « 


ganz  ist,  transformierbar  in  ein  Integral  eines  rationalen  Differen- 
tials. Tchebycheff1)  hat  überdies  bewiesen,  daß  dies  die  einzigen 
Fälle  sind,  in  welchen  das  binomische  Differential  in  alge- 
braisch-logarithmischer Form  integrierbar  ist.     Es  wird  hier 

1)  „Liouvilles  Journal"  (1863,  p.  108). 
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stillschweigend  vorausgesetzt,  daß  das  Differential  nicht  bereit«  rutional 
ist  (und  daher,  daß  p,  q,  m  nicht  sämtlich  ganz  sind),  und  daß  es 
sich  nicht  durch  eine  Substitution  z  =  C  sofort  auf  rationale  Form  redu- 
zieren läßt,  was  sich  (vgl.  §  74f>)  machen  läßt,  wenn  p  und  im  ge- 
brochen sind  und  q  ganz  ist.  Unter  Ausschluß  dieser  Falle  wird  also 
vorausgesetzt,  daß  q  gebrochen  ist,  während  p  und  m  ganz  sind  und 
außerdem  m  >  0  ist,  was  sich  immer  erreichen  läßt,  indem 
eventuell  x  =  \it  setzt. 

752.  Um  ein  Integral  eines  binomischen  Differentials  zu  be- 
rechnen oder  nur  zu  vereinfachen,  sucht  man  es  durch  analog«,  aber 
einfachere  Integrale  auszudrücken.  Hierzu  gelangt  man,  indem  man 
in  erster  Linie  bemerkt,  daß  es  sich  immer  bewirken  läßt,  dnß 
q  zwischen  0  und  1  liegt.  In  der  Tat  liefert,  wenn  p  +  1^0 
angenommen  wird,  die  partielle  Integration 

Andererseits  hat  man  identisch 

b3(p  +  m,q-  \)~  3 (j>,q)-nJ  [{',<<        I  I 
Mithin  ist 
(3)     (p  +  mq  +  1)3  (p,  q)  =  &+>  (fl  +  kr)»  +  mqu  3\p,q-  1). 

Aus  dieser  Formel  gewinnt  man  3(p,q)  oder  3(p,q  —  1),  j*  nach- 
dem q  positiv  oder  negativ  ist,  Durch  wiederholte  Anwendung  dieses 
Verfahrens  kann  man  von  q  >  0  so  viele  Einheiten  aU  mau  will 
subtrahieren  oder  zu  q  <  tl  addieren.  Man  beachte,  daß,  wenn  einer 
der  Koeffizienten  von  3(p,q)  und  3(j),q  —  1)  null  ist,  sin  integrier 
barer  Fall  vorliegt  und  die  Formel  (3)  den  Wert  Ton  3(p,  •/ 
von  3(p,q)  liefert.  Ebenso  kann  man  immer  bewirken,  d»B  p 
zwischen  0  und  m  liegt.  In  der  Tat  liefert  die  partielle  Integration, 
in  anderer  Weise  angewandt,  wenn  q  +  1  ^  0  angenommen  wird, 


(»+«■»  (5+1)»» 


»<p-<*.  g 


i,»  +  l)-aS(p-n,q)  +  b3(p,q), 


Andererseits  ist 

ä(j)-l 
mitbin 

(4)  (p+mq+l)b3(p4)-af-~- •'(<■+&*-).♦>      p    „ 

Aus  flieser  Relation  gewinnt  man  3(p,q)  oder  3iji~  m,q),  je  I 
dem  p  positiv   oder   negativ   ist.     Man   sieht  also,  daß  mit  Hilfe  der 
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Formeln  (3)  und  (4)  die  Berechnung  des  Integrals  jedes  binomischen 
Differentials  immer  auf  den  Fall  zu  reduzieren  ist,  wo  man  hat 

p  und  m  ganz,     m  >  0;    0  <  #  <  1,    0  <  p  <  m. 

/. d  je 
y  x%  -\-2x — 1  zu    berechnen,    setze 

man  die  Quadratwurzel  gleich  t  —  x,  sodaß 

x  -  üf+i) '    V     +      ~     =    ~     — 2 (*+  l)    '     d *  =  " T(t  +l)*  d ' 
ist.     Das  vorgelegte  Integral  verwandelt  sich  in 

1  rp  +  u-iydt  _  fn       j_  ,  _i 2    \ 

2  J   (*+i)»(«»  +  i)  -J  V2  +i+i  +  («4ri)»     t*+~i)a*' 

Man  erhält  daher  als  Wert  des  Integrals  durch  eine  leichte  Rechnung 
Yx*  +  2x  — ~T  +  log (x+1  +YxT+  2x^  l)  -  2  axotg(x+Yx*+2x—l)  +  C. 

Rascher  gelangt  man  zum  Ziele,  indem  man  das  vorgelegte  Integral  in 

/(x+l)dx r **__      _    C dx      _ 
Y~x%'+1x  —  1       J  \/x*  +  2x—  1       J  xYx*  +  2x  —  T 

zerlegt  und  bemerkt,  daß 


/'  dx  x     /  x 


=  +  arc  sin ^_  +  C" 

~  ä|/2 


ist,  wo  man  (vgl.  §  725,  a)  die  oberen  Zeichen  oder  die  unteren  nehmen  muß, 
je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist.  Die  erste  Form  ist  gerade  deshalb 
vorzuziehen,  weil  man  bei  ihr  keine  Zweideutigkeit  in  den  Zeichen  hat. 
Übrigens  ergibt  sich  die  Äquivalenz  der  beiden  Formen  aus  der  Identität 

+  arc  sin  —1  =  2arctg(^r  +  Y~x*  +  2x—  l)  -  (1  +  2)4r- 

b)  In  analoger  Weise  berechnet  man    I  Yx%  —  1  -  -  •   Man  kann  dies 

Integral  aber  auch  als  das  Integral  eines  binomischen  Differentials  be- 
trachten,   für    welches    man   hat  p  =■»  —  1,  m  =»  2,  q  —  ■}-.      Es  ist  also 

»4-1 

— ! —  =  0  und  daher  die  erste  Bedingung  für  die  Integrierbarkeit  erfüllt 

(wie  es  immer  der  Fall  ist,  wenn  p  =»  —  1,  was  auch  m  ^  0  sein  mag). 
Man  wird  also  dazu  geführt  x*  —  1  =  f*  zu  setzen  und  erhält 

fV^l  %  -  fjr^i  -  *  ~  arc  tg  t  +  C  =  U=\  ±  arc  sin  1  +  C. 

ti.St 

c)  Will  man  das  Integral  des  Differentials  -  —    —  berechnen,  in- 

x*yx  —  1 

dem  man  dasselbe  als  ein  binomisches  Differential  ansieht,  so  bemerke 
man    zunächst,   daß  p  *=  —  3,  m  —  1,   q  =»  —  -J-  ist.     Da  die   erste   Be- 
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dingung  für  die  Integrierbarkeit  erfüllt  ist  (wie  es  immer  der  Fall  ist  flfar 
»1  =  ^1,  wenn  p  eine  ganze  Zahl  ist),  so  genügt  es  x  —  1  —  P  zu 
setzen,  um  das  Differential  rational  zu  machen  und  durch  eine  leichte  In- 
tegration zu  finden 

I  — .  —  -r  arc  C08  --  H -r-^j-  yx—l  +  C. 

x  tix 

d)  Bei  dem  Integral  von   -=^=  hat   man  p  —  4,    *»  —  2, 

(l  —  x*)y  i — #f 

</  =  —-£,  und  es  ist  die  zweite  Bedingung  für  Integrierbarkeit  erfüllt,  da 
h  0  =  1    ist.     Man  muß  also  setzen  ar*  —  1  —  *""*,  d.  h. 

a;  =  —=^=-=. ,      aa; 


Man  gelangt  aber  im  vorliegenden  Falle  rascher  zum  Ziele,  wenn  man  zu- 
erst eine  partielle  Integration  ausführt: 

Sa;  —  «8  3  ,    „ 

= _ —  arc  sin  x  +  C 

Dies  kommt  darauf  hinaus  die  Formel  (4)  anzuwenden. 

e)  Bei  dem  Integral  von     -  TL—  dx   hat    man  p  —■  —  ^",    m  »  •}, 

7  =  -^;  und  da =  2  ist,  so  ist  die  erste  Bedingung  für  die  Integrier- 
barkeit erfüllt.     Man   kann   also  sicher  sein,  daß  man  zum  Ziele  gelangt, 

wenn  man  t  =  1  -f  V  z  als  Veränderliche  annimmt.  Auf  diese  Weise  ver- 
wandelt sich  das  vorgelegte  Integral  in 

if(t-l)t$dt=  f  (4*-7)**  +  C. 
Mithin  ist 

f  V>.+.&  „  x  =  i  bYi  +  yi-s)  ViTVi  +  c. 

•  '         y  x  ' 

/*  xndx 

f)  Wenn  das  Integral    I  -'      zu    berechnen    ist,    so    gehe    man 

von  der  Bemerkung  aus,  daß  wegen 

P+!  =  w_-M         P+I    ,   asss* 
m  2     T  w     "•"  *  —  2 

die  Reduktion  auf  ein  Integral  einer  rationalen  Funktion  nur  dann 
möglich  ist,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist.  Je  nachdem  n  ungerade  oder 
gerade  ist,  läßt  sich  das  Integral  auf  eine  der  folgenden  Formen  redu- 
zieren 

»i-i 

t»dt 


-/<■ -<■>"•"*.    / 


(l  +  tV 


-!+l 


§§  753 — 764  Integration  der  transzendenten  Differentiale.  761 


indem  man  (bezüglich)  x  =  |/l  —  *2  oder  x  =  f / j/l  +  P  setzt.  Übrigens 
gibt  die  partielle  Integration  die  Formel 

welche  es  erlaubt,  das  vorgelegte  Integral,  je  nachdem  n  ungerade  oder 
gerade  ist,  auf  eines  der  Integrale 

f -—*.--  -  -  VT=^  +  C,         C-J^=r  =  arcsinx  +  0 

zurückzuführen.     Denkt  man  sich  die  Integration  von  0  bis  1  erstreckt,  so 
gelangt  man   zu  bereits  bekannten  Resultaten  (§  727,  g),  wie  man  leicht 
durch  die  Substitution  x  =  sin  0  erkennt, 
g)  Wenn  man  das  Integral1) 

f  ("Kr8  +  Vi*  +  x<  +  Vx*-YJ~+~x*)  dx 

berechnen  will,  so  braucht  man  nur  zu  bemerken,  daß  der  Koeffizient  von 
dx  auf  Grund  der  Formel  von  Tartaglia  (§  528)  eine  Wurzel  der  Gleichung 
y8  +  3xy  —  2#8  =  0  ist,  um  sogleich  unter  Erinnerung  an  die  Schluß- 
bemerkung   in    §750    zu    der    Substitution   x  =  3 1 /(2  —  f8)    geführt   zu 

werden,  welche  das  gegebene  Integral  in  18  I  ,J"_  .^g—  verwandelt 
und  dann  für  2-**  =  30  in  J      {  } 

tf^dO-1-^  +  C-  £(*-»*)  +  0. 

Inzwischen  hat  man  xy8—  2y*  =  2JC4  —  3afy  —  2y8  =  (x2  —  2y)(2x*  +  #)• 
Also  hat  das  vorgelegte  Integral  den  Wert 


V*8  +  V«8  +  x6  +  f/*8  —  y*8  +  x9  +2x* 


+  C. 


Die  obige  Rechnung  läßt  sich  noch  etwas  abkürzen,   wenn  man  bemerkt, 
daß  x*dt  —  xdy  —  ydx  ist,  woraus  folgt 

/  ydx  =  f  xdy  —  J  x*dt  =  xy  —  f  ydx  —j  x* dt 

-^-(y»-x)  +  C-xs^=^,+  C    n.s.w. 

Integration  der  transzendenten  Differentiale. 

754.    Ganz   selten   sind   die   Falle    von   Integrierbarkeit    (durch 
die  bekannten  Funktionszeichen)  bei  den  transzendenten  Differentialen; 

1)  Hermite:  „Couro  d'Analyse",  p.  842. 
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und  in  den  einfachsten  Fallen  nimmt  man  lieber  zu  besondern  Kunst- 
griffen seine  Zuflucht  als  zu  allgemeinen  Regeln.  Es  sind  jedoch  die 
folgenden  allgemeinen  Regeln  zu  merken:  Wenn  f  das  Symbol  einer 
rationalen  Funktion  ist,  so  lassen  sich  immer  die  Integrale 

j  f(*?)dx,     f  f(tgx)dx,    j  f(%mx,  cos  x)  dz 

berechnen,   indem   man  als  neue  Integrationsvariable  in  den  bezüg- 

liehen  Fallen  t  =  e*7  t  =  tgz,  t  =  tgy  setzt.     Man  erhalt  auf  diese 

Weise 

fn*)is-fnt)%,  f f (**)<** =f ttt„ 

ff  (an  x,  cos  x)  dx  =  ff  ({  ^ ,  \=$j  ±£t , 

und  die  rechten  Seiten  lassen  sich  als  Integrale  rationaler  Differentiale 
leicht  berechnen.  Dieselben  Substitutionen  sind  oft  auch  dann  tod 
Nutzen,  wenn  das  Symbol  f  keine  rationale  Funktion  darstellt. 

755.    Übungen,     a)  Das  Integral  von  — —  berechnet  man  so- 
fort mit  Hufe  der  Substitution  t  =  e*:             *+e 

/>£-  -J-ä «•  =  -ig.  +  C-  aretge»  +  C. 

dx 

b)  Um  das  Integral  von  -—r-r zu  berechnen,  braucht  man  nur 

t  =  tg  -  als  neue  Integrationsvariable  zu  nehmen.  Man  erh&lt,  je  nach- 
dem  a*  größer  oder  kleiner  als  b*  ist, 

/ä+TCcoBx  =  ±-^,L6.arct«(V«^6t8f)  +  C 

1  ,      '  b  +  acoa x  +  Vi* '  —  a%  ■  %inx  I    ,    ~ 

—  +  -■■-*--   log    -- 7-/- +  c» 

1/6»  — a1  o  +  6coBx  I  ' 

wo  -±  für  sgn  (a  +  b)  gesetzt  ist.  Von  der  einen  zu  der  andern  Form 
geht  man  leicht  über  mit  Hilfe  der  bekannten  Relationen  zwischen  den 
Symbolen  arctg  und  log. 

c)  Ebenso  reduziert  sich  die  Berechnung  von  Jtg*xdx  sofort  auf  die 

von    I  -:— r~v*    mit  Hilfe  der  Substitution  t  =  tgx.     Man  kann  aber,  wenn 

n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  auch  so  verfahren,  daß  man  die  folgende 
Formel  wiederholt  anwendet: 

Auf  solche  Weise  gelangt  man  schließlich,  je  nachdem  n  ungerade  oder 
gerade  ist,  zu  einem  der  folgenden  Integrale: 
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/  tgxdx  =  —  log  |  cos  x '  +  (7,      f  dx  —  x  +  C 

Dasselbe  Verfahren  kann  benutzt  werden,  wenn  n  negativ  ist;  aber  in 
diesem  Falle  ist  es  vorzuziehen  zu  bemerken,  daß 

J— —  =  /  cotnxdx  =  — z I  cotn~*xdx 

ist;  u.  s.  w. 

dx  o 

d)  Um  das  Integral  von   -- —     zu    berechnen    setze    man    tg  x  =  t*. 

Vte*  r  dt 

Das  vorgelegte   Integral  verwandelt  sich  auf  diese  Weise    in    2  I      ,    4 , 

ein  Integral,  welches  wir  bereits  berechnet  haben  (§  744,  e).  Man  erhält 
also 

-=r~  =  —=r  loff  sina?  +  coss -f  l/sin2a;   H — =i  arc  sin  (sin  #  —  cos  x)  +  0 

e)  Man  kann  häufig  bei  den  Integralen  der    dritten  in  §  754    an- 

gegebenen  Form  die  Substitution  t  =*  tg—  vermeiden,  wenn  man  die  par- 

tielle  Integration  benutzt  und  außerdem  geeignete  Kunstgriffe,  zu  denen 
(vgl.  §  723,  d)  die  Multiplikation  des  Differentials  mit  cos*#  +  sin*«  =  1 
gehört.     Z.  B.   kann  man  unter  Anwendung  jener  Substitution  berechnen 


S\ 


/dx    __  _  cot«  /    1 3 \         &  . 
sin5«  ""          4     \8m8«       2  sin«/        8      ° 


4.        Ä 


+  C. 


Es  ist  aber  zweckmäßiger,  das  Integral  auf  eins  der  folgenden  (vgl.  §  723,  a) 
zu  reduzieren 


fäk --<*>**  +  c>  j£-x  =  log | tgf 


+  c, 

/dx 
--— 
e r .„-    ,_ „w. Bm  Ä 

/d«           /•Bin,x4-co8,aj  ,           /*     dx               1        /•          ,1 
«=     I   ! dx  =»     I  = r    I    C08  05  a ; —  , 
sin"«       J          sin"*                   J  sin""**       """V               sin"-1* 

mithin  nach  partieller  Integration 

/dx         n  —  2    P     dx  1         cos« 

rin"ä  ""  *—V  ^"-far  ""  »"*  sin1'-1«  ' 

— • 

cos  X 
f)  Die  Substitution  f  =  tg  —  liefert 

dt 


J  yan^  "  'y 


Wir  haben  hier  also  ein  elliptisches  Integral  vor  uns,  welches  sich  auch  als 
das  Integral  eines  binomischen  Differentials  betrachten  läßt,  wobei 
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1  .      p+1        1       p  +  1    .  1 

ist.     Es  ist  daher  (§§  748,  751)  vergeblich,  zu  hoffen,  daß  man  auf  irgend 

/dx 
-yv  --  in  algebraisch-logarithmischer 
'Bm* 

g)   Zur  Berechnung  von  Integralen  wie   I  sin* x dz,    I  coslxdx  u.s.w. 

sind  ebenfalls  keine  Substitutionen  nötig.  Die  Trigonometrie  (vgl.  §  725,  o) 
liefert  die  Relationen 

sin8#  =  fsina;  —  ^sin3x,     cos4x  =  |cos4x  +  ^  cos  2  a;  -f-  f , 

aus  welchen  sofort  folgt 

/  sin*xdx  —  —  jcosa;  +  ^  cos  3a;  +  C\ 

/  cos4a;da;  «=  ^  sin  4a;  +  -J-  sin  2a?  +  f »  +  C. 

Ebenso  wird  man,  wenn  das  Integral  von  sin*xcos4xda;  zu  berechnen  ist, 
davon  ausgehen,  die  beiden  obigen  trigonometrischen  Formeln  aufzustellen, 
um  daraus  durch  Multiplikation  abzuleiten  (vgl.  §  723,  d) 

32  sin8*; cos4x  =  %  (3  sina;  +  3  sin  3a?  —  sin  5 x  —  sin  7 x), 

ferner  durch  Integration 

/  sin8x  cos4 xdx  =  h(—  3  cos  a;  —  cos3a;  +  £cos5a;  +  -7COB7a;)  +  C. 

In  analoger  Weise  berechnet  man  jedes  Integral  vom  Typus  /  sinmxcos*xdx. 

Man  kann  aber  auch  eine  Reduktionsformel  anwenden,  die  man  durch 
partielle  Integration  erhält: 

(m  +  n)j  sinmjccosna;rfa;=sinm  +  1ajcos"~1x+(n— l)/sinOTa,C08,,"fx<ljca.8.w, 

h)  Es  genügt  manchmal  schon  die  partielle  Integration,  um  gewisse 
Transzendenten  unter  dem  Integralzeichen  zu  beseitigen.  So  hat  man  für 
jedes  Paar  von  rationalen  Funktionen  f  und  g 

j g'(x)  log f(x)dx  -g(x) log  f(x)  ~  fj$9(*)**, 

und  das  letzte  Integral  ist  immer  mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  Funktions- 
zeichen ausdrückbar.     Z.  B.  ist  (vgl.  §  744,  b) 

fx\o!(x*-l)dx  -  ixM«g(y-  1)  -  ij^-x 

-  ( x*  - 1 )  log  y~c*~i  +  ( x* + 1 )  log  y  j?~+~i  -  x*  +  c. 
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Bemerkenswerte  bestimmte  Integrale. 

756.  Blliptische  Integrale.  Das  vollständige  elliptische  Integral 
(§  748)  erster  Gattung,  F(k),  ist  leicht  durch  eine  Reihe  berechen- 
bar, da  man  hat  (§  233,  e) 

j% 
T 

F(k)-f(l  +  4-*W<p  +  1~V  sin*  <p  +  lf|l|  *•  sin«  9.  +  •  •  ■)  d<p. 
Hieraas  ergibt  sich,  wenn  man  die  Formel  (15)  des  §  727  benutzt, 

(6)    F(4)_ij1+(i.i)'+(LJ*.y+(^t.)i+...). 

Es  ist  leicht  zu  erkennen,  wie  F(k)  variiert,  wenn  k  von  0  nach  1 
geht.     Offenbar  wächst  F(k)  beständig  von   F(0)  =  ^-  bis 

/9  a                        i  +  tg  — 
-=?- -  lim  log -oo. 

Rechts  von  ft  =  0  wächst  die  Funktion  langsam,  da  die  darstellende 
Kurve  sich  wie  die  Parabel  y  =  \  na?  rechts 
vom  Scheitel  verhalt;  schließlich  wächst  die 
Funktion  aber  so  rasch,  daß  die  genannte 
Kurve  asymptotisch  zu  der  Geraden  A  =  1 
'  wird.  Um  zu  sehen,  wie  sich  die  Funktion 
in  der  Umgebung  dieses  Wertes  von  k  ver- 
hält, bemerken  wir,  daß  der  Koeffizient  von 
k*n  in  der  Entwickelung  von  F(k)  asymp- 
totisch zu  l/2n  ist  (§  337,  c),  woraus  folgt 
(§  339),  daß  links  von  dem  Werte  k  -  1  die 
Gleichung 

(6)  F(*)-log^i= 

die  Tendenz  hat  richtig  zu  sein.  ~  Fig.  90.  * 

757.  Ebenso  berechnet  man  das  vollständige  elliptische  Integral 
zweiter  Gattung,  E(k),  indem  man  schreibt 

M 

T 

E(k)=*  /  (l  ""  y*28in*9  —  ^-jÄ^sin4^  —  grfTe*6^116^ )*9 


31 

F/y 

* 

' 

2 

1 

\ 

\ 

und  gliedweise  integriert: 


Wenn  h   von  0  bis  1   wächst,   so   geht  diese  Funktion   beständig  i 
nehmend  von   --    bis 


E(l)  —  /  coa  y  rfy  —  1  - 

Rechts  von  k  =  Q  verhält  sich  die  darstellende  Kurve  wie  die  Parabel 
y  —  —  £«£*,  während  sie  für  k  =  1  die  Gerade  k  —  1   bsrtt] 

sich  hiervon  zu   überzeugen  braucht  man  nur  die  Deri  vierte 

zu  berechnen  und  zu  bemerken,  daß 

u-'ii.-)  -  B(k)     r  /.  i 

ist,   woraus*   folgt  iiraF'(k)  =  —  so.     Um   ferner  genauer  ■/.,. 

wie  eich  £(£)    links    von    der  Einheit   verhält,    beachte   man,  daß  ffir 

nach    1    konvergierendes  k  das  Theorem  von   I. 'Hospital  gibt 

lim  l-*to =  i-lim-*' 

(i  —  **)  ioB  y  i  -**     s       togyl  -*■ 

Also  ist  asymptotisch 

(8)  m-)  - 


1  + 


!-*■ 


log 


T.">K.    Die  Formeln  (5)  und  (7),  die  sehr  nützlich  zur  Berechnung 
derjenigen  Werte  v-m  F  und  TOB  /'.'  sind,  welche  sehr  klein-  n 
von  k  entsprechen,  (Verden  unbrauchbar,  sobald  I.  nichl  genngw 
ist,  weil  die    Reinen   (Ö)  und  (7)  langsam  konvergieren.      Liegt  l.    sehr 
nahe  an   1,    so   dienen  die  asymptotischen  Formeln  (ß)   um! 
dazu,    den   allgemeinen   Verlauf  von   F   und   um   F.   so   Beiges ; 
man  aber  die  Werte  dieser  Funktionen   berechnen,  so  muß  man  din 
Formeln  verbessern,  um  auf  eine  genügende  Annäherung   rechnen  i 
können.     Wir  wollen   uns  hier  dann!  beschränken   tu  zeigen,  ( 
Berechnung   der    Integrale    F  and    /•,'  sich    immer  reduzieren   lüßl   anl 
die    Berechnung    analoger   Integrale,    die    so    kleinen    Werl 
Moduls    entsprechen    als    man    will,      üieses    Ziel    erreicht 
durch  die  Landensche  Substitut  .tun 

(»)  "'""-;'+;:&:. 

wo  die  i /-wischen  <>  „uj  j  enthaltene)  Konai 
|  "    definiert  ist.     Eine  leichte   Rechne 
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1 — ja  sin1 1/)  }/l  —  n*  sin*^ 


VI  —  ä* sin2 w  =  «   ,       i-rr,     cos a>  =  -t   ,       .  t  ,     cos  #. 

r  ^        1  -f-pun  ?  ^r  1-f-^sin*  V> 

Aus  (9)  gewinnt  man  alsdann  durch  Differentiation 

dtp  (i  +  ft)dv 

Y 1  —  k*  sin1_9        }/l  — ft*  sin*^ 
und  endlich 

(io)  ^-(l+^i-w, 

wenn  man  beachtet,  daß,  während  tp  beständig  wachsend  von  0  nach 

—   variiert,   die   ursprüngliche   Veränderliche  tp   dasselbe   tut.     Eine 

analoge  Rechnung,  die  wir  der  Kürze  halber  hier  nicht  vorbringen 
wollen,  liefert  eine  zweite  wichtige  Formel,  nämlich 

(11)  E(k)  =  i^Eip)  -  (l-p)F(fO. 

Es  ist  klar,  daß  die  beiden  obigen  Formeln  auch  dann  gelten,  wenn 
die  Integrale  nicht  vollständig  sind;  aber  die  Amplituden  q>  und  V 
haben  in  diesem  Falle  verschiedene  Werte,  die  durch  die  Formel  (9) 
voneinander  abhängen.  Die  Gleichung  (11)  enthüllt  folgende  bemerkens- 
werte Tatsache:  Jedes  elliptische  Integral  erster  Gattung  läßt 
sich  durch  zwei  elliptische  Integrale  von  zweiter  Gattung 
ausdrücken. 

759.  Wir  wollen  zu  den  vollständigen  Integralen  zurückkehren 
und  zeigen,  wie  man  die  Formel  (10)  benutzen  kann,  um  F(k)  auch 
dann  zu  berechnen,  wenn  k  sehr  nahe  an  1  liegt  Von  k  ausgehend 
bilde  man  eine  Folge  von  Zahlen,  die  so  beschaffen  sind,  daß  man  hat 

k—  i+kx>  *■    i  +  v  **~~ ~i+v  *■■■ 

Allgemein  ist  dann 


*-+*     i  +  yr-ti  ^  i +  (i-*«)  ^  •• 

Die  Zahlen  kn,  welche  positiv  sind  und  mit  wachsendem  n  abnehmen, 
konvergieren   nach    einem   Grenzwert.      Dieser    Grenzwert    muß    der 

Gleichung  l  =  -  —-.  genügen.     Befreit  man  dieselbe  von  der  Wurzel 

/  —  0  und  von  der  unzulässigen  Wurzel  1=1,  so  reduziert  sie  sich 
auf  2  +  Yl  +  l  =  0  und  hat  keine  reellen  Wurzeln  mehr.  Es  ist  also 
l  =  0.     Die  wiederholte  Anwendung  der  Formel  (10)  liefert  nun 

FQc)  -  (1  +  *t) (1  +  *,) (1  +  *,)  •  •  •  (1  +*J F(]Q, 

wo  kn  so  klein  ist  als  man  will;  und  man  kann  auf  diese  Weise 
für  hinreichend  großes  n  zunächst  mit  Hilfe  von  (5)  F(kn)  berechnen 
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und  dann  F(k).     Wächst  n  ins  Unendliche,  so  hat  man    lim2r(tÄ) 

n 
~2 


=  F(0)  =  —  und  infolgedessen 


F(t)-i*(l  +  *i)(l+*i)(l+*b)-.-  . 

Hat  man  eine  Tafel  für  die  Werte  von  F  konstruiert,  so  gestattet 
die  Formel  (11)  in  analoger  Weise  die  Werte  von  E  zu  berechnen. 
Solche  für  die  Anwendungen  sehr  nützliche  Tafeln  sind  von  Legendre 
konstruiert  worden  (auch  für  die  unvollständigen  Integrale)  und  heißen 
elliptische  Tafeln1).  Wir  beschränken  uns  hier  darauf,  einige 
Werte  daraus  zu  entnehmen: 

F( J)-l,617...,  F(-|-)-l,685...,  f(^)= 1,854...,  f(^)-2,156„., 
£(>-)- 1,526...,  £(i)- 1,467...,  tf(~=)- 1,350...,  Js(^)- 1,211.... 

Ast. 

760.    Übungen,     a)    Bei  dem  Integral  von ,  welches  wir  be- 

y  ainar 

x 
reits  (§  755,  f)  mit  Hilfe  der  Substitution  tg  —  =  t  behandelt  haben,  ist 

die  einfachere  Substitution  sin  x  =>  t  vorzuziehen.  Man  wird  dann  weiter 
durch  die  Substitution  t  =  cos2  tp  (welche  durch  die  Betrachtungen  des 
§749  nahegelegt  wird)  zu  folgendem  Normalausdruck  des  vorgelegten  In- 
tegrals geführt: 


_2  f    4?-.--y!  f-r=^=- 

J  Vl  +  cos*<p  J  yi  —  |  sin»«? 


Insbesondere  ist 


o 
b)  In  analoger  Weise  berechnet  man  die  Integrale 

/  *     dx  *        r_x^dx_ 

J  yT=x*    un      J  j/7=^' 

indem  man  x  =  cos  <p  setzt.     Sie  transformieren  sich  dadurch  bezüglich  in 
V*J  Vl-isia*»         ]/2,/  l/l-i«»>  ,/ 


Insbesondere  ist 

i 


/*---"  =    f.  WM -1,811 

J   j/l-j-4        ]/2       V}/2/ 


•  •  ) 


0 

1)  Legendrf»:  „Traite  dea  fonctiona  elliptiques14,  t.  II. 
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c)  Etwas  weniger  leicht  ist  die  Berechnung  der  Integrale 

/dx  r     dx 

Yi  +  x~*J    J  yr+&' 

Die   Substitution   x  =  —  1  +  Y&  tg*  ~  liefert,   angewandt  auf  das  erste, 

J*     dx      _  J_    r d<p 

Auf  das  zweite  Integral  muß  man  auf  Grund  des  am  Schluß  von  §  749 
Gesagten  die  Substitution 

x   ,t8v-(i  +  ^ä) 
tgv  +  Ci  +  yT) 

anwenden.     Dabei  transformiert  es  sich  in 

(2+y¥)d,. 


S\ 


}/sin49  +  6(8  +  2  }/¥)  sin"<p  cos1  tp  +  (»  +  2  ^2  )"  cos4  <p 
Der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  entsteht  durch  Multiplikation  von 

sin2?  +  (3  +  2 }/2)fcos*9  _  (3  +  2/2)*(l 4]^       sin2  9) 

mit  sin2  9  +  cos*  9  —  1 .     Also  ist 

/dx       ^    /•  (2— }/2)<Jq) 


'  sin'qp 


+  2yT 

Beachtet  man  ferner,  daß  man 

fttr  Ar  — - — __    hat    1*  «= r  —   — , 

8  +  2)^2  r      l+yi—  &      V* 

so  erhält  man  bei  Anwendung  der  Formel  (10) 


tf(^)-0»927 


/sin'ydy 
]/l  —  ib  cos  9 


d)  Wenn  das  Integral     i  ,  welches  uns  an  ein  anderes, 


bereits  berechnetes  erinnert  (§  725,  i),  zu  behandeln  ist,  so  beginne  man 
damit,  die  partielle  Integration  anzuwenden: 

Cetfcro,  Analyst*,  49 
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n 


r     sin»qp(/9  2    /*.  r t 2    /• /- - 

/  — rr— — --  -_—  =  ,    I  sin  <jp  a  1/ 1  —  A;  cos  qp  =  —  -r-  I  VI  —  k cos a>  •  cos  a»  aa> 
J   }/l  — £cos<p       *J  «  f 

0  0  0 


it 
2 


/Ä:  — cosqp      ,     /•     sin'qpdqp      2     /•    &  —  cos  tp 
}/l— Acosqp                J  >/ 1  —  *  cos  <p        **/  l/t^TtcöYy     V# 

0  0  0 

Das  letzte  Integral  wird,  wenn  man  <p  in  n  —  2<p  verwandelt, 

2  f '*  +  C°i2-y-  d<p  - 1  f  Vi  +  *  cos  29  dy  -  |  (1  -  H)  f  y_jg_ 

0  0  0 

oder,  wenn  man  noch  1  +  &  —  2  k  sin2  9  für  1  +  k  cos  2  9  schreibt, 


2 

k 
Also  ist 


^Kl/^H'-^O/fTi)!- 


/?fÜ£-,  -  4JSP'  f  *(Vr£) "  0  -  «>'(Vr$)}- 

0 

e)  Ein  elliptisches  Integral  kann  auch  mit  einem  Modul  k  >  1  vor- 
kommen; es  ist  aber  immer  möglich  dasselbe  auf  einen  zwischen  0  und  1 
enthaltenen  Modul  zu  reduzieren.     Man  betrachte  z.  B.  die  Integrale 

J]/l-*'sinV       J  K  *    *' 

0  0 

in  welchen  die  obere  Grenze  den  Wert  \n  nicht  erreichen,  sondern  nur  bis 
zu  einem  Maximalwert  a  gehen  kann ,  der  durch  die  Gleichung  sin  a  =  1  jk 
definiert  ist.  Wenn  q>  von  0  bis  a  geht,  so  wächst  die  Veränderliche  ^/, 
welche   mit   <p  durch   die   Relation   sin  t|/  =  k  sin  <p   verbunden   ist,    von   0 

bis    — ;    und  da 

dtp  dty 


\/^l  —  k*  sin* q>       yk*  —  sin*^ 
ist,  so  hat  man 


0 

« 


J  yi—k*~nn*'ip       k      \kr 


0 
Z  B.  ist 


jVr-*.iv->(7)  +  M*a)-*'(7)) 


/ 


1t  1t 

4  4 

4  (Im  /*  

,//     o  "^     =  1'311     •»       /  Vi"  2  sin*  9tf9-0,599  .  . 

0 
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f)  Man  beweist  in  der  Mechanik,  daß  für  ein  einfaches  Pendel  von 
der  Länge  l  die  Dauer  einer  vollständigen  Schwingung,  von  der  Ampli- 
tude 2a,  gemessen  wird  durch  das  Integral 

T= de 


Y  cos  6  —  cos  a 


wo  (f  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere  an  dem  Ort  der  Beobachtung 
bedeutet.  Diese  wichtige  Formel  dient  gerade  dazu,  g  in  jedem  Ort  der 
Erdoberfläche  zu  berechnen  und  durch  eine  große  Zahl  von  Beobachtungen 

die  Gestalt  dieser  Fläche  zu  ermitteln.  Setzt  man  k  =  sin  und  sin  - 
=  k  sin  q> ,  so  hat  man 

cos  0  —  cos a  =  2  (sin2  -  —  sin*  —  J  =  2 k* cos* q>. 

Beachtet  man  ferner,  daß,  wenn  0  von  0  bis  a  variiert,  <p  beständig 
wachsend  von  0  nach   —   geht,  so  findet  man 

Ist  a  sehr  klein,  so  darf  man  T  auf  das  erste  Glied  reduzieren,  welches 
von  a  unabhängig  ist,  und  erhält  so  einen  Beweis  für  den  Isochronismus 
der  kleinen  Schwingungen.  Will  man  eine  größere  Genauigkeit  haben,  so 
genügt  es  in  der  Entwickelung  von  T  ein  Glied  mehr  zu  nehmen.  Man 
kann   auch   die  Formel   (10)   anwenden,   nachdem  man  bemerkt  hat,  daß 

off 

im  vorliegenden  Falle  p  =  tg*  —  ist,  und  schreiben 

T i-1/1. 

cos"  —  9 

4 

g)    Ein   anderes   merkwürdiges  Integral,    welches   beim   Studium   der 
Wirbel  vorkommt,  ist  folgendes: 

2* 

_       ab   C  cosödö 

0  = 


y  V^T 


2*7  ya*  +  b*  +  c*  —  2a6cos0 

Wir  wollen  zunächst  das  Integrationsintervall  auf  die  untere  Hälfte  redu- 
zieren, indem  wir  bemerken,  daß  der  auf  die  obere  Hälfte  bezügliche  Teil 
des  Integrals  sich  in  den  andern  transformiert,  wenn  man  0  in  2  n  —  0 
verwandelt.  Man  kann  ferner  annehmen  ab  >  0;  denn  wäre  ab  <  0,  so 
brauchte  man  nur  0  in  n  —  9  zu  verwandeln,  um  zu  der  ersten  Annahme 
geführt  zu  werden.     Andererseits  bemerke  man,  daß 

a2+6»  +  c»_2a6cosÖ  =  (a  +  6)8  +  c2-4a6cos2y  =  ^(l-ifc8cos22) 

ist,  wenn  man  setzt 

fa_4o6__ 

(fi  +  b)*  +  c* 

49* 


i 
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Man  erhält  folglich,  wenn  man  als  Integrationsvariable  cp  —  ^(n  —  0)  wählt, 

n 

*        k  -./— r  /*       cosddß                    k  ,/—   r    cos  2  op  dop 
O  =  7r-Vab  §  -   , -_z_=_  = yab  I  J=- 


Schreibt  man   1  —  2  sin2  <p  für  cos  2  9 ,  so  kommt 

(D  =  k  h'lk:\  -4- 

Die  Formeln  (5)  und  (7)  führen  ferner  zu  einem  Ausdruck  für  <J>   durch 
eine  nach  steigenden  Potenzen  von  k  fortschreitende  Reihe: 


(12)  _  JL=  «  _  *f(*)  +  -J-  { E(k)  -  F(k) }  . 


#-^  +  i*  +  -) 


Zu  einem  einfacheren  Ausdruck  gelangt  man,  wenn  man  von  dem  Modul  k 
zu  dem  Modul 


_  l—l/l-  Jfc*       yto  +  ty'  +  c*  — V(p  — ty'  +  c» 
**  "~  1  +  yT^le*  ~~  y(a +  &)■  +  <?■  +  vT«  —  &)1  +  c* 

übergeht  unter  Benutzung  der  Formeln  (10)  und  (ll).     Beachtet  man  in 
der  Tat,  daß 

ist,  so  verwandelt  sich  (12)  in 

Mit  andern  Worten,  das  vorgelegte  Integral   ist  hiermit  reduziert  auf  die 
typische  Form  (§  748)  eines  elliptischen  Integrals  zweiter  Gattung: 


n 

y 


n  J  y\  —  p'sin'qp 

0 

Entwickelt  man  die  rechte  Seite  von  (13)  in  eine  Reihe,  so  erhalt    man 

•  -iV'MfcG'  +  f^  +  Hp»  +  •••)• 

Wenn  k  sehr  klein  ist,  so  ist  diese  Entwickelung  zweckmäßiger  als  die 
vorhin  aus  (12)  abgeleitete;  dagegen  ist  es  für  ein  sehr  nahe  an  1 
liegendes  k  zu  empfehlen,  direkt  auf  (12)  die  asymptotische  Formel  (6) 
anzuwenden. 

h)   Durch    eine   etwas   lange  Rechnung,  die   aber  keine  wesentlichen 
Schwierigkeiten  bietet1),  gelangt  man  zu  dem  Resultat 


1)  Schlömilch,  Comp,  der  höheren  Analysis,  Bd.  2,  S.  522.    Siehe  auch 
IS  „Bulletin  de  Darboux"  (1897.  p.  109). 
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n 
0 

wo  fc'  =  y  1  —  k%  ist;  und  hieraus  entspringen  dann  für  sehr  nahe  an  1 
liegendes  k  die  Formeln,  auf  welche  wir  am  Anfang  von  §  758  hingewiesen 
haben.  Wir  beschränken  uns  hier  auf  folgende  Bemerkung:  Bringt  man 
die  rechte  Seite  auf  die  Form 

-4{F(*)-|}log*-|{F(A0  +  log*} 

und  läßt  k  nach  0  konvergieren,  so  erhält  man,  wenn  man  sich  erinnert 

"I 
(§  721,  d),  daß  /log sin q> dtp  den  Wert  —  ylog2  hat,   und   dann  k   mit 

k'  vertauscht, 

lim  [F(k)  +  logj/T-  k*}  =  log  4. 


k  =  l 


Diese  Formel  schließt  nicht  nur  die  Formel  (6)  ein,  sondern  sie  gestattet 
in  ihr  und  in  Formel  (8)  eine  kleine  Korrektion  anzubringen,  dadurch, 
daß  man  die  Differenz  zwischen  der  linken  und  der  rechten  Seite  von  (6) 
nicht  gleich  Null,  sondern  gleich  log 4  setzt: 

F(k)  =  log  — - —  ,       E(k)  =  l+—--log  ,—J—   ■ 

i)  Um  den  Lesern  einen  Begriff  von  den  schwierigen  Fragen  zu 
geben,  die  sich  mit  Hilfe  der  elliptischen  Integrale  lösen  lassen,  wollen 
wir  hier  zwei  interessante  Formeln  vorbringen,  um  aus  ihnen  einige 
Schlüsse  zu  ziehen.  Wenn  k  von  0  nach  1  geht,  so  variieren  die  Inte- 
grale F(k)  und  F(k')  derart,  daß  das  Verhältnis  des  zweiten  zu  dem 
ersten  von  Null  nach  Unendlich  geht,  und  zwar  beständig  wachsend.  Wenn 
daher  eine  beliebige  Zahl  x  zwischen  0  und  1  gegeben  ist,  so  wird  immer 
ein  Wert  k  und  auch  nur  einer  existieren,  für  welchen  man  hat 

nl0^^^F(k)' 
Nun  läßt  sich  beweisen,  daß 


1  +  2x  +  2**  +  2x9+  2x"  +  •  ..  =  j/|-F(*) 

ist,   wo  k  die  Funktion  von  x  ist,   welche   durch  die  vorige  Gleichung 
definiert  wird.     Insbesondere  wird,  wenn  x  sich  der  1  unbegrenzt  nähert, 

mit  immer  größerer  Annäherung  F(k)  =  n*/2\og--  sein,  und  es  wird  da- 

x 

her  die  Summe  der  Reihe  die  Form  (vgl.  §  342,  c) 


i/S  -  /ä 


x 
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anzunehmen  streben.     Ebenso  bat  man 

1  -  2x  +  2a4  -  2s9  +  2x" =  Y~VF(k) 

und  infolgedessen  (vgl.  §  342,  d),  wenn  man  sich  an  Formel  (6)  erinnert, 

lim  (x  —  x4  +  x9  —  x1*  +  •  •  •)  =  -5- —  lim  1/* 'log-rr  =  -5-  • 

x  =  l  *  V2*  4  =  0  \  kz 

Dagegen  ist  für  k  =  l/]/2,  weil  alsdann  auch  &'  =  1/^2  ist,  x  —  t~*y 
mithin 

1  +  2e~"  +  2e~**  +  2er*"  +  •  •  .  —  |/Xf?X\  ä  1,086..., 

1  -  2e~*  +  2e~**  -  2e~9n  +  •  •  •  =  y^F\^\=  0,913 

Will  man  ferner  k  mit  k'  vertauschen,  so  muß  man  x  durch  eine  andere 

1  1 

Zahl  x    ersetzen,  die  an  x  durch  die  Relation  log — log  —  =  «*  gebunden 

ist;  und  da  man  andererseits  hat 

(l  +  2*+2*<  +  2*»+-..)(log-|)   -  j/-iF(*)F(tf), 

so  sieht  man,  daß  die  linke  Seite,  ebenso  wie  die  rechte,  ungeftndert  bleibt, 
wenn  man  x  durch  x  ersetzt.  Man  gewinnt  dadurch  einen  Beweis  für 
eine  früher  angegebene  Relation  (§  342,  c).  Endlich  bemerke  man,  daß, 
wenn   man    mit  Hilfe  der  Landenschen  Substitution  von  dem  Modul  k  zu 

2  Vit 
x  =  -   \\.  übergeht,  dieselbe  auch,  in  umgekehrtem  Sinne  angewandt,  von 

"■* 

H  zu  x'  =  V^l  —  x2  führt.     Auf  Grund  von  (10)  ist  also 

F(x)  =  (1  +  *) F(*),        F(x')  -  i (1  +  *) F(*), 
während  der  x  entsprechende  Wert  §  von  x  so  beschaffen  ist,  daß  man  hat 

Li     *  _  F(-*>  _  *  F(*')  _  JL 1    1 

d.  h.  §  =  ]/ x.     Mithin  wird 


1  +  2Vx  +  2]/xl+  2}/x9  +  •••  =  Y  l  (1  +  *)F(*), 

1  -  2|/*  +  2^?-  2^  +  --.  =  j/-^(l-*)F(*). 
Verwandelt  man  aufs  Neue  ft  in  x,  so  erhält  man 

1  +  zYz  +  2\/xA  +  2  V*9  +  •  '  '  =  (l  +  /*)]/  J  F(k)  , 

1  -  2  \/x  +  2  V-'4  ~  2  V*9  + (l  -  -)/*)  J/If(*)  , 

und  daraus  ergibt  sich 
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Andererseits  ist 

1  —  2x  +  2x*  —  2x9  + 


l  +  2x+2x*  +  2x9-\ 

Erhebt  man  jetzt  zur  vierten  Potenz  und  addiert,  so  findet  man  die 
Identität 

(2V*  +  2V^+2V^+-..)4+(l  -2x+2x4-2x*  +  '-Y 

—  (1  +  2x  +  2x*  +  2x9  +  •  •  -)4. 

Hieraus  kann  man  leicht,  indem  man  die  Koeffizienten  gleicher  Potenzen 
von  x  auf  der  linken  und  rechten  Seite  einander  gleich  setzt,  folgenden 
arithmetischen  Satz  ableiten:  Die  Anzahl  der  möglichen  Zerlegungen 
einer  ungeraden  Zahl  in  vier  Quadrate  ist  achtmal  so  groß  wie 
die  Anzahl  der  möglichen  Zerlegungen  der  vierfachen  Zahl  in 
die  Quadrate  von  vier  ungeraden  ganzen  Zahlen. 

761.  Eulersohe  Integrale.     Man  nennt  so  die  Integrale     .  / 

y./t«  ,-*.(  c  i, 

1  OD 

J*0—1(l  —  xy-1dz,     fxt*-le-xdx.  /    * c  3 

0  0 

Das  erste  heißt  ein  Eulersches  Integral  erster  Gattung.  Es  ist  eine 
Funktion  der  beiden  positiven  Veränderlichen  /*  und  v,  eine  Funk- 
tion, die  offenbar  symmetrisch  ist  (wie  man  durch  Vertauschung  von  x 
in  1  —  x  erkennt).  Das  zweite  Integral,  welches  eine  Funktion  der 
einen  positiven  Veränderlichen  fi  ist,  heißt  von  zweiter  Gattung. 
Wir  haben  gesehen,  daß  das  zweite  Integral  gleich  -T(fi)  ist,  und 
werden  dieses  Resultat  jetzt  wiederfinden,  indem  wir  das  erste  Integral 
unter  der  Voraussetzung  eines  ganzzahligen  positiven  v  berechnen. 
Nimmt  man  außerdem  an  v  >  1 ,  so  liefert  die  partielle  Integration 

i  i 

yV-^l-s)*-1«?*«  —  fxr(\-xy-%dx 

0  0 

1  1 

=  *^fxp-1(l-xy-*dx--—faf-1(l-xy-1dx, 

woraus  man  entnimmt 

i  i 

mithin  bei  successiver  Anwendung  dieser  selben  Formel 
i  i 

CxK-Vl-xY-idx-   '-V-.JL-J   ... _L_  fx"-ldx=- (y~1)! 

\*    vi   x)    ax-^_tp+,_t  H-y  M(^+i)-o*+v-i) 


»     -t    IX 
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Verwandelt  man  nun  x  in  x/v,  so  findet  man 


jU(i-*-)'-W 


V 


!*"-* 


0 

Läßt  man  v  über  alle  Grenzen  wachsen  und  erinnert  sich  (§  252,  c) 
an  die  Definition  der  Funktion  F,  so  kommt 

ao 

j  xr-le-xdx  =  r{jk). 
o 

Man  bemerke  hier,  daß  die  Verwandlung  von  x  in  nx  zu  der  Formel 

T(fO 


(14)  fa?-le- 


dx 

0 

fiihrt,  die  wegen  ihrer  zahlreichen  Anwendungen  von  Wichtigkeit  ist 

762.  Wir  wollen  jetzt  beweisen,  daß  auch  die  Integrale  erster 
Gattung  durch  die  Gammafunktion  ausdrückbar  sind.  Die 
Substitution  x  =  y/(l  +  y)  gibt 

1  oo 


faf-Ul-xy-'dx  =   f  f—**- 


und  man  kann  der  rechten  Seite  die  Form  eines  Doppelintegrals 
geben,  indem  man  die  Formel  (14)  benutzt,  in  welcher  /t  in  ft-f-y 
und  n  in  1  +  y  zu  verwandeln  ist: 


00  00 


^o^)/^~,rfy/^+'~,e~<,+',I^ 

0  0  0  0 

Nun  hat  man  auf  Grund  derselben  Formel  (14) 

ao 

(15)  jr->e-*,dy  =  !Mt 

folglich 

ao  x  ao 

fx»+"-le-xdxfy»-le-x'dy~  r(ii)J*x"-1erxdx  —  r(p)r(v). 


0  0 

Also  ist 


i 


(i6)  /^-.(i-^-.rfx-.^)^..-    #/'«..>; 

Man  kann  somit  jedes  Eulersche  Integral  berechnen,  indem  man  die 
auf  Veranlassung  von  Gauß1)  (bis  auf  20  Dezimalen)  berechneten 
Tafeln  für  log  r(x)  benutzt. 

1)  G  au  ß'  Werke,  Bd.  III.  Siehe  auch  den  zitierten  „Traitä"  von  Legend re,  t  IL 
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763«    Die  Formel  (16),  die  in  den  Anwendungen  sehr  nützlich 
ist,  bietet  sich  häufig  unter  der  Form 

rt 

(17)  /**»-*$  ■  cos"-*  .  *•- 1  •  %&£&, 

o 

auf  welche  sie  sich  reduziert,  wenn  man  x  —  sin8  0  setzt.  Ins- 
besondere kann  man  für  (i  =  v  aus  ihr  einen  Beweis  für  die  Le- 
gendresche Formel  (§  252,  d)  gewinnen,  wenn  man  sich  erinnert, 
daß   r{\)  =  y%  ist.     In  der  Tat  hat  man 

n  n 

T  T 


0 

n 

*  T 


woraus  sich  ergibt 

Hiernach  folgt  aus  (17)  für  jeden  positiven  Wert  von  (i 

und  es  ist  auf  diese  Weise  eine  Verallgemeinerung  eines  früheren  Re- 
sultates (§  727,  g)  gewonnen. 

764«    Übungen,     a)  Das  Integral  von  tg*zdx  zwischen  0  und  - 

läßt    sich    mit    Hilfe    von    (17)    berechnen,    indem    man    2p  —  1—n, 
2  v  —  1  =  —  n  setzt,  sodaß  wegen  p  -f-  v  =  1 


IC 

T 


/■ 


0 

Benutzt  man  die  Formel  (§  464,  e) 

(19)  rGWi-,)-^, 

so  sieht  man,  daß  für  Inj  <  1 


n 

v 


20) 


V  2C08  — 
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n 
T 


/dx  n 

i/rr-  Ä  S7± ,    wie    sich    auch    aus    einem 

o 
früheren    Übungsbeispiel    herleiten    läßt    (§  755,  d).      Die    Einschränkung 

|n|  <  1  ergibt  sich,  abgesehen  von  den  Gültigkeitsgrenzen  der  Formel  (17), 
auch  aus  früheren  Bemerkungen  (§717,  a),  da  tg"£  für  £  =  -ö~  °^er  ^ 

x  =  0  von  der  Ordnung  |  n  \  unendlich  wird,  je  nachdem  n  positiv  oder 
negativ  ist.  Man  kann  daher  a  priori  behaupten,  daß  das  Integral 
für  |n|I>l  nicht  existiert. 


_  dx 

b)  Um  das  Integral  von  — -  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  zu 

yi— x" 

berechnen,  verwandle  man  x  in  xn.     Das  Integral  wird  dann 

0 

Daraus  folgt  nach  (19) 

l 
dx 


J  Vi 


Vl-x"  ■     * 


n  sin 
n 


vorausgesetzt,  daß  n  >  1  ist.  Übrigens  läßt  sich  auch  das  unbestimmte 
Integral  leicht  in  algebraisch-logarithmischer  Form  berechnen,  da  es  sich 
um  ein  binomisches  Differential  handelt,  welches  der  zweiten  Integrabilitlts- 
bedingung  (§  751)  genügt.     Um  es  auf  rationale  Form  zu  bringen,  braucht 

man  nur  x  =  1  /Vi  +  P   zu  setzen. 

dx 

ysinx 
werden  soll,  so  kann  man  die  Formel  (18)  anwenden,  welche  sofort  liefert 


CLX  1t 

c)    Wenn    das    Integral    von   — — —    zwischen    0    und    —   berechnet 


/ 


n 

dx        r»(f) 


|/sinx       2}A>ä 


Die  Vergleichung  dieses  Resultates  mit  dem  in  §  760,  a  bereits  erhaltenen 
führt  zu  folgendem  Ausdruck  eines  Eulerschen  Integrals  durch  ein 
elliptisches  Integral: 

r(tf  -  2"[/V"kP(^)  =  3,625  .... 

Es  folgt  ferner  aus  (19) 

r(f)-«V2/rtt)-i,M5.... 

«C*  d  J™ 

d)    Auch  das  Integral   von  —== — —  zwischen  0  und  1  läßt  sich  leicht 

^1  —  x4 
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auf  die  Form  eines  Eulerschen  Integrals  erster  Gattung  bringen.  Man 
braucht  nur  t  =  #*  als  Integrationsvariable  zu  wählen,  um  auf  Grund 
von  (16)  zu  erhalten 

r  ***  =  i  rt—(1  -  a-  jdt  =  Yi  _L_*_i 

Ö  0  \     4     / 

oder  nach  der  Formel  von  Legendre 


/ 


x"dx     =  2~~*~ 


m 


Z.  B.  ist 


i 


0  •  V         \V2,) 

Die   Vergleichung    des    letzten   Resultates  mit  einem    früheren    (§  760,  b) 
liefert  folgende  Relation  zwischen  den  Werten  von  F  und  von  E,  welche 

dem  Modul  l/)^2   entsprechen: 


(yt)      *F\VV  +  iF(JL\ 


e)  Ein  anderes  Integral,  welches  sich  leicht  auf  die  Gammafunktion 
reduzieren  läßt,  ist  folgendes: 


» C  sin"      (p  d<p 


Man  kann  immer  annehmen  k  ^  0;  denn  wäre  k  <  0,  so  brauchte  man 
nur  q>  in  jc  —  q>  zu  verwandeln,  um  wieder  auf  den  Fall  A"  >  0  gefuhrt 
zu  werden.  Man  bemerke  ferner,  daß  für  »  <^  0  die  Funktion  an  den 
Grenzen  des  Integrationsintervalles  von  der  Ordnung  1  —  n  ^  1  unendlich 
wird.  Daraus  folgt  (§  717,  a),  daß  das  Integral  nur  für  n>0  existieren 
kann;  und  in  der  Tat  existiert  es,  wenn  k  <  1  ist,  weil  dann  die 
Funktion  im  Innern  des  Integrationsintervalls  endlich  und  stetig  ist.  Das 
Integral  existiert  dagegen  nicht  für  k  =  1 ,  weil  in  diesem  Falle  die 
Funktion  an  der  oberen  Grenze  des  Intervalls  von  der  Ordnung  n  +  1  >  1 
unendlich  wird.  Ist  ferner  &>  1,  so  wird  die  Funktion  für  q>  =  a,  wo- 
bei cosa  =  — l/#  ist,  unendlich  von  der  Ordnung  n.  Das  Integral 
existiert  also  auch  für  k  >  1 ,  vorausgesetzt,  daß  n  <  1  ist.  Um  es  ini 
ersten    Falle   (0^&<1,  n  >  0)    zu   berechnen,   braucht   man    nur  die 

ö         ^  /  1  —  Z*        A) 

Substitution  tg~=»  ^-fttg|  zu  benutzen,  die  wegen  ihrer  Ver- 
wendung bei  verschiedenen  die  Ellipse  betreffenden  Fragen,  besonders  in 
der  Astronomie,  von  Bedeutung  ist.  Man  wird  zu  dieser  Substitution  in 
der  natürlichsten  Weise  geführt,  wenn  man  von  der  exzentrischen  Anomalie  qp, 
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die  die  Lage  eines  Ellipsenpunktes  definiert,  zu  den  Polarkoordinaten  (r,  0) 
übergehen  will  und  dabei  als  Pol  einen  der  Brennpunkte  wählt,  während 
die  Polarachse  nach  dem  andern  Brennpunkt  gerichtet  ist  Offenbar  ist  r 
die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Seiten  ka -\-  acosqp 
und  6  sin  gp  sind ,  sodaß  man  hat 

r*  -  a*  {(k  +  cosy)*+  (l  -  fc')sin29>}  -  a'(l  +  *co8g>)f, 
d.  h.  r  =  a  (1  +  k  cos  q>) ,  mithin 

.     ~       V 1  —  k*  •  sin  w  A         k  +  cos  q> 

sin  0  =   ■-  — r, ,       cos  0  =  .    .' . — — , 

1  +  *  cos  9  1  -f-  ifc  cos  <p  ' 

woraus   durch  Differentiation  der  einen   oder  der  andern  Gleichung  folgt 


d0  =  y~  ,.*'**,    d.h.    rd0  =  bdcp. 
1  +  ifc  cos  qp  '  ^ 

Man  leitet  überdies  aus  denselben  Gleichungen  ab 


0  sinö      _      ]/l — &*sinqp      -■  /  1  —  k       tp 

g  T  ~~  i  +  co80  ~~  (T+  ifc) (i  +  cos  q>)  ~~  r    i  + ifc  ^T " 

Da  nun  0  beständig  wachsend  von  0  nach  n  geht,  wenn  q>  von  0  nach  n 
variiert,  so  hat  man  offenbar 


(1  _  k*)*  f(*±±—)~1-*^-  Ä    fmn-i$d6  -  2  /  si 

v  y  J  Vi  +  *  cos  <p/       1  +  k  cos  <p       J  J 

o  oo 


sin"-««** 


oder  nach  (18) 


.  '-'■'& 


(1— ifc1)*  I» 

Will  man  den  zweiten  Fall  (fc  >  1,  0<n<l)  behandeln,  so  beschränke 
man  die  Integration  auf  das  Intervall  (0,  a),  um  zu  vermeiden,  daß  die 
zu  integrierende  Funktion  imaginär  werden  kann.  Wendet  man  die  Sub- 
stitution  tg  —  =  1/  .         tg  ^  an  und  beachtet,  daß  0  beständig  wachsend 

von  0  nach  geht,  wenn  q>  von  0  nach  a  variiert,  so  erhält  man  durch 
eine  ganz  analoge  Rechnung  wie  oben  das  Resultat 

f  im-1  yd*  1  f.   „_1Ä       _.Ä  ,Ä        r(T)r("V>) 

I  ,*   i  i         T,  a I  sin"    ^flcos  "0a0  — 

J  (1  +  *C08<)p)"  *  J  * 

f)    Wir   wollen  jetzt   nach   einem   Verfahren,   welches   wir   in   einem 
speziellen  Falle  (§  740,  d)  bereits  angewandt  haben,  die  Integrale 

/W  /'tinx 

./     *"         ' I    y 

o  5 
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berechnen,  wobei  p  eine  positive  Zahl  darstellt,  die  im  ersten  Integral 
kleiner  als  1,  im  zweiten  kleiner  als  2  ist.  Daß  die  Integrale  für  andere 
Werte  von  p  nicht  existieren  geht  aus  der  Bemerkung  hervor  (§  717,  a), 
daß  die  zu  integrierenden  Funktionen  für  x  =  0  von  fi-ter  bezw.  (fi  —  l)-ter 
Ordnung  unendlich  werden.  Dies  vorausgeschickt  transformiere  man  mit 
Hilfe  von  (15)  die  vorgelegten  Integrale  in  Doppelintegrale: 


ao     oo  co     oo 


r(p) I  I yft~le~x*C08xdxdyi    txüsJJ  y*~le~x*sinxdxdy 


Erinnert  man  sich  an  die  Werte 

oo 


/e~x'coaxdx  =  r~.-,        /  e~x*  sinxdx  =  • 
1  +  y* '      j/                             l  -fr-  V 


t  ? 


die  in   einer  früheren  Übung   (§740,  j)   gefunden   worden   sind,  so   redu- 
zieren sich  jene  Doppelintegrale  auf 


0  0 

Inzwischen  liefert,  wenn  man  an  das  Resultat  (20)  denkt,  die  Substitution 

n 

yn*y 


/> 


*-,*•  ftffOdO i— ,      (-l<n<l). 


Also  ist 


CO  00 


/cosa;  .  *  /'sina;  ,     _^  * 

*"  sr^coB^'     ^  *"  2i»sin^ 

Insbesondere  ist  * 


/^*-Vt.    / 


sinx  . 

— —  da; 


765«  Wir  wollen  zum  Schluß  eine  wichtige  Formel  beweisen, 
welche  r(x)  mit  großer  Annäherung  zu  berechnen  gestattet,  wenn  x 
sehr  groß  ist.     Man  gehe  von  der  Definitionsformel  (§  252,  a) 


n 


aus  und   schreibe,   indem   man  auf  beiden  Seiten   die   Logarithmen 
nimmt. 

OD 

log r(x) log* +2* {*  log(»+  1)  —  (*—  !)  log*  ^  lo8  (*  +  *)}• 
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Mau  schaffe  rechts  die  Logarithmen  fort  mit  Hilfe  der  Formel 


CO 


log  x  =  f  ^  =  /  dxfe-**dt  =f(e-'  -  e~**)  ~  - 


0  0 

Dann  findet  man  durch  eine  leichte  Rechnung 


OD 


(21)  log  r(x)  -f[(z  -  l)e~<  -  -~^~)di, 

0 

ferner  durch  Integration   nach  x  zwischen  x  und   x  -f  1    und   unter 
Erinnerung  an  die  Formel  von  Raabe  (§  721,  i) 


OD 


X 


log  x-z  +  log^»  =/{(*-  1-^^-+^.]^. 


Die  rechte  Seite  läßt  sich  zerlegen  in 


OD 


/((*  - > -  ,"',=->- + (!■  +  9-")".'  +  i  fc-  -  '-< 


0 

Also  ist 


CO 


(*-?)  ^-*+,««^-/|(*-i-i_i.-.)'-+(j+jHt- 


0 

Jetzt  wird  die  Formel  (21) 


ao 


log  I\X)  =  (x-  \)  log  *  -  x  +  log  j/2*  +  f(—\=r,  ~  \  ~  *)*—  y  • 

0 

Nimmt  man  in  den  bekannten  Ungleichheiten  (§  221) 

1  <  ("-  T)  1o<?«1-1  <  l  +  12n(n  -  1) 
n  =  1/(1  —  e~*))  so  findet  man 

0<_A_   _l_l<''+'-,-»<< 

1       e"f         *  2  12'  12 

und  kann  folglich  schreiben 


<x> 


e 


S(ilr--\-\Y"?-*Sr"M 


wobei  0  eine  Zahl  zwischen  0  und  1  darstellt.     Es  ist  somit 

(1  \  A 

*  -  T)  log  x  -  x  +  log  V2»  +  lsi- 
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Geht  man  von  den  Logarithmen  zu  den  Numeri  über,  so  findet  man 

schließlich 

i  e 

*—  ^r     —  *  +  77T- 


Aus  dieser  Formel  ergibt  sich  insbesondere  die  Formel  von  Stirling 
(§  221),  wenn  man  x  einer  ganzen  Zahl  n  gleichsetzt  und  beachtet, 
daß  n!  =  nr(n)  ist. 


Anwendungen  auf  geometrisches  Hessen. 

Längen. 

766.  Da  wir  das  Differential  und  infolgedessen  die  Derivierte 
des  Bogens  s  einer  Kurve  in  Bezug  auf  irgend  eine  Veränderliche  t 
zu  berechnen  wissen  (§§  583,  630),  so  sind  wir  jetzt  in  der  Lage 
durch  die  Integration  zu  dem  Bogen  selbst,  ausgedrückt  als  Funktion 
von  /,  zu  gelangen: 


s 


-fVSff +60" +(£)'•*■ 


Insbesondere  wird  man  bei  ebenen  Kurven,  die  in  cartesischen  Koor- 
dinaten (x}  y)  oder  in  Polarkoordinaten  (r,  ff)  gegeben  sind,  x  bezw.  0 
als  Integrationsveränderliche  annehmen  können  und  wird  also  haben 

s=fV\  +  y'*dx    bezw.    s=fyr*  +  r'*dO. 


767.     Beispiele,     a)  Bei  der  Astroide,  die  durch   die  Gleichung 

s*  +  V *  -  a*  dargesteUt  wird,  hat  man  y  -  —  ft)  ,  Yl+y  *  =  (£)  • 
Legt  man  also  den  Anfangspunkt  der  Bogen  nach  (0,  a),  so  ist 


s 


a*  /  x'^dx  —  f  a*x  . 


Insbesondere  ist  Ja  die  Länge  des  ganzen  in  dem  Winkel  xOy  enthaltenen 
Bogens  und  daher  die  Gesamtlänge  der  Astroide  gleich  6a. 

b)  Die  logarithmische  Kurve  y  =  aea  läßt  sich  darstellen,  indem 
man  setzt  z  =  a  log  tg  <p,  y  =  a  tg  <p.  Daraus  folgt  (durch  Anwendung  der 
partiellen  Integration  oder  auch  durch  Multiplikation  mit  sin*9)  +  cos*<p=l) 


s 


=  al  i^  -  -2-  +  a(  4-^-  -  a  (sec  <p  +  log  tg  %)  +  Const. 
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Will  man  z.  B.  s  von  dem  Scheitel  oder  dem  Punkt  größter  Krümmung 

(y  =  a/y2)  aus  rechnen,  so  findet  man 

c)   Bei  der  Kettenlinie  gleichen  Widerstandes,  die  durch   die 
Gleichung  y  =  —  a  log  cos  —  dargestellt  wird,  hat  man  y'—  tg   - ,  mithin 


a  •  °  a 


X 

=    /      ^  =  a  log  cot (f  -  j?) 

%/        COS  — 


s 

o  a 


Jetzt  sind  wir  in  der  Lage  (§  595,  m)  die  natürliche  Gleichung  der  Kurve 
zu  finden.     Wir  brauchen  nur  die  Gleichungen 

•*-'•<-«)•  •"■-%(t-Ö 

X 

zu  addieren  und  uns  zu  erinnern,  daß   q  cos  -   =  a  ist. 

d)  Die  Länge  eines  Bogens  der  Parabel  y*  —  2axy   der  durch  den 
Scheitel  halbiert  wird,  ist  (§  745,  c) 

s  -  |jW+  «'<*  -  2.  yy+  «'  +  «  log  *±]£*?. 
o 

Z.  B.  hat  der  Bogen,  dessen  Sehne  durch   den  Brennpunkt  halbiert  wird, 
eine  Länge,  die  1,147  •  •  •  mal  so  groß  ist  wie  die  Länge  der  Sehne. 

e)  Die  Länge  der  Lemniskate  r  =  j/sin^ö  (vgl. §§  589,m;  760, a)  ist 

n  n 


o  o 


Ähnlich  findet  man  bei  der  Sinuskurve  y^sinx  als  Länge  eines  voll- 
ständigen Bogens  (der  also  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Wende* 
punkten  enthalten  ist) 


n  n 

X  s 


2  / Yl  +  cos2 xdx—2Y2  f  |/l-^  sin2 x dx -  2}/2E(  p=)  -  3,820  • .  • 

0  0 

f)  Die  Gesamtlänge  der  Ellipse,  die  durch  die  Halbachsen  a  und 

b  =  a  yl  —  k*  definiert  ist,  oder  durch  die  halbe  Fokalachse  und  durch 
die  Exzentrizität  h,  wird 


§  767  Langen.  785 


n_  n 

t  i 


4  I  Yd*  cos*  <p  +  b*  sin*  <p  dq>  =  4  a  f  }/l  -  fr2  sin*  <p  dq>  =  4aE(k). 
0  0 

Bezeichnen  wir  also  mit  R  den  Radius  eines  Kreises,  der  denselben  Um- 
fang hat  wie  die  Ellipse,  so  können  wir  schreiben  (§  757) 

R  =  - i  (k)  -  a  ^1  -  -  -  —  -  ^  -  J^i  -  g5^6 y 

Man  kennt  mancherlei  Näherungsausdrücke  für  i?;  aber  die  einfachsten 
lassen  sich  bilden  mittels  der  Zahlen 

a'-*(a  +  6)f    b'-Väb,    a"=±(a'+b'),    b"=Y^rb' 

u.  s.  w.  Wenn  k  sehr  klein  ist,  so  kann  man  sich  unter  Vernachlässigung 
aller  Potenzen,  welche  die  zweite  übersteigen,  darauf  beschränken  R  =  a 
zu  nehmen;  aber  dieser  Wert  ist  nicht  befriedigend  genug.  Sucht  man 
dagegen  in  der  Entwickelung  von  R  die  Potenzen  bis  zur  sechsten  zu 
bewahren,  so  wird  man  dazu  geführt,  Ä=36"  —  26'  oder  R  =  $(3a  —  b') 
zu  nehmen,  Werte,  die  a  auch  deshalb  vorzuziehen  sind,  weil  sie  den 
genauen  Wert  von  R  immer  einschließen.  Übrigens  kann  man  den  ersten 
durch  das  arithmetische  Mittel  aus  beiden  Werten  ersetzen,  also  durch 
R  =  \(3a  —  56'+  66"),  dessen  Entwickelung  mit  derjenigen  von  R  bis 
zur  zehnten  Potenz  von  k  übereinstimmt;  u.  s.  w.  So  erhält  man  z.  B.  im 
Falle  a  =*  1  und  b  *=»  ^ 

fl'Ä"4'     *'Äl/2'     *''-TV7f'     !(»•'- «'+«n-0,7709..- 

Die  elliptischen  Tafeln  (§  759)  Hefern  R  —  ^  ^(2)  Ä  °>7709 

g)   Die  Gesamtlänge   der  (§  589,  k)   Schnecke   r  =  a  cos  0  +  6  ist 

TT 

/r  ¥ 

2  fVa*  +  lb*+  2a&cos0<*0  -  4  I  V(a~+J)%  -  4a&  sin^dy 

Wenn  c  die  größte  und  pc  die  kleinste  der  Zahlen  a  und  b  ist,  so  ge- 
stattet die  Formel  (11)  des  §  758,  den  letzten  Ausdruck  folgendermaßen 
zu  schreiben: 

8c\Eb)-i(l-r')F(n)\. 

Z.  B.  ist  die  Länge  der  Schnecke  mit  zwei  zusammenfallenden  Wende- 
punkten (b  =  2a)  3,341  •  •  •  mal  so  groß  wie  die  Strecke,  welche  die 
Kurve  auf  der  Symmetrieachse  ausschneidet. 

h)  Es  soll  die  Länge  eines  Bogens  der  Hyperbel   ~i  —  r?  Ä  1    be- 

Ctitro,  Analyiii.  60 
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rechnet   werden,   der  zwischen   dem   Scheitel  (0,  0)   und  einem   beliebigen 
Hyperbelpunkte  (x,  y)  mit  positiven  Koordinaten  liegt    Bemerkt  man,  daß 

dx  =  a*y- dv  -  - y-y         ds  - lA'+^^^+l4 dv 

ist,  so  wird  man  dazu  gefuhrt  zu  setzen  y  =  --^===  und  erhält 

6  V^  +  ft» 


ViF+vJ  cos« 9  yT^Tb1  «Py ' 


wobei  fc  =  a/ya*  +  6*  ist,  also  l/£  die  Exzentrizität.  Multipliziert  man 
das  obige  Integral  mit  1  —  fc*  =  (1  —  &*  sin8  q>)  —  fc*  cos2  9,  so  spaltet  es 
sich  in  zwei  andere: 

(1  -  **)  f — _i^_^  =  /Vr=n?"sin"»  9  -^-  -  *»f(*.  «) . 

0  0 

Inzwischen  liefert  die  partielle  Integration 

(1)  J  1/1  -i*&?j  £>-  =  tg  „  -  Yi  -  *W  ,>  +  F  (*,  y)  -  £(*,  9) . 

0 

Also  ist 

Die  Berechnung  von  5  verlangt  in  jedem  speziellen  Falle  die  Benutzung 
der  Legendreschen   Tafeln   (mit  doppeltem   Eingang).     Man   beachte,  daß 

das  unendliche  Zunehmen  von  s,  wenn  <p  nach  —  konvergiert,  einzig  und 

allein  von  dem  letzten  Gliede  herrührt,  welches  den  Abstand  des  Mittel- 
punkts von  der  Normale  im  beweglichen  Endpunkt  darstellt. 

i)   Betrachten   wir  die  Logocyklika  (§  602,  b),  welche  durch  die 
Gleichung 

(2)  (x  +  y)(x'  +  ys)~2ax9 

oder  in  Polarkoordinaten  durch  r  =  — — -A   dargestellt  wird,  wenn  man 

t/2   cos©         °  ^ 

die  Symmetrieachse  der  Kurve  als  Polarachse  nimmt.  Die  Länge  eines 
beliebigen  beim  Scheitel  anfangenden  Bogens  ist 

^  -  ~\     /Vcos*  20  +  2  sin1  20  -  -^ 

y2j  cos*  0 

0 

iud  daher  die  Gesamtlänge  der  von  der  Kurve  gebildeten  Schleife 
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n  n 

~4  2 

a  }/2   fV^?2e+2  si^2Ö  •     -*    =  2a  f&  -^-i8i?>  a> 

f      J    r  cos*  0  J        1  +  sin  9         ^ 


TT 
2 


0 

Inzwischen  erhält  man  aus  (1) 


=  2a/(l-sin9)/l~i-sin^^. 


J^l-^V^tg*^ 


o 

und  eine  partielle  Integration  liefert  ans 


fsin     l/l  -  -  sin2     — ?--  =  (V1 -*"*»}*  _     L   /*-  ■*=??£= 
^  sin  <p  y  2  sin  9  ^^  ^       ^        cob  9       /0        1/2  e/  V1  +  cos*  V 

0  r    0 

}/l  —  \  ein*  9  1     .       cos  9  +  ]/l  +  C08*  <P 

""      "coiT^  ""  y  2    0g  1  +  }/ 2 

Also  ist 

J  v  ^  r  2         ^  cos"  9  cos  9     V  2  ^ 

Setzt  man  endlich  qp  —  -^-,  so  findet  man,  daß  die  Länge  der  Schleife 
der  Logocyklika 

,.{1  +  ^^(1^1-1)  +  ^)-^)}, 

d.  h.  2,489  •  •  •  mal  so  groß  ist  wie  die  Strecke,  welche  die  Kurve  auf  ihrer 
Symmetrieachse  ausschneidet.  Die  Eigenschaft  Bogen  zu  haben,  die  durch 
elliptische  Integrale  der  ersten  beiden  Gattungen,  d.  h.  durch  Bogen  von 
Kegelschnitten  ausdrückbar  sind,  kommt  unendlich  vielen  anderen  unikur- 
salen  Kurven  dritter  Ordnung  zu.  Sie  bilden  zusammen  mit  der  Logo- 
cyklika die  sogenannte  Klasse  der  zirkulären  Kurven  dritter  Ord- 
nung1). Diese  Kurven  können  alle  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellt 
werden,  in  welcher  man  auf  der  rechten  Seite  ein  Glied  von  der  Form 

(x  +  y)  (fx  +  <iy)  hinzuzufügen  hat.  a/|^2  bezeichnet  nach  wie  vor  die 
Entfernung  der  Asymptote  vom  Doppelpunkt. 

j)  Man  betrachte  die  Vivianische  Kurve,  den  Schnitt  einer  Kugel 

1)  Salmon-Fiedler,  Analytische  Geometrie  der  höheren  ebenen  Kurven, 
S.  221  ff. 

60* 
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mit  einem  Zylinder,   dessen  Basis  ein  über  einem  Kugelradius    als  Durch- 
messer beschriebener  Kreis  ist.     Aus  den  Gleichungen  der  Kurve 

#*  +  y*  +  z*  =  a*i     **  +  V%  —  öx 
entnimmt  man 

y%  =  x(a  —  x),     zf  «=  a(a  —  #), 

und  es  liegt  nahe  zu  setzen  x  =  a  cos2  9 .  Beschrankt  man  sich  auf  das 
Viertel  der  Kurve,  welches  in  der  Region  der  positiven  Koordinaten  liegt* 
so  hat  man  y  =  a.sin  <p  cos  9,  £~asinqp.  Die  letzte  Gleichung  sagt 
aus,  daß  q>  die  Breite  des  Punktes  (2,  y,  e)  ist,  während  man  aus  dem 
Ausdruck  von  x  leicht  ableitet,  daß  q>  der  Wert  der  Länge  desselben 
Punktes  ist.  Die  Vivianische  Kurve  läßt  sich  also  auf  der  Kugel  auch 
definieren  als  der  Ort  der  Punkte,  deren  Länge  gleich  der  Breite 
ist.     Dies  vorausgeschickt  hat  man 

dx  =  —  o  sin  2(pd(p,     dy  =  a  cos  2  cpdy,     dz  =—  a  cos  <pd<py 

woraus  sich  durch  Quadrieren  und  Addieren  ergibt  d**— »a*(l  +  cos1 9)^9*. 
Mithin  ist  die  Gesamtlänge  der  Kurve 

rt 
i 

4a  j'yi  +  cos8  <pdq>  =  4aY2    e(~=Y 
0 

Mit  andern  Worten,   die  Vivianische  Kurve  auf  der  Kugel  vom  Radios  a 

ist  ebenso  lang  wie  die  über  den  Halbachsen  a  und  ay2  beschriebene 
Ellipse,  d.  h.  so  lang  wie  der  mit  1,216  •  •  •  multiplizierte  Umfang  eines 
größten  Kreises.  Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  noch  leichter  durch 
folgende  Bemerkung:  Wenn  der  Zylinder  auf  eine  Ebene  abgewickelt 
wird,  so  verwandelt  sich  die  Kurve  in  zwei  vollständige  Bogen  einer 
Sinuskurve.  Umgekehrt  hat  man,  um  die  Vivianische  Kurve  zu  kon- 
struieren, das  Paar  von  Sinuskurven  y  =  ±  a  sin  —  zu  zeichnen  und  ans 

dem  Papier  das  Stück  auszuschneiden,  welches  zwischen  zwei  durch  die- 
selben Wendepunkte  begrenzten  Bogen  liegt.  Biegt  man  das  Papierstück 
derart,  daß  die  gemeinsame  Sehne  der  beiden  Bogen  ein  Kreis  wird,  so 
verwandelt  sich  der  Band  in  die  Vivianische  Kurve,  welche  der  Kugel 
vom  Radius  a  angehört 


Bbene  Fliehen, 

7tt8.  Um  die  Fläche  auszuwerten,  die  zwischen  der  Karre 
y  ■-=  f(x),  der  Abscissenachse  und  den  zu  den  Abscissenwerten  a  und  b 
gehörigen  Ordinaten  enthalten  ist,  teilen  wir  (a,  b)  in  Intervalle 
hl9  A*,'',  /'„  und  machen  folgende  Bemerkung:  Der  Streifen,  welcher 
von  den  in  den  Endpunkten  des  Intervalles  h{  errichteten  Ordinaten 
begrenzt  wird,  läßt  sich  ersetzen  durch  ein  Rechteck  mit  der  Grund- 
linie //,    und   einer  Höhe  yif   die    zwischen   dem    kleinsten   und   dem 
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größten  Wert  von  y  in  ht  liegt.     Die  gesamte  Fläche  A  wird  also 

immer  durch  ^hiyi  dargestellt,  wenn  die  Intervalle  h{  an  Zahl  zu- 

i 

nehmend   gleichzeitig  der  Null  zustreben;   und  da  unter   diesen  Be- 
dingungen die  genannte  Summe  nur  das  Integral  von  ydx  in  (a,  b) 

b 

als  Grenzwert  haben  kann,  so  ist  notwendig  A  =  fydx.    In  analoger 


a# 


Weise  läßt  sich  zeigen,  daß  die  zwischen  einem  Bogen  der  Kurve 
r  =  f(6)  und  den  Radienvektoren  in  den  Endpunkten  enthaltene  Fläche 

b 

A  =  ^fr*dO   ist,   wo   a   und   b   die   äußersten   Werte   von    0   sind. 

a 

Handelt  es  sich  ferner  darum,  die  Fläche  auszuwerten,  die  von  einer 
geschlossenen  Kurve  umgrenzt  wird,  in  dem  einfachsten  Falle,  wo  die 
Kurve  von  keiner  Parallelen  zur  y-Achse  oder  von  keiner  vom  Pol 
ausgehenden  Geraden  in  mehr  als  zwei  Punkten  getroffen  wird,  so 
hat  man 

b  b 

(3)  A=f(ß-a)dx,    A  =  $f(ß2-a*)d0. 

a  a 

Dabei  sind  cc,  ß  der  kleinste  und  der  größte  der  beiden  Werte  von  y 
(oder  von  r),  die  jedem  Werte  von  x  (oder  von  6)  entsprechen,  und 
a,  b  die  äußersten  Werte  der  Integrationsvariablen  (für  gewöhnlich 
Wurzeln  von  ß  —  a).  Wir  sind  zu  den  obigen  Formeln  gelangt  durch 
Zerlegung  der  Fläche  in  infinitesimale  Elemente  von  erster  Ord- 
nung. Wir  können  sie  aber  auch  in  infinitesimale  Elemente  von 
zweiter  Ordnung  zerlegen,  indem  wir  als  solche  im  Falle  der  car- 
tesischen  Koordinaten  die  über  den  Seiten  dx  und  dy  konstruierten 
Rechtecke  annehmen,  im  Falle  der  Polarkoordinaten  die  Rechtecke 
mit  den  Seiten  dr  und  rdO.  Alsdann  ergibt  sich  auf  Grund  der 
Definition  des  Doppelintegrals  die  eine  oder  die  andre  der  Formeln 

A  «=  ff  dz  dy  y    B  =  ffr  drdO.     Diese   schließen    die   Formeln   (3) 

ein,  wie  man  erkennt,  wenn  man  schreibt 

b  /?(*)  b  fi(B) 

A=fdzfdy,    A=fddfrdr. 

a  a(x)  a  a(9) 

Sie  sind  aber  allgemeiner,  insofern  sie  zur  Berechnung  der  von  einer 
beliebigen  Kurve  umgrenzten  Fläche  dienen  können.  Man  hat  übrigens 
(§  738)  für  irgend  ein  System  krummliniger  Koordinaten 

wobei  die  Integration  über  die  auszumessende  Fläche  zu  erstrecken 
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ist  und  die  Vereinbarung  getroffen  wird,  die  einzelnen  einfachen 
Integrationen  in  dem  Sinne  auszufahren,  in  welchem  die  betreffenden 
Veränderlichen  wachsen. 

769.    Andere  Formeln  sind  besonders  in  dem  Falle  nützlich,  wo 

die  Koordinaten  x  und  y  der 
Punkte  der  Randkurve  als 
Funktionen  eines  Parameter»  t 
gegeben  sind.  Wir  werden 
diesen  Parameter  immer  so 
variieren  lassen,  daß  der  zu- 
gehörige Punkt  beim  Durch- 
laufen der  Randkurve  die 
Fläche  zur  Linken  läßt. 
Als  Element  wählen  wir  das 
Viereck  MM'L'L,  welches 
zwischen  zwei  vom  Anfangs- 
F.    9l  punkt  ausgehenden  unendlich 

benachbarten   Geraden    liegt 

Bemerken  wir  nun,  daß 

MML'L  =  OMM-  0LL'=  OMM'  +  OLL 

ist,  so  können  wir  als  positives  oder  negatives  Element  das  Dreieck 
OMM'  annehmen,  betrachtet  mit  dem  ihm  zukommenden 
Zeichen  (vgl.  §  348,  d): 

1  I 

x  +  dx   -=  -4-  (x  dy  —  y  dx) . 

V  +  dy 


1     1 


OMM9  -vjO 

io 


x 


Diesen  Wert  erhält  man  auch,  wenn  man  die  Hälfte  des  Produktes 
der  Basis  ds  mit  der  Höhe  x  sin  q>  —  y  cos  cp  nimmt.  Denkt  man 
sich  immer  x  und  y  als  Funktionen  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen t  ausgedrückt,  so  hat  man 

(5)  A-^K  l(x  ihj  "~  y  dx)  ' 

Da  ferner  der  Wert  des  Integrals  von  xdy  +  ydx,  erstreckt  längs  eines 
beliebigen  Bogens,  nichts  anderes  ist  als  die  Differenz  der  Werte  von 

xy  in  den  Endpunkten  des  Bogens,  so  ist  offenbar  f(xdy  +  ydx)=*Q, 

wenn  man  die  Integration  längs  der  ganzen  Randkurve  erstreckt 
Daraus  folgt,  daß  man  A  jede  der  beiden  folgenden  Formen  geben  kann 

(6^  A  =  /  xdy,    A=-  —  f  ydx. 

Dies  läßt  sich  übrigens  auch  konstatieren,  indem  man  in  geeigneter 
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Weise  die  doppelte  Integration    ffdxdy   ausführt.     Endlich   nimmt 

die  Formel  (5),  wenn  man  t  =  yjx  als  Integrationsvariable  wählt,  die 
Form  an 

(7)  A  =  \jx*dt. 

Dieselbe  ist  den  Formeln  (6)  vorzuziehen,  weil  sie  nicht  die  Deriva- 
tion von  x  oder  y  nach  t  verlangt  und  wie  (5)  auf  jedes  von  zwei 
Radienvektoren  begrenzte  Flächenstück  anwendbar  ist.  Um  dagegen 
die  Formeln  (6)  auf  den  Fall  eines  beliebigen  Bogens  anwenden  zu 
können,  muß  man  die  Differenz  der  Werte  von  \xy  in  den  End- 
punkten des  Bogens  zu  A  addieren  oder  von  A  subtrahieren.  Man 
gelangt  auf  solche  Weise  zu  der  Formel  zurück,  die  wir  zu  Anfang 
für  die  Fläche  angegeben  haben,  welche  zwischen  einem  Kurvenbogen, 
einer  Achse  und  den  von  den  Endpunkten  des  Bogens  auf  die  Achse 
gefällten  Loten  enthalten  ist.  Übrigens  unterscheidet  sich  die  Formel  (7) 
nicht  wesentlich  von  der  zweiten  Formel  (3),  auf  die  sie  sich  sofort 
durch  die  Substitution  t  =  tg  0  reduziert. 

770.    Beispiele,    a)  Die  gesamte  in  der  Lemniskate  r2  =  a2  cos  20 
eingeschlossene  Fläche  ist 


n 

T 


A*~2a*fco8  20d0  =  a*. 
o 

Sie  ist  also  so  groß  wie  das  Dreieck,  welches  von  der  Tangente  in  einem 
Scheitel  und  den  Tangenten  im  Doppelpunkt  gebildet  wird.  Analog  findet 
man  für  die  Schnecke  r  =  a  cos  6  +  b 

n  n 

A  =fr*dO  =f(W  +  h*  +  2ab  cos  °  +  W  c08  2Ö)  de  -  *  (ia*  +  ft*)- 

0  0 

Dieses  Resultat  setzt  voraus  b  ^  a  und  insbesondere  wird  bei  der  Kar- 
dioide  A  =  %nat.  Für  6<a  dagegen  stellt  der  gefundene  Wert  die 
Summe  der  von  den  beiden  Schleifen,  der  äußeren  und  der  inneren,  be- 
grenzten Flächen  dar,  die  die  bezüglichen  Werte 

^Ä(».B«+6.)±(|6y?Zr  fc» +  (!«»+ 6«)  arc  sin  !) 

haben. 

b)  Bei  der  Parabel  y*  =  2ax  hat  man 


=fy**  =  ify**y=?a 


A  —  /  ydx  —  -=-  I  y*dy  —  -?-  —  - -xxj 


Die  Parabelfläche  OMP  beträgt  also  zwei  Drittel  von  der  Dreiecksfläche 
TMP.     Hieraus  läßt  sich  weiter  leicht  ableiten,  daß  die  zwischen  einem 
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beliebigen  Parabelbogen  und  seiner  Sehne  enthaltene  Fliehe  zwei  Dritt«! 
von  dem  Dreieck  ausmacht,  welches  von  der  Sehne  und  den  Tangenten 
in  den  Endpunkten  gebildet  wird.  Übrigen» 
kann  man  zu  diesem  Resultat  auch  direkt  ge- 
langen, wenn  man  sich  die  in  Anfang  ge- 
machte Rechnung  wiederholt  denkt,  nachdem 
man  als  y  -  Achse  die  znr  Sahne  parallele 
Tangente  gewählt  und  den  Anfangspunkt  in 
den  Berührungspunkt,  verlegt  hat  Als  Ele- 
ment der  Flache  hat  man  dabei  du  Produkt 
von  ydx  mit  dem  Sinns  des  Achsen  winkeis 
ann  nehmen. 

Yig.  9i.  c)  Bei  der  Kettenlinie  (§589,  c)  mit  dem 

Parameter  a  ist  die  zwischen  einem  beliebigen 
Bogen,  der  Direktrix  and  den  äußersten  Ordinaten  enthaltene  Flache  so 
groß  wie  das  Rechteck,  dessen  Seiten  gleich  a,  und  gleich  der  Länge  des 
Bogens  sind.  In  der  Tat  ist,  wenn  der  eine  Endpunkt  des  Bogens  im 
Scheitel  liegt, 


i-iaJ («"•  +  «  ")»*-«V- 


Mithin  hat  man  für  einen  beliebigen  Bogen  MM' 

A  =  u  (.«'  —  s)  =  a  ■  Bogen  MM'. 

d)  Man  lasse  eineu  Punkt  eine  logarithmische  Spirale  (§  589,  el 
durchlaufen,  bis  er  auf  den  alten  Radiusvektor  zurückkehrt.  Dieser  Radius 
und  der  durchlaufene  Bogen  begrenzen  eine  Flache,  die  sich  leicht  als 
Funktion  der  Entfernungen  a  und  b  des  Pols  von  den  Endpunkten  des 
Bogens  ausdrucken  laßt.  Setzt  man  6  =  aetm",  so  ist  die  Gleichung  der 
Spirale  r  =  rte"",  und  man  hat 


'-:'/' 


»-£<■"■ 


o'-a» 


Wenn  die  auf  der  Sehne  in  ihrem  Mittelpunkt  errichtete  Senkrechte  in  P 
und  in  (J  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  trifft,  so  ist  der  Inhalt  des 
(gleichschenkligen)  Dreiecks  OPQ  gerade  A.  Wir  können  ferner  die 
Fläche  des  Kreises  vom  Radius  u  linden,  indem  wir  uns  denken,  daß  m 
nach  Null,  mithin  b  nach  a  konvergiert: 


A  -lh 


h  +  «    t> 


-  a*  lim  - 


Man  bemerke  überdies,  daß  V(J  nach  dem  Umfang  des  Kreises  konvergiert. 

<■)  Wir  wollen  uns  die  Aufgabe  stellen  die  Flache  zu  berechnen,  die 

zwischen  einem  vollständigen  Rogen  einer  Cykloide  (§  595,  n)  und  denen 
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Sehne  enthalten  ist.  Wir  legen  den  Anfangspunkt  in  den  Scheitel  und 
wählen  die  Tangente  als  Achse  der  x\  L  und  H  seien  die  Projektionen 
einer  Spitze  R  auf  die  Achsen  und  P,  Q  die  analogen  Projektionen  eines 
beliebigen  Punktes  M  der  Cykloide. 
Der  über  OH  als  Durchmesser  be- 
schriebene Kreis  trifft  die  Strecke  MQ 
in  einem  Punkt  2V,  und  es  ist  be- 
kannt, daß  die  Tangente  der  Cykloide 
in  M  gerade  parallel  zu  ON  ist,   so 

daß  dy/dx  —  tg  NOx  =>*y/NQ.   Folg- 
lich  hat  die   Fläche   OPM  den  Wert 

Jydx=jNQdy,    ist    also    gleich 

o  o 

dem  Inhalt  des  halben  Kreissegments  ONQ.    Aus  allem   ergibt  sich,  daß 

man  die  Hälfte  der  gesuchten  Fläche  bekommt,  indem  man  \nc?  von  dem 
Inhalt  des  Rechtecks  OLRH  abzieht,  der  gleich  dem  Produkt  von  OL  =  ita 
mit  OH  =  2a  ist.    Also  wird 

A  —  2(2*ra*  —  \na%)  —  Sita*, 

d.  h.  die  gesuchte  Fläche  ist  dreimal  so  groß  wie  die  des  erzeu- 
genden Kreises. 

f)  Wir  wollen  die  Fläche  ausrechnen,  die  zwischen  der  z-Achse  und 

x 
demjenigen   Bogen  der  Quadratrix   y  =  x  cot  —  liegt,  welcher  durch  ihre 

beiden  dem  Anfangspunkte  nächsten  Treffpunkte  mit  dieser  Achse  be- 
grenzt wird.     Offenbar  hat  man 


A 


na 


X 


X  cot  —  dx 
a 


2a1  I  OcotOdO 
o 


a'/ 


2a'(0  log  sin  0)**  —  2a%  flog  sin  6d6. 


Nun  ist  auf  Grund  des  Theorems 
von  L'Hospital  für  nach  Null  kon- 
vergierendes 0 

lim  (0  log  sin  ff)  -»  —  lim  -r— Ä  =  0  . 


y 


sin  $ 


Also  wird  (§  721,  d) 


^\  \&<*' 


-  -  2a,Jlogsi 


sin0d0=*a*log2. 


-J-/TO/    y' 


x 


a 

Fig.  94. 


g)    Die   gesamte   Fläche   der  Ellipse,    deren  Halbachsen    a   und   b 
sind,  ist 
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a       _  1 

A  =  4b  /jA  -£dx= ±ab  fyr^edt. 

0  0 

Die    Berechnung   des    letzten   Integrals    ist   ganz    leicht   (§  727,  a);    wir 

können  sie  aber  vermeiden,  indem  wir  bemerken,  daß  für  a  — 6  sein  muß 

A  =  na*.     Also  ist 

i 

jVl  -Pdt  =  \n,     A  =  nab. 
o 

Ein  wenig  umständlicher  wird  die  Rechnung  mit  Polarkoordin&ten,  wenn 
der  Pol  ein  Brennpunkt  der  Ellipse  ist.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist, 
wie  wir  wissen,  die  Gleichung  der  Kurve 

~~  a(l  —  *co8  0)' 

Man  gelangt  jedoch  rasch  zum  Ziele,  wenn  man  sich  erinnert  (§  764,  e), 
daß  nach  den  Relationen,  die  zwischen  r  und  6  und  der  exzentrischen 
Anomalie  g>  bestehen,  rdd  =  bd<p,  r  =  a(l  +  *  cos  <p)  ist.     Dann   folgt 

nämlich 

n  n 

A  =  /  r*dO  =  ab  J  (1  +  k  cos  q>)  dtp  —  nah . 

o  o 

h)  Es  sei  die  Ellipse  gegeben  durch  ihre  allgemeine  Gleichung 

(ix2  +  by*  +  c  +  2fy  +  2gx  +  2hxy  —  0, 

in  welcher  man  immer  voraussetzen  kann,  daß  a  und  b  positiv  sind,  and 
daß  überdies 

a     h     g 

a6-Ä*>0,     D=   h     b     f   <0 

9     f     c 
ist.     Bringt  man  die  Gleichung  auf  die  Form 

by-  +  2  (hx  +  f)y  +  ax*  +  2gx  +  c  =  0, 

so  sieht  man,  daß  jedem  Wert  von  x  zwei  Werte  von  y  entsprechen,  die 
in  einen  zusammenfließen  für  diejenigen  Werte  a  und  ß  >  a  von  x,  welche 
der  Gleichung  b(ax*  +  2gx  +  c)  —  (hx  +  f)*  —  0  genügen.  Diese  Glei- 
chung läßt  sich  schreiben  ex*  —  2g  x  +  a  =  0,  wenn  man  mit  a\  b\ •  - • ,  V 
die  algebraischen  Komplemente  von  a,  6,  •  •  • ,  h  in  D  bezeichnet.  Dies 
vorausgeschickt  ist  die  Differenz  zwischen  den  oben  genannten  Werten  von  y 


y-7*+i'tfx--a'  -  ?¥<  vV-«)0*-*). 


2 

b    f        •-!-:'-        "    -      b 

Setzt  man  also  x  -=  a  +  {ß  —  a)t  und  wendet  die  erste  der  Formeln  (3) 

an,  so  kommt 

i 


A  -  *--*  e  'iß  -  «YJ  V  t  \\  -t)dt. 
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Der  Wert  des  letzten  Integrals  läßt  sich  sofort,  ohne  jede  Rechnung,  er- 
halten, wenn  man  bemerkt,  daß  es  die  Hälfte  von  der  Fläche  des  Kreises 
y%  =  x  (l  —  x)    darstellt :     es    ist    also    gleich    ^  n .       Andererseits     ist 

ß  —  a  =  —  y  g'*  —  de    und  de  —  g*  hat  bekanntlich  (§  38),  als  das  alge- 


c 


braische  Komplement  von  b    in  der  reziproken  Determinante  von  D,  den 
Wert  bD.     Also  ist 

-                 —TtD 
A  —  y 

(ab—h*)* 

Es  ist  übrigens   leicht  zu  erkennen  (§  384,  c),   daß   die  rechte  Seite   das 
mit  n  multiplizierte  Produkt  der  Halbachsen  darstellt. 

i)  Die  in  dem  Zweihorn  (§  610,  e)  eingeschlossene  Fläche  wird  so- 
fort erhalten,  wenn  man  die  erste  der  Formeln  (3)  anwendet: 

A  =  2  ff   JL'z:^  -  -  -^W  =  4  f*^yz=?-dx. 

o  o 

Spaltet  man  das  letzte  Integral  in 

a  a  a 

-4a'/%Ä^-    fVa*-x*dx+lßa*  f dx , 


o 
und  berechnet 

dx  1  2x 


L 


—  arcsin 


-,  +  c, 


(3a,  +  Ä,)1/a,—  x*       2a»}/3  }/3  a*  +  x* 

so  findet  man  leicht   A  =  (16  —  9V3)— —  •     Man  erhält  also  die  ge- 

suchte  Fläche,  indem  man  den  Inhalt  des  größten  einbeschrie- 
benen Kreises  mit  2,13843  .  .  .   multipliziert. 

4        4         4 
j)  Die  in  der  Astroide  x    -f  y    =  a     eingeschlossene  Fläche  ist 

a  3  * 

A  =  4/*(a*  -  x$)  dx  =  6a'/^(l  -  *)*  <**• 
b  0 

Durch  Verwandlung  von  t  in  1  —  t  erhält  man 
11  1 

jt\\  -  $it-jt\\  -  tfit  =  Ljyüj^t)  dt  =  £  • 

00  b 

Also  ist  -4  =  |7ta2.  Übrigens  kann  man  unter  Benutzung  der  Gamma- 
funktion  allgemeiner  die  zwischen  der  Kurve  af  +  y*  =  an  und  den  posi- 
tiven Hälften  der  Achsen  enthaltene  Fläche  finden: 

/*  ,  /».,  1         «'WM 
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So  oft  der  (positive)  Exponent  n  der  Quotient  einer  geraden  Zahl  durch 
eine  ungerade  Zahl  ist,  hat  man  eine  geschlossene  Kmre  (die  der 
Astroide  oder  dem  Kreis  analog  ist ,  je  nachdem  *  <  1  oder  n  >  l).  Sie 
umgrenzt  eine  Fläche,  die  viermal  so  groß  ist  wie  die  vorige.  Insbesondere 
findet  man  für  n  =  2  und  n  =  ^  die  Werte  wieder  na*  und  {  na1. 

k)  Um  die  Fläche  zu  berechnen,  die  in  einer  der  beiden  Schleifen 
der  durch  die  Gleichung  £*  =  (jx?  —  y*)y  dargestellten  Kurve  (§  610,  b) 
eingeschlossen  ist,  wende  man  die  Formel  (7)  an.     Man  erhalt  sofort 


4. 
105 

0 


Ebenso  ist  die  in  der  Schleife  des  Fol i um  a^  +  y*  =»3axy  eingeschlossene 

Fläche 

i 

^        8 


0 


T* 


sodaß  das  Folium  das  von  den  Tangenten  im  Scheitel  und  im 
Doppelpunkt  gebildete  Dreieck  in  drei  gleiche  Teile  teilt  All- 
gemeiner findet  man  für  die  durch  die  Gleichung  jp,"+1  -f  f/*9*1 
=  (2  n  +  1)  aafip  dargestellten  Kurven   A  =  (»  +  $■)»  ■ 

1}  Will  man  die  in  den  beiden  Schleifen  der  Kurve  (jr+jf1— ayf  —  2a*xy 
eingeschlossenen  Flachen  bestimmen,  so  ist  der  Gebrauch  der  zweiten 
Formel  (3)  vorzuziehen.     Dieselbe   erfordert,  daß  man  die  Gleichung  der 

Kurve  in  Polarkoordinaten  schreibt:  r  =  a(sin0  +  }/ sin  2  0).  Jedem  Wert 
von  0  zwischen  0  und  a  =  arctg2  =  63°  26'.  . .  entsprechen  zwei  Punkte, 
deren  einer  in  der  Region  der  negativen  x  und  y  eine  vollständige  Schleife 
beschreibt  (und  zwar  die  kleinere),  während  der  andere  nur  einen  Bogen 
der  größeren  Schleife  beschreibt.  Diese  wird  (wenn  6  noch  von  c  bis  ^n 
variiert)  durch  einen  zweiten  Bogen  vervollständigt,  der  die  y- Achse  im 
Punkte  y  =  a  und  die  Gerade  y  =  2.r  im  Anfangspunkte  berührt.  Daraus 
folgt,  daß  die  in  dieser  Schleife  eingeschlossene  Fläche 

\*  \* 

A  =  ±a\f  (sinö  +  j/sin  2fl)\*0  -  \a\\  (sin»  -  Vttn20)rf» 

0  a 

ist,  während  die  andere  Schleife  die  Fläche 

A'=*±as  /Ysin  0  -  Ysm  2  OfdO 
eingrenzt,  sodaß 

A  -  A'=  2ir  /,sin0l/sin20fi0-.l*a, 

o 
ist.     Ferner  wird 

A  +  A'=  a*(\*iT)*6  +  sm2  0)<lO+  2 a*J  sin 0 ]/sin2 0 dß . 


0 


U 
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Das  erste  Integral  bietet  keine  Schwierigkeit.  Das  zweite  läßt  sich  be- 
rechnen, indem  man  t  =  igd  als  Integrations variable  wählt.  Auf  diese 
Weise  findet  man 

A'  =  \a% (1  -  \  log  5  —  arc tg£)  =  a2  •  0,06682 

und  darauf  A  —  Ä  +  ±na*  —  a*  •  1,63762  •    •  >  24  A. 

m)  Wir  wollen  diejenigen  unter  den  Kurven  (§  602,  b) 

(8)  (*  +  y)(x*  -  2*sy  +  y*)  =  2  (1  +  *)axy 

betrachten,  welche  nur  eine  Asymptote  haben  (k2  <  1),  und  uns  die  Auf- 
gabe stellen,  die  in  der  Schleife  einer  jeden  enthaltene  Fläche  zu  be- 
rechnen.   Verfährt  man  wie  im  Falle  des  Folium  (k=  1/2),  so  erhält  man 

i 

ä  -  4  (l  +  Vf*f{l  +  y  (/!f  U«  +  ty  ■ 

Es  ist  hier  zweckmäßig  z  =      ,      als  Integrationsvariable   zu  wählen  und 

zu  schreiben 

l 

0 

/ —  l  -f-  k 

Verwandelt  man  z  in  z/ym,  wobei  «i  =  - ~T  *8^  80  nn<kt  man 


2]/m 


fitft 


Bemerkt  man  endlich,  daß 

0  0 

ist,  so  ergibt  sich 

-A  =  { tn  -f-  3  -+- ~ arc  tg  ym  \  —  • 

Insbesondere  wird  im  Falle  des  Folium  (m  —  3)  und  der  Logocyklika  (m  =  l) 

^-|af,      J[-(l-Jw)a,. 

n)  Zu  dem  obigen  Resultat  gelangt  man  auch  mit  Hilfe  der  ersten 
in  §  768  bewiesenen  Formel,  wenn  man  zunächst  die  Achsen  eine  Drehung 
um  \it  um  den  Anfangspunkt  ausfahren  läßt  Alsdann  nimmt  die 
Gleichung  (8)  die  einfachere  Form  an 
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y  =  ±x 


a  — 


a?l/2 


m 


a  +  tfj/2  ' 


und  eine  leichte  Rechnung  gibt  (§  725,  m) 


'£%'"— K<-+»)t— v^)V(&i+-y«(— **5) 


+ 


m  +  3  +  ^:  - 


(m  +  1)  (m  —  3) 


m 


arc  tg 


«  +  l/(«  +  *l/8)(«-^) 


8 


Man  braucht  nur  #  =  ma/j/2  zu  setzen,  um  den  oben  angegebenen  Aus- 
druck von  A  wiederzufinden.  Dagegen  erhält  man  flu-  x  =  —  a  yk2  den 
Wert  Ä  der  zwischen  der  Kurve  und  der  Asymptote  enthaltenen  Fläche: 

sym 

Für  «i  =  3  ist  A'=A,  d.h.  die  in  der  Schleife  eines  Folium  ein- 
geschlossene Fläche  ist  gleich  der  zwischen  der  Kurve  und 
ihrer  Asymptote  enthaltenen  Fläche:  diese  letztere  wird  durch  die 
Tangenten  im  Doppelpunkt  in  drei  gleiche  Teile  geteilt.  Für  m  =—  1  er- 
hält man  Ä  =*  (1  +  \n)€?,  mithin  A  -\-  Ä  —  2 a*.  Also  ist  die  ge- 
samte Fläche,  die  von  einer  Logocyklika  und  ihrer  Asymptote 
begrenzt  wird,  das  Vierfache  der  von  dieser  Geraden  und  den 
Tangenten  im  Doppelpunkt  umgrenzten  Dreiecksfläche.  Endlich 
hat  man  für  unendliches  m  folgendes:  lim -4  =  oo,  limA'»—  •§  of-  Die 
Schleife  hat  die  Tendenz  sich  in  parabolischer  Form  zu  öffnen,  <L  h. 
sie    strebt    danach    sich    in    zwei    unendliche    Zweige    zu    zerlegen,    die 

beide  zu  der  Parabel  y*  =  £a(:r}/2  —  a)  asymptotisch  sind.  Dagegen 
bleibt  die  zwischen  der  Kurve  und  ihrer  geradlinigen  Asymptote  ent- 
haltene Fläche  endlich. 

o)  Wir  wollen  uns  die  Aufgabe  stellen,  denjenigen  Teil  der  Flache 
einer  Ellipse  zu  berechnen,  welcher  zwischen  den  beiden  Zweigen  der  kon- 
fokalen  gleichseitigen  Hyperbel  enthalten  ist.     Die  Gleichung 

(9)  *'       ■       *' 


ar 
äf— ~X  +  &*  —  X 


stellt  unendlich  viele  konfokale  Kegelschnitte  dar  (unter  ihnen  für  1  — =  0 
die  gegebene  Ellipse),  und  zwar  für  X  <  b*  unendlich  viele  Ellipsen  (die 
innerhalb  oder  außerhalb  der  gegebenen  liegen,  je  nachdem  l  positiv  oder 
negativ  ist),  für  X  >  b*  unendlich  viele  Hyperbeln,  die  mit  der  jf- Achse 
zusammenzufallen  streben,  wenn  X  nach  ar  konvergiert  Eine  von  diesen 
Hyperbeln    ist    gleichseitig:    sie    entspricht  dem    Wert   \(o*  +  &*)   von    L 
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Wir  wollen  mit  p  die  Werte  von  X  bezeichnen,  für  welche  die  Gleichung  (9) 
eine  Hyperbel  darstellt,  und  bemerken,  daß  durch  jeden  Punkt  (x,  y)  in 
dem  betrachteten  Flächenstück  zwei  Kegelschnitte  (9)  hindurchgehen, 
nämlich  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel.  Die  erste  wird  charakterisiert 
durch  einen  Wert  X  zwischen  0  und  62,  die  zweite  durch  einen  Wert  fi 
zwischen  -J-  (a*  -\-  62)  und  a2.  Die  beiden  Werte  sind  die  Wurzeln  der 
Gleichung  (9),  d.h.  der  Gleichung  (X-a*)(X—b*)  +  (X-b*)x2+(X-a*)y*=0, 
sodaß  man  haben  muß 

X  +  |*  -  a*  +  62  -  x*  -  y2,       Xfi  -  a262  -  a2y*  -  6V, 
woraus  folgt 


(«»_  X)(q'-^)  _       (fti  -  X)  (&»  -  rt 

^^      ä«_ftt      »     y  —  0i__  6» 


und  weiter 


d(x,y) 


*Ü*-l) 


Man  erhält  also  bei  Anwendung  der  Formel  (4) 


6» 


Um  die  erste  Integration  auszufuhren  setze  man  (i  =  a2  cos2  0  +  62  sin2  9 
und  lasse  0  von  Jtt  bis  0  variieren.  Man  erhält  dann  sofort  als  Wert 
dieses  Integrals 

2j  (a2cos20  +  62sin20  -  X)dO  -  ±*  {±(a2  +  ft2)  -  A}  +  *(a2  -  *>*); 
o 

mithin 


o  o 

und  endlich  (§§  723,  c;  745,  a) 

A  -  £,.»  +  |  (««-&«)  log  J±». 
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771.  Es  sei  in  der  Ebene  ein  Kurvenbogen  gegeben  und  man 
lasse  ihn  um  eine  Gerade  derselben  Ebene  rotieren.  Als  Element  der 
so  erzeugten  Qberfläche  können  wir  den  Streifen  annehmen,  der 
zwischen  irgend  einem  Parallelkreis  vom  Radius  JR  und  dem  Parallel- 
kreis vom  Radius  R  +  dB  enthalten  ist.  Wir  können  diesen  Streifen 
als  die  Seitenflache  des  abgestumpften  Kegels  betrachten,  welchen  das 
geradlinige  Element  ds  erzeugt    Der  elementare  Flächenstreifen  wird 
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also  gemessen  durch   das  Produkt   aus  der  Seitenlinie  ds   und    dem 
arithmetischen  Mittel  der  Umfange  der  Basen  des  Kegelstumpfes,  d.  h. 
2tc(R  +  \dR)  oder  einfach  2itR.     Man  sieht  folglich  unter  Vernach- 
lässigung höherer  Infinitesimalen  in  dem  Differential,  wodurch  der  Wert 
des  Integrals  nicht  geändert  wird,  daß  die  gesuchte  Fläche  A  =  2xJ*Itds 
ist,    wo    man    R    immer   das   Zeichen    von   ds   beilegen    mufi. 
Nimmt  man  ähnlich  als  körperliches  Element  die  zwischen  dem  Ober- 
flächenelement und  den  Ebenen  der  beiden  Parallelkreise  enthaltene 
Scheibe  an,  und  betrachtet  man  diese  Scheibe  als  einen  Zylinder  mit 
der  Basis  x  R2  und  der  Höhe  dz  (der  Projektion  von  ds  auf  die  Ro- 
tationsachse), so  sieht  man,  daß  das  Volumen,  welches  zwischen  der 
von  dem  Bogen  erzeugten  Oberfläche  und  den  Ebenen  der  äußersten 
Parallelkreise  eingeschlossen  ist,  den  Wert  F=  xClPde  hat     Beim 
Festsetzen  der  Grenzen  bei  diesen  Integrationen   muß   man  auf  das 
Verhalten   der   Veränderlichen    längs    des    erzeugenden    Bogens    PQ 
Rücksicht  nehmen  und  das  Zeichen  des  Differentials  beachten.     Bei 
der  Berechnung  von  A  ist  die  Veränderliche  s  ihrer  Natur  nach  von 
einem  Ende  des  Bogens  PQ  bis  zum  andern  wachsend  (wenn   man 
k  will);   wenn   aber   die   Bedürfnisse   der   Inte- 

gration   dazu   führen   eine   andere   Veränder- 
liche an  ihre  Stelle  zu  setzen,  so  muß   man 

__-^U_  eventuell    das    Integral    in    andere    zerlegen, 

"_  -     Jms^mm^  nacb  den  Bemerkungen  (§  724),  die  wir  früher 

/  Vd    über   den   Wechsel   der  Integrationsvariablen 

/  Q  I       gemacht  haben.     Es  möge  z.  B.  PQ  einer  ge- 

/         schlossenen  Kurve  angehören,   und   die  Ver- 

!  ^/  änderliche  z  möge   längs   PQ  zuerst    von    a 

\         y   "  bis   c  wachsen    und   dann    von   c   bis    b   ab- 

nehmen.     Führt   man   z  anstatt  $   als   Inte- 
g*  grationsvariable   ein,   so   würde  das  Integral 

2%  fRds,  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  der  Veränderlichen  z  ge- 
nommen, nur  die  von  einem  Teil  PH  des  Bogens  PQ  erzeugte  Ober- 
fläche darstellen,  während  man  hat 

e  b 

A  =  2x(r**z  dz  +  2*  f lljjjrf.f. 

a  e 

Die  beiden  Summanden  (die  wesentlich  positiv  sind)  stellen  die  von 
den  Bogen  PL  und  LQ  erzeugten  Oberflächen  dar.     Ebenso  ist 


V-*J'lPdx  +  xflPtlg. 


Hier  ist  der  zweite  Summand  negativ,  und  so  muß  es  »ach  sein, 
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weil  das  dem  Bogen  LQ  entsprechende  Volumen  von  dem  zum 
Bogen  PL  gehörigen  subtrahiert  werden  muß. 

772.    Beispiele,     a)  Für  eine  Astroide,  die  um  eine  ihrer  Wende- 
tangenten rotiert,  hat  man 

x  —  a  a 

A  =  4ä  /  xds  *»  4jra    j  x  dx  =»  ?B-«a8, 

*=»0  o 

d.  h.  die  gesamte  erzeugte  Oberfläche  ist  gleich  drei  Fünfteln  von  der  Ober- 
fläche der  umbeschriebenen  Kugel.  Das  Volumen  unseres  Rotationskörpers 
ist  (§  762) 


=  2n  §  x*dy  —  Sita*  fft (l  -  t)*dt  —  3*a8 


8!24  32wa' 


9    7-63  106 

0  0 

b)  Die  Oberfläche  des  Katenoids,  zwischen  dem  Kehlkreis  und 
einem  beliebigen  Parallelkreis  vom  Radius  y,  ist  (wenn  man  sich  an  die 
Relation  ydx  =  ads  erinnert) 

A  =  2n  J  yds=>  —  J  y%dx^-^na  j  lea  +e    a  +  2 )dx<~  na(x  +  yy'). 

Sie  ist  also  proportional  zu  dem  Abschnitt  der  Rotationsachse,  welcher 
zwischen  der  Normale  und  der  Ebene  des  Kehlkreises  liegt.  Daraus 
folgt,  daß  die  zum  Katenoid  normalen  Kegel,  welche  ihre  Spitzen  in  den 
Endpunkten  eines  beliebigen  Abschnitts  von  der  Länge  b  auf  der  Rota- 
tionsachse haben,  auf  der  Fläche  einen  Streifen  abgrenzen,  dessen  Inhalt 
A  =  nah  ist.  Das  Volumen  des  Körpers,  der  durch  diesen  Streifen  und 
durch  die  Ebenen  der  äußersten  Parallelkreise  begrenzt  wird,  ist 

V  «  nfifdx  —  ±aA  —  ±na*b. 

c)  Bei  den  die  Cykloide  betreffenden  Fragen  ist  es  gut  sich  an 
folgendes  zu  erinnern  (§  770,  e):  Nimmt  man  als  Achsen  die  Tangente 
und  die  Normale  im  Scheitel,  so  wird  der  Richtungskoeffizient  der  Tan- 
gente dy/dx  =  y/Yy(2a  —  y),  mithin 

dx  dy         ds 


y*a  —  y       Yy       >/2a 

Wenn  z.  B.  ein  vollständiger  Cykloidenbogen  um  die  Tangente  im  Scheitel 
rotiert,  so  erzeugt  er  eine  Fläche,  deren  Inhalt 

4a  Sa 

A  =  tnfyds  —  AnYYäfYydy  -  %na* 

0  0 

ist,  d.  h.  ungefähr  elfmal  so  groß  wie  der  Inhalt  des  erzeugenden  Kreises 
(der  Cykloide).  Der  durch  diese  Fläche  und  die  Ebenen  der  äußersten 
Parallelkreise  begrenzte  Körper  hat  ein  Volumen  (vgl.  §  770,  j) 

Ceifcro,  Analyaii.  61 
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na  Sa  1 

T=  2  n  )y*dx  —  2*  /y*(2  a  -  y)*dy  =  16*a*  M*  (l  -  *)*<*'  —  *,«i 

Wenn  der  Bogen   aber  um  die  Direktrix  rotiert,  so  bekommt  man   eine 
doppelt  so  große  Oberfläche 

4a  4a 

A  =  ±nf(2a-y)ds  —  32*a*  -  Inf  yd*  -  £«a\ 
o  o 

und  das  Volumen  ist  fünfmal  so  groß  wie  vorher.     Erinnert  man  sich 
nämlich  an  die  Resultate 


na  na 


0 

so  findet  man  sofort 


J  ydx  =  £*a*7      J  y*dx  —  £«a8, 


na 


F-  2nf(2a-y)*dx  -  5«V. 


Wenn  endlich  der  Bogen  um  die  Normale  im  Scheitel  rotiert,  so  maß 
man  zunächst  bemerken,  daß  die  Länge  eines  beliebigen  Bogens,  dessen 
eines  Ende  im  Scheitel  liegt, 


=  ]/2a/^-2l/2ay 


8 

u 

ist.     Da   man   ferner  in   der  Spitze  s  =  4a,  x  ^  na  hat,  so  erhält  man 
durch  partielle  Integration 

4a  na  1a 

I  xds  =  4tf<i*  -  f  $dx  =  Ana1—  2  Y^äj  >72a  —  y  •  dp  —  4a*  (*  —  | ). 

0  0  0 

Also  ist  der  Inhalt  der  erzeugten  Fläche  $na*(n  —  -|). 

d")  Wir  wollen  die  gesamte  Oberfläche  eines  Sphäroids  (Rotations- 
ellipsoids) zu  bestimmen  suchen.  Aus  der  Gleichung  des  Meridians  ge- 
winnt man 

a  i/r; s        j        l/*4+~(«i-1*T7,J 

x  =   b-  Vb~-y\       ds  =  y  -J^-^t glf ; 

mithin  ist 


o 

Wenn  das  Sphäroid  abgeplattet  (a>6)  ist,  so  genügt  esy«-6fr  ]/ö*— 6' 
zu  setzen,  um  zu  erhalten 


-4-  /    'l*/!(//-2ia,+  loir         rT 

)  «i1-  6«,/  ^  fa"-6"   ^  * 


§  772  Oberflächen  und  Volumina  bei  Rotationskörpern.  803 

Wenn  der  Meridian  nur  schwach  exzentrisch  ist  (was  z.  B.  bei  der  Erde 
zutrifft),  so  hat  man  angenähert  A  =  4na*  (1  — -^Ar).  Dagegen  erhält  man 
im  Falle  eines  gestreckten  Sphäroids,  nachdem  man  a  mit  b  vertauscht 
hat,  um  immer  mit  2a  die  Länge  der  Fokalachse  zu  bezeichnen, 


a 


0 

sodaß,  wenn  man  y  =■  a'f/j/a2  —  b*  setzt,  herauskommt 


,  I  Vi  —  rat  =  vnbm  -\ — ; arccos  - 


Ä  -  -±Ä=  fVT-Mt  =  2nb*  +  -f^'6- arccos 


Im  Falle  einer  schwachen  Exzentrizität  erhält  man  den  Näherungswert 
A  =  4ä6*(1  +-J-Ä:1).  Also  ist  die  Oberfläche  jedes  schwach  exzentrischen 
Sphäroids  näherungsweise  gleich  der  Oberfläche  der  längs  des 
Äquators  berührenden  Kugel,  multipliziert  mit  1  :p -$"**»  je  nachdem 
das  Sphäroid  ein  abgeplattetes  oder  ein  gestrecktes  ist. 

e)  Wir  wollen  die  Oberfläche  und  das  Volumen  eines  Torus  zu  be- 
stimmen suchen,  d.  h.  des  Ringes,  den  ein  Kreis  erzeugt,  wenn  er  um 
eine  Gerade  seiner  Ebene  rotiert.  Ist  b  der  Abstand  des  Zentrums  von 
der  Rotationsachse  und  a  <  b  der  Radius  des  Kreises,  so  ist  der  Radius 
des  Parallelkreises  R  =»  b  +  acostf,  und  man  hat  ds  =  adO;  mithin  wird 

n 

A  =  4itaJ*(b  +  acosO)dO  =  4n*ab. 
o 

Die  Fläche  hat  zwei  singulare  Tangentialebenen,  welche  sie  längs  Parallel- 
kreisen berühren  und  sie  in  einen  innern  und  einen  äußeren  Teil  zerlegen. 
Um  die  Inhalte  Ä  und  A"  dieser  beiden  Teile  zu  kennen,  genügt  es  ihre 
Differenz  zu  berechnen: 


•ß 


A  —  A"=%na*J  Qo*0d0~8na*. 

o 

Ebenso   zerlegt  der  durch   die  beiden  genannten  Parallelkreise  bestimmte 
Zylinder  den  Ring  in  zwei  Teile,  deren  Volumina  sind 


*«/(' 


V  —  2 naj  (b  +  a cos 0)* cos  0 dO  -  2nab*y 
o 

n 

F"=  2  naf(b  +  a  cos  0)»  cos  0  dO  +  2  n  ab*, 
±* 
sodaß  das  Gesamtvolumen  des  Ringes 

n  n 

V=2naj\b  +  aco80y(*s8d0  =  4na*bfcosi0d0=*27z*a:ib 

0  0 

61* 
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ist.     Außerdem  hat  man 

r-  7"=  4:7zaJ(b2+a*cos*6)  cosBdB-  inab*  -  4*a8 /cos»tfd#  —  -J  «a». 

0  0 

Man  beachte,  daß  die  Hälften  der  Differenzen  Ä—  A"  and  F' —  F^  die 
Oberfläche  und  das  Volumen  einer  Kugel  vom  Radius  a  darstellen,  und 
daß  sie  sich  folglich  nicht  ändern,  wenn  der  Ring  sich  unaufhörlich  er- 
weitert, während  er  immer  zwischen  den  beiden  als  unbeweglich  gedachten 
singulären  Tangentialebenen  eingeschlossen  bleibt.  Für  dies  Verhalten 
werden  wir  in  kurzem  (§  774)  eine  Erklärung  finden.  Wenn  endlich 
b  <  a  ist,  so  trifft  der  Kreis  die  Achse,  und  die  sichtbare  Oberfläche  wird 

arcco.(-*) 

A  =  4*ra  I  (b  +  a  cos  B)  dB  =  4rca&arccos( 1  +  ±na\a* —  6*; 

o 

das  Volumen  des  von  ihr  begrenzten  Körpers  ist 

arcco.(~£) 

V=2ita  /(6  +  acose)2cose<W=2^a*6arccos(—  -£)+  *  n(2a* +bt)Y^b\ 

0 

Insbesondere  erhält  man  für  6  =  0  eine  Kugel  vom  Radius  a  und  findet 
A  =  4*a*,   F  =  -J«a5. 

f)  Man  lasse  die  Kardioide  r=  2a cos8  2  um  ihre  Symmetrieachse 

rotieren.     Der  Radius  des  Parallelkreises  für  einen  gegebenen  Wert  von  0 

B 

ist  Ä  =  rsin0,   das   Bogenelement   der   Kardioide   ist   d s  —  2  a  cos  -   dB. 

Mithin  wird,  da  0  längs  der  Kurve  immer  in  einem  und  demselben  Sinne 
variiert, 


=  16  na*  f  i 


cos*  Q  sin  n  dB  =  —  »a1. 


Um  das  Gesamtvolumen  des  Körpers  zu  berechnen,  ist  es  zweckmäßig  als 
In tegrations variable  den  Radiusvektor  r  anzunehmen,  der  von  der  Spitie 
bis  zum  Scheitel  beständig  wächst.     Da 

cos0-r~-,      JR  =  rsin0=  -l^r^-V 
a     '  a  r 

ist,  so  erhält  man  sofort 

K=  i  rrs(2a-r)(2r-a)cir-|.«a». 
o 

Als  Kontrolle  ist  nützlich  die  Vergleichung  dieser  Resultate  mit  denjenigen, 
welche  man  erhält,  wenn  man  z.  B.  die  kleinste  umbeschriebene  Kugel  he- 


§§  772—773  Schwerpunkte.  805 

trachtet.  Um  den  Radius  R  des  kleinsten  unter  den  Kreisen  zu  finden,  die 
ihren  Mittelpunkt  auf  der  Symmetrieachse  haben  und  die  Kardioide  be- 
rühren, genügt  die  Bemerkung,  daß,  um  die  Bedingung  des  Minimums  zu 
erfüllen,  RdR  =  0  sein  muß,  und  daß  infolgedessen  die  Berührungs- 
sehne normal  zur  Kardioide  ausfallen  muß.  Daraus  folgt,  daß  der  Radius 
des  Bexührungsparallelkreises,  der  mit  dem  Radius  R  der  gesuchten  Kugel 
zusammenfallt,    gleich    dem    Maximum    von    rsinÖ   ist.     Dieses    tritt  für 

0  =  $7i  ein,  sodaß  r  =  %a  und  der  genannte  Radius  R  =  %ay3  ist. 
Es  ist  nun  leicht  zu  konstatieren,  daß  die  Kugel  vom  Radius  R  ein 
etwas  größeres  Volumen  hat  als  der  betrachtete  Körper;  und  dasselbe 
gilt  für  die  Oberflächen,  obwohl  man  a  priori  nicht  sicher  darüber  sein 
kann.  Der  Leser  kann  in  analoger  Weise  das  Volumen  des  Körpers  be- 
rechnen, der  von  einer  beliebigen  Schnecke  r  =  a cos  0-\-b  ohne  Doppel- 
punkt (b  >  a)  erzeugt  wird,  wenn  dieselbe  um  ihre  Symmetrieachse  rotiert. 
Er  wird  finden  F=»  -^^(a'  +  fc8).  Im  Falle  b  <  a  ist  dies  das  Maß  des 
Volumens,  welches  zwischen  den  von  den  beiden  Schleifen  erzeugten  Flächen 
enthalten  ist;  aber  diese  Flächen,  die  innere  und  die  äußere,  begrenzen  je 

einen  Körper,    dessen   Volumen  —  (a  —  6)4   bezw.   —  (a  +  b)1    ist.      Zu 

diesen  Resultaten  gelangt  man  fast  ohne  Rechnung  mit  Hilfe  einer  andern 
Formel,  die  wir  am  Ende  von  §  779  angeben  werden. 


Schwerpunkte. 

773.  Man  betrachte  im  Raum  eine  Punktmenge,  die  aus  den 
Punkten  eines  begrenzten  Stückes  s  einer  Linie,  Fläche  oder  des 
dreidimensionalen  Raumes  selbst  besteht.  Man  bezeichnet  als  Schwer- 
punkt von  s  den  Punkt  O,  dessen  Koordinaten  gleich  den  Mittel- 
werten (§712)  der  entsprechenden  Koordinaten  der  Punkte  von  s  sind. 
Wenn,  um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  s  eine  Linie  ist,  so 
werden  die  Koordinaten  6,  *7,  £  von  Q  durch  folgende  Gleichungen 
gegeben  sein 

%s=°Jxds}    iis=*j  ydsj    ts^fads. 

Da  jede  lineare  Transformation,  die  man  auf  die  Koordinaten  x,  y,  z 
der  Punkte  von  s  ausübt,  sich  in  |,  17,  £  identisch  wiederholt,  so  ist 
klar,  daß  die  Lage  des  Schwerpunkts  von  der  Wahl  der 
Achsen  unabhängig  ist.  Wir  wollen  sogleich  bemerken,  daß  bei 
einer  Figur,  die  eine  Symmetrieebene  besitat,  der  Schwerpunkt  in 
dieser  enthalten  ist  Wählt  man  nämlich  die  genannte  Ebene  zur 
Ebene  Oxy,  so  wird  jedes  Element  zds  des  Integrals  für  (  durch  ein 
anderes  —ßds  zerstört,  sodaß  £  =  0  ist.  Insbesondere  bemerke  man, 
daß  jede  ebene  Figur  ihren  Schwerpunkt  in  der  eignen  Ebene  hat, 
und  daß  bei  einer  Figur,  die  ein  Symmetriezentrum  besitzt,  der 
Schwerpunkt  notwendig  in  dieses  fällt.    Endlich  beachte  man  folgendes: 
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Besteht  eine  Figur  aus  zwei  Teilen  s,  und  s,,  deren  Schwerpunkte 
und  G%  man  kennt,  so  teilt  der  Schwerpunkt  der  ganzen  Figur  *lt 
im  umgekehrten  Verhältnis  Ton  s,  zu  s,.  Dies  leitet  man  sofort  ■ 
den  evidenten  Formeln   £s  =  6,8,  +  |,s,,  ...   ab 

774.  Theorem  von  Guldin.  Wir  wollen  die  Formeln  iu  §  77 
wieder  vornehmen,  welche  die  Oberfläche  und  das  Volumen  ■msdrOcIti 
die  von  einem  ebenen  Bogen  s  oder  einer  ebenen  Fläch**  9  durch  P 
tation  um  eine  in  ihrer  Ebene  Hegende  Gerade  erzeugt  werth 
Nimmt  man  diese  Gerade  zur  x-Achse,  so  lassen  sich  jei!- 
offenbar  in  folgender  Weise  schreiben: 

A  —  Sxfydt  —  Zxn-B,       V  —  sf}p&s)  —  2xff$dx&t—  2xrj 

Man  erhält  also  die  Oberfläche  und  das  Volumen,  vr>n  den 
Rede  ist,  indem  man  die  Länge  bezw,  die  Fläche  der  e 
zeugenden  Figur  mit  dem  Umfang  des  von  ihrem  Schwe 
punkt  beschriebenen  Kreises  multipliziert.  Wünscht  man  n 
den  Teil  der  Oberfläche  oder  des  Volumens  EU  babes,  dar  zwischtr 
zwei  Meridian  ebenen  enthalten  ist,  ß"  wird  es  offenbar  genügen,  sta 
des  ganzen  K reis uiu langes  nur  den  Bogen  zu  nehmen,  den  auf  ib 
die  genannten  Ebenen  eingrenzen.  Dies  vorausgeschickt  wollen  w 
allgemeiner  einen   Bogen  s   oder  eine   Fläche  «    in  i 

trachten,  die  sich  im   Räume  derart  bewegt,  daß  sie  beständig  norm» 
zu    den  Trajektorien    ihrer   Pnnkte   ist.     Offenbar   kann   unter    die« 
Bedingungen  eine  infinitesimale  Bewegung  der  Kben.    als  MIM  Rotation 
derselben  um  ihre  Charakteristik  (tj  674)  betrachtet   werden       Mi' 
kann    man    die    elementare   Oberfläche    und    das   elementare    Volumen, 
die  auf  solche  Weise  von  s  bezw.   von  <f  erzeugt   werden,  ahgi*-*->bc-ii 
von    höheren    Infinitesimalen,    ausdrücken    darob    du    IVinlukt    von    ■ 
bezw.  ö   mit   der  Verrüclrung  dl  des   Schwerpunkt«.      Rei 
liehen  Bewegungwml  man  also  haben  A=Jsdl=sjdl,  I 
d.h.  die  Oberfläche  und  das  Volumen,  die  von  dar  betnw  ton  Figur 
erzeugt  werden,  erhält  man  durch  Multiplikation  von  s  oder  * 
mit  der  Länge  des  von  dem  betreffenden  Schwerpunkt  durch 
lanfeoen    Weges.       Diese   Theoreme    sind    von    Nut/en    i.r 
rechnung  gewisser  Oberflächen   und  gewisser   Volumina,   können 
auch  umgekehrt  Kur  schnellen  Bestimmung  der  Schwerpunkte  gewi 
Figuren  gebraucht  werden. 

776.     Beispiele,     a)    Bei    einem    Bogen    der   Kottr-t 
in   Bezug  auf  die  N'imuale  im  Scheite)  symmetrisch  ist,   befindet   sich  dtr 
äcbwei-piuikl    '.'   auf  dieser  Nm-male  in  einem  Absln-id  ij  von  der  Direktrii. 
i  berechnet   (vgl.  S  772,  b),  indem  man  schreibt  i*iij    2*  —  2»a 
i  also   ij  =-  —  =  —  6  colqj,    d.  h.    0    halbiert 
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welchen  die  äußersten  Normalen  auf  der  Scheitelnormale,  von 
der  Direktrix  aus  gerechnet,  bestimmen.  Dagegen  ist  für  G', 
den  Schwerpunkt  der  von  demselben  Bogen,  der  Direktrix  und  den 
äußersten  Ordinaten  eingeschlossenen  Fläche,  r\  durch  die  Formel  gegeben 
2rcij  •  2as  =  na%b.  Also  ist  ij  =*  ^-fccotqp,  d.h.  G'  ist  der  Mittel- 
punkt von  OG. 

b)  Der  Schwerpunkt  eines  vollständigen  Bogens  der  Cykloide  liegt 
auf  der  Normale  im  Scheitel,  in  einer  Entfernung 

Sa 

"-t.fi'—ijnfV"1»-* 


=  zr  a 


von  demselben.  Also  ist  (vgl.  §  772,  c)  die  Oberfläche,  welche  der  Bogen 
beim  Kotieren  um  die  Basis  erzeugt,  \na  •  8  a  =  ?*«*•  Den  umgekehrten 
Weg  verfolgend  sieht  man,  wenn  man  weiß,  daß  das  Volumen,  welches 
die  zwischen  dem  genannten  Bogen  und  der  Basis  enthaltene  Fläche  er- 
zeugt, gleich  5ft'as  ist,  folgendes:  Der  Schwerpunkt  der  genannten 
Fläche,  der  offenbar  auf  der  Normale  im  Scheitel  liegt,  hat  einen  Ab- 
stand r\  von  der  Basis,  den  man  sofort  berechnet,  indem  man  5ft'a8 
gleich  dem  Produkt  von  2  itv[  mit  3  na*  setzt.    Man  erhält  auf  diese  Weise 

c)  Auf  einem  Kreise  vom  Radius  a  betrachte  man  einen  Bogen  LM; 
r,  6  seien  die  Koordinaten  des  Schwerpunkts  G  von  LM  in  Bezug  auf 
den  Pol  0,  den  Mittelpunkt  des  Kreises,  und  die  Achse  OL.  Nach  einer 
in  §  773  gemachten  Bemerkung  wissen  wir,  daß  G  auf  der  Halbierenden 
des  Winkels  LOM  liegt.     Ferner  liefert  die  Definition  des  Schwerpunkts 

e 

2a0  •  r  =  2  /  acosqp  •  adq>  =»  2a'sin0,    d.h.  r^a—^-- 
o 

Also  ist  (§589,h)  der  Ort  der  Schwerpunkte  aller  Bogen  eines 
Kreises,  die  einen  gemeinsamen  Endpunkt  L  haben,  eine  Koch- 
leoide, deren  Scheitel  in  L  liegt,  während  ihr  Pol  der  Mittel- 
punkt des  Kreises  ist.  Wegen  dieser  Eigenschaft  wird  die  Kochleoide 
bei  den  Zeichnungen  für  Gewölbekonstruktionen  benutzt1).  Wenn  man 
auf  die  Art  und  Weise  achtet,  wie  sich  G  verschiebt,  wenn  M  den  Kreis 
wiederholt,  und  zwar  immer  in  demselben  Sinne,  durchläuft,  so  kann  man 
sich  leicht  von  der  Gestalt  und  von  den  Eigenschaften  der  Kochleoide 
Rechenschaft  geben.  Will  man  ferner  den  Schwerpunkt  G'  des  Kreissektors 
LOM  haben,  so  ist 

a    e 

d*8  •  r  —  2  /   1 1  cos  g>  •  l  dldcp  =  ^  a*  sin  0,    d.  h.    r  =*  —a  -j- ; 

0     0 

mithin  teilt  G'  die  Strecke  OG  im  Verhältnis  von  2  zu  1. 

d)  Um  rasch  den   Schwerpunkt  eines  Halbkreises  vom  Radius   a 


1)  Siehe  z.  B.  den  „Cours  de  Construction"  von  N.  de  Vos  (t.  I,  p.  276). 
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eu  bestimmen,  genügt  es  folgendes  zu   bemerken.     Der  Schwerpunkt  1 
offenbar  auf  dum  zur  Sehne  des  Halbkreises  senkrechten  Radius,  und  ■ 

■    solchen    Entfernung    ij   vom    Mittelpunkt,   daß   die  Multiplik 
von  2»ij  mit  wo,    der  Länge   des    Halbkreises,   die    Oberflldw    4  «a*   der 
Kugel   vom   Radius  n   hervorbringen    muß.      Also    isl    i<  —  2a    n.       Ähnlich 
erhall    man   fiir  die   Flüche  des  Halbkreises,    indem    man  das   Volume« 
4«o*  gleich  dem  Produkt  aus  2™n  und  ^itn!,  dem  Inhalt  des  Hai iikreises. 
setzt,   sofort   i)  =  4«/3re.      Allgemeiner   findet  mau    m   derselben   Weise  dir 
Resultat«  des  vorigen   Beispiels  wieder,  wenn  man  sieh  aus  der  Elementar 
geometrie  daran  erinnert,  das  die  Fläche  der  Kalotte  und  .Ins  Yoltimnn  d" 
sphärischen  Sektors,  die  von  dem   Bogen   LM  und  von  dem  Sakl 
bei  der  Rotation  um   OL  erzeugt  werden,   'innli   und   i(  na*h  sind, 
die  Hübe  ii(l       008  20)  bedeutet. 

e)  Die  Oberfläche,  des  Torus  (vgl  §  772,  e),  der  durch  den  fUdins  a 
des  erzeugenden  Kreises  und  den  Abstand  b  (>  a)  des  Kreismittelpunkt* 
von  der  Rotationsachse  definiert  ist,  hat  den  Wert  2jra-2jr6—  irt*ab: 
das  Volumen  ist  tu*  ■  '2nb  =  2  n*»*b.  Allgemeiner  sind  die  Seitenfllcb* 
und  das  Volumen  eines  Tubus  (§  ti7B,  h],  zwischen  iw«  beliebigen  lur 
Mittelpunktskurve  senkrechten  Ebenen,  2-xul  und  na1/,  wenn  man  mil  I 
die  Länge  desjenigen  Bogen?  dieger  Kurve  bezeichnet,  der  durch  die  j 
nannten  Ebenen  begrenzt  wird.  Noch  allgemeiner  sind  die  Seiten  Art  ehr 
und  das  Volumen  eines  Ursprung  licli  zylindrischen  Barrens,  den 
(durch  Änderung  der  Fielion  und  Torsion  der  Schwerpunkt ünie)  derart 
deformiert,  daß  die  Flüche  des  Querschnittes  erhalten  bleibt,  unverinder 
lieh  bei  allen  Formen,  die  der  Barren  annimmt,  bis  er  z.  B.  durch  Ver- 
einigung der  Basen  ein   Bing  wird. 

f)  Betrachten  wir  schließlich  eine  Kiothoide,  die  interessant«  Kurv«, 
welche  man  erdacht  hat,  um  die  Erscheinungen  der  Diffraktion  «u  disku- 
tieren1! Die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  dieser  Kurve  sind  die 
FresnelBChen  Integrale 


m 


die    man    nicht   in   endlicher   Form    auszudrücken    weiß,    deren    Wert*    flr 
unendliches  tp  wir  aber  bereits  kennen   (§  764,  f):    r  =  y  —  c  —  i^V': 
Man    sieht   sofort,    daß   dy/dr  —  lgy    Ut, 
sodaß  <p  die  Neigung  der  T.v 
die    c-Aonae  angibt.      Wenn   daher  91   von 
Null    nach    Unendlich    wachst,   so   geht   die 
Kurve  vom  Anfangspunkt  tangential  iu  der 
genannten  Achse  aus,  um  sich  dann  asymp- 
totisch    um    den    Punkt    (c.  rl     herumxu 
wickeln,  wahrend  ihre  Krüm 
portional  zum  Bogen  wachst: 


I)  Cornu  „Journal  de  Physinoe"  (187*.  p.  V). 
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dtp        8 
q        ds       a* 


Die  Gestalt  der  Kurve  zeigt  deutlich,  daß  x  und  y  nach  c  konvergieren, 
indem  sie  unaufhörlich  um  diesen  Wert  oszillieren.  Um  aber  die  Lage 
der  Klothoidenpunkte  in  Bezug  auf  den  asymptotischen  Punkt  Q  zu  kennen, 
ist  es  unumgänglich  nötig  die  Fresnelschen  Integrale  näherungsweise  zu 
berechnen1).  So  sind  z.  6.,  wenn  man  den  Bogen  OQ  in  unendlich  viele 
Bogen  OPu  PxPt,  P%PZ,  P9PA,  .  .  .  teilt,  die  alle  gleich  2c  sind,  die 
Koordinaten  der  Punkte  Pl9  P2,  P8,  P4,  .  .  .,  falls  man  c  als  Einheit 
nimmt, 

£— 1,560...  |     0,977...,     1,212...,     0,997... 

y  —  0,875  .  .  . ,     0,686  .  .  . ,     0,991  . .  . ,     0,840  .... 

Man  bemerke,  daß  Px  der  am  weitesten  von  der  Achse  Oy  entfernte 
Punkt  ist,  daß  P8  auf  dem  Bogen  PXQ  der  am  nächsten  an  der  Achse  Ox 
liegende  Punkt  ist,  u.  s.  w.  Wir  wollen  uns  jetzt  mit  der  Bestimmung  des 
Schwerpunktes  eines  beliebigen  Bogens  OM  der  Klothoide  beschäftigen. 
Die  Koordinaten  eines  solchen  Schwerpunktes  sind  auf  Grund  der  Definition 

,         1        fd6    /*cos  ij>  ,  1        f  dS    Ann  *  , 

0  0  0  0 

Bezeichnet  man  mit  f  das  eine  oder  das  andere  der  Symbole  cos,  sin, 
so  ergibt  sich,  wenn  man  ty=**td  setzt  und  die  Integration  nach  0  ausfuhrt, 


0  0  0  0  0 

Nimmt  man  ferner  t<p   als  Integrationsvariable  an  und  integriert  partiell, 
so  verwandelt  sich  der  letzte  Ausdruck  in 

Setzt  man  endlich  an  die  Stelle  von  f  der  Reihe  nach  cos  und  sin,  so 
erhält  man 

|  =  rc  —  £  sin  <p ,       *?  —  y  —  0  (1  ~~  cos  9>)  • 

Also  liegt  der  Schwerpunkt  des  Bogens  OM  auf  dem  oskulierenden  Kreise 
in  M,  und   zwar  am   unteren  Ende   des  zur  Tangente  in    0  senkrechten 


1)  Eine  Tafel  der  Werte  dieser  Integrale  findet  sich  in  den  „Oeuvres 
completes"  von  Fresnel  (t.  I,  p.  819).  Siehe  auch  eine  Abhandlung  von  Abria 
über  die  Diffraktion  des  Lichtes  im  „Journal  de  Liouvüleu  (1849,  p.  248).  Was 
die  verschiedenen  Methoden  anbetrifft,  die  man  zur  Berechnung  der  Fresnel- 
schen Integrale  erdacht  hat,  so  kann  der  Leser  die  „Lecons  d'Optique  physique" 
von  Verdet  (t.  I,  p.  328)  zu  Rate  ziehen. 
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llurchmessers.     Es  seien  jetzt  (?,  und  Gt  die  Schwerpunkte  der  Bugen  OM 
und    Oitf,,   und   man    beachte,   daß    nach    der   am  Schluß    vor     - 
machten    Bemerkung    der    Schwerpunkt    G    des    Bogtm    ,1/,  M. 
Punkt  der  Geraden  G,Gt  fällt,  der  durch  die  Proportion 
G.G.       s,~*.        ,         GG.        s,        o, 

definiert  wird.  Also  ist  der  Schwerpunkt  eintis  beliebigen  Kln 
thoidenbogens  das  direkte  Aliuliclikcitszentruni  der  oskuli» 
renden  Kreise  in  den  Endpunkten.  Wir  wollen  schließlich  folg 
Bemerkung   machen:    Wenn    die    Enden    eine     !  ..-.n  o> 

sprechen,  die  Vielfache  von  2»  sind,  so  fallt  der  Schwerpunkt  dei 
Uogens  auf  die  Sehne;  und  insbesondere  fallt,  wenn  das  ein«  Ecd*  e* 
Anfangspunkt  ist,  der  Schwerpunkt  in  den   andern   Endpunkt. 


Beliebig«  Oberflächen  and  Volumina. 

■  7f>.  Oberflächen.  Indem  wir  uns  auf  die  gewöhnlichen  Fläch« 
beschränken,  werden  wir  es  als  evideut  zulassen,  daß  jeden  ■ 
male  Teilchen  der  Fläche  als  in  der  Tangend;:!' 
trachtet  werden  kann.  Jedes  Element  dxdy  iu  der  Eben 
die  orthogonale  Projektion  eines  Fläehentailehene,  de— an  Inhalt  im 
als  Element  der  Oberfläche  A  annehmen  kann.  Dieses  Element  1 
also  gemessen  durch  den  Quotienten  von  tlxily  durch  den  Koainni 
des  Winkels,  den  die  Tangentialebene  der  Fläche  mit  der  Ebene  Ox\ 
bildet     Man  hat  folglich  (§  669) 

llOi  A  -/[/Vi  +p*  +  q*dxdy. 

Die    Integration    erstreckt    sich    über    alle    Wertepaare    F,  y,    die 
Punkten    desjenigen    Fläe  heustück  es   gehören,  welche«  man   ausmnasen 
will.     Die    obige    Formel    enthält   die    in   $  771    als   Spezialfall.     Im 
Falle  einer  Rotationsfläche  hat  man  in  da  y*  —  R, 

e  —  f(R)  gesetzt  wird, 

p-frcH),  7-  |r(R).  p,+sj 

Geht  man  (in  der  Ebene  Ozy)  von  den  «artesischen  zu  Pokwkoort 
naten  über,  so  ergibt  sieh 

A  -jyyi~+  pilU    IidßdR  -  f'fllddds  -  2 

Wenn  man  aber  ein  von  einer  beliebigen   Kurve,   die   auf  der  I 
gezogen   n-l,  nmserunesenea  Oberflacaenstfiek  haben  will,  so  muß  ■ 
j»       '■        j  j  Rdßdt  bleiben,  und  dies  kommt  darauf  hinaus,  daß  all 
'Element  von  A  der  luha.lt  desjenigen   Fläche]  IfaH  wird, 
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welches  von  den  Meridianen  0  and  0  +  dB  und  den  Parallelkreisen  R 
und  72  +  dB  begrenzt  ist  Dieses  Flächenteilchen  läßt  sich  in  der 
Tat  als  ein  Rechteck  ansehen,  dessen  Seiten  die  Bogenelemente  ds 
und  Rdß  des  Meridians  und  des  Parallelkreises  sind. 

777.  Beispiele.  Um  ein  beliebiges  Oberflächenstück  der  Kugel 
£*  +  y*  +  £,s=a*  zu  berechnen,  gibt  uns  (10)  die  Formel  A=  I    I  —  dxdy, 

in  welcher  nur  noch  jedesmal  die  Integrationsgrenzen  festzustellen  sind, 
die  von  der  Begrenzung  des  betrachteten  Oberflächenstückes  abhängen. 
Will  man  die  gesamte  Oberfläche  der  Kugel  haben,  so  erhält  man,  indem 
man  nur  den  achten  Teil,  der  in  der  Region  der  positiven  Koordinaten 
liegt,  berechnet, 

a  VcP  —  a?  a 

A  =  8a  I  dx  §  — —  -  =  Ana  I  dx  =  Ana*. 

J        J  Va*-x'-y*  J 

0  0  0 

In  Wirklichkeit  ist  im  Falle  der  Kugel  die  Anwendung  der  letzten  Formel 

des  vorigen  Paragraphen  vorzuziehen,  welche  hier  wird  A  =  a*  ff  cos  t|;  dtp  dty. 

Sie  läßt  sich  auch  direkt  aus  der  am  Anfang  angegebenen  Formel  ab- 
leiten, indem  man  die  Relationen 

x  =  a  cos  g>  cos  tf; ,     y  =»  a  sin  <p  cos  t|; ,     z  =  a  sin  tp 
berücksichtigt,  nach  welchen  man  hat 

A  -ff±  ixi,  _//|£|  £ä  _  „.//». ,„„, 

man  muß  aber  darauf  achten,  es  so  einzurichten,  daß  das  Element  der 
Integration  positiv  bleibt  Berechnet  man  z.  B.  die  Gesamtoberfläche  der 
Kugel,  so  wird  dieser  Zweck  erreicht,  wenn  man  die  Veränderliche  ty  auf 
das  Intervall  (0,  \it)  beschränkt  und  schreibt 

A  =  2a% J  d(pj  costydty  =  2a*  (  d<p  —  Ana*. 
oo  o 

Wollte  man  dagegen  ty  von  0  bis  n  variieren  lassen,  so  würde  es  ge- 
nügen   <p   auch   nur  von    0  bis  n   variieren   zu   lassen,   und   man   müßte 

schreiben 

n  n  n 

A  — =  2a*  f  dg>J  |cos  ty\dty  =-  4a*  /  dq>  =  4rca*. 
oo  6 

b)  Wir  wollen  uns  jetzt  die  Aufgabe  stellen,  auf  derselben  Kugel 
das  von  der  Vivianischen  Kurve  (§  767,  j)  umschlossene  Oberflächenstück 
auszumessen.  Diese  projiziert  sich  auf  die  Ebene  Oxy  als  Kreis,  y*=* x(a— x), 
und  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Ebene  Oxz\  mithin  wird 
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a  Yx(a  —  x)  a 

A=  2a  I  dx  I  y    =  =  2a  /  arc  sinl/— ~  dx. 

J        J    l/af  —  x*  -  y«  «/  '   «  +  * 

Bezeichnet  man  mit  0  den  Arcus,  der  in  dem  letzten  Integral  auftritt,  so 
hat  man  x  =  a  tg*  6 ,  und  die  partielle  Integration  liefert  (§  723,  d) 

I  Odx=  Ox-a  Ttg*  OdO  —  ^^(0  -  sin  0  cos  9) . 

Da  0  von  0  bis  \n  variiert,  wenn  x  von  0  bis  a  geht,  so  sieht  man  also, 
daß  A  =  (it  —  2)a*  ist  Sehr  viel  rascher  erledigt  sich  die  Rechnung, 
wenn  man  Polarkoordinaten  benutzt: 

A  =  2a2  /  d<p  I  cos  tydty  =  2a* J  (l  —  sin  9)  dqp  -=  (^  —  2)a*. 
0         9)  0 

c)   Wir  wollen  versuchen  die  Gesamtoberfläche  eines  Ellipsoids  zu 

x^       t/'       z* 
berechnen.     Aus  der  Gleichung  1  +  ^  H — 1  —  1  leitet  man  ab 

c*x  c*y  2   .      ,        c%  (,       e*x*       ij'y^ 

wo  e  und  1}  die  Exzentrizitäten  der  Schnitte  bezeichnen,  die  auf  dem 
Ellipsoid  durch  die  Ebenen  Oxt,  Oyt  hervorgebracht  werden.  Die  Formel 
(10)  gibt  uns  

Ä-J J  V -r^f™" 

wo   sich  die  Integration  über  alle  Paare  positiver  Werte  x,  y  erstreckt, 

x         t/' 
die  der  Relation     ,  +  ~  <^  1    genügen.     Wenn  man  mit  t  das  der  Inte- 
gration unterworfene  Radikal  bezeichnet,  so  findet  man  leicht 

(«,-««)5  +  («,-fl,)Jr,-«,-l 
und  wird  dazu  geführt  zu  setzen 

v  -  K>- ,-i «"  •■    *•  -  K  ?=v 8m  •• 

wo  0  von  0  bis  ^7C  und  t  von  1  bis  00  variieren  kann.  Wählt  man  t 
und  0  als  Integrationsvariable,  so  verwandelt  sich  das  obige  Integral  in 
(§  737) 

1* 

d  (*,  y) 


ss 

1  0 


a&  •) 


fd^0. 


Inzwischen  findet  man,  wenn  man  mit  <p(t)  und  tf;(f)  die  Werte  der  Ra- 
dikale bezeichnet,  die  in  den  Ausdrücken  von  x  und  von  y  auftreten, 
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|f  -  a<p\t)  cos  0 ,  |f  -  6t//(0  sin  0, 


-|  =  —  aqp(<)  sin  0 ,       ~|  =  &t|>(0  cos  0 


Also  wird 


oo    •*■** 


A  =,  %abff{<p'(t)y(t)  cos2  0  +  <p(t)il>'(t)  sin*  0} t dt dO, 

1    o 

wenn  man  beachtet,  daß  die  Funktionen  g>  und  tf;  wachsend  sind  und 
daher  positive  Derivierte  haben.  Da  nun  das  Integral  von  cos2  6  dB  und 
sin*0d0  zwischen  den  Grenzen  0  und  \it  gleich  \n  ist  (§  725,  e),  so 
hat  man 


00 


A  -  2itabf{q>'(t)if>(i)  +  <p(t)ty'(t))tdt 
i 
oder  endlich 


CO 


i  i 

Weiter  können  wir  in  dem  allgemeinen  Falle  nicht  gehen,  da  wir  hier 
elliptische  Integrale  vor  uns  haben.  Aber  für  e  =  t\  und  für  t\  =  0  würden 
wir  zu  den  Formeln  zurückgelangen  (§  772,  d),  die  sich  auf  das  abge- 
plattete bezw.  das  gestreckte  Sphäroid  beziehen.  Endlich  liefert,  wenn  das 
Ellipsoid  nur  schwach  exzentrisch  ist,  die  Reihenentwickelung 

-A-4«a6{l-i(«,  + ii*) +  ••■}, 
und  da  c*  — ■  ab  { 1  —  -J-(e*  +  17*)  +  •  •  • }   ist,  so  hat  man1)  näherungsweise 


A  =  4nab(j^)    -in(Vabcf. 


d)  Um  mit  genügender  Annäherung  die  Oberfläche  eines  Ellipsoids 
zu  berechnen,  muß  man  sich  der  Legendreschen  Tafeln  (mit  doppeltem 
Eingang)  bedienen,  und  hierzu  ist  es  notwendig  den  oben  angegebenen 
Ausdruck  von  A  auf  eine  Kombination  der  typischen  Formen  F  und  E 
zu  reduzieren.     Setzt  man  €  =  sin  er,  ij  —  k  sin  er,  sodaß 


fl1/^i 

*-yK55=7<1'     a  =  aro 


c 
cos  — 
a 


ist,  so  transformiert  die  Substitution  t  =  e/sin  9  den  genannten  Ausdruck 
in  den  folgenden: 


1)  Wegen  der  angenäherten  Auswertung  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  siehe 
den  „Calcul  integral"  von  Boussinesq,  p.  78*,  und  eine  Note  von  Peano  in 
den  „Rendiconti  dei  Lincei"  (1890,  p.  817). 
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a 

A       2nab  (       «       C  <*9 

A  =  — i  cos*  a  I 

sin«  \  J  cos* <p yi  —  k* sin« <p 


+  (l-^sin2«)  f *»  1- 

v  'J  (1  _ ifc«  sin*  <p)l/l  —  *•  ain»  9  / 


Wir  kennen  bereits  (§  767,  h)  den  Wert  des  ersten  Integrals 

Jp  

/  d<p  _  ^^      v  _  ^(^qp)-tgyVl-~fe'8in'qp 

J  cos^yi-jfc'sin»«?^      V'9'  1  — *' 

Die  partielle  Integration  liefert  als  Wert  desselben  Integrals 

te y  _  ,  w*  o,^  —  r dy_ 

-  ^Yin»  <p  V  '  ^      J  (1  -  *»  sin»  <p)}/l  -  **  sin«  <p ' 


Vi 
woraus  wir  entnehmen 


o 

Also  ist 
2itab 


Jdcp  EQc^tp)  Ä:1  sin  qp  cos  (jp 

(1  - i"f  sin* 9)  Vi -TlFsin» y  *"  1  :r*i'  ~~  (1  -~*») >/l  —  Väfip 


A  =     .        { cos2  «  •  F(&,  a)  +  sin2  a  •  75  (&,  a)  +  sin  a  cos  a  ^  1  —  £2  sin2  a } . 


sin  a 


Ersetzt  man  endlich  k  und  et  durch  ihre  Ausdrücke  als  Funktionen  von 
a,  6,  c,  so  gelangt  man  zu  der  Formel  von  Legendre: 

^4  =  2;rc2  + {^Fl-j-  1/ -= *,  arc  cos  —  I 

ya* _  ct l         \b   V  a*—  c*'  a) 

Wir  schlagen  hier  dem  Leser  zur  Übung  vor  zu  beweisen,  daß,  wenn 
a2  —  b*  +  c2,  die  Oberfläche  durch  «a2  +  itb*E  +  äc2JF  gemessen  wird, 
wo  E  und   F   die   vollständigen    Integrale    sind,   die    zu    dem    Modul 

1/ 1  —  (-r-)  gehören.  So  findet  man  z.  B.,  wenn  a2  :  ft2  :  c2  —  3  :  2  :  1 
ist,  4  =  na2  •  2,52620923 

e)  Die  Formel  (10)  kann  benutzt  werden,  um  zu  beweisen1),  daß  bei 
den  Flächen  etwas  Ahnliches  gilt  wie  bei  den  ebenen  Kurven  (§  591). 
Wenn  man  nämlich  auf  einer  Fläche  um  einen  Punkt  M  herum  ein  in- 
finitesimales Stück  g  abgrenzt,  so  ist  die  totale  Krümmung  K  in  M  der 
Grenzwert  des  Verhältnisses  des  körperlichen  Winkels  o>,  der  zwischen 
den  längs  der  Begrenzung  von  g  auf  der  Fläche  errichteten  Normalen  ent- 
halten ist,  zu  der  Fläche  A  von  g,  für  den  Fall,  daß  g  die  Tendenz  hat, 

1)  Siehe  auch  meine  „  Natürliche  Geometrie11,  S.  214. 
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auf  den  einen  Punkt  M  zusammenzuschrumpfen.  Die  als  stetig  voraus- 
gesetzte Krümmung  möge,  um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  in  M 
positiv  sein;  und  man  wähle  g  so  klein,  daß  in  jedem  seiner  Punkte  2T>0 
ist.  Die  Veränderlichen  x  und  y  in  der  Formel  (10)  können  wir  durch 
p  und  q  ersetzen,  die   voneinander  unabhängig  sind,  weil  (§§  579,  691) 

ist.     Dies  vorausgeschickt  liefert  (§  737)  die  Formel  (10) 

J  J   (l  +  pt  +  q'fK        *JJ   (l  +  |,«  +  fl«)t 

wenn  man  mit  %  einen  Wert  bezeichnet,  der  zwischen  den  Werten  von  K 
in  g  liegt.  Andererseits  konstruiere  man  einen  Kegel,  dessen  Erzeugende 
parallel  zu  den  längs  der  Begrenzung  von  g  auf  der  Fläche  errichteten 
Normalen  sind.  Auf  Grund  der  Definition  wird  der  körperliche  Winkel, 
der  zwischen  diesen  Normalen  enthalten  ist,  gemessen  durch  die  Fläche  a>, 
welche  der  genannte  Kegel  auf  der  Kugel  vom  Radius  1  abgrenzt,  deren 
Mittelpunkt  im  Scheitel  liegt;  und  da  die  Krümmung  dieser  Kugel  überall 
gleich  1  ist,  so  gibt  die  vorige  Formel 

dpdq 


-SS 


(l  +  P*+q*)V 


mit  demselben  Integrationsgebiet.  Daraus  folgt  A  =  a>/x.  Wenn  also 
alle  Punkte  von  g  nach  M  hinstreben,  so  wird  in  M 

K  =■  lim  x  —  lim  -r* 

778.  Volumina.  Handelt  es  sich  darum,  das  Volumen  V  des 
Körpers  zu  berechnen,  welcher  zwischen  einem  Oberflächenstück,  dem 
Zylinder,  der  die  Begrenzung  desselben  auf  die  Ebene  Oxy  senkrecht 
projiziert,  und  dieser  Ebene  selbst  liegt,  so  kann  man  (vgl.  §  768) 
als  Element  von  V  das  analoge  Volumen  annehmen,  welches  zu  einem 
Element  der  Oberfläche  gehört  Dieses  Volumen  wird  gemessen  durch 
das  Produkt  der  Basis  dxdy  und  der  Höhe  z.     Also  hat  man 

(11)  V=ffzdxdy,  . 

wo  z  eine  Funktion  von  x,  y  ist,  die  durch  die  Gleichung  der  Flache 
gegeben  ist.  Allgemeiner  kann  man  einen  beliebigen  Körper  in  in- 
finitesimale Elemente  dritter  Ordnung  dxdy  dz  zerlegen  und  auf  die 
Definition  des  vielfachen  Integrals  sich  stützend  schreiben 

(12)  V=fffdxdydz. 

Dabei  sind  die  successiven  Integrationen  zwischen  passenden  Grenzen 
auszuführen,  die  in  jedem  Falle  je  nach  der  Gestalt  des  Körpers  zu  be- 


1  geom 


«  77« -71 


stimmen  sind.  Wenn  der  Korper  b.  B.  die  am  Anfang  beschriebene  Form 
hat,  so  kann  man  immer  zunächst  bei  festgehalten en  x,  y  die  Integra 
tion  von  dz  ausführen,  wodurch  sich  der  Wert  von  I  auf  der  Fläche 
ergibt,  sodaß  man  zu  (11)  zurückgelangt.  Es  kann  auch  vorkommen, 
daß  man  hei  Festhaltung  von  Z  das  Resultat  6{z)  der  Integration  von 
il.i  tlfi  kennt,  d.  h.  daß  man  die  Fläche  des  eheneu  Schnittes  kennt, 
der  im  Abstand  z  von  der  Ebene  Oxy  durch  den  Körper  gelegt  ist 
In  diesem  Falle  reduziert  sich  die  Bestimmung  von  V  auf  eine  ein- 
fache Integration: 
(18)  V^fo(z)tlz. 

Dies  kommt  darauf  hinaus,  V  in  infinitesimale  Elemente  erster  Ord- 
nung zu  zerlegen,  indem  man  0\z)dz  als  das  Volumen  der  Scheibe 
betrachtet,  welche  die  Ebenen  z  nnd  s  +  tiz  aus  dem  Körper  heraus- 
schneiden. So  machten  wir  es  bereits  in  dem  speziellen  Falle  der 
Rotationsflächen,  bei  denen  tf(?)  =  xIP  tat.  Unendlich  viele  ander« 
Zerlegungen  von  V  in  infinitesimale  Elemente  dritter  Ordnung  lassen 
sich  ausdenken.  Bemerkenswert  ist  diejenige  (§  739,  b),  welche  uns 
der  Anwendung  der  Polarknordinaten  entsteht.  Die  durch  die  Radien 
r  und  r  +  dr  definierten  Kugeln,  die  den  Werten  ip  und  tp  +  d<p  der 
Länge  entsprechenden  Ebenen  und  die  dun-h  die  Wert.'  if  und  ü'  +  i/«' 
der  Breite  bestimmten  Kegel  begrenzen  einen  infinitesimalen  Körper, 
der  Hieb  von  dem  rechtwinkligen  l'arallelepipedon  mit  den  Seiten 
dr,  r  |  cos  y>\titfi,  rd<p  nur  um  höhere  [nfiniteaünalen  unterscheidet. 
Man  gelangt  su  zu  der  Furniel 

(14)  V  -ÖJV1 1*»*|  är&f  dp, 

welche    man   auch    aus   (12)    auf  analytischem    Wege    ableiten    kann 
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779.  Zu  einer  andern  Zerlegung  in  Elemente  zweiter  Ordnung 
(vgl.  ij  709)  gelaugt  mau,  wenn  das  Volumen  V  des  Körpers  berechnet 
werden  soll,  der  zwisehen  einem  Fläehenstüek  und  den  Kegel,  mkhtt 
die  Begrenzung  desselben  von  einem  Punkte  aus  projiziert,  enthalten 
ist.  Wird  der  Anfangspunkt  nach  dem  Projektiouszentiuni  verlegt, 
so  ist  es  natürlich,  als  Element  von  V  das  Volumen  desjenigen  hi^ls 
mit  der  Spitze  im  Anfangspunkt  zu  wählen,  dessen  Basis  (£  776)  du 
Oberflächenelement  |/l  +  p*  +  q*  dxdy  ist.  Da  das  Volumen  dieses 
Kegels  gleich  ist  dem  dritteu  Teil  des  Produkt*-*  uus  der  Basis  und 
der  Höhe  (dem  Abstand  des  Anfangspunktes  von  der  Tangential- 
ebene), so  hat  man 


(15) 

wobei   man,  i 


i   es   nötig   ist,   das  Zeiclieu    des   Elemente   uiiizuktdin-ti 


■ 
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hat.  Ist  z.  B.  zu  berechnen,  das  Volumen  zwischen  einer  Rotations- 
fläche und  den  Kegeln,  die  zwei  ihrer  Parallelkreise  von  einem  Punkte 
der  Rotationsachse  aus  projizieren,  so  findet  man  (§  776)  die  Formel 

F=  $itjR(Rdz  —  &  dB).  Dieselbe  nimmt  in  Polarkoordinaten,  wenn 
man  die  Polarachse  längs  der  Rotationsachse  richtet,  die  ganz  ein- 
fache Form  an  V=>  $at  fr*d  cos  0,  die  man  auch  aus  (14)  ableiten 

kann.  Übrigens  unterscheidet  sich  die  letzte  Formel  nicht  wesentlich 
von  der  in  §  771  angegebenen  Formel  und  reduziert  sich  auf  diese, 
wenn  man  auf  beiden  Seiten  das  Volumen  des  Kegels  addiert,  der 
als  Basis  den  variablen  Parallelkreis  vom  Radius  R  und  als  Scheitel 
den  Pol  hat: 

\nR*z  =  %nfR(Rdz  +  2zdR)} 
V+\%R*z  =  *fR*dz. 

780.    Beispiele,     a)  Das  Gesamtvolumen  des  Ellipsoids 

a*^  b*  ^  c*        L 
ist 

V  -  sjjzdxdy  =  *cffYl  -  Jj  -  £dxdy, 
d.  h.  wenn  man  die  Grenzen  der  successiven  Integrationen  einträgt, 

a  a 


r-to/it/Vi-V-t** 


b 
a 


Für  y  =  —tya*--3?  verwandelt  sich  das  Integral  rechts  in 


Also  wird 


a 

V  —  2nbc  f(l  -  £\  dx  =»  —  nah 


c. 


Zu  diesem  Resultat  gelangt  man  rascher  mit  Hilfe  der  Formel  (15): 


na  n 

8         C      *  C  dy  4  (*  4 

7ä^V  dxJ  i7T~*=^~T%beJ  dx  =  -*nahc- 

o      o    y  i  -  ai  -  ^  o 

In  der  einen  oder  der  andern  Weise  oder  auch  (vgl.  §  770,  j),  indem  man 
zuerst  a(js)  berechnet,  um  dann  Formel  (13)  anzuwenden,  findet  man  all- 

Cetfcro,  Analyiii.  52 
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gemeiner  für  jede   positive  Zahl  n,  die   der  Quotient  einer  geraden  Zahl 
durch  eine  ungerade  ist,  daß  das  Volumen  des  von  der  Fläche 


an       bn        cn 


begrenzten  Körpers  folgenden  Wert  hat: 


v 

->/.(.)'.-'? 


-0 


/>■*- 


o**-V£ 


*(i) 


3n' 


(I) 


Insbesondere   ist  das   von   der  körperlichen   Astroide   x*  +  y*  +  z*  =  o* 

umschlossene  Volumen   -     a8,   d.  h.  wenig  größer  als  der  zwölfte  Teil  des 

Volumens  der  umbeschriebenen  Kugel. 

b)  Bei  einem  Ellipsoid,  welches  durch  die  Gleichung 

ax*  +  by*  +  cz*  +  2fyz  +  2gzx  +  2hxy  —  1 

gegeben  ist,  ist  die  Anwendung  der  Formel  (13)  zweckmäßig;  denn  der 
ebene  Schnitt,  der  parallel  zur  Ebene  Oxy  im  Abstände  z  ausgeführt  ist, 
wird  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

a'x*  +  b'y*  +  c  +  2f'y  +  2gfx  +  2h'xy  —  0 

dargestellt    und    hat,    wie    wir    wissen    (§  770,  h),    den    Flächeninhalt 

a(jsr)  =  —  itD'/(a'b'  —  Ä'2)*.  Nun  ergibt  sich  bei  festgehaltenem  z  durch 
Vergleichung  der  Gleichung  der  Kurve  mit  derjenigen  der  Fläche 

«'=«,    fc'=  6,    ä'=ä,    f=>fz,    g=gz,    c'=cz*  —  1; 


mithin  ist 


ir  = 


und  folglich 


a 
0 


0 

/* 
c 


r»  -« 


-  s22>  -  (ab  -  ä2) 


7T 


yab 


(■-Ä).  /«w 


dz  =      -.._=  z—  +  -r- jer  am . 
3|/a6-Ä*        »       v  ' 


Die  Integrationsgrenzen  für    F  sind  offenbar  die  Wurzeln  von  o(z),   d.  h. 
±j/a&_-A*       Algo  igt    FÄ47r/3-|/2) 

c)  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  das  zwei  Kreiszylindern  ge- 
meinsame Volumen  zu  berechnen,  für  den  Fall,  daß  die  Achsen  der 
Zylinder  sich  rechtwinklig  schneiden.  Es  sei  a  der  Radius  des  größeren, 
ka  der  Radius  des  kleineren  Zylinders.  Man  wähle  als  Achsen  der  y  und 
der  z  die  Achsen  der  beiden  Zylinder,  sodaß  diese  die  Gleichungen  haben 
x2  +  z*  =  a2,  r2  +  y2  =  k?a*.     Das  gesuchte  Volumen  ist 
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ka    K*4«*-*»  *« 


0     0  0 


oder,  wenn  man  rr  =  ka  sin  9  setzt, 


±* 

=-  8k*a9j  Yl  —  k*  sin8  9  •  cos8 9  dq> . 


Die  partielle  Integration  liefert 

/  Yl  —  fc8  sin*  q>  •  cos8  <p  dq>  = 

1^1  —  &8  sin8  q>  -  cos  qp  sin  <p  +   /  (Vi  —  fc8sin8qp  +  — r===r  |  sin8  <p  d<p. 

J   \  yl  —  *,sin,qp/ 

Der  der  letzten  Integration  unterworfene  Ausdruck  transformiert  sich 
leicht  in 

-2l/l-fc8sin8a>.cos8  <p  +  4r^-Vl  -  *8  sin8  <p JLT*!    _■=■ 

r  v  yt      ht      r  v       k*yT=  k*  sin*  <p 

Also  ist 

i- 

3k*  j  yl  —  k*  sin8  9  •  cos8  <p  cJqp  = 
0 

(1  +  ^)/yi  -  *'  s^  9  49  -  (1  -  ^/^gb* 
0  0 

und  endlich 

v  =  !<*»{  (1  +  **).e(*)  -  (1  -  *»)F(*) } . 

Insbesondere  ist,  wenn  die  beiden  Zylinder  gleich  sind,  F=-J(2a)8.  Im 
allgemeinen  Falle  hat  man  (§§  756,  757) 

r-.»«*v(i-£-£-...). 

Wenn  also  fc  nach  Null  konvergiert,  so  wird  V  (wie  zu  erwarten  war) 
immer  genauer  gemessen  durch  das  Produkt  des  Schnittes  7tk*a*  des  kleinen 
Zylinders  mit  der  Länge  2  a  der  von  dem  andern  Zylinder  auf  seiner  Achse 
bestimmten  Strecke.  Dagegen  ist  für  sehr  nahe  an  1  liegendes  k  das 
Volumen  näherungs  weise  gleich  $%(2a)s. 

d)  Es  seien  zwei  Geraden  gegeben,  die  zueinander  senkrecht  sind  und 
sich  nicht  treffen,  und  man  betrachte  eine  konstante  gerade  Strecke,  die 
sich  bewegt,  indem  sie  sich  mit  ihren  Endpunkten  auf  die  beiden  Geraden 
stützt.  Man  bezeichne  mit  2  a  den  Abstand  zwischen  diesen  Geraden  und 
mit  a  die  (konstante)  Neigung  der  beweglichen  Strecke  gegen  das  gemein- 
same Lot  der  festen  Geraden,  sodaß  2a/ cos  a  die  Länge  der  genannten 
Strecke  ist.  Man  wähle  den  Anfangspunkt  auf  dem  gemeinsamen  Lot, 
gleich  weit  von  den  festen  Geraden  entfernt,  und  richte  die  Achsen  der  x 

62* 
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■i  parallel  zu  diesen  Geraden,     Wühlt  man  Ji<-  Achsen 
Weise,  SU   wirf  die  raWfT"iT'g  der  ron   dei   Strecke  eraaagtea  Fläche 


....  +  -, 


Folglich    ist  jeder   Schnitt,    der    auf   der    KKi.tic    durch    eine   nur  r- Achse 
senkrechte    Ebene    lier vorgebracht    wird,    eine    Ellipse,    die    für    a  —  0 
Kreis    ist    und    für    £  =  ±  u    sich    in    eine    gerade    Strecke    zu    verwandeln 
strebt,   die   auf  der  einen  oder  auf  der  andern  der  baten  Gendi 
die    Endpunkte    der    beiden   Strecken    sind    singulare    Punkte    der    Flä-_  in 
Fixiert  man  für  b  einen  Wert  zwischen   —  a  und  «,  so  hat  die  zugehörige 
Ellipse  die  Halbachsen  (a  —  z)  tg  o  and  (a  +  a)  tg  a;  und  da  dia  Summe 
derselben    konstant  ist,   so   folgt   (J  636,  c),   daB    •iw    Enwlopp 
jektionen    aller  analogen    Ellipsen    auf  die    Eben«   0m$    ein«     \  ■: 
Mit  andern  Worten,   die  von   der   beweglichen  Strecke  erzeugt«'    I 
ganz   eingeschlossen    in   einen   Zylinder   von   der   Hiihe    i",   der   als  gerufen 
Schnitt   eine  Astroide   litt;    und    die    vier  Bogeustftcko,    längs   welchen    sie 
die  Seitenfläche  des  Zylinders  berührt,   bilden  zusammen   mit  den   geraden 
Strecken   auf  den   festen   Geraden    eine    Art   Tetraeder,    eine    BenematUeba 
Form  des  ansagten   K&rpera.     Da   die   Flüche  der  BQipte  [J  770,  g),   'in 

einem  Werte  von  i  entspricht,  a(g)  =  n{d*  —  s*)  tg1  «  isi .  so   tind-r    

sofort  als  Wert  des   Volumens  des  genannten   Körpers 


V=2n  tg*  uj  (o*  —  t')dt  =  £  reu*  tg*  i 


'I    li.    I   9    dea    ZjfindarToln Hfl,    dl    diem    Volumen,    w_eleb.es    durch   das 

Prodnki    der   Höhe    2a    mit   der   PUolu      §  170,  r    .1-"  geraden   Schnittes 
gjt(äotgß)*  gemessen   wird,  3na*  tg'  a  ist. 

•)  Betrachten  wir  i»B  Ort  aller  Punkte,  für  welche  die  Summ« 
der  reziproken  Werte  ihrer  Abstände  von  den  Seitenflächen 
eines  regulareu  Tetraeders  Null  ist.  Es  seien  Qa,  ä,  V,,  V3  die 
Ecken  des  Tetraeders  und  '/(  der  Uwtaaid  nrisdwn  einem  beliebigen  Punkte 
und  der  der  Ecke  Qf  gegenüberliegenden  Sei  ton  ebene  Dieser  Abstand 
wird  als  positiv  oder  negativ  vorausgesetzt,  je  nachdem  der  Punkt  auf 
llai HUI n li  Seite  der  Ebene  liegt  wie  das  Tetraeder  oder  auf  der  entgegen- 
gesetzten.      Die  Gleichung  der  Fläche  ist 


(16) 


-  + 


<7, 


-0; 


aber   keine   dar   in   den   vorigen   l'iirugmpbi'n    bewiesenen   Formeln   ist  direkt 
auf  diese  An    rot   KMcdntti  El   innpfithH    üeh 

['eben   Koordinaten  überzugehen,  und   es  ist  nützlich   all 
i    die   Geraden    su    wählen,    welch"   die    Mittelpunkte    vuu    VnV.- 
fott.  %Vj    berta/jiefa     lim    den    Mittelpunkten    von    V,V,,  t?,V,,  V,V, 
binden.      l!e/eiibiiel    DUU    mit    2d   den    Abstund    von   i\\>  li 

■  ii'ii,  dall  dia  Ktrarduaien   von   yu,  yM  <j,,  y, 

«I,   (       B,  ii,  "I,    (fi,         •'■  a\   («,  <;        ■< 
■itti  man  folglich  l»nt 
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%V*  =  —  x  —  y  —  z  +  a,     q2V3  =  x  —  y  +  z  +  a, 
QtVs  =  —  x  +  y  +  z  +  a,     %Y$  =  x  +  y  —  z  +  a. 

Die  Gleichung  (16)  transformiert  sich  jetzt  in 

(17)  xyz  +  \a(x%  +  y*  +  z2  -  a2)  -  0 . 

Wir  haben  hier  also  eine  Fläche  dritten  Grades  vor  uns.  S&e  besitzt  vier 
Doppelpunkte  in  den  Ecken  des  Tetraeders,  hat  die  allgemeine  Form 
eines  sozusagen  aufgeblähten  Tetraeders,  wird  längs  der  Kanten  von  den 
Seitenflächen  des  dem  Tetraeder  umbeschriebenen  Würfels  berührt  und 
längs    sechs   Parabeln   von   den  Diagonalebenen   des   Würfels    geschnitten. 

Der  ebene  Schnitt,  der  im  Abstand  z  von  der  Ebene  Oxy  ausgeführt  ist, 

2z 
ist  die  durch  die  Gleichung  x*  +  y%  -\ xy  =  a2  —  z*  dargestellte  Ellipse, 

Cv 

d.  h.  eine  Ellipse,  deren  Achsen  parallel  zu  den  Seiten  Q0QS  und  QxQt 
sind  und  deren  Scheitel  auf  zweien  der  sechs  Parabeln  liegen.    Die  Längen 

der  Halbachsen  sind  "|/a(a  —  z)  und  Ya(a  +  #),  und  aus  dem  Umstand, 
daß  die  Summe  ihrer  Quadrate  konstant  ist,  kann  man  (§  626,  c)  ab- 
leiten, daß  beim  Variieren  von  z  die  Ellipse,  indem  sie  sich  verschiebt 
und  deformiert,  tangential  zu  vier  Seitenflächen  des  Würfels  bleibt:  die 
Berührungspunkte  durchlaufen  vier  Kanten  des  Tetraeders.  Es  genügt 
jetzt,  um  zu  unserer  Frage  zu  kommen,  zu  bemerken,  daß  der  Inhalt  der 

Ellipse  a(z)  =  na^c?  —  z*  ist,  um  unter  Anwendung  der  Formel  (13) 
zu  erhalten 


V  =  2itafYa*  —  ?dz  =  \n*a*  =  as  •  4, 


9348022 


Dies  ist  das  Gesamtvolumen,  welches  offenbar  zwischen  dem  Volumen  -$as 
des  einbeschriebenen  Tetraeders  und  dem  Volumen  8as  des  umbeschrie- 
benen Würfels  enthalten  ist.  Wir  wollen  schließlich  bemerken,  daß  die 
Gleichung  (17)  sich  auch  auf  die  Form  bringen  läßt 

/J>  MJ  £  \ 

(18)  arc  sin 1-  arc  sin  —  +  arc  sin  —  =  --  7t, 

sodaß  x,  y,  z,  a  die  Seiten  eines  einem  Kreise  vom  Durchmesser  a  ein- 
beschriebenen Vierecks  darstellen. 

f)  Wir  fordern  den  Leser  auf,  allgemeiner  die  Flächen  zu  studieren, 
welche  durch  die  Gleichung  (18)  mit  einer  beliebigen  Konstanten  auf  der 
rechten  Seite  dargestellt  werden.  Wir  beschränken  uns  hier  darauf  die- 
jenige von  diesen  Flächen  zu  betrachten,  welche  dem  Wert  n  der  Kon- 
stanten entspricht  und  folglich  der  Ort  der  Punkte  ist,  dessen  Ab- 
stände von  den  Ebenen  eines  orthogonalen  Tripels  gleich  den 
Seiten  eines  einem  Kreise  vom  Durchmesser  a  einbeschriebenen 
Dreiecks  sind.      Die  Gleichung   dieser  Fläche   in  algebraischer  Form  ist 

x*yh*  +  \*\*  +  **  +  **  —  2yV  -  2*V  -  2*Y)  =  0 . 

In   der  Umgebung    des  Anfangspunktes,    wo    das    Glied    sechsten    Grades 
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gegenüber  denen  vom  vierten  Grade  zu  vernachlässigen  ist,  verhalt  sich 
die  Flache  so  wie  das  Ebenenquadrupel 

dessen  Ebenen  sich  in  drei  orthogonalen  Geradenpaaren  schneiden,  die  auf 
der  Fläche  liegen.  Diese  hat  also  einen  vierfachen  Punkt  im  Anfangs- 
punkt und  sechs  Doppelgeraden.  Ganz  eingeschlossen  in  einen  Würfel 
von  der  Kante  2  a,  dessen  Seitenflächen  sie  längs  der  ihnen  einbeschrie- 
benen Kreise  "berühren,  begrenzt  die  Fläche  einen  Körper,  der  die  allge- 
meine Form  eines  an  den  Ecken  und  Kanten  abgerundeten  Würfels  hat, 
mit  Seitenflächen,  welche  bis  zum  Mittelpunkt  trichterförmig  ausgehöhlt 
sind.     Um  das  Volumen  eines  solchen  Körpers  zu  berechnen,  werden  wir 

zunächst  den  Inhalt  des  Schnittes  berechnen,  der 
durch  eine  Parallelebene  zu  einer  Seitenfläche 
des  Würfels  hervorgebracht  wird.  Dieser  Schnitt 
besteht,  wie  wir  sehen  werden,  aus  zwei  gleichen 
Ellipsen  mit  gemeinsamen  Achsen.  Diese  El- 
lipsen fallen  in  einen  Kreis  zusammen,  wenn 
die  Ebene  eine  Seitenfläche  des  Würfels  wird, 
und  reduzieren  sich  auf  eines  der  drei  ortho- 
gonalen Paare  gerader  Strecken,  die  der  Fläche 
angehören,  wenn  die  Ebene  durch  den  Mittel- 
punkt des  Würfels  hindurchgeht.  Es  genügt, 
der  Gleichung  der  Fläche  die  Form 


Fig.  97. 


(*»  +  y»-,»)*=4*y(l-i-;) 


zu  geben,  um  die  Gleichungen  der  beiden  Ellipsen  zu  trennen,  die  sich  in 
Polarkoordinaten,  nachdem  man  z  —  a  cos  q>  gesetzt  hat,  folgendermaßen 
schreiben  lassen: 


a*  cos*  <p 


1  -f-  sin  qp  sin  20  ' 


r*  = 


a*  cos*  <p 


1  —  ßinqp  sin  20 


Daraus  folgt  bei  Anwendung  der  zweiten  Formel  (3),  daß  der  Inhalt  des 
senkrecht  zur  z-  Achse  in  der  Entfernung  z  vom  Anfangspunkte  ausge- 
führten Schnittes 

/x        rt    o       ,        /     sina>  sin  20d0 
atz)  =  8cr  cos2  w  I T-= — >-.-»* 

o 
ist.     Nimmt  man  als  Integrationsvariable  /  =  tg  q>  cos  20,  so  wird 

<$(z)  —  4a*  cos  <p  I      ,    ,  —  4a*  <p  cos  q>. 

o 

Da  nämlich  <p  von  0  bis  \n  variieren  muß,  so  ist  sicher  arc  tg  (tg  <p)  -»  <p. 
Die  Formel  (13)  liefert  nunmehr 

a  1*  n 

V  —  2  /  a(z)  dz  —  8a3  /  <p  sin  <p  cos  <p d<p  —  a8  /  <p  sin  <p  d <p , 
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und  endlich  ergibt  sich  durch  partielle  Integration 

V  =  a*(<p  cos  9  —  sin  qp)°  =  nc?. 

Dieses  Volumen  ist  kaum  2/9  von  dem  der  kleinsten  Kugel,  welche  die 
ganze  Fläche  in  sich  schließt,  einer  Kugel,  die  zu  der  Fläche  offenbar 
konzentrisch  ist  und  sie  in  acht  Punkten  berührt,  die  Nabelpunkte  der 
Fläche  sind.  Durch  eine  analoge  Rechnung  findet  man,  daß  die  Kapazität 
jedes  der  Trichter,  die  oben  erwähnt  wurden,  \%c?  ist.  Somit  ist  das 
Volumen  des  einem  Spielwürfel  (Knobel)  ähnlichen  Körpers,  der  durch 
Ausfüllung  der  sechs  Trichter  entsteht,  gleich  \na*.  Man  verifiziert  leicht, 
daß  das,  was  bei  der  materiellen  Herstellung  des  betrachteten  Körpers 
an  jeder  Ecke  des  Würfels  beseitigt  werden  muß,  ein  ganz  geringer  Bruch- 
teil des  Gesamtvolumens  des  Würfels  ist,  nämlich  0,00228 .... 


Differentialgleichungen. 

Gleichungen  zwischen  zwei  Veränderlichen. 

781.  Das  Problem  der  Integration,  wie  wir  es  bis  jetzt  behandelt 
haben,  ist  ein  ganz  spezieller  Fall  des  Problems,  welches  in  der 
Aufsuchung  derjenigen  Funktionen  von  einer  oder  mehreren 
Veränderlichen  besteht,  welche  mit  den  Veränderlichen  und 
den  eignen  Derivierten  durch  eine  oder  mehrere  gegebene 
Relationen  verbunden  sind.  Diese  Relationen  heißen  Differential' 
gleichungen,  und  die  Aufsuchung  der  unbekannten  Funktionen  ist  auch 
jetzt  noch  ein  Integrationsproblem.  So  ist  z.  B.  in  dem  einfachsten 
Falle,  den  wir  zunächst  behandeln  werden,  die  Differentialgleichung 
f(x,  y,  y,  y",  . . .)  =  0  gegeben,  und  man  stellt  sich  die  Aufgabe,  alle 
Funktionen  y  zu  finden,  für  welche  diese  Gleichung  identisch  erfüllt 
ist.  Solche  Gleichungen  heißen  gewöhnliclie  Differentialgleichungen 
zum  Unterschied  von  den  partiellen,  in  welchen  neben  zwei  oder  mehr 
unabhängigen  Veränderlichen  die  Derivierten  der  unbekannten  Funk- 
tionen nach  den  verschiedenen  Veränderlichen  auftreten.  In  aUen 
Fällen  nennt  man  Ordnung  der  Gleichung  die  Maximalordnung  der 
gewöhnlichen  oder  partiellen  Derivierten,  die  in  ihr  enthalten  sind. 
Wir  werden  uns  fast  ausschließlich  mit  den  Gleichungen  erster  Ordnung 
beschäftigen. 

782«  Allgemeines  Integral  und  partikuläre  Integrale.  Es 
werde  vorausgesetzt,  daß  die  Gleichung  f(x,  y,  y*)  =  0  geeignet  ist, 
y  als  stetige  Funktion  von  x  und  von  y  zu  definieren.  Man  ziehe 
durch  jeden  Punkt  (x,  y)  eine  Gerade,  deren  Richtungskoeffizient 
gleich  y   ist.     Denken  wir  uns  einen  beweglichen  Punkt  M ,  der  von 
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einer  willkürlichen  Lage  M„  ausgehend  längs  der  durch  Mu  gezogenen 
Geraden  unendlich  wenig  fortrückt,  bis  zu  Mt,  dann  von  Jtf,  längs 
der  durch  Mx  gezogenen  Geraden  bis  Ma  u.  s.  f.  in  intiinttini,  so  wird 
offenbar  längs  der  ganzen  von  M  beschriebenen  Kurve  die  vorgelegte 
Gleichung  erfüllt  sein.  Wählt  man  außerhalb  dieser  Kurve  einen 
andern  Anfangs| tunkt,  so  gelangt  man  zur  Konstruktion  einer  zweiten 
analogen  Kurve  und  erhalt,  wenn  man  immer  von  neuen  Funkten 
ausgeht,  unendlich  viele  solche  Knrven,  die  zusammen  eine  Schar 
Fix,  ij,  n"\  =  0  bilden.  Diese  Gleichung,  die  unendlich  viele  Funk- 
tionen y  definiert,  welche  der  vorgelegten  Differentialgleichung  ga 
nügen,  heißt  das  allgvmriw  Integral  derselben  und  schließt  unendlich 
fiele  partikuläre  Inteyralc  ein,  die  den  einzelnen  Werten  der  Kon- 
stanten a  entsprechen.  Durch  die  Differentialgleichung  f(ft,$ 
werden  also  nur  die  Punkte  der  Ebene  zu  einer  einfachen  LH-mi 
lichkeit  von  Kurven  zusaniniengeordnct,  es  wird  aber  eigentlich 
nicht  y  an  x  gebunden,  weil  die  in  dem  allgemeinen  Integral  auf- 
tretende Integrationskon staute  für  jeden  Wert  von  x  auch  den  Wert 
von  y  beliebig  festzusetzen  erlaubt.  Will  nmn  folglich  nutirls  eÜHS 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  eine  Funktion  ij  definieren,  so 
muß  mau  außerdem  noch  die  Bedingung  aufstellen ,  daß  für  einen  ge- 
gebenen Wert  von  x  die  Funktion  einen  vorgeschriebenen  Wert 
haben  soll.  Mit  andern  Worten,  wenn  xg  und  ya  beliebig  ge- 
geben sind,  so  existiert  eine  Funktion  y  von  x,  welche  der 
gegebenen  Gleichung  f{x,y,  y)  =  0  genügt  und  für  x  =  xü  den 
Wert  y  =  %  annimmt.  Für  die  Gültigkeit  dieses  Satzes  sind  ge- 
wisse Einschränkungen  unerläßlich,  welche  aus  den  obigen  I 
tungen  nicht  ersichtlich  sind.  Diese  Betracbtungen  erlauben  uns 
zwar,  uns  von  der  Existenz,  der  Form  und  der  geometrischen  Bc 
deutung  des  allgemeinen  Integral*  Uechenscbaft  zu  geben,  konM 
uns  aher  in  keiner  Weise  von  einem  strengen  iiiiidvlisrln'ri  Betreu 
dispensieren1).  Wir  wollen  uns  hier  darauf  beschranken,  die  Auf- 
merksamkeit auf  die  Einzigkeit  des  allgemeinen  Integrals  zu  lenken, 
d.  h.  auf  die  Unmöglichkeit  der  Existenz  zweier  voneinander  unab- 
hängiger Funktionen  u(x,y),  v{x,y)t  die  gUHQfl  wÜUrtlrliobet  Kon 
stauten  gesetzt,  das  allgemeine  Integral  einer  nnd  derselben  Differential- 
gleichung darstellen.  In  der  Tat  ist  wegen  der  Gleichheit  der  Werte 
von  y,  die  sich  aus  den  Relationen  m  —  Const.  nnd  t  =  Oonel  U 
geben,  erforderlich,  daß  man    .      '  l  —  0    hat,    und    es    muß    folglich 

1)  Hau   ziehe   hierüber   zu  Rate   ilaa  „liohrbucli  der  Analysis"    |. 
Upschiti,  den  ..Traite  <l' Analyse"  (t  II,  p  SM)  ne   Pirard,  eint-  Nota  ran 
Peano  in  den  „Atti  dell'  Arcademiu  di  Torino"     [SM      ■■  nra  Koten 

Hn  Ariele  in  den  „Memorie  dell'  Acrndi-ini»  di  Bologna"  (1995,  p,  äfiT;  189«, 
p  IUI  l'eano  verdankt  man  einen  Beweil  der  Existenz  de*  Integral«  unter 
der   einen   Bedingung,   die   am  Anfang   des  Paragraphen   angegeben  worden  irt. 
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(§  579)  zwischen  u  und  v  eine  Abhängigkeit  bestehen,  sodaß  v  oder  u 
gleich  einer  Konstanten  setzen  dasselbe  ist. 

783.  Singnläres  Integral.  Das  allgemeine  Integral  F(x,y,a)  =  0 
der  Gleichung  f(x,  y,  y')  =  0  genügt  dieser  Gleichung  auch  dann  noch, 
wenn  a  nicht  als  eine  Konstante,  sondern  als  eine  Funktion  von  x 
und  y  betrachtet  wird,  die  implicite  durch  Fa'(x}  y,a)  =  Q  definiert 
ist;  denn  (vgl.  §  621)  der  unter  dieser  zweiten  Voraussetzung  ge- 
wonnene Wert  von  y  ist  derselbe  wie  der  Wert,  den  man  unter  Vor- 
aussetzung eines  konstanten  a  erhalten  würde.  Singuläres  Integral 
heißt  gerade  das  Integral,  welches  sich  durch  Elimination  von  a  aus 
den  Gleichungen  F=0  und  Fa'=0  ergibt.  Geometrisch  läßt  sich 
dies  in  folgender  Weise  ausdrücken:  Eine  gegebene  Differential- 
gleichung wird  nicht  nur  von  den  unendlich  vielen  Kurven  befriedigt, 
die  durch  das  allgemeine  Integral  dargestellt  werden,  sondern  auch 
von  der  Enveloppe  dieser  Kurven,  die  durch  das  singulare  Integral 
dargestellt  wird.  Deswegen  pflegt  man  zu  sagen,  daß  das  singu- 
lare Integral  die  Enveloppe  der  unendlich  vielen  partiku- 
lären Integrale  ist.  Dank  der  Existenz  des  singulären  Integrals 
ist  ein  Punkt,  der  sich  in  stetiger  Weise  derart  bewegt,  daß  er  be- 
ständig einer  gegebenen  Differentialgleichung  genügt,  deswegen  nicht 
gezwungen  auf  einer  partikulären  Kurve  zu  bleiben,  sondern  kann 
auch,  indem  er  einen  passenden  Bogen  der  Enveloppe  durchläuft, 
auf  jede  andere  partikuläre  Kurve  übergehen1). 

784.  Es  ist  bemerkenswert,  daß  man  das  singulare  Integral  er- 
halten kann  ohne  eine  Integration  auszuführen.  Wenn  die  linke  Seite 
der  betrachteten  Differentialgleichung  f  =  0  eine  stetige  Funktion  mit 
stetigen  ersten  Derivierten  ist,  so  ergibt  sich  das  singulare  In- 
tegral durch  Elimination  von  y    aus   den  Gleichungen  /*=0, 

w-i  =  0.  Fixieren  wir  in  der  Tat  eine  unter  den  unendlich  vielen 
dy 

Kurven,  die  durch  das  allgemeine  Integral  dargestellt  werden,  und 
nehmen  wir  an,  daß  sie  in  A  die  Kurve  berührt,  die  durch  das  sin- 
gulare Integral  dargestellt  wird.  Betrachten  wir  eine  zweite  parti- 
kuläre Kurve,  die  zu  der  ersten  unendlich  benachbart  ist,  und  sei  Ä 
der  zu  A  unendlich  benachbarte  Punkt,  in  welchem  sie  die  singulare 
Kurve  berührt.  Es  ist  klar,  daß  die  beiden  partikulären  Kurven 
einen  Punkt  M  gemein  haben,  der  zu  A  unendlich  benachbart  ist, 
dessen  Koordinaten  £  und  17  folglich  nach  den  Koordinaten  x  und  y 

1)  Diese  Bemerkung,  die  so  einfach  ist,  daß  sie  überflüssig  scheinen 
könnte,  ist  mit  großem  Geschick  von  Bonssinesq  verwertet  worden  für  die 
„Conciliation  du  ventable  d£terminisme  me*canique  avec  l'existence  de  la  vie  et 
de  la  liberte*  morale"  (Paris,  Ganthier- Villars,  1878).  Siehe  auch  die  Studie 
desselben  Autors  „sur  divers  points  de  la  philosophie  des  sciences",  p.  82. 
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von  A  konvergieren,  wenn  A'  mit  A  zusammenzufallen  strebt.  Im 
Punkte   M   seien    nun   >/    und    5   I   /<    die    Riehtangakoeffisienten   der 

beiden  sich  dort  (reffenden  partikulären  Kurven.  Es  ist  klar,  daß 
beim  Konvergieren  ron  .1  naeh  -I  dt«  Tangenten  dieser  Kurven  in  j]/ 
mit  der  Tangente  der  singulären  Kurve  in  A  zusammenzti fallen 
streben.  Man  wird  also  haben  lim£  =  .r,  lim  t]  =  y  und  gleichzeitig 
Um  !)'  =  #',  IimA  =  0,  Da  M  zwei  Kurven  angehört,  die  der  vor- 
gelegten Differentialgleichung  genügen,  so  muß  mim  haben  fiili)>v')'=  ®t 
/'(£,  j;,  )}'+!))  =  0;  und  die  streite  Gleichung  wird,  wenn  man  darin 
die  Potenzen  von  h  von  der  zweiten  an  aufwärts  vernachlässigt, 
/»'($»  V>  v')  =  0-     ^n  der  Grenze  ist  also  f{x,  >i,  n '        ■' 

785.    Was   die  Integration  der  Differentialgleichungen  ai 
so   gibt  es  keine  Methode,   die  auf  alle  Gleichungen   anwendbar   ist, 
und  wir  müssen  uns  hier  darauf  beschränken,  einige  wenige  Fälle  anzu- 
geben, in  denen  man  durch  spezielle  Verfall  rungs weisen  zur  Kenntnis 
lies  allgemeinen  Integrals  gelangt. 

a)  Wenn  man  aus  der  vorgelegten  Gleichung  einen  der  mög- 
lichen Ausdrucke  von  y  entnimmt  und  dtjldx  für  y  einsetzt,  so  wird 
man  dazu  geführt,  eine  Gleichung  von  der  Form  udx  -f  edjf  0  N 
integrieren,  wo  u  und  i1  Fimktinrn'ii  WB  X,  >l  sind  Die  [otegnttOO 
läßt  sich  ohne  weiteres  ausführen  /  j  ud.r  !  /  i  thj  -  Oonst.1,  wenn 
H  eine  Funktion  von  x  allein  nnd  p  eine  Punktion  von  ;/  allein  ist. 
Alsdann  sagt  mau,  die  Veränderlichen  seien  separiert.  Die  Beptr 
ration  der  Veränderlichen  läßt  sich  immer  erreichen,  wenn  u  und  v 
Produkte  von  Funktionen  Km  X  allein  mit  Funktionen  van  'i  ill'i. 
sind.  Man  braucht  nämlich  nur  die  Gleichung  durch  die  Funktion 
von  y,  die  in  u  enthalten  ist,  und  durch  die  Funktion  von  x,  die  in  n 
enthalten  ist,  zu  dividieren 

b)  Es  gelingt  immer  die  Veränderlichen  zu  separieren,  wenn  « 
und  v  homogene  Funktionen  von  demselben  Grade  sind  Setzt  man 
in  der  Tat  y  =  tx,  sodaß  H  «•  .rnijM'l,  B  =  «"*>(()  ist,  BD  verwandelt 
sich  die  Gleichung  in 

f, -i/u/j:  +    >l''t}{t>tx  +  xdf)<-Q. 


Dividiert  i 
hält  man 


i  also  durch  x  und  durch  q   ■•-  In- 


integriert,   Nu   OT- 


c)  Sehr  einfach  ist  dir  Integration  der  Gleichung /"{«jjf.^—O, 

sobald   in  ihr  x  oder  y  fehlt.     Wir  nehmen  an,  daß  man  die  Gleichung 
i»ch  y    nicht  auflösen  kann  oder  will;  sonst  würde  man  auB  y'=<p(x) 


*  /-1 

oder   y  —  tpiy)    sofort    entnehmen    y  =  j  <p(x)dx    oder    j  —   /  - 
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Dagegen  setzen  wir  voraus,  daß  man  die  vorgelegte  Gleichung  nach  x 
oder  nach  y  auflösen  kann.  Hat  man  z.  B.  x  =  <p{yr)  und  setzt  y'=  t, 
so  findet  man  y  =  ftdx  =Ctq>(t)dt.  Die  Elimination  von  t  zwischen 
x  =  <p(t)y  y  =  t<p(t)  —f<p(ß)dt  liefert  die  gesuchte  Gleichung  in  x 
und  y.     Ebenso  leitet  man  aus  y  =  <p(y),  wenn  man  y'=  t  setzt,  ab 

d)  Die  Gleichungen  zweiter  Ordnung,  in  welchen  x  oder  y  fehlt, 
sind  leicht  auf  Gleichungen  erster  Ordnung  reduzierbar.  Wenn 
nämlich  y  fehlt,  so  kann  man  y  als  die  unbekannte  Funktion  be- 
trachten, und  die  Gleichung  ist  dann  von  erster  Ordnung,  sodaß  die 
Integration,  wenn  wir  sie  als  möglich  voraussetzen,  zu  einer  Gleichung 
F(x}  y'}  a)  =  0  führt.  Integriert  man  jetzt  noch  einmal,  so  gelangt 
man  zu  der  gesuchten  Relation  zwischen  x  und  y.  Dieselbe  enthält 
zwei  willkürliche  Konstanten  a  und  b.  Wenn  in  der  gegebenen 
Differentialgleichung  x  fehlt,  so  braucht  man  nur  y  als  unabhängige 
Veränderliche  anzunehmen,  y  als  unbekannte  Funktion  zu  betrachten 
und  gleichzeitig  zu  bemerken,  daß  y"=  dy/dx  =  y'dyjdy  ist.  Man 
erhält  dann  eine  Gleichung  erster  Ordnung,  die  integriert  F(y,y'}a)  =  0 
liefert,  u.  s.  w. 

e)  Wenn  der  Ausdruck  von  y',  den  man  aus  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  gewinnt,  in  y  vom  ersten  Grade  ist,  so 
heißt  die  Gleichung  linear,  und  die  Integration  ist  immer  möglich. 
Setzt  man  in  der  Tat  y  =  uv,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung 
y'+  yq>{x)=f(x)  in  uv  -f  (t>'+  v<p)u  =  f  und  reduziert  sich  auf  u'v  =  f9 
wenn  man  für  v  eine  Funktion  wählt,  die  der  Bedingung  v'+  vip  =  0 
genügt.     Durch  Separation  der  Veränderlichen  und  Integration  findet 

—Jtpdx  .  ftpdx 

man  v  =  e  Also  ist  u'  =  fe%         und  endlich 

-ftpdx   f  fifdx 

y  —  e  I  e        fdx. 

Es  sind  mithin,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  zwei  Quadraturen,  d.  h. 
zwei  einfache  Integrationen,  erforderlich,  um  das  allgemeine  Integral 
einer  linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zu  berechnen. 

f)  Die  Bernouillische  Differentialgleichung  y  +  y<p(x) 
Ä  lff(x)  reduziert  sich  sofort  auf  die  vorige:  man  braucht  nur  alles 
durch  y*  zu  dividieren  und  yl~n  als  unbekannte  Funktion  anzunehmen. 

g)  Interessant  ist  die  Clairautsche  Differentialgleichung 
y  =  xy'+f{y'}  Durch  Derivation  erhalt  man  { x  +  f(y  )}y"=  0. 
Man  erhält  mithin  successiv  y"=  0,  y'=a,  y  =  ax  +  f(a):  dies  ist 
das  allgemeine  Integral.  Wenn  nicht  y"=  0  ist,  so  muß  man  haben 
x  +  /"GO  Ä  0;  eliminiert  man  zwischen  dieser  Gleichung  und  der  vor- 
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gelegten  y,  so  findet  man  das  singulare  Integral;  und  der  Weg,  auf 
dem   wir  es  erhalten  haben,  ist  gerade  der  in  4;  Tk4  angegebene. 

h)  Die  Gleichung  y  —  Xtpljf)  ■(-  yt'/'i  läßt  sich,  wenn  sie  kern* 
Clairautsche  Gleichung  ist,  auf  eine  lineare  Gleichung  reduzieren; 
denn  man  leitet  ans  ihr  durch  Derivation  ab 

./:  ,,.-    „  ■,      ./ 

Fuhrt  man  die  Integration  an»,  indem  man  r  als  unbekannte  Funktion 
der  unabhängigen  Veränderliehen  y  betrachtet,  so  ergibt  sich  eine 
Relation  von  der  Form  F(x,y',a)  —  0,  und  die  Elimination  von  y 
zwischen  dieser  Gleichung  und  der  vorgelegten  führt  zu  dem  ge- 
suchten allgemeinen  Integral.  Allgemeiner  erhält  man,  so  oft  eine 
Differentialgleichung  sich  auf  die  Form  y  —  fl.J, .'/")  bringen  läßt,  durch 
Derivation 

Wenn  man  diese  Gleichung  erster  Ordnung  (in  Bezug  auf  die  un- 
bekannte Funktion  y'\  integrieren  kann,  so  führt  die  Elimination  von 
y'  zwischen  ihrem  allgemeinen  Integral  /•'!,'.  v,"1  0  und  der  vor- 
ten  Gleichung  zu  der  gesuchten  Uebitum  BwiMshem  l  und  y 
i)  Ist  der  Ausdruck  von  y[,  den  man  ans  einer  Diffenntiat* 
gleichung  erster  Ordnung  gewinnt,  in  y  vom  zweiten  Grade,  so 
läßt  sich  die  Integration  nur  in  ganz  speziellen  Fällen  ausführen,  mit 
denen  wir  uns  im  folgenden  Paragraphen  beschäftigen  werden.  Für 
jetzt  beschränken  wir  uns  darauf,  einige  bemerkenswerte  Eigenschaften 
derartiger  Gleichungen  anzugeben.    Diese  Gleichungen  haben  >li"  Form 

r,'=  y\(x)  +  9l(")    '■    *    ' 
und  heiÜen   li  jeeat  ische  Gleich  ungern      Wenn  man  auf  irgend  eine 
Weise  zur  Kenntnis  eines  partikulären  Integrals  u  gelangt,  so  ist  die 
Integration  mittelst  zweier  Quadraturen  möglich.     Setzt  man  mimlirli 
y=-  u  —  l/z,  so  nimmt  die  Gleichung  die  lineare  Form  an 

und  das  allgemeine  Integral  ist  daher 

,11 


A/l>»»+ 


,:.(, 


tf'lx 


Kennt  man  zwei  partikuläre  Integrale,  so  reduziert,  sich  die  Integration 
auf    eine    Quadratur       Wenn    man    in    der  Tat    von    der    TQJ 
Erlajohnng  die  Identitäten 

n'  =  u'qp  +  »x  +  i>.       r'=  v*<p  +  «1  +  i> 
subtrahiert,  so  erhält  man  die  QlwehtlPgW 
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_log(y-w)  =  (y  +  u)q>  +  %,      jAog(y-v)  -  (y  +  v)<p  +  t. 
Subtrahiert  man  diese  voneinander  und  integriert,  so  ergibt  sich 

(2)  ^Lry  —  eAu  -  •)  v  dx 

\  )  y  —  v 

Kennt  man  ferner  drei  partikuläre  Integrale ,  so  läßt  sich  die  Inte- 
gration ohne  Quadraturen  ausfahren;  denn  aus  der  vorigen  Relation 
leitet  man  sofort  ab 

- : =  Const. 

y  —  17    w  —  v 

Also  ist  das  Doppelverhältnis  von  vier  beliebigen  partiku- 
lären Integralen  der  Riccatischen  Gleichung  konstant.  Wir 
wollen  schließlich  noch  auf  die  äußerst  einfache  Form  hinweisen,  auf 
die  sich  eine  Riccatische  Gleichung  immer  reduzieren  läßt,  indem  man 

8  -  ye-f***,      t  =  -Jef**s9dx 

als  unbekannte  Funktion  bezw.  als  unabhängige  Veränderliche  wählt. 
Man  hat 

dz  =  _  y  —y%  =  __ y*y  +  ^  =  _ # _  ^ *-»/>** 


dt  *fx<**  *fx**  <P 


und  die  Gleichung  transformiert  sich  daher  in 

786.    Beispiele,     a)  Um  die  Gleichungen 

{;dx%-yt)ydx-{xi-^y2)xdy=^0,     (x2-  3y*)xdx  +  (3x'-y*)ydy  =  0 

zu   integrieren,   genügt  es   (§  785,  b)  y  =  tx  zu   setzen   und  dadurch  die 
Gleichungen  in  * 

dx  _  (1  —  St*)dt  dx       (8  —  t*)tdt  _ 

x  2t{l  +  t*)    ~     J         x  +     "i—  tA      "" 

zu  transformieren.     Durch  Integration  ergibt  sich  daraus 


a|/2*  al/l—  t* 

X  1+**'  X  1+** 


d.  h.    x2  +  y*  =  aY^xy,  x*  +  y2  =  a ya;8  —  #2  oder  in   Polarkoordinaten 

r  =  aj/sin  2  0,  r  =  a}/cos20.  Die  Integrale  der  ersten  und  der  zweiten 
Differentialgleichung  stellen  also  (§  589,  m)  die  unendlich  vielen  Lemnis- 
katen  dar,  die  im  Pol  von  den  Achsen  bezw.  den  Winkelhalbierenden 
der  Achsen  berührt  werden.  Man  bemerke,  daß  zwei  beliebige  Lemnis- 
katen,  die  aus  den  beiden  Scharen  herausgegriffen  sind,  sich  außerhalb  des 
Pols  rechtwinklig  schneiden.  Es  ist  ferner  leicht  zu  verifizieren,  daß  die 
beiden  Differentialgleichungen  eine  gemeinsame  Eigenschaft  der  Tangente 
und  der  Normale   ausdrücken,   nämlich   die  Eigenschaft  mit   dem  Radius- 
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vektor  einen  Winkel  zu  bilden,  der  doppelt  so  groß  ist  als  die  Neigung 
dieses  Radius  gegen  eine  feste  Gerade.  Diese  Gerade  ist  eine  Tangente 
im  Pol  oder  die  normale  Symmetrieachse,  je  nachdem  es  sich  um  die 
Tangente  oder  die  Normale  handelt.  Wenn  man  dieses  Problem  in  eine 
Gleichung  bringt,  indem  man  von  Polarkoordinaten  Gebrauch  macht,  so 
erhalt  man  sofort  r  =  r  cot  2  0,  r'  =  —  r  tg  2  0,  und  die  Integration  wird 
sehr  leicht. 

b)  Um  (ax  +  by  +  c) dx  +  (dx  +  b 'y  +  c) dy  =  0  zu  integrieren, 
können  wir  als  neue  Veränderliche  {  =  ax  -f  by  +  c,  r\  =  ax  -f  b'y  +  c 
wählen,  wenn  nicht  ab' =  ba'  ist,  in  welchem  Falle  zwischen  £  und  rj 
eine  Relation  bestehen  würde.     Die  Gleichung  wird 

(b'£  -  a'n) dl  -  (6|  -  arj) dn  -  0, 

und  um  sie  zu  integrieren  braucht  man  nur  r\  =  t%  zu  setzen  u.  s.  w.  Ist 
ferner  ab' '  =»  ba'  und  gleichzeitig  ac'=ca',  so  gibt  die  Gleichung,  nach- 
dem man  sie  von  dem  Faktor  ax-\-by-\-c  befreit  hat,  ax+  a'y  =  Const. 

Dagegen  kann  man  für  ac^ca'  schreiben 

(ax  -+-  by)  d  (ax  +  a'y)  +  ad  (ex  +  cy)  =  0, 

sodaß  sich,  wenn  man  {  =  ax  +  a'y,  rj  =  ex  +  cy  als  neue  Veränder- 
liche wählt,  eine  Gleichung  von  der  Form  (a£  +  /3ij)dJ  +  adi\  =  0  er- 
gibt. Um  die  Veränderlichen  zu  separieren,  braucht  man  nur£  =  a|  +  ßrf 
statt  tf  einzufahren:  man  erhält  dann  (ßz  —  aa)d£  +  ade  =  0  u.  s.  w. 

c)  Die  Gleichung  ysinx  -f  y'cosz  =  1  ist  linear,  und  es  genügt  da- 
her, um  sie  zu  integrieren  (§  785,  e),  zuerst  eine  Funktion  v  zu  be- 
stimmen, die  der  Gleichung  vsin£  +  v' cos  sc  =  0  genügt,  dann  y  =  uv  zu 
setzen  und  alle  Funktionen  u  zu  bestimmen,  die  der  Gleichung  vu'cobx-**  1 
genügen.  Auf  solche  Weise  erhält  man  successiv  v  =  cosas,  u  — tgar  +  a, 
y  =  sin  x  +  a  cos  #. 

d)  Ist  die  Gleichung  (#  —  xy)cosy  «=  1  —  zsiny'  zu  integrieren,  so 
löst  man  sie,  um  sie  dann  zu  derivieren  (§785,  h),  nach  y  auf: 

dx 
y  =  x(y  —  tgy')  +  secy ,      arsiny  +  -^  cosy  —  1. 

Behandelt  man  jetzt  #  als  unbekannte  Funktion  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen y\    so    findet   man   x  —  sin  y  +  a  cos  y'   und   leitet   daraus   ab 

(1  +  a2) sin y  -  s  ±  a ^1  +  a2 ^,  (1  +  a2) cos y  -  ax  if  j/T+ä2 -  x2. 
Setzt  man  diese  Resultate  in  die  vorgelegte  Differentialgleichung  ein,  so 
gelangt  man  zu  dem  allgemeinen  Integral 


y  +  x  arctg     -1-     \_xt ±  ]/l  +  a2  -  x2 


0. 


e)  In  analoger  Weise  läßt  sich  die  Gleichung  y  —  xy  «+•  x*f(y)  inte- 
grieren, welche  sich  durch  Derivation  in 

dx       xfdf)    ,    _  1  n 
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transformiert,  woraus  sich,  wenn  man    gp  (rr)  =   I  -7=7=7  setzt, 


dx 

VKx) 


ergibt.      Eliminiert    man    zwischen    dieser    Relation    und    der    vorgelegten 
Gleichung  y,  so  gelangt  man  zu  dem  allgemeinen  Integral. 

f)  Um  (a2  —  x*)dy*  +  2xydxdy  +  (b*  —  y*)dx*  =  0  zu  integrieren, 
löse  man  die  Gleichung  nach  y  auf  und   bemerke,   daß   die   so   erhaltene 

Gleichung  y  =  xy  ±  Va*y'*  -f-  b%  eine  Clairautsche  ist  (§  785,  g).     Also 

läßt  die  vorgelegte  Gleichung  das  allgemeine  Integral  y  =  cx±  Va2c2-[-&2 

sc  1/ 

oder  c\a* — x%)  +  2cxy + (b* — y 2) = 0  zu  und  das  singulare  Integral  -5- + ci  =  1  • 

g)  Bei  der  Gleichung  y2  -\ — s  +  2  y  =  0  ist  sofort  das   partikuläre 

Integral  y  =  1/x  ersichtlich,  und  es  genügt  daher  in  Formel  (l)  «  =  1/a:, 
9«=  —  1/2,  2  =  0  zu  setzen,  um  das  allgemeine  Integral  zu  finden 

h  -5-  log  a;  =  Const. 


1  —  rcy   '    2 

Ein    wenig    allgemeiner   findet    man,    wenn    man    der    Gleichung   y2  +    , 

+  2ky  =  0    durch   y  =  m/x    zu    genügen    sucht,    daß    w    die   Gleichung 
wi2—  2ä:wi+  1  =0   erfüllen  muß,   und   man    erhält  auf  diese  Weise  für 

k*  ^  1  die  beiden  partikulären  Integrale 

fc+i/F^i         k— y~k*-^i 

U==    L_t V    — s       1 . 

X  X  ' 

darauf  liefert  uns  die  Formel  (2)  das  allgemeine  Integral 


xy  =  k+  yW^i  -- 


—  a 


x    *      + a 
Für  Ä;2  <  1  ist  es  zweckmäßig,  dasselbe   auf  folgende   Form  zu   bringen: 

xy  =  ft  -  yT^fc*  tg  (a  +  V-  y^-'  log  x) . 

Zu  denselben  Resultaten   gelangt  man   (vgl.  §  725,  d)  mit  Hilfe   der  Sub- 
stitution xy  =*  0,  welche  die  Separation  der  Veränderlichen  ermöglicht: 

dx  2kdz        

h)  Betrachten  wir  allgemeiner  eine  Riccatische  Gleichung,  die  bereits 
auf  die  Form  y  +  «y2  =  f(&)  reduziert  ist  (§  785,  i).  Wir  wollen  un- 
endlich viele  Fälle  angeben,  in  welchen  die  Gleichung  sich  in  algebraisch- 
logarithmischer  Form  integrieren  läßt.  Diese  Fälle  beziehen  sich  alle  auf 
die  Annahme,  daß  f(x)  zu  einer  Potenz  von  x  proportional  ist:  es  sei 
f(x)  =  bx".     Setzt  man  y  =»  uz  +  v,  so  wird  die  Gleichung 

uz'  -f  (<■'  +  av*)  +  (u  +  2auv)  z  +  au*z*  =  bx* 
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und  reduziert  sich  einfach  auf  z'  -\-  auz*  *=  b  — ,  wenn  man  für  u  und  v 

zwei  Funktionen  wählt,  die  den  Bedingungen  v  +  «o*  =■  0,  u'  +  2auv  =  0 
genügen.     Dies  gelingt,  indem  man  v  =  l/ax  und  dann  u  =  1/x*  nimmt. 

Die   Gleichung    transformiert    sich    auf  diese  Weise    in  /  -f-  a  ~i  Ä  ba?  +  t 

und  reduziert  sich  auf  die  ursprüngliche  Form,  wenn  man  jer  =  l/yx , 
x  =  xx*  setzt.     Man  erhält  in  der  Tat 

und  braucht  nur  v  =  l/(n  +  3)  zu  nehmen,  damit  sich  die  Gleichung 
wirklich  auf  die  ursprüngliche  Form  reduziert,  d.  h.  -1-  +  a1y1i  =  61ar1il> 

wird,  wo  ^=6/^+3),  \  —  a/(«  +  3),  14  —  -  (n  +  4)/(«  +  3). 
Denken  wir  uns  jetzt,  daß  die  bereits  angewandte  Substitution  mehrere 
Male  nacheinander  angewandt  wird.  Man  gelangt  auf  solche  Weise  zu 
einer  Reihe  Riccatischer  Gleichungen,  in  welcher  auf  n  die  Exponenten 
«!,  «2,  w8,  .  .  .  folgen,  die  durch  die  Relationen 

.  ".  +  * 

bestimmt  sind,  wobei  n0  =  n  ist.  Addiert  man  auf  beiden  Seiten  2,  so 
erhält  man 

w<+.  +  2  =  (^+-8y+-1»   dh«— +«-1+ü,+i- 

Verwandelt  man  i  int  —  1,  i  —  2,  ...,2,  1,0  und  summiert,  so  kommt 

-•  + 


*,-|-2  '    n+2 

Da  die  Veränderlichen  sich  in  der  vorgelegten  Gleichung  unmittelbar  sepa- 
rieren, wenn  n  «=■  0  ist,  so  kann  man  behaupten,  daß  die  Gleichung 
integrabel  ist,  sobald  in  der  Reihe  i\,  «,,  n8,  .  .  .  ein  verschwin- 
dendes Glied  vorkommt.     Sie  ist  also  integrabel,  wenn  man  hat 

t  -  inb  -  *£fi  -  *aazer  ZahL 

Eigentlich   ist  es   nötig,   daß  n/(2«  -f  4)   ganz  und   positiv   ist;  aber  im 

Falle   einer   negativen   ganzen  Zahl   hilft  man  sich   dadurch,   daß  man  in 

1 

der  gegebenen  Gleichung  direkt  die  Substitution  y  «  1  jyx ,  x  «■»  ap|" + 1 
macht.     In  der  Tat  geht  die  Gleichung  dann  über  in  -j^1-  +  a\y^  =**  ^1*1""» 

wo  ax  =  b/(n  +  1),  \  =  a/(«  +  1),  t^  =  — -  n/(n  +  l)  ist,  sodaß  man 
hat  1^/(2 fit  +  4)  =»  —  n/(2n  +  4).  Wenn  endlich  die  ganze  Zahl  nicht 
endlich  ist,  so  würden  unendlich  viele  Transformationen  nötig  sein;  aber 
dieser  Fall,  der  der  Annahme  n  «=  —  2  entspricht,  ist  bereits  auf  anderem 
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Wege  behandelt  worden.  Die  Gleichung  y  -\-  ay*  =  ba?  ist  also,  um  zu- 
sammenzufassen, integrabel  für 

_  JL     n   i  i  1  1       *JL         AAAAi 

4  *"     *     3'    6'    7  »    9  »  "  "  "'    2'"'    9'    7'    5  '    3' 

i)    Die    Gleichung    zweiter    Ordnung   y"=f(x)    läßt    sich    immer 
(§  785,  d)  behandeln,  wie  eine  Gleichung  erster  Ordnung,  indem  man  y 

als  unbekannte  Funktion  betrachtet:  t/  =  Jf(x)  dx  mit  einer  willkürlichen 

Eonstanten    a,    die    in    dem    Integral    enthalten    ist      Ferner    hat   man 

y  =■  fydx  =  xy  —  \xdy\   d.  h.  y  =  xff(x) dx  —  Jxf(x) dx  mit  einer 

zweiten  willkürlichen  Eonstanten  fe,  die  in  dem  zweiten  Integral  enthalten 
ist,  sodaß  der  willkürliche  Teil  von  y,  wie  vorauszusehen  war,  ax  +  6 
ist.  Auch  die  Gleichung  y"  =  /*(y)  reduziert  sich  sofort  auf  eine  von  erster 
Ordnung  (§  785,  d),  indem  man  y'dy'  für  y'dy  schreibt,  sodaß  man 
successiv  erhält 


\p  -/«»*.  ../^ 


Hierin  sind  zwei  willkürliche  Konstanten  enthalten,  die  durch  die  successiven 
Integrationen  hineinkommen. 

j)  Um  y^'cosy  +  y'*siny  =  y  zu  integrieren,  multipliziere  man  das 
Ganze  mit  dy  und  ersetze  y'dy  durch  y'dy.  Auf  diese  Weise  erhält  man 
nach  Befreiung  der  Gleichung  von  dem  trivialen  Integral  y  =  Gonst.  die 
Gleichung  erster  Ordnung 

di/  ,     /  . 

^cosy  + ^smy=»l, 

welche,  wie  wir  gesehen  haben,  das  allgemeine  Integral  y'=  siny  -\-tgcccosy 
zuläßt.     Mithin  ist 


x 


/dy  r  coBady  .  .       .    y  +  cc 
r~r "■   I  ~w — r  \  =  a  +  cos  a  log  tg  *—± — , 
siny  +  tgacosy       J  sin(y+a)            '  ö    c      2      ' 


wo  a  und  er  willkürliche  Eonstanten  sind. 

k)  In  ähnlicher  Weise  kann  man,  wenn  die  Gleichung  y"{l  +  yy) 
=  y{\  +  y'%)  gegeben  ist,  sie  sofort  auf  die  Form 

dy  _  i  +  y</ 
dtf       l  +  y'* 

bringen  und  integrieren  (§  785,  e),  indem  man  y  als  unabhängige  Ver- 
änderliche betrachtet  Man  kann  auch  damit  beginnen,  die  Gleichung  auf 
die  Form  zu  bringen 

(1  +  jO  {dy  -  dy')  =  ( 1+  yy1) dy'  -  (1  +  y'*) dy'  =  (y  -  y)  y'dy\ 

um  daraus  successiv  abzuleiten 

ferner 


/V+*vy+i-** 


'-/yTV-V     dy 


Ceafcro,  Analysia  53 
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g(l  —  k*)  setzt,  das  ganz  einfache  In 


§788 

ibt  sich    für 
einfache    in- 

man  darin  w 


und    endlich   «J  —  a  -f-  1  log  fr  +  W+l  -  *S)  +  log  (.V  -  »  V?  +  1-*"). 

wo  o  und  Ji    willkürliche    Konstanten    sind.      Insbesondere   ergibt  sich    für 
ifc  —  1,  wenn  man  vorher  a 
tegral  ff  =  yT+>. 

1)  Die  Gleichung  yy'y"  —  y'°  -+-  y"s  reduziert  sich,  weuu  man  darin  y 
als  unabhängige  Veränderlich.-  betrachtet,  Ulf  BIM  ''lairiiuis.hi'  GleichuDg 
y"  —  Jt  i  ~  (  j1")  •  ""^  man  erhalt  daher  das  allgemeine  Integral,  indem 
man  ,v'  =  cj  —  «*  integriert  Es  ist  folglich  y  =  a  +  6*^",  wo  a  »nd  fc 
willkürliche  Konstanten  sind;  aber  das  singulare  Integral  i  >/'  =  >ii  enthüllt 
uns  die  Existenz  unendlich  vieler  anderer  integrale  («  —  jr)ff  =  4,  die  nicht 
in  dem  allgemeinen  Integral  enthalten  sind. 

m)  Uiu  schließlich  zu  sehen ,  wie  die  Anwendung  der  Differential- 
gleichungen zur  Aufdeckung  bemerkenswerter  Eigenschaften  der  Funktionen 
fahren  kann,  betrachte  man  die  Differentialgleichung 

(3)  -r-  '"      -+   ,     '*  —-«• 

welche  offenbar  das  allgemeine  Integral 

(4)  *"(*,  9)  -f  F(k,  1)1)  =  Const. 

zulliilt,  und  versuche  auf  anderem  Wege  zur  Kenntnis  dieses  Integrals  za 
gelangen.  In  Bezug  auf  die  unabhängige  VerBuderln  he  j:  =  J'(k, 9)  hallen 
die  Funktionen  i*  =  sinaj,  v  =  sin  V  offenbar  die  Derivierten 

«'=  cos  9  •  j/l  —  fc'sin'aj,      v'=  —  cobiC  ■  Y\  —  fc*  »in*  y 
und  genügen  daher  beide  den   folgenden   Relationen: 

»•■- (1  -,/>)(i -i-y),   f-  -  [i +/.•),  +  ajy. 

Daraus  folgt 

„»„'* _  Mi„'t  =  _  („*_„«) (1  _ fc»„V), 

01*"  —  «tf"  =  2Ä*UI>(tt*  —  »*). 

Mitbin  ist 

(■»  —  «c  1  — **(»»)"      1  — ft*u*e* 

Die  letzte  Relation  wird,  wenn  man  «, 

9  und  v  ersetzt, 


durch  ihre  Ausdrücke  in 


«  u-    1  1  -    Fi 


■  *  +  .i 


■a  9  ■  \'l  —  *'  «i 


=  Const 


die  Fon 
Ton  (ö) 
Satz:  W 


(5)       - 

Dies  ist  nur  eine  andere  Form  des  allgemeinen  Integrals  der  Qlet  h 
Wenn  man  daher  mil.  sin  o  die-  Funktion  vnri  9  und  v  In  .-.iirliTh-l,  -It.. 
auf  der  linken  Seite  von  (5)  steht,  no  erlaubt  die  am  BcUnfM  ron  §"*"-' 
gemachte  Bemerkung  zu  behaupten,  daß  die  linke  Seite  von  (-1)  sich  auf 
die  Form  f(d)  muü  bringen  lassen.  Da  sich  nnn  für  ip  =  0  auf  Grund 
von  (5)  0  auf  9  reduziert,  so  ist  F(k,  9)  =  f(<p)-  Mithin  gilt  folgen 
Satz:  Wenn  mau  hat 
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so  ist  0  mit  qp  und  ty  durch  die  Relation  verbunden 

(1  —k*sin2<p  sin*^f/)  sind  =  sinycos^y'l— ^sin1^  +  sint|;cos<pyi — A;*sin*qp. 

Dies  ist  das  wichtige,  von  Euler  entdeckte,  Additionstheorem  der 
elliptischen  Integrale  erster  Gattung1).  Es  ist  nützlich  zu  bemerken,  daß 
die  letzte  Relation  sich  auch  auf  die  folgenden  Formen  bringen  läßt: 

cos  a  =  cos  <p  cos  ty  —  sin  <p  sin  ty  )/l  —  Js?  sin2  a , 
tg  qp  yi  —  k*  sin*  y  +  tg  H>  Vi  —  lc*  sin*  <jp 


tga 


1  _  tg  qp  tg  ^  V^l  —  *f  «a*  9>)  (1  —  &  sin*  ^) 


Insbesondere  findet  man  für  k  =  0  die  trigonometrischen  Formeln  wieder, 
welche  die  Werte  von  sin(qp -f-t|;),  cos(qp  +  t|;),  tg(9  +  i|;)  geben.  Noch 
sei  bemerkt,  daß  es  für  a  =  \%,  wenn  man  <p  =  ip  setzt,  gelingt,  die 
Amplitude  qp  zu  bestimmen,   für  welche  F(k,  qp)  gleich  -|-.F(£)  wird:   sie 

lautet  qp  =  arccoty  1  —  k*.  Damit  ist  die  Lösung  einer  früher  gestellten 
Aufgabe  (§  777,  d)  ermöglicht. 


Geometrisohe  Anwendungen. 

787.  Ebene  Kurven,  a)  Wenn  man  die  Kurve  kennen  zu  lernen 
wünscht,  bei  welcher  der  von  einem  festen  Punkte  aus  gerechnete  Abschnitt, 
den  die  Tangente  auf  einer  Achse  bestimmt,  eine  vorgeschriebene  Funktion 
des  von  der  Tangente  und  der  Achse  eingeschlossenen  Winkels  ist,  so  er- 
hält man  eine  Clairautsche  Gleichung.  Die  gesuchte  Kurve  ist  ge- 
geben durch  das  singulare  Integral,  während  das  allgemeine  Integral 
den  Inbegriff  ihrer  Tangenten  darstellt.  Wünscht  man  z.  B.,  daß  der  auf 
der  x-Achse  bestimmte  Abschnitt,  vom  Anfangspunkt  aus  gerechnet,  propor- 
tional zu  y  ist,  zu  welcher  Annahme  man  bei  der  Aufsuchung  der  Gegen- 
fußpunktkurve  (§  627)  einer  Geraden  in  Bezug  auf  einen  Punkt  geführt 
wird,  so  muß  man  die  Gleichung  y  =  xy' — ay*  integrieren.  Daraus 
folgt  durch  Derivation,  daß  entweder  y"=  0  sein  muß,  also  y=k  und  weiter 
y  =  kx  —  Ä2a,  wodurch  die  Tangentenschar  der  Parabel  a?*  =  4ay  dar- 
gestellt wird;  oder  daß  man  haben  muß  x  =  2ay\  folglich  x*  =  4ay.  In 
ähnlicher  Weise  findet  man,  wenn  gefragt  wird,  bei  welcher  Kurve  die 
von  den  Achsen  auf  den  Tangenten  bestimmten  Strecken  alle  gleich  lang 

sind,  die  Differentialgleichung  y  =  xy  +  a#'/j/l  +#'*>  un^  es  w*n*  wieder 

i        i        i 
genügen    (§  784)    ihr   singuläres  Integral    zu  bestimmen:  x    +  y    ==». 

Die  Elimination,  durch  welche  man  zu  dem  Resultate  gelangt,  unter- 
scheidet sich  im  Grunde  nicht  von  derjenigen,  welche  man  ausführen 
müßte  (§  620),  wenn  man  das  Problem  vom  Standpunkt  der  Enveloppen- 
theorie  betrachtet. 

b)  In  analoger  Weise  verfährt  man,  wenn  statt  der  Tangente  die 
Normale  betrachtet  wird,  in  welchem  Falle  die  zu  integrierende  Gleichung 


1)  Was  die  andern  Gattungen  anbetrifft,  so  vergleiche  man  Schlö milch, 
Comp,  der  höh.  Analysis,  Bd.  2,  S.  339  ff. 
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die  Form  bat  x  +  yy  —  f(y')-  Man  kann  sie  sofort  nach  y  auflösen 
(vgl.  §  785,  h).  übrigens  kann  man  auch  damit  anfangen,  daß  man  die 
Gleichung  den  viert,,  um  dann  zwischen  der  so  erhaltenen  Gleichung 
1  +y's+  yy"  =  f(jf)y"  und  der  vorgelegten  y  zu  eliminieren.  Man  ge- 
langt auf  diese  Weise  zu  der  linearen  Gleichung 

,dx        x        yry. 

*  dtf       l  +  y-'+       T+$ 

welche  man  zu  integrieren  weiß.  Ist  F(>,  y\  n)  =  0  das  allgemeine  In- 
tegral, so  wird  es  gentigen  zwischen  ihm  und  der  vorgelegten  Gleichung  p' 
zu  eliminieren,  um  das  gesuchte  allgemeine  Integral  zu  finden.  Will  man 
z.  B.  eine  Kurve  haben,  bei  der  die  von  den  Achsen  auf  den  Normalen  be- 
stimmten Strecken  alle  die  Lange  u  haben,  so  hat  man  die  Differential- 
gleichung x  +  yy"  —  ay'/Y  1  +  y'%  za  integrieren  und  findet,  daß  das  all- 
gemeine Integral  durch  Elimination  von  y    aus 

5t 


2V1  +  S" 


-*  + 


H  •/' 


1  +»- 


syi  +  s" 

hervorgeht,  übrigens  braucht  man  nur  eine  Kurve  zu  kennen,  die  unserer 
Forderung  genügt,  um  sie  alle  zu  kennen;  und  wir  können  uns  deshalb 
darauf  beschränken,  z.  B.  k  =  \  zu  setaen.  Alsdann  werden  die  obigen 
Gleichungen 


ö(i+y") 


|(i+,-)»-(l -•)»),,- 


8(1 +  »T 


{(x+yji  +  O-y)»), 


und  man  leitet  daraus  durch  Elimination  von  y   ab 
(x  +  y)*  +  (x-vYl  =  (—  \i. 


'^(0 


Also  sind  die  gesuchten  Kurven  Parallelkurven  einer  Astroide,  die 
Out  Silicate!  auf  den  Achsen  hat;  sie  sind  folglich  (§  626,  e),  wie  voraus- 
zusehen war,  die  unendlich  vielen  Evolventen  der  Astroide 

xi  +  ffi  -  0t. 

c)  Es  werde  eine  Kurve  gesucht  von  solcher  Beschaffenheit,  daß  der 
von  einer  Achse  auf  der  Normale  bestimmte  Abschnitt,  vom  Inzidenz- 
punkte  aus  gerechnet,  eine  bestimmte  Funktion  des  von  einem  festen 
Punkte  aus  gerechneten  Abschnitts  ist,  den  die  Normale  auf  der  ge- 
nannten Achse  bestimmt.  Man  kommt  auf  eine  Gleichung  von  der  Form 
yVl  +  y'1  —  /"(*  +  yy)-  Durch  Derivation  erhalt  man  eine  Gleichung, 
die  sich  in 

(Ö)  .       l+^  +  y^.O,       n=£=j-f(*  +  «0 


spaltet.     Eliminiert   man    zwischen   der   letzten  Gleichung  und  der  i 
legten  y,  bo  erhalt  man  das  singulare  Integral,  welches  die  gesuchte  b 
BsWltriBi    Dagegen  ergibt  sich  durch  Integration  der  ersten  der  OMctaagta 
(6)  x  H  yy  =  a  und,  wenn  man  den  Wert  von  y   in  die  vorgelegt«  C 


der   Vorge- 
lebt«  Kurvr 

lleichonfea 
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chung  einträgt,  (x —  a)f  +  y*  =  /*(<*)•  Das  kt  die  Gleichung  einer  Schar 
von  Kreisen,  welche  die  bereits  erhaltene  Kurve  berühren. 

d)  Will  man  die  Kurve  haben,  bei  welcher  der  Krümmungsradius  in 
jedem  Punkte  sich  durch  eine  gegebene  Funktion  der  Abscisse  des  Punktes 

ausdrückt,  so  muß  man  die  Gleichung  (1  +  y r  ""  y'f(x)  integrieren. 
Hier   lassen   sich   die   Veränderlichen  sofort  separieren,  und  man    erhält 

y'j  Y 1  +  y  *  =■  /  fTT  tl  s.  w.    Ist  z.  B.  f(x)  =  af/2«,  so  ergibt  sich  die 

/x*dx 
-• 
ya4  —  x4 

Diese  Kurve  ist  das  Profil  einer  elastischen  Klinge,  die  an  einem  Ende 
befestigt  ist  und  durch  eine  am  andern  Ende  angebrachte  Kraft  ge- 
bogen wird. 

e)  Eine  ebene  Kurve  zu  suchen,  deren  Krümmungsradius  gleich  ist 
dem  von  einer  festen  Geraden  auf  der  Normale  bestimmten  Abschnitt, 
vom  Inzidenzpunkt  aus  gerechnet.     Die  Gleichung,  die  man  erhält,  ist 


*$ 


±  y  VT+T*,     d.  h.  1  +  y"  -  ±  yy". 


Nimmt  man  das  Zeichen  — ,  so  ist  diese  Gleichung  dieselbe  wie  die  erste 
Gleichung  (6),  und  es  gehören  daher  die  Kreise  (mit  dem  Mittelpunkt  auf 
der  festen  Geraden)  zu  den  gesuchten  Kurven.     Mit   dem  Zeichen  -f-   er- 
hält man   1  +  y*  sam  yy    oder,  wenn  man  mit  dy  multipliziert  und  y'dy 
an  die  Stelle  von  y'dy  setzt, 

di-m»  >-v^-  -Swh- 

Fixiert  man  den  Anfangspunkt  derart,  daß  man  für  %  =»  0  hat  y  =  a,  so 
kommt 

»-akg'  +  l^,    ä.  h.  ,- ±  (.*  +  .""•)  • 

Das  ist  die  Gleichung  einer  Kettenlinie. 

f)  Allgemeiner  ist    die  Differentialgleichung   der   Bibaucourschen 
Kurven  (§  595,  k) 

(iJ^~L  =  kV  y^^  >     d.  h.   1  +  ^  =  hyy", 

und  man  versucht  die  Integration,  indem  man  y'dy   für  y'dy  setzt.     Die 
Gleichung  wird  auf  diese  Weise 

dy  —  h  ydy 

y        i  +  y1 

und  gibt 

y  =  «(l +*>)**,    d.h.  y'=K  (f)T-l. 
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Daraus  folgt 


J  Vvtf- 1 


Dies  ist  die  allgemeine  Gleichung  aller  Ribaucourschen  Kurven.  Sie  läßt 
sich  nicht  auf  algebraisch  -logarithmische  Form  bringen  (§  751),  außer 
wenn  eine  der  Zahlen  $k,  %(k  —  1)  ganz  ist,  d.  h.  wenn  Je  eine  ganze 
Zahl  ist.  Man  findet  so  für  k  =  —  1  und  k  =»  1  den  Kreis  und  die 
Kettenlinie  wieder,  ftlr  k  =  —  2  die  Cykloide,  ftlr  k  =  2  die  Para- 
bel u.  s.  w. 

g)  Allgemeiner  noch  ist  die  Aufsuchung  der  Kurven,  bei  denen  der 
Krümmungsradius  eine  gegebene  Funktion  des  zwischen  dem  Inzidenzpunkt 
und  einer  festen  Geraden  enthaltenen  Normalenabschnitts  ist,  immer  auf 
zwei  successive  Quadraturen  zurückführbar.  Es  sei  in  der  Tat  n  =  y/costp 
die  Länge  des  Normalenabschnitts,  und  man  schreibe  den  Wert  (§  591) 
der  Krümmung  in  folgender  Weise: 

1        dtp  d  d    y  1     .    y  dn 

q        ds  dy        ^  dy  n  n       n*dy 

Die  Gleichung  q  =  f(n)  transformiert  sich  sofort  in 

dy       dn  dn 


und  gibt 


mithin  ist 


y         n        n  +  f(n) 

dn 


-f 

ne  J  i 


+/<«>-<p(n); 


1 -»'(«)        x=s    r<P(n)<p'(n)dn 
VW        '  J   yn~*  —  tp*(n) 


U.  8.  W. 


Man  kommt  auf  dieses  Problem,  so  oft  es  sich  um  die  Bestimmung  der 
Rotationsflächen  handelt,  welche  durch  eine  gegebene  Relation  zwischen  den 
Hauptkrümmungsradien  charakterisiert  sind. 

788.  Trajektorien.  Das  Trajektorienproblem  besteht  in  der  Auf- 
suchung aller  Kurven,  welche  unter  einem  konstanten  Winkel  co  alle 
Kurven  einer  gegebenen  Schar  qp(#,  y,  a)  =  0  schneiden.  Dies  drückt  man 
aus,  indem  man  schreibt,  daß  für  jeden  Wert  des  Parameters  a  sein  muß 

dtp  .  dtp 
dx      dy  ^ 


y  a     dtp   ,   dtp 

d.  h. 


"V     1     Wx 


X 

dx  dy 


dtp  .        .   dtp  dtp  ,  dtp   . 

5—  sin  <o  +  3—  cos  to       —  ^  cos  m  -f  tt^  Bin  m 
dx  dy  dx  '  dy 

Setzt  man  hier  ftlr  a  den  aus  qp  =  0  sich  ergebenden  Wert  ein,  so  erhält 
man   eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  deren  Integration  zu  der 
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Gleichung  tp($,  y,  b)  *=*  0  einer  zweiten  Schar  führt,  deren  Kurven  die 
gewünschte  Eigenschaft  genießen.  Insbesondere  erledigt  sich  die  Aufsuchung 
der  orthogonalen  Trajektorien  der  Kurven  q>  =  0  durch  Integration 
der  Differentialgleichung,  welche  sich  durch  Elimination  von  a  aus  q>  =  0 

und  dx  :  «—  =  dy  :  ~-   ergibt.     Hier  einige  Beispiele. 

a)  Um  die  orthogonalen  Trajektorien  der  Kreise  vom  Radius  a  zu 
finden,  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  einer  Geraden  haben  (die  man  zweck- 
mäßigerweise als  2-Achse  annimmt),  muß  man  b  zwischen  den  Gleichungen 

eliminieren.  Setzt  man  y  =  a  sin  0  und  vereinbart,  daß  für  0  =»  \n  sein 
soll  x  =■  0,  so  ergibt  sich 


# 


-Z1^*— /£>—(-• +1«*!). 


d.  h.  die  Trajektorien  (welche  offenbar  Trakt ricen  sind)  werden  erhalten, 
indem  man  die  durch  die  Gleichungen 

x  =  a  (cos  6  +  log  tg  y J  ,    y  =  a  sin  0 

dargestellte  Kurve  parallel  zur  z-Achse  verschiebt.  Es  ist  übrigens  leicht 
zu  verifizieren,  daß  die  Evolute  dieser  Kurve  eine  Kettenlinie  ist.  Für 
beliebiges  oo  würde  man  die  anderen  Evolventen  der  Kettenlinie  finden. 

b)  Das  Kreisbüschel  x*  +  y2  —  a%  =  2(iay  kann  auch  durch  seine 
Differentialgleichung  2xydx  =  (x*  —  y*  —  a*)dy  dargestellt  werden,  welche 
man  durch  Elimination  des  Parameters  ft  zwischen  der  ursprünglichen 
Gleichung  und  der  durch  Differentiation  daraus  erhaltenen  gewinnt.  Die 
Verwandlung  von  dy/dx  in  —  dx/dy  führt  zur  Differentialgleichung  der 
orthogonalen  Trajektorien  der  Kreise  des  Büschels;  und  da  die  auf  solche 
Weise  erhaltene  Gleichung  2xydy  =  {y2  —  xt-\-aT)dx  sich  von  derjenigen 
des  Büschels  nur  durch  die  Vertauschung  von  x  mit  y  und  die  Verwand- 
lung von  a2  in  —  a*  unterscheidet,  so  sieht  man  sofort  ohne  Integration, 
daß  die  genannten  Trajektorien  ein  zweites  Kreisbüschel  rca  +  y2  +  a2  =  2Xax 
bilden.     Diese   zwei  Büschel  bilden  die   Grundlage  des   Systems  (§  413) 

der  dipolaren  Koordinaten  u  =  -5-  log  .   ,      ,  v  =  arccotfi. 

c)  Die  Bestimmung  der  orthogonalen  Trajektorien  einer  beliebigen 
Schar  von  Kreisen  hängt  von  einer  Biccatischen  Gleichung  ab.  Die  Mittel- 
punktskoordinaten £,  t\  und  der  Radius  a  eines  Kreises  seien  drei  be- 
kannte Funktionen  des  Bogens  s  der  Mittelpunktskurve.  Es  sei  q>  die 
Neigung  der  Tangente  dieser  Kurve  gegen  die  Abscissenachse  und  6  der 
Winkel,  den  die  Tangente  einer  Trajektorie,  in  ihrem  Treffpunkt  (a:,  y) 
mit  dem  genannten  Kreise,  mit  der  Normale  der  Mittelpunktskurve  bildet. 
Man  hat 

x  =  £  —  a  sin  (0  +  <p),     y  =  i\  +  a  cos  (6  +  9) 
und  folglich 
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jj  -  cos  <p  -  -dj  sin  (0  +  <p)  -  a(^  +  -)  cos  (0  +  ?), 

Jf  -  sin  <p  +  gj  cos  (0  +  <p)  -  a(jj  +  -J-)  sin  (0  +  9). 

Da  —  dxjdy  =  tg  (0  +  9)  sein  muß,  so  sieht  man,  daß  die  unbekannte 
Funktion  0  der  Differentialgleichung 

—  jl  JL  „  C0BÖ 

genügt,  in  welcher  9,  der  Krümmungsradius  der  Mittelpunktskurve,  eine 

bekannte  Funktion  von  s  ist.     Es  genügt  jetzt  als  unbekannte  Funktion 
ß 

t  =  tg  —  anzunehmen,  um  zu  einer  Riccatischen  Gleichung  geführt  zu 
werden : 

Übrigens  ist  die  Kenntnis  des  allgemeinen  Integrals  nicht  unerläßlich  für 
die  Aufsuchung  der  Eigenschaften  der  Trajektorien.  Berücksichtigt  man 
die  Differentialgleichung  nur  insoweit,  als  sie  die  Deri vierte  ff  durch  0 
und  bekannte  Funktionen  von  8  auszudrücken  gestattet,  so  werden  die 
früheren  Formeln: 

Jj  =  (sin  6  -  «0  sin  (0  +  9) ,    g--(dn»-«Ocoa(*  +  9). 

Das  Bogendüferential  einer  orthogonalen  Trajektorie  ist  also  d,8f*  (sin  0 — a)ds; 

dg 
und  da  der  Kontingenzwinkel  offenbar  c20  H ist,  so  sieht  man,  daß  der 

Krümmungsradius  durch  die  Formel  Qt  cos  0  =  a  (sin  0  —  a)  gegeben  wird. 
Insbesondere  findet  man  für  a  —  0,  verallgemeinert,  eine  Eigenschaft  der 
Traktrix  wieder:  das  Krümmungszentrum  in  jedem  Punkte  einer 
orthogonalen  Trajektorie  einer  Schar  von  gleich  großen  Kreisen 
gehört  der  entsprechenden  Normale  der  Mittelpunktskurve  an. 
Es  ist  ferner  leicht  zu  sehen,  daß,  sobald  einmal  0  als  Funktion  von  s 
bestimmt  ist,  die  natürliche  Gleichung  der  Trajektorien  durch  Elimination 
von  s  aus  den  Gleichungen 


st  —  /  sin  0  ds ,     qx  —  a  tg  0 


hervorgeht.  Endlich  (§  626,  f)  findet  man  für  a  =-  1,  daß  das  Krüm- 
mungszentrum in  jedem  Punkte  einer  orthogonalen  Trajektorie 
der  oskulierenden  Kreise  einer  Kurve  auf  die  Tangente  dieser 
Kurve  fällt. 

d)  Um  die  orthogonalen  Trajektorien  der  konfokalen  Kegelschnitte 

zu  finden,  bilde  man  durch  Differentiation  und  Elimination  des  Para- 
meters X  die  Differentialgleichung  dieser  Kurvenschar: 

(ydx  —  xdy)  (xdx  +  ydy)  +  (a*  —  b*)  dzdy  —  0 . 
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Da  die  Verwandlung  von  dy/dx  in  —  dx/dy  die  Gleichung  nicht  ändert, 
so  kann  man  schließen,  daß  die  gesuchten  Trajektorien  die  Kegelschnitte 
selbst  sind.  Dies  klärt  sich  auf  durch  die  Bemerkung,  daß  sich  bei  fest- 
gehaltenen x  und  y  aus  der  ersten  Gleichung  zwei  Werte  von  k  ergeben. 
Einer  ist  kleiner  als  b*  und  entspricht  einer  Ellipse;  der  andere,  der  zwi- 
schen &'  und  a*  liegt,  entspricht  einer  Hyperbel.  Es  gehen  also  durch 
jeden  Punkt  der  Ebene,  rechtwinklig  sich  schneidend,  eine  Ellipse  und 
eine  Hyperbel,  welche  ihre  Brennpunkte  in  zwei  gegebenen  Punkten  haben; 
und  die  Werte  von  A,  welche  sie  innerhalb  der  ganzen  Schar  der  Kegel- 
schnitte mit  denselben  beiden  Brennpunkten  charakterisieren,  sind  (vgl. 
§  770,  o)  die  elliptischen  Koordinaten  des  Punktes. 

789.  Flächen,  a)  Bei  der  Darstellung  begrenzter  Stücke  der  Erd- 
oberfläche wird  man  dazu  geführt,  die  Niveaulinien  zu  betrachten,  d.  h. 
die  Schnitte  der  Fläche  mit  Horizontalebenen.  Die  Gleichung  einer  Fläche 
F(x,  y,  z)  =—  0  stellt,  für  jeden  Wert  von  £,  eine  Niveaulinie  dar,  pro- 
jiziert auf  die  horizontale  Ebene  Oxy.     Die  Elimination  von  z  zwischen 

den  Gleichungen  .F=  0  und  -*—dx  +  ~^~^V  ssss  0  fährt  zu  einer  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung,  welche  gerade  die  ganze  Schar  der  pro- 
jizierten Niveaulinien  darstellt.  Ihr  singuläres  Integral  liefert  die  Enveloppe 
dieser  Linien,  d.  h.  die  Schattengrenze  der  Fläche  auf  einer  Hori- 
zontalebene, für  ein  vertikales  Bündel  von  Lichtstrahlen.  Verwandelt 
man  ferner  in  der  Differentialgleichung  der  Niveaulinien  y  in  —  1/y', 
so  stellt  das  allgemeine  Integral  der  neuen  Gleichung  die  horizontalen  Pro- 
jektionen der  Linien  größten  Gefälles  dar,  der  orthogonalen  Trajek- 
torien der  Niveaulinien.1) 

b)  Die  Bestimmung  der  orthogonalen  Trajektorien  der  Erzeu- 
genden einer  beliebigen  Regelfläche  läßt  sich  mit  Hilfe  einer  einzigen 
Quadratur  erledigen.  Wir  wollen  annehmen,  daß  die  Lage  eines  Punktes 
auf  der  Fläche  durch  die  gewohnten  Koordinaten  (§669)  u  und  v  de- 
finiert sei,  sodaß 

X  =  x  +  av,     Y  =  y  +  bv,    Z  =  z  +  cv 

ist,  wo  #,  y,  #,  a,  b,  c  nur  von  u  abhängen.  Bezeichnet  man  mit  x',  y\  •  •  • ,  c 
die  Derivierten  dieser  Funktionen,  so  hat  man  dX  =  (x  +  av)du  +  adv 
u.  s.  w.,  und  die  Orthogonalitätsbedingung  ZadX  =  0  wird 

(ax'  +  by  +  cz*)  du  +  dv  =  0 

Daraus  gewinnt  man  sofort  durch  Integration  v  =  — f(ax-{-  by  +  CZ*)  du. 

Hat  man  eine  Trajektorie  v  =  f(u)  gefunden,  so  sind  alle  anderen  durch 
v  «  f(u)  +  Const.  gegeben,  und  es  bestimmen  daher  zwei  beliebige  Tra- 
jektorien auf  allen  Erzeugenden  gleiche  Strecken. 

c)  Um  die  Asymptotenlinien  einer  Regelfläche  zu  bestimmen, 
wenden  wir  die  Gleichung  (§  703) 


1)  Betreffs  einer  genauen  Diskussion  dieser  und  anderer  bemerkenswerter 
Linien  siehe  den  „Calcul  difffrentiel"  von  Bousainesq,  pp.  229*— 243*. 
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(?) 


6Ldu*  +  8>dv*  +  2&dudv  -  0 


an,  in  welcher 


a  = 


dx 
du 

du 

d_z_ 
du 


dx 
d~v~ 

dy 

dv 

iL 
dv 


e 


du* 

d^y 
du* 

d*z_ 

du* 

dx 
du 

dy^ 
du 

dj_ 
du 


a 


dx 
du 

dy 

du 

d_z_ 
du 


dx 
dv~ 

djt 

dv 

dz_ 
dv 


Px 
dv* 

d^y 

dv* 

0*Z 

dv* 


dx 

dy 
dv 

dj_ 
dv 


d*x 

dudv 

J?!SL 

dudv 

d*z 
dudv 


ist.     Hier  muß  man 
Z  =»  z  +  CA,  sodaß 


a&,  y,  z   ersetzen   durch    X  =  x  +  «t>>  Y  —  y  +  bv, 


&  =  0,    e 


a 


a 
V 


y 


c     c'    z' 

ist,  während  ÖL  eine  quadratische  Funktion  von  v  wird,  deren  Koeffi- 
zienten im  allgemeinen  von  u  abhängen.  Wenn  die  Fläche  abwickelbar 
(§  667)  ist,  so  hat  man  S  ■=  0,  und  die  Gleichung  (7)  reduziert  sich  auf 
du*  =  0,  d.  h.  die  beiden  Scharen  von  Asymptotenlinien  fallen  in  eine 
einzige  zusammen,  welche  von  den  Erzeugenden  (u  =  Const.)  gebildet 
wird.  Ist  die  Fläche  nicht  abwickelbar,  so  ist  Q  nicht  Null,  und  die 
Gleichung  (7)  zerlegt  sich  in  zwei  Gleichungen,  nämlich  du  =  0,  die  der 
Erzeugenden,  und 

(8)  aJ-fVOO  +  'z  («)  +  *(«). 

Also  hängt  die  Bestimmung  der  Asymptotenlinie  einer  wind- 
schiefen Regelfläche  von  einer  Riccatischen  Gleichung  ab.  Daraus 
folgt  (§  785,  i),  daß  vier  beliebige  Asymptotenlinien  jede  Erzeu- 
gende in  einem  Quadrupel  von  Punkten  treffen,  dessen  Doppel- 
verhältnis für  alle  Erzeugenden  einen  und  denselben  Wert  hat1). 
Ferner  gestattet  die  Kenntnis  zweier  Asymptotenlinien  oder  einer  Asymp- 
totenlinie mit  Hilfe  einer  bezw.  zweier  Quadraturen  alle  anderen  zu 
bestimmen. 

d)   Die  Reduktion  auf  zwei  Quadraturen  ist  immer  möglich  bei  den 
Regelflächen  mit  Leitebene,  weil  das  identische  Verschwinden  von 


2Q<p(u) 


a    a     a 
b     b'    b' 


// 


1)  Einen  geometrischen  Beweis  dieses  Satzes,  herrührend  von  A.  Demoulin, 
findet  man  in  der  Zeitschrift  „Mathesis"  (1899,  p.  169). 
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(8)  auf  eine  lineare  Gleichung  zurückfuhrt,  deren  Integration  (§  785,  e) 
gerade  nur  zwei  Quadraturen  erfordert.  Andererseits  ist  das  Verschwinden 
des  obigen  Ausdrucks  (§  375)  notwendig  und  hinreichend  für  die  Existenz 
dreier  Konstanten  Z,  wi,  n,  für  welche  identiseh  la  -f-  tnb  +  wc  =  0  ist, 
d.  h.  dafür,  daß  die  Erzeugenden  alle  parallel  zu  einer  festen  Ebene  sind. 
Ebenso  läßt  sich  die  Möglichkeit  voraussehen,  die  Integration  von  (8)  auf 
zwei  Quadraturen  zu  reduzieren,  wenn  es  sich  darum  handelt,  die  Asymp- 
totenlinien der  Fläche  zu  bestimmen,  welche  von  den  Hauptnor- 
malen einer  gegebenen  Kurve  gebildet  wird;  denn  diese  Kurve  ist 
gerade  eine  der  gesuchten  Linien.  Setzt  man  für  x,  y,  z  die  Werte 
X  =  x  -f-  Av,  Y  =»  y  +  fiv,  Z  =  z  -f  vv  ein  und  berücksichtigt  die  For- 
meln von  Frenet  (§  636),  so  findet  man 


^       **\vdu  o       du)'     ^       * 


Mithin  nimmt  die  Formel  (8)  im  vorliegenden  Falle  die  äußerst  einfache 
Form  an   2%& 1 =  d — ,  wenn  man  das  a  priori  bekannte  Integral 

0  =  0  beiseite  läßt.  Daraus  folgt  t;  =  2]/fc  /  I  —  d  — ,  wobei  man  über- 
einkommt i  unter  dem  Wurzelzeichen  positiv  zu  nehmen.  Insbesondere 
hat  man,  wenn  mit  R  eine  willkürliche  konstante  Länge  bezeichnet  wird, 

bei  den  Kurven  konstanter  Torsion  v  =*  p  ,     ,  bei  den  zylindri- 

B  +  q' 

sehen  Schraubenlinien  (§  655,  c)  v  =  yB/c  und  allgemeiner  bei  jeder 

Bertrandschen  Kurve  (§  658)  mit  variabler  Torsion >-=  =  Const. 

v*        J  *      YBl 

Diese  Konstante  ist  nicht  willkürlich,  sondern  hängt  von  der  betrachteten 

Kurve  ab  und  stellt  bei  einem  gewundenen  Kreis   gerade  die  Flexion  des 

Kreises  dar. 

e)  Um  die  geodätischen  Linien  desHelikoids  mit  Leitebene  (§655,b) 
zu  bestimmen,  benutze  man  das  zweite  am  Anfang  von  §  705  angegebene 
Verfahren.  Da  die  Richtungskosinus  der  Flächennormale  proportional  zu 
ayy  —  ax,  x3  +  y2  sind,  so  muß  man  haben 

ay(dyd*z  —  dzd*y)  —  ax(dzd*x  —  dxd*z)  +  (x2  +  y*)(dxd*y— dyd%x)  =»  0, 

d.  h. 

(9)  a(xdx  +  ydy)d*z—a(xd*x+yd*y)dz  +  (x*  +  y*)(dxd2y—dyd*x)  =  0. 

Inzwischen  leitet  man  aus  x*  +  y*  ==  **  unter  Erinnerung  an 

dx*  +  dy*  -  dr*  +  r'dO* 
ab 

xdx  +  ydy  =  rdr,     xd*x  +  yd*y  =  rd2r  —  r*dO*, 

und  es  ist,  wie  wir  wissen  (§  558,  c) 

dxd*y  -  dyd*x  -  (r*dO*  +  2dr*  -  rd%r)dO; 
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mithin  transformiert  sich  (9)  in 

wenn  man  das  Integral  0  =  Const.  beiseite  läßt,  welches  die  geradlinigen 
Erzeugenden  definiert.  Der  linken  Seite  läßt  sich  die  Form  geben  r'dr'/dr. 
Es  ist  daher  natürlich  als  unbekannte  Funktion  u  =»  r'%  anzunehmen.  Auf 
diese  Weise  wird  die  Gleichung 

du 4ru      ,   0 

und  es  ist  bekannt  (§  785,  e),  daß  man  diese  Gleichung  integrieren  kann, 
indem  man  setzt 


/irdr 


wo  die  neue  unbekannte  Funktion  v  der  Gleichung   -j-  —  (  ,  , — *-t  ge- 
nügen muß.     Daraus  folgt 


v  =  tv  — 


«  =  iOJ  +  «l)('2  +  a*-&*) 


6»       H-fa«'  65 

mit  der  willkürlichen  Konstanten  b.     Endlich  findet  man 

Die  rechte  Seite,  ein  elliptisches  Integral,  ist  im  allgemeinen  in  alge- 
braisch-logarithmischer  Form  nicht  ausdrückbar.  Aber  für  6  =  0  findet 
man  die  Erzeugenden  (0  =  Const.)  und  für  b  —  a  eine  andere  inter- 
essante Schar  von  geodätischen  Linien,  die  leicht  aus  den  Krümmungs- 
linien (§  707,  b)  ableitbar  sind,  da  man  hat 

±(Ö-0O)=  f-ßt=  »  log  iSZz^ 

und  endlich 

2a 

f)   Wir   wollen    zum   Schluß    die   Asymptotenlinien    und   die   Krüm- 
mungslinien der  Scherkschen  Fläche1) 

sin  —  «=  sh  —  sh  — 
a  a        a 

suchen.     Eine  leichte  Rechnung  liefert 

p  cos  —  =  ch  —  sh      ,     q  cos  —  ™  sh  —  ch  — , 
*         a  a        a  '     *         a  a         a 


}/ 1  +  p*  +  g*  •  cos  —  —  ch  —  ch  ™ 


1)  Crelles  Journal,  1884,  S.  200.  Diese  Flache  ist  von  G.  van  der  Mens- 
brugghe  (Bulletin  de  l'Academie  de  Belgique,  2*m#  sene,  vol.  XXI,  p.  662)  dis- 
kutiert und  experimentell  hergestellt  worden. 
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Führt  man  die  hyperbolischen  Amplituden  |  und  r\  von  x/a  und  y/a  ein, 
sodaß  (§  409) 

fip  f&  fip 

sh  —  »toi,     ch  —  =»  1/cos  £,     th  —  =  sin  £     u.  s.  w. 

ist,  so  bekommt  man  J£  =  sin  ^,  SJfR,  =  sin  £,  d.  h.  i;  und  ^  messen  die 
Neigung  der  y- Achse  bezw.  der  #-Achse  gegen  die  Tangentialebene.  Wenn 
man  jetzt  noch  beachtet,  daß 

cos  g '        9       cos  r\ 
ist,  so  erhält  man  auf  Grund  bekannter  Formeln  (§  686) 

H  — »  0 ,    K  = 5-  cos*  5  cos8  ^  • 

Die   Flache    ist   also    eine   Minimalfläche,    und    die   Hauptkrümmungs- 

x         y 
radien  haben  in  jedem  Punkte  den  absoluten  Betrag  a  ch  —  ch  —  •     Bei 

der  Bestimmung  der  Krümmungslinien  ist  es  hier  zweckmäßig  die  Formeln 
von  Bodrigue  (§  698)  anzuwenden  und  zu  schreiben  dx/dju  =  dy/d?f\L, 
d.  h.  d£*  =  drj*,  woraus  folgt  5  ±  V  =  Const.  Zur  Bestimmung  der 
Asymptotenlinien  muß  man  vor  allen  Dingen  r,  s,  t  berechnen.  Aus 
den  Ausdrücken  von  p  und  q  leitet  man  sofort  ab,  indem  man  den  ersten 
nach  x  den  zweiten  nach  y  deriviert, 

a       ^  a  '  a        ö  a 


Erinnert  man  sich  ferner  an  H  =  0,  so  findet  man 

,_V-  +  q*)r  +  (l+p*)t       1+g«         1  +  P% 

jf    —    — SS    — — —  f    5=3    — — —  I,  # 

2j>g  pg  pg 

Inzwischen  hat  man 

*  +  P*  =       J>g       ^  1  +  g1 
cos1  £        sin  £  sin  17        cos*  7]  ' 

und  daher  wird  die  Differentialgleichung  der  Asymptotenlinien  (§  703) 

d?+  2cotgcotijdgefy  +  <fyi  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  leicht  reduzierbar  auf  eine  andere  bereits  behandelte 
(§  786,  f):  es  genügt  u  «=  cos  17,  t;  =-  cos  £  zu  setzen,  um  zu  finden 

(1  —  **)  dv%  +  2uvdudv  +  (1  —  v*)  du9  —  0 . 

Das  allgemeine  Integral  ist  also 

(1  —  tt*)  cos1  et  —  2uv  sin  a  cos  a  +  (l  —  v*)  sin2  a  =-  0 , 
d.  h. 

sin  a  cos  S  -f-  cos  a  cos  tj  =  1 

mit  der  willkürlichen  Konstanten  «.  Das  singulare  Integral  cos  (£  ±  rj)  =  0 
stellt  eine  Erümmungslinie  dar,  welche  in  der  Projektion  auf  die  (ary)- 
Ebene  von  allen  Asymptotenlinien  berührt  wird.  Sie  ist  die  Berührungs- 
linie der  Fläche  mit  dem  parallel  zur  z-  Achse  umbeschriebenen  Zylinder 
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h  w   m 


und  besteht  aus  unendlich  vielen  kongruenten  Kurven,  diu  in  den  Bbasn 
cos  —  0  Hegen.  Jede  Kurve  (wie  alle  durch  Ebenen  senkrecht  zur 
.--Achse  hervorgebrachten  Schnitte)  ähnelt  einer  gleichseitigen  Hyperbel. 
Da  man  im  vorliegenden  Falle  '£  =  ±  cos  £,  yfl  —  sin  £  hat,  so  ist 
offenbar  (/£  der  Kontiugenzwinkel;  und  da  aus  einer  früheren  Formel 
hervorgeht,  daß  der  Krümmungsradius 

*  "  ibTiWt  =  «  (t«  S  +  cot  J) 

ist,    so    hat   man,    um    den  Bogen    auszudrücken ,    .1  -■  Jq d£  -■  «  log  Ig  { , 

folglich  (j  =  u^c"  +  r  "/.  Die  betrachtete  Kurve  wird  also  definiert  durch 
eine  ähnliche  natürliche  Gleichung  wie  die  Kette nli nie  gleichen  W  id« 
Standes  (§  767,  c). 


Lineare  Differentialgleichungen. 

790.    Wir  fahren   fort,   uns   mit   den   Differentialgleichungen    in 
zwei    Veränderlichen    zu    beschäftigen    und    wollen    jetzt    sptt 
jeaigen   betrachten,   welche  die  unbekannte   Funktion   und   ihre  Den 
vierten  linear  enthalten,  d.  h.  die  Gleichungen  von  der   Form 

(io)  •/•>+y>-vrl(x)+tf-»r,(*)  +  ---+yf.-,(')  +  <ir.(><  rw 

Sie  heißen  lineare  Differentialgieichnngen.  Wenn  f(ss)  gleich  0 
ist,  so  heißt   die  Gleichung  un vollständig: 

(U)  ,,w  +  ,(-'i/;(i)  +  s»-« /-,(»)  +  . . .  +  ,,7',_,(.f]  1-  rt(j  i  .  11 

Diese  Gleichung  genießt  offenbar  die  Eigenschaft,  daß  jedes  Integral, 
d.  h.  jedes  der  Gleichung  (11)  genügende  t/,  nicht  aufbort  ihr 
zu  genügen,  wenn  es  mit  einer  Konstanten  multipliziert 
oder  mit  einer  andern  analogen  Funktion  zu  einer  Summe 
vereinigt  wird.  Dies  vorausgeschickt  ist  leicht  folgendes  zu,  be- 
mtMD:  Wenn  y,,  yt,  ...,  yH  linear  unabhängige  partikuläre  Inte- 
grale einer  unvollständigen  linearen  Gleichung  »terOrduung 
sind,  ho  ist  das  allgemeine  Integral 

(W)  y  -  «Kvt  +  <V'*  H —  +  ««y.» 

wo  «.,,  «,,...,  fl,  willkürücbe  Konstanten  sind.  Beschränken  wir  uns 
der  größeren  Klarheit  halber  auf  den  BpMWlihll  H  =  3  und  nehmen 
wir  an,  daß  U,V,V  drei  linear  unabhängige  Funktionen  sind,  die 
der  Gleichung 

(13)  »'"+. /",,.,l  +  ,,>,!  +  „Kr)-« 

genügen,  sodaß  man  identisch  hat 

H"'+u"<p  +  u'x+up— 0,v"'+v"tp+v'x-\-vii>=Q,tB'"+te"tf>+w'x+ wip—0. 
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Für  das  Zusammenbestehen  dieser  vier  Relationen  ist  notwendig,  daß 
jede  Funktion  y,  welche  der  Gleichung  (13)  genügt,  mit  u,  v,  w 
durch  die  Relation 


=  0 


y 

y 

y" 

r/r 

y 

u 

u' 

u" 

«"' 

V 

V 

v" 

v'" 

w 

w' 

w" 

w'" 

verbunden  ist,  und  dies  erfordert  (§  375),  daß  zwischen  den  vier 
Funktionen  eine  lineare  Relation  besteht.  In  dieser  Relation  zwischen 
y,  u,  v}  w  darf  aber  y  nicht  fehlen,  weil  sonst  w,  v,  w  nicht  linear 
unabhängig  wären,  wie  doch  vorausgesetzt  ist.  Es  ist  also  y  =  au 
+  bv  +  cw,  wo  a,b,c  nicht  nur  Konstanten,  sondern  willkür- 
liche Eonstanten  sind,  da  nach  der  zu  Anfang  gemachten  Bemerkung 
behauptet  werden  darf,  daß  die  Funktion  y  «=*  au  +  bv  +  cw  tatsäch- 
lich der  Gleichung  (13)  genügt,  welche  Werte  die  Eonstanten  a,  b,  c 
auch  haben  mögen. 

791.  Wenn  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (11)  bekannt 
ist,  so  läßt  sich  das  der  vollständigen  Gleichung  (10)  durch  n 
Quadraturen  erhalten,  nach  einem  Verfahren,  welches  nach  Lagrange 
Variation  der  willkürlichen  Eonstanten  genannt  wird.  Man 
versucht  nämlich  der  Gleichung  (10)  durch  denselben  Ausdruck  (12) 
zu  genügen,  in  welchem  man  die  a  als  passend  zu  bestimmende 
Funktionen  von  x  voraussetzt.     Es  sei  z.  B.  gegeben  die  Gleichung 

(14)  y'"+y"<p(x)  +  y'z(x)  +  y1>(*)  =  m,   ' 

und  es  seien  drei  linear  unabhängige  partikuläre  Integrale  u,  v7  w 
der  zugehörigen  unvollständigen  Gleichung  (13)  bekannt.  Versuchen 
wir  der  Gleichung  (14)  durch  den  Ansatz  y  =  au  +  bv  +  cw  zu  ge- 
nügen, wo  a,  b7  c  drei  unbekannte  Funktionen  von  x  sind,  denen 
wir  immer  zwei  Bedingungen  auferlegen  können: 

a'u  +  b'v  +  c'w  =  0,      du  +  b'v  +  cw'  =  0. 

Setzen  wir  jetzt  die  Ausdrücke  von  y  und  seinen  Derivierten 

y'  =  au'  +  bv  +  cw',     \f'  =  au'  +  bv"  +  cw", 

t/t  /ti    ■     i     ///    ■  r/t    ■         t    rr    •     -tr   rr    ■        r     rr 

y    =  au    +bv    +  cw    +  au  +bv  +cw 

in  (14)  ein,  so  finden  wir  als  dritte  Bedingung  a'u"  +b'v"  +  c'w" *=  f(x)} 
sodaß  sich  d,  b',  c   aus  dem  System 

a'u  +  b'v  +  c'w  =  0, 

du  +  b'v  +  cw'  =»  0, 

du"+b'v"+c'w"=f(x) 

bestimmen  lassen.     Dieses  System  läßt  eine   ganz  bestimmte  Lösung 
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55H,  da  u,  v,  w  linear  unabhängig  sind  und  daher  die  Determinante  des 
Systems 


von  Null  verschieden  ist.  Sind  auf  diese  Weise  «',  b',  c  gefunden, 
so  erhält  man  durch  einfache  Quadraturen  die  Ausdrücke  von  a,  b,  c 
und  dann  das  allgemeine  Integral  y  mit  drei  willkürlichen  Kon- 
stanten. Im  allgemeinen  Falle  hat  man  sich  in  (12)  jedes  a  durch 
eine  passende  Funktion  von  X,  vermehrt  um  eine  willkürliche  Kon- 
stante, ersetzt  zu  denken.  Man  sieht,  daß  das  allgemeine  Integral  ' 
der  Gleichung  (10)  die  Form  hat 
(15)  9  —  So  +  «ifc  +  «iä  +    ■  ■  +  «.jf«. 

Es  kommt  vor,  daß  man  ein  partikuläres  Integral  y0  der  voll- 
ständigen Gleichung  kennt.  Alsdann  braucht  man  nur  »  (linear 
unabhängige)  partikuläre  Integrale  ylt  Vi,  ■  ■  ■  der  zugehörigen  unvoll- 
ständigen Gleichung  zu  haben,  um  das  allgemeine  Integral  (15)  hin- 
schreiben zu  können,  ohne  daß  es  notig  ist,  die  Lagrangesche  Methode 
in  Anspruch  zu  nehmen.  Setzt  man  in  der  Tat  in  (10)  y  =  y„  -f  s, 
so  sieht  man  sofort,  daß  z  der  Gleichung  (11)  genügen  maß. 

792.  Theorem.  Die  Integration  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung M-ter  Ordnung  läßt  sich,  wenn  man  m 
linear  unabhängige  partikuläre  Integrale  der  BHgeb5rig«R 
unvollständigen  Gleichung  kennt,  immer  reduzieren  auf  die 
Integration  einer  linearen  Gleichung  (» —  »*)-ter  Ordnung 
und  m  darauffolgende  Quadraturen. 

Es  seien  in  der  Tut  yu  !/%>■■•  die  m  bekannten  Integrale  der 
Gleichung  (11)  und 


K 

fc' 

»■" 

..,,"■-■• 

»i 

u, 

fc" 

■  ■  »<"-" 

». 

».' 

?." 

■•y.1-' 

io 


ihre  Wronskische  Determinante.     Man  versuche,  wie  im  vorigen  I 
graphen,  der  Gleichung (10)  durch  den  Ansatz  J^o^-f-fljyj-f  •■■  +  «„!/„ 
zu  genügen,  indem   man  den  Derivierten   a,',  «,',  ...  die   Bedingung 
auferlegt,  den  algebraischen  Komplementen  der  Elemente  da 
Vertikalreihe  von  a  proportional  zn  «ein,  sodaß  also,  wenn  BD 
rVoportionilitifa£bktor  bezeichnet  wird, 

2°>'*-°i  2«;y,w-o(<'-i,2,--,»-2),  2":9-'~~"-' 
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ist.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  daß  die  Derivierten  Von  y  durch  folgende 
Formeln  gegeben  sind: 

m  m 

fi-^oaP   (für  v  <  m)9     y<w>  -  ^a,y/->  +  az, 
1  i 

m 

^v)=s^aiVlv)  +  «^v"m)  +  «i,v^"w,"1)  +  •  •  •  +  «,_«,,*  (für  *>»)• 
i 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  (10)  ein,  so  gelangt  man  zu  einer 
Gleichung  von  der  Form 

Kennt  man  das  allgemeine  Integral  dieser  linearen  Gleichung  (w  —  w)-ter 
Ordnung,  so  sind  auch  die  m  Funktionen  a  bekannt,  von  denen  man 
durch  m  Quadraturen  zu  den  a  gelangen  kann.  Der  obige  Beweis  ist 
die  natürliche  Ausdehnung  desjenigen,  welcher  uns  zu  dem  Resultat 
des  §  791  geführt  hat,  das  der  Annahme  n  =  m  entspricht.  Für 
m  =  n  —  1  sieht  man,  wenn  man  sich  an  das  über  die  linearen 
Gleichungen  erster  Ordnung  Gesagte  (§  785,  e)  erinnert,  folgendes: 
Die  Integration  einer  linearen  Gleichung  n-ter  Ordnung  ist, 
wenn  man  n— 1  linear  unabhängige  Integrale  der  zugehö- 
rigen unvollständigen  Gleichung  kennt,  auf  n  +  1  Quadra- 
turen reduzierbar. 

793.  Beispiele,  a)  Die  lineare  Gleichung  erster  Ordnung  t/~\-yq>(%) 
=  f(x)    läßt   sich   immer   integrieren,    da   man    von    der   unvollständigen 

Gleichung   y  +  y<p(x)  =  0    das  allgemeine  Integral   y  =  oe~^9  *    kennt 

und  die  Lagrangesche  Methode  a'e~J9dx  =  f(x)  liefert.     Es  ist  also 

a  =fef*d*fdx,     y  =  e'^dxfe^dxfdx. 

b)  Die  Gleichung  zweiter  Ordnung  y"-\-  y'q>  +  yfy  =  f  läßt  sich 
mittelst  dreier  Quadraturen  integrieren,  wenn  eine  Funktion  u  bekannt  ist, 
die  der  Bedingung  u"+  uq>  +  uty  =  0  genügt.  Setzt  man  in  der  Tat 
y  =  aw,  so  geht  die  Gleichung  über  in  a"u  -f  a'(2u'+  9>)  ="■  /"•  Diese 
Gleichung  ist  in  a  von  erster  Ordnung,  und  man  kann  aus  ihr  a  durch 
zwei  Quadraturen  gewinnen.     Darauf  ergibt  sieh 


/9"-fd* 

y  =  «  /  * f- — dx. 


J  U»( 


c)  Es  ist  nützlich  zu  wissen,  daß  die  Integration  jeder  unvoll- 
ständigen Gleichung  zweiter  Ordnung  sich  auf  die  einer  Riccatischen 
Gleichung  reduzieren  läßt  und  eine  darauffolgende  Quadratur.     In  der  Tat 
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y"+  y'<P  +  Vty  =  0     in     tf  +  e*  +  0g?  +  tj;  —  0. 

Auf  diese  Weise  werfen  die  Eigenschaften  der  linearen  Gleichung  Licht 
auf  die  der  Riccatischen  Gleichung  und  umgekehrt. 

d)  Mit  Hilfe  von  vier  Quadraturen  muß  sich  die  Gleichung  dritter 
Ordnung  (14)  integrieren  lassen,  wenn  man  zwei  Funktionen  u  und  v 
kennt,  die  der  Gleichung  (13)  genügen.  Und  in  der  Tat  hat  man, 
wenn  y  —  au  +  5t>,  a'=»  —  vz,  V  =  uz,  a  —  uv'  —  vu   gesetzt  wird, 

/  /     I       X      '  H  _      "     I       X      "     I  '"  _      '"     I       X      t'f     I  '      1       rt       '- 

y  =»  ou  +  ov,     y  =  au  +  ov  +  a*>     y   »o«    +  0t>    +  a*  +  2  er*. 

Die  Gleichung  transformiert  sich  in  ad  -\-  (2a  -\-  acp)z  =  f,  und  mittels 
zweier  Quadraturen  leitet  man  daraus  ab 

Cae^"fdx 

Jipdx 

darauf  gelangt  man  durch  zwei  weitere  Quadraturen  zu  dem  allgemeinen 
Integral  y  =  vfuedx  —  ujvzdx. 

794.  Gleichungen  mit  konstanten  Koeffizienten.  Wenn  die 
Koeffizienten  der  unbekannten  Funktion  und  ihrer  Deriyierten  in  der 
Gleichung  (10)  konstante  Werte  haben,  so  ist  es  leicht,  n  linear  un- 
abhängige partikuläre  Integrale  der  unvollständigen  Gleichung  (11)  zu 
finden  und  folglich  mit  Hilfe  von  n  Quadraturen  das  allgemeine  In- 
tegral der  vollständigen  Gleichung.  Man  versuche  in  der  Tat  (11) 
durch  y  —  e*x  zu  befriedigen;  diese  Gleichung  verwandelt  sich  in  eine 
Bedingung  für  k,   die  sogenannte   charakteristische  Gleichung: 

9(t)  -  *-  +  *■- iß  +  Jf-tß  +  . . .  +  hfn_x  +  fn  -  0. 

Wenn  die  Wurzeln  kly  k^7  .  .  .  von  <p(k)  alle  verschieden  sind,  so  sind 
die  Integrale  e*»x,  e*»*,  . . .  linear  unabhängig,  da  ihre  Wronskische 
Determinante  das  Produkt  von  e~*/i  mit  (§  27,  d) 


n-1 


%      ^J      •  •  .    /tj 


11*       Z-  8  Z-  «-1 


i**n-l 


-1Tä+i-*«)(*i+.-*«)-(*--*i)^0 

1  =  1 


ist.  Also  ist  das  allgemeine  Integral  der  unvollständigen 
Gleichung 

(16)  y  —  a^*  +  a^*  + h  a.e*»*, 

wo  04,  Oj,  . . .  willkürliche  Eonstanten  sind.  Man  lege  nunmehr 
den  a,  die  Bedeutung  von  Funktionen  bei,  deren  Derivierte,  definiert 
durch  das  System 

V<<**  +  */«•'<*"  +  •  •  •  +  */«.'<*•*  =  |  0,  fflr  v  -  0,  1,  . . . ,  n  -  2, 

|  f(x),  für  v  — n—  1, 
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a/=  e~hi*f(%)l<p'(kd  sind.  Die  Methode  von  Lagrange  führt  zu  der 
Behauptung,  daß  das  allgemeine  Integral  der  vollständigen 
Gleichung 

ist.  Hat  ferner  die  .charakteristische  Gleichung  vielfache  Wurzeln,  so 
ist  die  Zahl  der  partikulären  Integrale  e**  kleiner  als  die  Ordnung 
der  Gleichung,  und  die  Formel  (16)  hört  auf  das  allgemeine  Integral 
der  unvollständigen  Gleichung  darzustellen.  Man  versuche  alsdann 
der  Gleichung  (11)  in  allgemeinerer  Weise  durch  y  =»  sf&*  zu  ge- 
nügen.    Die  linke  Seite  wird  gleich  dem  Produkt  von  &x  mit 

af<p(k)  +  iiaP-W(®  +  ^rr^^W'^)  +  •  •  ■  +  ^>(*)- 

Wenn  a  eine  r-fache  Wurzel  ist,  d.  h.  (§  450,  c)  wenn 

(p(cc)  =  0,     q>\a)  =  0,    .  .  . ,    fp-l\a)  -  0 

ist,  so  reduziert  sich  der  letzte  Ausdruck  für  k  =  a  identisch  auf  Null 
für  "jeden  der  Werte  0,  1,2,...,  r— 1  von  p.  Auf  solche  Weise 
erhält  man  r  partikuläre  Integrale:  e?**f  #e°*,  . . . ,  af  "1e°*  Hat  also 
die  charakteristische  Gleichung  die  Wurzeln  a,  ß,  . . .  mit  den  bezüg- 
lichen Ordnungen  r,  s,  ...,  so  ist  das  allgemeine  Integral  der 
unvollständigen  Gleichung 

wo  die  n  Eonstanten  a0,  04,  . . .,  60,  b19  ...  willkürlich  sind.  Wir 
wollen  schließlich  noch  sagen,  daß  die  gewöhnlich  vorkommenden 
Gleichungen  reelle  Koeffizienten  haben.  Da  es  erwünscht  ist,  auch  y 
in  reeller  Form  zu  haben,  so  sucht  man  das  Imaginäre  heraus- 
zuschaffen,  indem  man  bemerkt,  daß  die  Summe  ae*a+'#*  +  6eta~W* 
zu  welcher  in  dem  Ausdruck  des  allgemeinen  Integrals  jedes  Paar 
a  -±iß  von  konjugierten  Wurzeln  (§  447)  Veranlassung  gibt,  sich  auf 
die  reelle  Form  (.4  cos  0a;  +  B&inßx)?**  bringen  läßt,  wobei  die  neuen 
willkürlichen  Konstanten  A  =  a  +  b,  B=i(a  —  b)  reell  zu  nehmen  sind. 

795.  Beispiele,  a)  Die  Gleichung  #"+y  =  /*(#)  zu  integrieren. 
Hier  ist  Je*  +  1  =  0  die  charakteristische  Gleichung,  und  es  sind  daher 
e1*,  e~ix  die  partikulären  Integrale  der  unvollständigen  Gleichung.  Man 
kann  dieselben,  wie  wir  gesagt  haben,  durch  sin#  und  cosz  ersetzen. 
Also  ist  das  allgemeine  Integral  von  #"+#  =  0  folgendes:  y==asinx 
+  b  cos  x.   Läßt  man  die  Konstanten  variieren,  so  erhält  man  die  Gleichungen 

a'sin#  +  V  cos»  =  0,     a'co&x  —  b'  sin»  =  /*(#), 

aus  denen  man  ableitet  a  =»  f(x)cosx,  b' =*  — -  /"(a^sins,  mithin 

y  =>sin x  f  f(x)  cosxdx  —  cos  x J  f(x)  smxdx. 

64* 


S7*r 

b)    Die    Gleichung   '/'"=  f(x)    zl1    integrieren,      Die    charakteristische 
Gleichung  hat  0    als  dreifache  Wurzel,   und   das    allgemeine    Integral 
if"  =  0  ist  also,  wie  vorauszusehen  war,  ;/  =  a  -\-  bx  +  CJB*.     Die  Variation 
der  Konstanten  liefert  das  System 

a  +  b'x  +  v'x*  =  0,     b'  +  2  c'x  =  0,     2  i  —  f(x), 

aus    welchem    man     entnimmt    a 
Also  ist  das  allgemeine  Integral  ' 


u  y'"=  tt1)  folgendes: 


k/W 


Dies  ist  übrigens  ein  gewissem) aßen    evidentes   Ucsidtat;    denn    wenn    man 
successiv  setzt 

ftto*—tM<  /r,(»)j*-c.W,  /am *»-aM 

so  erhalt  man  durch  partielle  Integration 

y»/(«)ite-*/l(*)-f1(«),    /^/{*)**-«Vi<*)-Wi(*)+8ft(*&, 

und  der  für  das  allgemeine  Integral  gefundene  Ausdruck    wird  y  =  /"»(*)■ 

c)  Die  Gleichung  yn  +  -//"+-  äjT-f  Sj^  -f-  Jl  *■  /(*)  *»  integrieren. 
Die  Wurzeln  der  charakteristi sehen  Gleichung  sind  —  1,  —  \,  i,  —  i 
Also  ist  'las  allgemeine  Integral  der  unvollständigen  Gleichung  t/  =  |i' 

•f  e  sin  x  + /i  cos  x.     Nach  der  Lagrangesehen   Methode  berechnet  man  dar- 
auf das  allgemeine  Integral  der  vollständigen  Gleichung: 

y  -  l(l+x)e-'fe'f(x)dx-$e-'fxe*f(x)dx 

—  %  sinx  /  /"(xjsinxdx  —  ^cosx  )  f(x)  cos  jr  i/r. 

Wenn  /'(x)  gegeben  ist  und  die  vier  angedeuteten  Quadraturen  ausgeführt 
sind,  bo  kommt  man  dazu,  y  auf  die  Form  (15)  zu  bringen,  d.  h.  ein 
partikuläres  Integral  y0  in  Evidenz  zu  setzen,  das  man  auf  den  einfachsten 
Ausdruck  reduzieren  kann,  indem  man  davon  alle  der  uavoli 
Gleichung  genügenden  Bestandteile  furtnimmt.  Auf  diese  Weise  erhält 
man  z.  B.,  wenn  f(x)  =  e~x  ist,  y0  —  \x*c~'. 

d)  Die  Gleichung  y  ™  xij  -f-  x?y"  zu  integrieren.  Wenn  wir  dieser 
Ch'it  liung  durch  y  =  x"  zu  genfigen  versuchen,  so  finden  wir,  daß  man 
haben  muß  1  =  n  -f-  n  (n—  1),  d.h.  n  =  ±  1.  Also  ist  das  allgemeine 
Integral  y  —  ax  -f-  bjx.  Wenn  ferner  die  zu  integrierende  Gleichung 
y  *■*  xy'  +  x*y "  +  f(x)  ist,  so  liefert  die  Lagrangesche  Methode 


\xj  !\*)d~  +  fxjf\x)dx. 


e)  Dm  y -i- xy' -\- x*y"  •=  x  zu  integrieren,  setze  man  wie  »orhin  in 
der  unvollständigen  Gleichung  y  =  x".      Man  erhält  n  *=  -±  i;  nnd  da 

x±'  —  e±"°B*  _  cos  log  «±  i  sin  log  x 
ist,  so  sieht  man,  daß   coslogx   and  sinlogx   zwei   partikulare   Integrale 


§  795  Lineare  Differentialgleichungen.  853 

sind.  Da  ferner  ein  partikuläres  Integral  der  vollständigen  Gleichung  un- 
mittelbar auf  der  Hand  liegt  und  \x  ist,  so  kann  man  behaupten,  daß  das 
allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Gleichung 

y  =  i  %  +  a  sin  log  x  +  b  cos  log  x 
lautet. 

f)  In  analoger  Weise  kann  man  x*y '—  (2ft—  l)xy  -\-  f*V  =  0  inte- 
grieren. Setzt  man  y  =  af,  so  erkennt  man,  daß  es  nur  einen  einzigen 
möglichen  Wert  für  n  gibt,  nämlich  n  =  p;  aber  die  Kenntnis  des  parti- 
kulären Integrals  at*  ist  ausreichend  (§  793,  b),  um  das  allgemeine  Integral 
zu  finden.  Setzt  man  y  ■»  afz,  so  wird  die  Gleichung  xz"  -\-  z'  =  0  und 
gibt  z  =  a  +  b  log  #.  Also  ist  y  =  a^  (a  +  6  log  #).  Zu  diesem  Resultate 
gelangt  man  auch  mit  Hilfe  einer  Änderung  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen: x  =  ef.     Da  (§  558,  a) 


y       e     dV      y       e       \dt*       dt) 


ist,  so  wird  die  Gleichung 

dt«      Jf4de  +  ^y     ü* 

Diese  hat  konstante  Koeffizienten,  und  ihre  charakteristische  Gleichung  ge- 
stattet (i  als  Doppelwurzel.  Also  hat  das  allgemeine  Integral  die  Form 
(a-\-bt)&li1  und  es  ist  daher  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten 
Gleichung  y  =  x**  (a  +  b  log  x). 

g)  In  ähnlicher  Weise  setze  man,  um  (1  —  x*)y" — xy  +  y  ^  0  zu 
integrieren,  x  =  cosf,  sodaß 

/ ^ 1__  dy  „  ^  __  cotg  dy 1_  d*y 

V  sin*  dt '      y  sin8*  dt  "*"  sin1«  d*f 

ist.     Die  Gleichung  transformiert  sich  in  -rrf  +  y  —  0  und  gestattet  daher 

die  partikulären  Integrale  cos$  =  a?,  sin*  =  }/l  — x%.  Also  ist  das  all- 
gemeine Integral  y  =  ax  ~\-  5]/l  —  x*. 

h)  Die  Ersetzung  der  unabhängigen  Veränderlichen  durch  eine  andere 
geschieht  nicht  immer,  wie  es  der  Zufall  fügt.  Sie  wird  häufig  durch  die 
Absicht  bestimmt,  eine  gegebene  Vereinfachung  in  der  betrachteten  Gleichung 
zu  erreichen.  So  kann  man  in  der  Gleichung  (1  -\-x?)y"~\-  xy'=  /t2y,  die 
sich  durch  Einführung  einer  neuen  unabhängigen  Veränderlichen  t  in 

t'  x 

verwandelt,  das  Glied  mit  dy/dt  beseitigen,  indem  man  -=-  +  -t—t — -t  =  0 

%  1  —f-  X 

nimmt,  d.h.  ^=*  l/j/l+3*  und  infolgedessen  *=  /  — ==»  log  (o5+]/l+ff*). 

j  v^~tx 

Durch  diese  Substitution  geht  die  vorgelegte  Gleichung  über  in  d*y/dt?  =  p*y 
und    hat    als    allgemeines   Integral    a&"  +  be***'.      Beachtet   man,   daß 
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e?=*x  +  |/T+V,  e~'=»  —  x  +  "j/l  +  a?*  ist,  so  sieht  man,  daß  das  ge- 
suchte allgemeine  Integral  folgendermaßen  lautet: 

i)  Um   die  von  Legendre    betrachtete  Gleichung  y  =»  \y +  xy"    zu 
integrieren,  setze  man  x  =  t?  und  bemerke,  daß 

,/  —  JL  *1        </'      _  JL  *1  4.  J_  *Ll 

y  ~"  2t  dt'      y  =       4t8  d*  -1"  4*1  dt* 

wird.  Die  Gleichung  geht  über  in  cPy/dfi  —  4y,  und  daher  ist  ihr  all- 
gemeines Integral 

y  =  a(*V^  +  be-*V~*. 

Lepaige  hat  gefunden,  daß  allgemeiner  die  Gleichung  y  *=>  my -\- xy"  für 
unendlich  viele  Werte  von  m  integrabel  ist.     Man  kann  sie  in  der  Tat 

(§  793,  c),  indem  man  y  =  e*' "**  setzt,  auf  eine  Biocatische  Gleichung  re- 
duzieren: a?(/+  z*)  +  mz  «—  1.  Setzt  man  z  =  uv  und  bestimmt  v  derart, 
daß  xv -\-  mv  «—  0  ist  (dies  erreicht  man,  indem  man  v  =  x~m  nimmt), 
so  findet  man,  daß  u  der  Gleichung  xv(u  -\-  vu*)  «1,  d.  h.  u  +  u,rr-m 
—  s"1-1,  genügt.  Durch  die  Substitution  x*=*tP  transformiert  sich  die 
letzte  Gleichung  in 

ferner  (wenn  man  wi  <  1  annimmt  und  p  «=  j— —  setzt]  in 

du   .       u*  P  ,.  l-2m      .....         n  1 

dt+r-^-i=^>  wobein  --  t^t  >  fol«hch  str "  m  ~  t 

ist.     Die  vorgelegte  Gleichung  ist  also  integrabel  (§  786,  h)  für 

*-±ii  ±i,  ±*>  ±f,.±t.  •-.  . 

j)  Versuchen  wir  die  Integration  der  nicht  linearen  Gleichung 

y"+3y'+2(y-y«)-0, 

indem  wir  den  von  Mansion  angegebenen  Weg  einschlagen.  Setzt  man 
y'  +  y  =■  *,  so  geht  die  Gleichung  über  in  /  +  2$  =-  2y*.  Die  Methode 
der  Variation  der  Konstanten  führt  zu  dem  Ansatz  y  —  t*C*,  £  =-  vc**, 
und  die  Funktionen  u,  t>  müssen  den  Bedingungen  u  —  vc~*,  0'=»  2wae~* 
genügen.  Durch  Elimination  von  #  erhält  man  vdfv  —  2u*tfu.  Also  ist 
v*  =  w4  —  a4.  Setzt  man  ferner  in  u  =  ve~~x  für  t>  seinen  Ausdruck  ein 
und  integriert,  so  kommt 

-*       __    f      du 

Auf  der  rechten  Seite  haben  wir  ein  elliptisches  Integral.  Wüßten  wir  u 
als  Funktion  von  x  auszudrücken,  so  würden  wir  auch  den  Ausdruck  des 
allgemeinen  Integrals  ue~z  haben.  Jedenfalls  können  wir  unendlich  viele 
partikuläre  Integrale  erhalten,  indem  wir  a  —  0  annehmen.  Alsdann  er- 
gibt sich 
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In  analoger  Weise  läßt  sich  allgemeiner  die  Gleichung 

behandeln,  und  man  kann  für  alle  ganzzahligen  Werte  von  l/n  ihr  all- 
gemeines Integral  in  expliziter,  endlicher  Form  erhalten.  Man  findet  z.  B., 
daß  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  y4,  —  y*y"  =  1  folgendermaßen 
lautet: 

y*  =  ae*x  +  &e~,x  ±  Vi  +  4Ö& . 

Dies  läßt  sich  auch  auf  anderem  Wege  (§  785,  d)  herleiten. 

k)  Die  Anwendung  der  Reihen  ist  bei  der  Integration  gewisser  Diffe- 
rentialgleichungen   äußerst    nützlich.       Z.  B.    läßt    sich    die    Gleichung 

y"  -\ y'-f  n*y  =  0,  welche  in  der  Mechanik  vorkommt,  integrieren  unter 

Zuhilfenahme  der  Reihe 

fr  W  =  1  —  2(v  +  l)  +  2-i'(v+l)(v+S)  —  24.6(v  +  l)(v  +  8)(v+6)  "^  ' 

Beachtet  man  in  der  Tat,  daß  f"(x)  -\ /*/(*) +  /L(*)aas,0  ist,  und  setzt 

sc 

man  in  der  vorgelegten  Gleichung  y  =  aff(nx)^  so  findet  man 

'/<••> + MJ^'O") + (x + eSSs)  *("> = °- 

Diese  Gleichung  kann  nur  dann  mit  der  vorhin  erhaltenen  Relation  zu- 
sammenfallen, wenn  ft(f*  +  3)  =  0,  v  =  2  p  +  4  ist.  Es  muß  also  sein 
p  =  0,  v  —  4  oder  p  «=  —  3,  v  =»  —  2.  Mithin  ist  das  gesuchte  all- 
gemeine Integral  y  =  «/^(wrr)  +  bx~*f_i(nx).  Übrigens  lassen  sich  die 
Funktionen  f_%   und  /*4  sehr  einfach  in  endlicher  Form  ausdrücken.     Zu 

tu       1       ^ 

dem  Ende  bemerke  man,   daß  /y+iOc)*- fv'(x)   ^t.      Inzwischen 

sieht  man  (§  332,  a),  daß  * 


x%  x* 


/o(*)  -  1  ~  1T2  +  1.2. 8. 4 "** 

ist     Daraus  folgt 

X 

f-s(x)  ~  ^  +  /  scossccte  =  rcsina;  +  cos#, 

o 
ferner 

Schließlich  können  wir  das  allgemeine  Integral  in  folgender  Form  schreiben : 
y  =  -j  (smnx  —  nxcoanx)  H — j  (cosn#  + wssinwa;). 
1)  Wichtig  ist  die  hypergeometrische  Reihe1) 


8  sin  x       8  cos  x 

i 


1)  Siehe  Novi  „Algebra  superiore"  p.  286  oder  den  „Cours  d' Analyse"  von 
Jordan,  t.  I,  p.  154. 


WiM>-*  +  j    7»+     l-ä.y(l  +  y)     ^+        1   |  '     »      ' 

welche,   wie    maD    leicht    verifiziert,    die   (Gaußsehe)    DiflerentUJgleidrang 

t>  -  «"JjT  +  [y  -  (1  +  «  +  ß  i  S  |  y  =  «0y 

erfüllt.  Versucht  man  (Unser  Gleichung  allgemeiner  durch  y  =  xffiu,  ff, y, x) 
zu  genügen,  bo  findet  man,  dnß  entweder  fi  =  0,  a  =  o,  ff™«  jS,  jr  — » 
sein  muß  oder  m  *=  1  —  7,  a'  =  1  +  a  —  ■/,  ff  =  1  +  p*  —  y,  y'  =  2  —  y. 
Also  ist  das  allgemeine  Integral 

i,  =  af(a,ß,y,x)  +  bxt-rnl  +  u  -  y,    1  +  ß  -  j-,  2  -  -,  *> 

Es  ist  nützlich  n  wissen,  daß  die  hypergeometrische  Reihe  als  Spezial- 
fälle die  Entwicklungen  verschiedener  Funktionen  einschlief)!.. 
mau  für  ß  =  y  oder  u  =  y  =  1  oder  o:  =  f):=  1  und  y  —  2  die  Funktionen 
(1— Af)-1*,  0**,  —  —  log(l  —  z).  Man  beachte  schließlich,  daß  die  vorhin 
erhaltenen  partikularen  Integrale  in  eins  zusammenfallen ,  wenn  y  —  1 
ist;  es  ist  aber  bekannt,  daß  dieses  einzige  Integral  für  die  Kern 
allgemeinen  Integrals  hinreichend  ist.    So  L  B.  wird  für  ß  =  1  die  Gleichung 

(*-«■)»*+ (l-(S  +  «)*l/-«li 

und  läßt  das  partikulare  Integral  (_1  —  x)~"  zu.      Eine   leichte    Rechnung 

(§793,b)  zeigt,  daß   ihr  allgemeines  Integral   folgendermaßen   lautet: 

,_.(l_.)-.+>(i+-!+<-£+a^V..), 

vorausgesetzt,  daß  die  rechte  Seite  nicht  bedeutungslos  ist. 


Gleichungen  in  mehreren  Veränderlichen. 

790.    Totale    Differentialgleichungen.       Statt    udx  +  vily  =  0 
möge  gegeben  sein  die  Gleichung 

(17)  u,h  +  rdy  +  wdt-0, 

m  welcher  w,  v,  w  bekannte  Punktionen  von  x,  ;/,  z  sind.  Be- 
trachtet man  eine  der  drei  Veränderlichen,  z.B.  z,  als  Funktion  der 
beiden  andern  (unabhängigen) ,  bo  zerlegt  sich  (17)  offenbar  in 

(18)  --, 

woraus  sich  leicht  ableiten  lilßt,  daß  die  Funktionell  u,v,tc  nicht 
beliebig  gegeben  Bein  dürfen.     Da  in  der  Tat 

iy  w  "*"  w  'a  ."         ■■/■■ 
ist,  d.  b. 
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d*z    1  du       u  dw   .    v  du      uv  dw 


dxdy  w  dy       w*  dy       w*  dz       w*  dz J 

d*z  1  dv    .    v  dw       u  dv       uv  dw 

'    ^t  az  + 


dydx  w  dx      w*  dx       w*  dz       w*  dz 9 

so  sieht  man  durch  Gleichsetzung  (§  368)  der  beiden  Ausdrücke,  daß 

sein  muß.  Dies  ist  eine  notwendige  Bedingung  für  die  Existenz 
einer  Relation  zwischen  den  Veränderlichen  x,  y,  z}  deren  totale 
Differentiale  durch  (17)  verbunden  sind.  Um  zu  beweisen,  daß  die 
genannte  Bedingung  auch  hinreichend  ist,  wollen  wir  zeigen,  daß, 
falls  dieselbe  erfüllt  ist,  die  Integration  der  Gleichung  (17)  oder  des 
mit  ihr  äquivalenten  Systems  der  Gleichungen  (18)  möglich  ist.  Die 
zweite  Gleichung  des  Systems  kann  man  als  eine  gewöhnliche  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  zwischen  den  Veränderlichen  y  und  z 
betrachten.  Bezeichnet  man  daher  mit  q>(x)  eine  willkürliche 
Funktion,  so  hat  ihr  allgemeines  Integral  die  Form 

(20)  /"(*,*,  *)-*(*), 

da  bei  dieser  Integration  x  als  eine  Konstante  behandelt  werden  muß, 
von  der  jedoch  v  und  w  abhängen.  Inzwischen  bemerke  man,  daß 
sich  durch  Derivation  von  (20)  bei  konstant  gehaltenem  x  wieder  die 
Differentialgleichung  ergeben  muß,  von  der  man  ausgegangen  ist,  und 
daß  man  daher  hat 

v  dy       w  dz       ^J 

wo  fi  eine  passende  Funktion  von  x7  y,  z  ist.  Wünscht  man  nunmehr, 
daß  auch  die  erste  der  Gleichungen  (18)  erfüllt  ist,  so  muß  man  q>  der- 
art bestimmen,  daß  man  bei  Derivation  von  (20)  unter  Voraussetzung 
eines  konstanten  y  erhält 

(2!)  «fr)  -  g  +  g  %  -  %  -  ,». 

Hierzu  ist  notwendig  (und  hinreichend),  daß  -J-  —  pu  eine  Funktion 

v  X 

von  x  allein  ist.  Alles  reduziert  sich  also  darauf,  zu  zeigen,  daß, 
falls   die   Bedingung   (19)    erfüllt   ist,    die   Derivierte    von  -J-  —  (tu 

0  X 

nach  y,  bei  deren  Bildung  £  als  die  durch  die  Gleichung  (20)  defi- 
nierte Funktion  von  x,  y  betrachtet  wird,  gleich  Null  ist.  Es  soll  mit 
andern  Worten 

dy\dx      ^  /       w  dz\dx      ^  / 

sein.     Nun  hat  man 

d  tdf  __       \  __  dpv  __  dfiu        d_  idf  __       \  __  d(iw  __  dpu 
dy\Fi      *LU)~~  dx        dy9      dz\fx      ^U)~~dx         dz' 
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mithin  wird  die  letzte  Bedingung,  wenn  man  das  Glied 

dpw  __  djiv        d%f  __    d*f  =  q 

~dy         dn  ~*  dzdy      dydn         > 

multipliziert  mit  u,  hinzufügt, 

»  (%"  -  iE)  +  •  fö  "  £)  +  »  (&  "  £)  "  » 

und  reduziert  sich  weiter  leicht  auf  die  Bedingung  (19),  da  die  linke 
Seite  gleich  der  mit  ft  multiplizierten  linken  Seite  von  (19)  ist  plus 

(dp         du\    .      (dp  dp\    ,       /dp         df*\       a 

Ist  die  Bedingung  (19)  erfüllt,  so  kann  man  behaupten,  daß  die  Re- 
lation (20),  wo  für  q>(x)  der  aus  (21)  durch  eine  Quadratur  ge- 
wonnene Ausdruck  einzusetzen  ist,  das  Integral  der  Gleichung  (17)  ist. 
Bemerken  wir  schließlich,  daß  die  linke  Seite  von  (17),  wenn  diese 
Gleichung  integrabel  ist,  durch  Multiplikation  mit  einer  passenden 
Funktion  von  x,  y,  e  ein  vollständiges  Differential  (§  741)  wird.  Gibt 
man  nämlich  der  Gleichung  (20)  die  Form  &(x,  y,  e)  =  Gonst.  (indem 
man  alles  auf  eine  Seite  bringt),  so  hat  man 

a*       df         .,  v  a*       df  d*      df 

a*-?*-9>(*)  =  <lu>     dy~d-y-PV>     Tz=di-*W 

und  daher  ft(u<fo  +  t?dy  +  tcdz)  =»  d&.  Geometrisch  kommt  die  von 
uns  behandelte  Frage  darauf  hinaus  (vgl.  §  782),  daß  a  priori  eine 
dreifache  Unendlichkeit  von  Ebenen  fixiert  ist,  und  daß  eine  Schar 
von  Flächen  konstruiert  werden  soll,  welche  diese  Ebenen  in  vor- 
geschriebenen Punkten  berühren.  Aus  den  obigen  Betrachtungen  geht 
hervor,  daß  die  Aufgabe  im  allgemeinen  unmöglich  ist.  Das  kommt 
daher,  daß  man  nach  Flächen  sucht.  Man  beachte  dagegen,  daß  immer 
unendlich  viele  Kurven  existieren,  die  denselben  Bedingungen  genügen, 
auch  wenn  «19)  nicht  erfüllt  ist.  In  der  Tat  führt  die  Elimination 
von  z  zwischen  (17)  und  einer  willkürlichen  Relation  <p(x,yfe)~*0 
zu  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  zwei  Veränderlichen, 
und  diese  besitzt  immer  eine  einfache  Unendlichkeit  von  Integralen. 

797.    Simultane    gewöhnliche    Differentialgleichungen.      Wir 

wollen  jetzt  fragen,  welche  Relationen  zwischen  drei  Veränderlichen 
x,  y,  z  bestehen  müssen,  damit  ihre  Differentiale  zu  bekannten 
Funktionen  m,  r,  tc  von  t,  y,  z  proportional  sind: 

x  m  r  ir 

Geometrisch  kommt  dies  darauf  hinaus,  in  allen  Punkten  des  Raumes 
a  priori  die  Tangenten  für  unbekannte  Kurven  zu  fixieren,  und  es  ist 
leicht  aus  der  Anschauung  zu  entnehmen  «vgl  §  7£2h  daß  es  solche 
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Kurven  in  zweifach  unendlicher  Zahl  gibt.  Ihre  Gleichungen,  die  das 
Integralsystem  von  (22)  bilden,  müssen  also  folgende  Form  haben: 

(23)  F(x,  y,  *,  a,  b)  -  0,      G  (z,  y,  m,  a,  b)  =  0, 

wobei  a  und  b  willkürliche  Konstanten  sind.  Und  in  der  Tat  sind 
die  Gleichungen  (22)  nichts  anderes  als  zwei  gewöhnliche  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung,  die  sich  in  allgemeinerer  Form 
so  schreiben  lassen: 

(24)  f(x,  y,  z,  y',  z)  =  0,     g (x,  y,  z,  y'9  z')  =  0. 

Wir  wollen  diese  Gleichungen  nach  z  und  z  auflösen:  z  =  <p{x,yfyn)} 
d  =  i>  (x,  y,  y*).  Setzen  wir  den  zweiten  Ausdruck  gleich  der  Deri- 
vierten  des  ersten,  so  ergibt  sich  eine  Relation  zwischen  x,  y,  y}  y", 
d.  h.  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  den  beiden 
Veränderlichen  x  und  y  allein.  Integriert  man  diese  Gleichung,  so 
erhalt  man  y  ausgedrückt  durch  x  und  zwei  willkürliche  Konstanten 
a  und  b.  Setzt  man  dann  in  z  =  <p(x,y,  y)  den  Ausdruck  von  y  ein, 
so  erhält  man  z  dargestellt  als  Funktion  von  x7  a,  b.  Auf  diese 
Weise  sind  die  Gleichungen  (24)  oder  (22)  integriert.  Es  ist  ferner 
zu  bemerken,  daß  man  den  Gleichungen  (24)  durch  Auflösung  nach 
y^dyjdx  und  z'=*dzjdx  immer  die  Form  (22)  geben  kann. 
Ahnlich  liegen  die  Verhältnisse,  wenn  es  sich  um  drei  gewöhnliche 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  vier  Veränderlichen 
*,  y,  z,  t  handelt.  Man  denke  sie  sich  nach  den  Derivierten  von  x,y,z 
(nach  t)  aufgelöst:  x'=u}  y'=i>,  z'  =  w,  wo  u,  v,  w  bekannte 
Funktionen  von  x}  y,  z,  t  sind.  Aus  der  ersten  (x'  =  u)  entnehme 
man  y  =  <p(t9x,  z,  x*),  um  es  in  die  beiden  andern  einzusetzen,  die 
auf  solche  Weise  die  Form  annehmen 

f(t,  xy  z,  x'}  z',  x")  =»0,     g  (t,  x,  z}  x'y  /)  =  0. 

Aus  ihnen  entnehme  man  z  =  i>  (t,  x,  x\  x")}  z'  =»  %  (t,  x}  x',  x")  und 
setze  den  zweiten  Ausdruck  gleich  der  Derivierten  des  ersten.  Die  so 
erhaltene  Relation  zwischen  ty  x,  x\  x'\  x'"  ist  eine  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung,  deren  Integration  dazu  führt,  x  durch  t 
und  drei  willkürliche  Konstanten  auszudrücken.  Setzt  man  x  in 
z  =  tl>(t,  x9  x,  x")  und  dann  x  und  z  in  y  =  <p  (t,  x,  z,  xf)  ein,  so  er- 
hält man  analoge  Ausdrücke  für  y  und  z.  Ist  allgemein  ein  System 
von  n  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen 
n  +  1  Veränderlichen  gegeben 

dx       dxx        dxt  dxn 

so  läßt  sich  die  Integration  durch  successive  Elimination  von  n  —  1 
Veränderlichen  auf  die  Integration  einer  einzigen  Differentialgleichung 
n-ter  Ordnung  in  zwei  Veränderlichen  zurückführen  und  so  das  In- 
tegralsystem in  Form  von  n  simultanen  Gleichungen  erhalten 
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F,fa  ■',,  Xi,  ...,Xn,  «„  «,,...,«,)  =  0  (t=],  2,  3,  ...,n), 
in  denen  n  willkürliche  Konstanten  aufbraten.  Dank  dem  Auftreten 
dieser  Konstanten  kann  man  ein  System  von  n  Funktionen,  die 
verpflichtet  sind  für  einen  gegebenen  Wert  der  anabhän- 
gigen Veränderlichen  vorgeschriebene  Werte  anzunehmen, 
als  definiert  betrachten  dnrch  «  simultane  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung. 

798.  Partielle  Differentialgleichungen.  Die  einfachste  partielle 
Differentialgleichung  (§  781)  ist  die,  welche  die  partiellen  Derivierten 
p  und  q  einer  unbekannten  Funktion  s  von  X  und  ;/  mit  dieser  Funk- 
tion seihst  und  den  unabhängigen  Veränderlichen  verbindet  Wir 
wollen  uns  hier  eingehender  mit  denjenigen  Gleichungen  beech&ftigBn, 
welche  p  und  q  linear  enthalten  und  aus  diesem  Grunde  lineare 
Gleichungen  heißen.  Sie  haben  die  Form 
(25)  up  +  vq  —  w, 

wo  «,  v,  w  bekannte  Funktionen  von  x,  y,  e  sind.  Die  Frage  nach 
allen  Funktionen  t,  welche  einer  soloncn  Relation  genügen,  kommt 
geometrisch  auf  die  Frage  hinaus,  welche  Flächen  in  jedem  Punkte 
(x,  y,  i)  von  einer  durch  diesen  Punkt  in  der  Richtung  (tj,  j:,  v)  ge- 
zogenen Geraden  berührt  werden;  denn  die  Gleichung  (25)  läßt  sieh 
gerade  als  Orthogonal itats Bedingung  für  die  bekannte  Richtung 
(w,  v,  «>)  und  die  Richtung  (p,  q,  —  1)  der  Normale  (§  659)  einer 
der  gesuchten  Flächen  ansehen.  Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  jede 
dieser  Flächen  der  Ort  einer  einfach  unendlichen  KurvenBchar  ist, 
die  innerhalb  der  zweifach  unendlichen  (23)  gewählt  ist.  Der  In- 
begriff aller  mögliehen  Flächen  muß  sich  folglich  darstellen  lassen, 
indem  mau  eine  willkürliche  Abhängigkeit  zwischen  den  Konstanten 
in  den  Gleichungen  (28)  herstellt.  Die  Gleichung  jeder  ElBc 
der  Differentialgleichung  £35)  genügt,  wird  sich  also  durch  Elimina- 
tion von  a  und  b  zwischen  den  Gleichungen  (28)  und  einer  willkürlichen 
Relation  o(o,  fc)  =  0  erhalten  [aasen.  Diese  Voraussage  wird  sogleich 
durch  die  Rechnung  bestätigt  werden.  Es  sei  f(x,  y,  x)  =  0  eine  be- 
liebige Relation,  die  s  so  als  Funktion  von  x,  y  definiert,  daß  (25) 
erfüllt  ist  Setzt  man  in  (25)  p-~Uj:',  q 
wird  diese  Gleichung 
(36)  "fi+' 

also  eine  lineare  und  homogene  Gleichung,  die  man  sofort  buV 
kann,   sobald   das   Integralsystem   der  Gleichungen   (22)    bekannt   ist. 
Denken    wir    uns    in    der   Tat    die    Gleichungen    (23)    nach    den    Kon- 
stanten aufgelöst: 

9ix,y,t)-a,     s>fcÄ*)-*. 
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Wir  wollen  hier  bemerken,  daß  die  Funktionen  9  und  ^  voneinander 
unabhängig  sind;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  würde,  wenn  für 
a  ein  Wert  festgesetzt  ist,  der  Wert  von  b  nicht  willkürlich  sein. 
Nun  ist  die  Gleichung  (26)  sowohl  für  f  =  9  als  auch  für  f  =  f  er- 
füllt, da  die  Differentiation  der  Gleichungen  (27)  und  die  Ersetzung 
von  dx,  dy,  dz  durch  die  proportionalen  Größen  u,  v,  w 

(28)         udv  +  vdv+wdv  =  0     «!?  +  ,!*+„!?_.() 

v     J  .    dx         dy  dz         7        dx  '      dy  dz 

liefert.  Was  jetzt  auch  die  der  Gleichung  (26)  genügende  Funktion  f 
sein  mag,  so  ist  für  die  Verträglichkeit  dieser  Gleichung  mit  den 
Gleichungen  (28)  erforderlich 

Folglich  muß  (§  579)  zwischen  f,  9,  #  eine  Relation  bestehen.  Sie 
enthält  notwendig  fy  weil  sonst  eine  Abhängigkeit  zwischen  9  und  tf; 
bestehen  würde.  Also  ist  /"=»  <ö(<jp;  ^).  Was  cd  anbetrifft,  so  ist  es 
das  Symbol  einer  willkürlichen  Funktion.  Wie  man  nämlich  auch  co 
wählen  mag,  immer  ist 

df d<odq>    .dwdip      df       d<od(p       dmdty       df       dmdtp    .dadip 

dx~~ "d^Wx^ 'dydxy    Wy~dv<fy^fhj>dy'    dz  —  dg>dz  "*"  dydz' 

mithin 

sodaß  die  Gleichung  (26)  erfüllt  ist.  Jetzt  sieht  man,  daß  es,  um 
(25)  zu  befriedigen,  genügt  ra(cjp,  ^)  =  0  zu  setzen.  Allgemeiner 
reduziert  sich  die  Integration  der  linearen  Gleichung  mit  n  unab- 
hängigen Veränderlichen 

/c%f\\  dx    ,        dx    .  .        dx 

(29)  ^w1+u'j^  +  ---  +  u"d^  =  u 

sofort  auf  die  Integration  der  linearen  und  homogenen  Gleichung 
mit  n  +  1  unabhängigen  Veränderlichen 

(30)  ttl^  +  tt,^  +  ...+tt„^  +  M|£  =  o, 

und  um  diese  zu  integrieren  braucht  man  nur  das  System  von  n  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen 

dx       dxj^        dxt  dxn 


u  ux  ut  u, 


zu  integrieren  und  das  Integralsystem  in  der  Form 

<p{(x,  xx,  x2,--,  xn)  —  Consi     (i  —  1,  2,  3,  •  •  • ,  n) 

zu  schreiben.     Man  genügt  der  Gleichung  (30)  in  der  allgemeinsten 
Weise  durch  /*  =  a>(<ply  9>2;  •  ■  -;  9*)   und  der  Gleichung  (29),  indem 
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man  setzt  ra^,  <jp2,  •  •  •,  <?„)  =  0,  wo  co  das  Symbol  einer  willkür- 
lichen Funktion  ist. 

799.  Es  ist  nützlich  zu  wissen,  daß  die  Kenntnis  eines  partiku- 
lären Integrals  f=q>  der  Gleichung  (26)  die  Integration  zu  verein- 
fachen gestattet,  durch  Reduktion  der  Zahl  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen von  dreien  auf  zwei.  Da  q>  wenigstens  eine  der  drei  Ver- 
änderlichen enthält,  so  kann  man  immer  annehmen,  daß  9  von  z  ab- 
hängt, indem  man  erforderlichen  Falles  die  Veränderlichen  neu  be- 
nennt; folglich  kann  man  q>  an  Stelle  von  z  als  unabhängige  Ver- 
änderliche einführen.  Macht  man  nun  die  nach  dem  neuen  System 
xj  V>  9  genommenen  partiellen  Derivierten  durch  Klammern  kenntlich, 
so  hat  man 


df 

dx 


\dx)  -1"  \dy)  dx9  dy~~  \dy)  "*"  \d<p)  dy  '  dz  ~~  \dy)  dz  ' 
und  die  Gleichung  (26)  verwandelt  sich  auf  diese  Weise  in 
u  hp]  +  vU j  =  0.  Das  Problem  ist  also  reduziert  auf  die  Integra- 
tion einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen 
zwei  Veränderlichen:  y'=  %(x}  y,  <p).  Dabei  ist  q>  als  eine  Konstante 
zu  behandeln.  Allgemeiner  gestattet  die  Kenntnis  von  v  unabhängigen 
partikulären  Integralen  der  Gleichung  (30),  d.  h.  von  v  Funktionen 
9i>  9>s>  -  •  -?  welche  der  Gleichung  (30)  genügen  und  von  denen  keine 
eine  Funktion  der  übrigen  ist,  die  Gleichung  (30)  in  eine  analoge 
Gleichung  mit  n  —  v  +  1  unabhängigen  Veränderlichen  zu  transfor- 
mieren. Man  gelangt  zu  dieser  Gleichung,  indem  man  an  Stelle  von 
v  Veränderlichen  x  die  Funktionen  q>u  <jp2, . . .,  q>v  einführt. 

800.    Um   nach   Lagrange  eine   beliebige   partielle   Differential- 
gleichung erster  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen 

(31)  f(*,9,*,p,Q)-o 

zu  integrieren,  suche  man  eine  zweite  Relation  ff(%,y,z,p,q)  =0  zu 
erhalten,  um  aus  ihr  und  aus  (31)  p  und  q  als  Funktionen  von  x}  y,  z 
zu  entnehmen  und  dann  z  durch  Integration  (§  796)  der  totalen  Diffe- 
rentialgleichung dz  =  pdx  +  qdy  zu  bestimmen.  Die  partielle  Deri- 
vation der  Gleichungen  /*  «*  0,  g  =  0  nach  x,  y}  z  liefert 

*f+3fZp+?ldq_0    cf.dfdp.dfdq^Q    df-+dfdp-  +  dfd*~Q 

dx     cp  dx  '  dq  dx^    '  cy     dpdy     dqdy*"    '  dz~*  dpdz     dq  dz  **    ' 

dg  .dg  dp  .dg^cq  =0    dg.dgdp.dgdq^Q   ^9_id£^Pidgdq_^Q 

dx     dpdx     cqcx        }  dy     dpdy     dqcy~*    'dz^dpdzdqdz*** 

Wenn  man  aus  diesem  System  unter  Elimination  von  dp/dx  und 
cq/'cy  die  vier  andern  partiellen  Derivierten  von  p  und  q  berechnet, 
um  sie  in  die  Relation 
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einzusetzen,  welche  für  die  Integrabilität  von  dz  =  pdx  +  qdy  not- 
wendig und  hinreichend  ist  (§  741),  so  findet  man 

Das  ist  eine  lineare  und  homogene  partielle  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  mit  fünf  unabhängigen  Veränderlichen.  Wie  wir 
wissen  (§  798),  kommt  man  bei  ihrer  Integration  auf  vier  simultane 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Übrigens  genügt  es  nach 
einer  wichtigen  Bemerkung  von  Charpit  ein  einziges  Integral  g 
von  (32)  mit  einer  willkürlichen  Eonstanten  zu  bestimmen.  Man 
kann  dann  durch  Integration  von  dz  =  pdx  +  qdy  zur  Kenntnis  der 
allgemeinsten  Funktion  z  =  F(x,  y,  a,  b)  gelangen,  die  der  Gleichung 
(31)  genügt.  Dabei  hat  man  a  und  b  als  Eonstanten  zu  betrachten 
oder  als  Veränderliche,  die  gewissen  Bedingungen  unterworfen  sind. 
Es  werde  der  größeren  Klarheit  halber  angenommen,  daß  (31)  auf 
die  Form  xr  =  &(x,  y,  p,  q)  gebracht  ist;  z  =»  G{x}  y)  sei  eine  be- 
liebige Funktion,  welche  dieser  Gleichung  genügt,  sodaß  man  identisch 

x,  y,  -~-}  -*—)•   Andererseits  bestimme  man  a  und  b  mittels 

der  Gleichungen 

/qqn  dF^      d  G      dF_       dG 

^     '  dx  ***  dx  y     dy  =  dy 

Wenn  man  bedenkt,  daß  die  vorgelegte  Gleichung  unabhängig  von 
a  und  b  erfüllt  sein  muß,  wenn  man  F(x,  y,  a,  b)  für  z  setzt,  so  sieht 
man  sofort,  daß 

T?r  ia       *>(         dF    dF\       *>/         dG    dG\       nf       v 

F(x,y,a,b)  =  0(z,y,  jj,  -^)  =  9{x,yy  ^,  -fy)  -  G{x,y) 

ist.  Also  schließt  der  Ausdruck  F(x,  y,  a,  b)  alle  möglichen  Funk- 
tionen z  ein,  die  der  vorgelegten  Gleichung  genügen,  und  heißt  aus 
diesem  Grunde  das  vollständige  Integral  dieser  Gleichung.  Inzwischen 
zeigt  die  partielle  Derivation  der  Identität  F  =  G,  wenn  man  die 
Gleichungen  (33)  beachtet,  daß  man  haben  muß 

v**'  da  dx^~  db  dx"  V>     dady^dbdy" 

Diese  Relationen,  die  für  konstante  a  und  b  identisch  bestehen,  sind 
auch  erfüllt,  wenn  a  und  b  passende  Funktionen  von  x  und  y  sind. 
Dieselben  sind  entweder  unabhängig  oder  beliebig  aneinander  gebunden. 

Im   ersten  Falle  ist   die  Determinante  Jr2--!  von  Null  verschieden, 

und  man  muß  daher  haben  cF/ca  =  0;  dF/cb  =  0,  woraus  sich  für 
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a  und  b  zwei  verschiedene  Funktionen  ergeben,  deren  Einsetzung  in 
z  =  F(x}  y}  af  b)  zur  Kenntnis  eines  partikulären  Integrals  z*=q>(z,y) 
führt,  des  sogenannten  singulären  Integrals.  Im  zweiten  Falle  redu- 
zieren sich,  wenn  b  =  (o(a)  gesetzt  wird,  die  Gleichungen  (34)  auf  die 

eine  Gleichung  ^ — \~<o'{a)-~r  =  0,  und  aus  diesen  beiden  Gleichungen 

ergeben  sich  für  a  und  b  zwei  Ausdrücke,  die  ein  Symbol  einer  will- 
kürlichen Funktion  enthalten;  setzt  man  sie  in  z  =  F(x}  y,  a,  b)  ein, 
so  findet  man  das,  was  man  als  allgemeines  Integral  der  vorgelegten 
Gleichung  zu  bezeichnen  pflegt.1) 

1)  Wünscht  der  Leser  Übungen  und  nähere  Einzelheiten  über  diese  wich- 
tige Theorie  zu  haben,  so  kann  er  die  Spezialwerke  von  Forsyth  und  Goursat 
zu  Rate  ziehen. 


Anhang. 

Die  WeierstraMSohe  Punktion. 

801.    Die  Funktion,  auf  welche  wir  am  Schluß  von  §  282  hin- 
gewiesen haben,  ist 

f(x)  =  cos  nx  +  b  cos  itax  +  b%  cos  %a*x  +  b*  cos  %<&x  +  •  •  • 

für  passende  Werte  von  a  und  b.  Es  ist  bekannt,  daß  für  \b  <  1 
die  Reihe  gleichmassig  konvergiert  (§  319)  und  eine  stetige  Funktion 
darstellt  (§  322).  Wir  werden  jetzt  zeigen,  daß  trotz  der  Stetigkeit 
f(x)  für  jeden  Wert  von  x  ohne  Derivierte  ist.  Zunächst  wollen  wir 
nach  Fixierung  von  x  eine  Folge  Oq,  #!,  Og,  .  .  .  von  positiven  oder 
negativen  ganzen  Zahlen  bestimmen  derart,  daß  die  Differenzen 

x  —  «o,    ax  —  a1}    a*x  —  o,,    a*x  —  a8; 

alle  größer  als  —  ^  und  nicht  größer  als  £  sind:  es  genugt 
~~  an  =  [i  ~"  ana?]  zu  nehmen.     Setzen  wir 

<*«  —  1  »       <**  -4- 1 

a  a 

sodaß 

ist.    Wenn  a  ^  3  ist,  so  hat  man 

^       8       ^     1 

"+1  —  2aw+1—  2an  n 

und  daher 

*=0D 

Ebenso  ist 

#0'  >  Äjf  >  #2'  >  x$'  >  •  •  • ,    lim  x^  =  x . 

»  =  00 

Jetzt  betrachte  man  die  beiden  Zuwachsverhältnisse 


*  —  *n       '  *n  —  * 


Das  erste  ist  ein  linksseitiges,  das  zweite  ein  rechtsseitiges.    Das  links 
seitige  Zuwachsverhältnis 

00 

f(x)  —  /*(x„)  _   ^?  ,  t  cos  («a"«)  —  cog  (»a"«,) 


0 
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läßt  sich  zerlegen  in 

H  —  1  00 

(1)       V  (ab)v  -8-^C—X)  "  C°*(naVxn)  _J_   S^ln  +  v  COB  (na*  +  * ' x)  —  COS  (*(?  +  * Xn) 

o  v  w  o  * 

Betreffs  der  ersten  Summe  bemerke  man,  daß 

/     v   \  (     v     \  .  i  8inl*a  — —  ") 

coaiita  x)  —  cos  (jta  xn)  .     /      „x-\-xn\       \  2     / 


Binar 


ist.    Da  die  absoluten  Beträge  von  sin  x  und nie  größer  als  die 

x 

Einheit  sind,  so  sieht  man,  daß  der  absolute  Betrag  des  letzten  Aus- 
drucks nicht  großer  ist  als  n.  Daraus  folgt,  wenn  man  6  >  0  vor- 
aussetzt, daß  die  erste  der  beiden  Summen  (1)  ihrem  absoluten  Be- 
trage nach  kleiner  ist  als 

0 

Man  kann  ihr  also  die  Form  geben  — r-__1(»^)w,  wo  0  zwischen  —  1 

und  1  enthalten  ist.  Was  die  zweite  Summe  in  (1)  anbetrifft,  so  be- 
merke man,  daß 

cos  (itan+vx)  —  cos  (itan+vxn) 

=—C0B(7tan+vxn)  { 1— -coB(zan+v(x— -xj) }  —Bm(itan+vxjam(ica"+v(x—xn)) 

ist.  Wenn  man  jetzt  annimmt,  daß  a  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist, 
so  ist  der  Bogen 

xa?  +  vxn  =  itay  -  anxn  =  nav{an  —  1) 

ein  Vielfaches  von  ä,  und  zwar  ein  gerades  oder  ungerades,  je  nach- 
dem ccn  ungerade  oder  gerade  ist.     Daraus  folgt 

cos  (xan  +  rxn)  =  -  (—  1)"",     sin  (xa"  +  rxn)  =  0, 

cos  (7ian+vx)  —  cos  (7ta"  +  vxJ  =  (—  l)a"{  1  —  cos  (nan+v(x  —  xj)}. 

Die  betrachtete  Summe  reduziert  sich  somit  auf 

(2)  (-  XfHaV)»  V » L^lG^ >--*-)) . 

*f  a"(x-x„) 

Die  der  Summation  unterworfenen  Glieder  sind  alle  positiv  oder  null. 
Das  erste  ist 

1  —  cos  (nan(x  —  x„)) 

an{x-xn) 

Der  Bogen  ita"(x  —  xn)  ist  größer  als  ^ä,  nicht  größer  als  \it.  Sein 
Kosinus  ist  also  negativ  oder  null;  mithin  ist  das  betrachtete  Glied, 
weil  der  Zähler  nicht  kleiner  als  die  Einheit,  der  Nenner  aber  nicht 
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größer  als  3/2  ist,  nicht  kleiner  als  2/3.  Um  so  mehr  ist  die 
Snmme  aller  Glieder  der  Summe  in  (2)  größer  als  2/3.    Daraus  folgt, 

daß  der  Ausdruck  (2)  auf  die  Form  (—  l)°n  •  %k{aV)n  gebracht  werden 
kann  mit  k  >  1.    Also  hat  man 

Nun  ist  die  Größe  in  Klammern  immer  größer  als 

2^ n 2_    ___A___?_Z. 

T  ~~  ab  ^T  ™  3  ab  —  1  ' 

sie  ist  also  postiv,  wenn  a&^l-ffjt.  Andrerseits  überschreitet 
(ab)n  mit  wachsendem  n  jede  Grenze.  Also  nimmt  das  linksseitige 
Zuwachsverhältnis  seinem  absoluten  Betrage  nach  unendlich  zu,  wenn 
die  unabhänge  Veränderliche,  die  Folge  x0,  x1}  xty  . . .  durchlaufend, 
nach  x  konvergiert.    Eine  ganz  ähnliche  Rechnung  wie  die  obige  gibt 

^_=_&»__(_1).w(«:+_^), 

wo  k'  größer  als  1  ist  und  0'  zwischen  —  1  und  1  liegt.  Also  nimmt 
das  rechtsseitige  Zuwachsverhältnis  seinem  absoluten  Betrage  nach 
unendlich  zu,  hat  aber  für  jeden  Wert  von  n  das  entgegengesetzte 
Zeichen  wie  das  linksseitige  Zuwachsverhältnis,  wenn  die  Veränder- 
liche die  Folge  x0\  #/,  x2',  . . .  durchlaufend  nach  x  konvergiert.  Es 
ist  überdies  von  Wiener1)  bewiesen  worden,  daß  sich  andere  Folgen 
konstruieren  lassen,  für  welche  die  Zuwachsverhältnisse  nach  beliebig 
vorgeschriebenen  Grenzwerten  konvergieren.  Wiener  hat  sich  ferner 
der  Weierstraßschen  Funktion  bedient  um  zu  zeigen  (vgl.  §  692,  b),  daß 
eine  Fläche,  die  keine  Regelfläche  ist,  abwickelbar  sein  kann. 
Natürlich  ist  eine  solche  Fläche,  weil  sie  in  jedem  Punkte  ohne  Tan- 
gentialebene ist,  materiell  nicht  realisierbar.9) 


Einiges  Aber  die  Differensenreehnnng. 

802.  Ist  eine  Folge  von  Zahlen  gegeben  u0,  uly  uif  ut,  . . .,  so 
nennnt  man  Differenz  eines  Gliedes  das,  was  zu  ihm  addiert  werden 
muß,  um  das  folgende  Glied  zu  erhalten.  Die  Bildung  der  Differenzen 
der  Glieder  einer  Folge  ist  eine  Operation,  die  mit  dem  Symbol  ^ 
bezeichnet  wird: 

^wp  ™  Vn  —  V 
Auch  der  einfache  Übergang  von  einem  Gliede  zum  folgenden  kann 

1)  „Crelles  Journal"  1881,  S.  221. 

2)  „Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie",  Bd.  II,  S.  83. 
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als  eine  Operation  P  betrachtet  werden  von  der  Beschaffenheit;   daß 

ist.  Da  die  rechte  Seite  nichts  anderes  ist  als  up  +  ^%}  so  kann 
man  sagen,  daß  die  Operationen  z/  und  P  in  der  Beziehung 
A7  =  1  +  z/  stehen.  Ersetzt  man  dagegen  in  dem  Ausdruck  von 
Jup  das  up+1  durch  Pup,  so  sieht  man,  daß  z/  =  P  —  1  ist. 

803.  Wir  wollen  jetzt  zeigen,  daß  sich  die  Operationszeichen  z/ 
und  P  dem  algebraischen  Kalkül  nach  den  in  §  350  angedeuteten 
Regeln  unterwerfen  lassen.  Zunächst  bemerke  man,  daß  nach  der 
Definition  sowohl  die  p-  malige  Anwendung  von  P  auf  das  Glied  u 
als  auch  die  q- malige  Anwendung  auf  up  das  Glied  up+q  liefert,  daß 
man  also  hat 

9  p  p  +  q 

oder,  wenn  man  P*u0  für  uv  setzt, 

pp  .  P?  =*  P* .  pp  =  PP  +  2. 

Ferner  beachte  man,  daß  die  Operationen  z/  und  P  vertausch  bar  sind; 
denn  PAup  stellt  das  Glied  dar,  welches  in  Au0f  Au^,  du%)  .  .  .  auf 
Jup  folgt,  d.  h.  dup+1,  wofür  man  offenbar  auch  schreiben  kann 
APup.  Also  ist  P2l=dP.  Daraus  folgt,  wenn  eine  Anzahl  von 
Operationen  z/  und  P  gegeben  ist,  daß  diese  in  beliebiger  Reihenfolge 
ausgeführt  werden  können.  Da  nun  die  Differenz  einer  Summe  offenbar 
gleich  der  Summe  der  Differenzen  der  Glieder  ist,  so  hat  man 

/p  _  z/(r-  1)  =  z/F-  z/  =  fz/  -  z/ 

-  P(P-  1)  -  (P-  1)  -  (F-  1)*. 

Allgemeiner  hat  man,  wenn  z/?  =  (P—  iy  zugegeben  wird, 

z/'+l  -  z/(r-  iy  -  (p-  VfA  -  (p-  iy+\ 

und  die  Formel  gilt  daher  für  jeden  Wert  von  p.  Um  also  die  p* 
Differenz  des  ersten  Gliedes  der  Folge  w0,  ul9  w,,  . . .  durch  diese 
Zahlen  selbst  auszudrücken,  hat  man  die  Formel 

(1)  ^_Mf_iVl+€CjLri>Vf ±„0. 

Für  ein  beliebiges  Glied  hat  man 

J?uq  —  z/T%  -  P*J*u0  —  P«(P—  iy<u0, 

Will  man  umgekehrt  die  Folge  rekonstruieren,  wenn  man  die  succes- 
siven  Differenzen  des  ersten  Gliedes  kennt,  so  muß  man  die  Formel 
Pp  =  (1  +  Ay  anwenden,  welche  ergibt 

(2)  up  -  u0  +  {-  Au0  +  * (*  y X)  z/%  +  •  •  •  +  Apu0 . 
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804.  Differenzen  von  (X  Man  nennt  so  kurz  die  successiven 
Differenzen  des  ersten  Gliedes  der  Folge  0^,  ltf,  2q7  3'',  . . . ,  sodaß  man 
auf  Grund  der  Formel  (1)  hat 

(3)  jKfi  -p-  -*-  (j,  -  1>  +  l^.=-1>(p  -2)« ±J>. 

Bildet  man  z.  B.  die  Differenzen  der  Kuben,  so  erhalt  man  die  in 
folgendem  Schema  zusammengestellten  Zahlen: 

0     18     27     64     125    216      343      512      729       1000... 
1     7     19     37     61       91       127       169      217       271  ... 
6    12    18     24      30      36        42        48        54  . . . 
66666  6  6  6... 


Man  sieht,  daß  von  der  vierten  an  die  Differenzen  aller  Glieder  der 
Folge  null  sind.  Wir  werden  in  Kurzem  beweisen,  daß  dies  ein 
Spezialfall  eines  allgemeinen  Satzes  ist,  der  es  erlaubt  umgekehrt  auf 
dem  Wege  der  Addition  die  ursprüngliche  Folge  zu  rekonstruieren. 
Das  kann  in  der  Praxis  von  Nutzen  sein  bei  der  Konstruktion  von 
Tafeln  für  die  Quadrat-  und  die  Kubikzahlen.  Kehren  wir  zu  der 
Formel  (3)  zurück,  um  daraus  ein  rasches  Verfahren  zur  Berechnung 
aller  Differenzen  von  03  abzuleiten.  Verwandelt  man  p  in  p  —  1,  so 
erhält  man  durch  Summation  mit  (3) 

jP&+jP-iOi-pi-*^(p-l)t  +  ^^\^  ±1. 

Inzwischen  wird  die  rechte  Seite,  multipliziert  mit  p, 

p**1  -  f-(/>  -  iy+1  +  ^f  ^  (p  -  2>+l ±p  -  jrOi+K 

Also  ist 

(4)  z/'0*+1  =  2>(z*p0*+  Jr-ity). 

Unter  Anwendung  dieser  Formel  läßt  sich  mit  großer  Leichtigkeit 
folgendes  Schema  aufstellen: 

zf     4*       4*         ^  Jb  4«  A1  J*  . . . 


o1 

1 

0* 

1 

2 

0* 

1 

6 

6 

• 

0* 

1 

14 

36 

24 

o5 

1 

30 

150 

240 

120 

0" 

1 

62 

540 

1560 

1800 

720 

o7 

1 

126 

1806 

8400 

16800 

15120 

5040 

o8 

1 

254 

5796 

40824 

126000 

191520 

141120  40320 
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Die  Elemente  der  zweiten  Vertikalreihe  erhält  man  von  2  ausgehend, 
indem  man  diese  Zahl  zu  1  hinzufügt  und  das  Resultat  verdoppelt; 
darauf  addiert  man  1  zu  der  so  erhaltenen  Zahl  6,  verdoppelt  das 
Resultat  und  erhält  14.  Ebenso  addiert  man  1  zu  14,  verdoppelt 
und  erhält  30;  u.  s.  w.  Bei  der  dritten  Vertikalreihe  verfährt  man 
in  analoger  Weise,  d.  h.  jedes  Glied  wird  mit  dem  links  davon  stehen- 
den summiert  und  das  Resultat  verdreifacht.  So  hat  man  von  6  aus- 
gehend 6  +  6  =  12,  was  verdreifacht  36  gibt;  ferner  ist  36  +  14  «=»  50, 
was  verdreifacht  150  gibt;  u.  s.  w.  Es  ist  nützlich  sich  das  auf  diese 
Weise  konstruierte  Schema  gegenwärtig  zu  halten,  weil  die  Differenzen 
von  0^  bei  verschiedenen  interessanten  Fragen  der  Analysis  vorkommen. 

805.  Es  ist  auch  nützlich  gewisse  Eigenschaften  zu  kennen,  die 
leicht  aus  (4)  ableitbar  sind.  Zunächst  hat  man  z/p0^  =  0,  wenn 
p  >  q  ist.  Läßt  man  in  der  Tat  zu,  daß  dies  bis  zu  einem  gewissen 
Wert  von  q  richtig  ist  (wie  es  für  q  =  1  gilt),  so  zeigt  uns  die  For- 
mel (4),  daß  der  Satz  bestehen  bleibt,  wenn  man  q  in  q  +  1  ver- 
wandelt. Aus  derselben  Formel  leitet  man,  indem  man  q  =  p  —  1 
setzt,  ab  4P0P  =  p!  Endlich  bemerke  man,  daß  ^O9  immer  teilbar 
durch  p\  ist     Man  schreibe  in  der  Tat  (4)  in  der  Form 

und  wende  diese  Formel  wiederholt  auf  den  zweiten  Bestandteil  der 
rechten  Seite  an.     Auf  solche  Weise  erhält  man 

Also  ist  JtO9  teilbar  durch  p;  und  da  die  rechte  Seite  nur  (jp  —  1  )*• 
Differenzen  enthält,  so  kann  man  sagen,  daß  dp0ß  durch  p{p—  1) 
teilbar  ist.  Daraus  folgt,  daß  jedes  Glied  auf  der  rechten  Seite  durch 
p(p  —  l)(p  —  2)  teilbar  ist,  mithin  auch  z/^O'';  u.  s.  w.  Auf  diese 
Weise  gelangt  man  durch  eine  Kette  abwechselnder  Schlüsse  zu  der 
klaren  Einsicht,  daß  JpOl  durch  p\  teilbar  ist,  was  auch  q  sein  mag. 

806.  Differenzen  von  Funktionen.  Wir  wollen  jetzt  annehmen, 
daß  die  Folge  von  den  Werten  f(x),  f(x  +  h),  f(x  +  2  h),  •  •  •  einer 
Funktion  y  gebildet  wird.  Die  p*  Differenz  des  ersten  Gliedes  ist 
nach  Formel  (1) . 

4py  =  f(z+  Ph)  -  P{f(*+(p-m  +  -P1~211f(x+(p-2)h)--..±f(x). 

Wenn  wir  jedes  Glied  der  rechten  Seite  nach  der  Taylorschen  Formel 
entwickeln,  so  finden  wir  als  Koeffizienten  von  h* 

C  ir  - 1  <*  ~lv+ P(K-  (p  -  *)-  -  •  •  •  ±  p)  -  £  *»- 

Es  verschwinden  also  (nach  der  ersten  der  drei  im  vorigen  Paragraphen 
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bewiesenen  Eigenschaften)  die  Glieder  mit  h,  /&*,  .  .  .,  hp~l,  und  es 
verschwindet  auch,  wie  vorauszusehen  war,  das  von  h  unabhängige 
Glied,  da  es  das  Produkt  von  f(x)  mit  (1  —  Vf  =  0  ist.  Folglich 
hat  man 


r  =  co 


(5)  jry-^^fr"*- 

Diese  Formel  setzt  die  Möglichkeit  der  Entwickelung  von  f  in  eine 
unendliche  Reihe  voraus.  Um  eine  allgemeine  Formel  mit  einem 
Restausdruck  zu  haben,  bemerke  man,  daß  Jpy  bei  festgehaltenem  x 
eine  Funktion  von  h  ist,  deren  wte  Derivierte  folgendermaßen  lautet: 

ffl*)(x  +  ph)  —  -*-  (p  -  l)V(n)  («  +  (P  —  1)*) 

+  -f^^  ~  W°(*  +  (p  -  2)Ä) . 

Wenn  man  also  (§  330)  in  der  Entwickelung  (5)  bei  dem  zu  v=»n— 1 
gehörigen  Gliede  stehen  bleibt,  so  muß  man  noch  hinzufügen 

i?n  =  £^(oy<»>(s)), 

wobei  diese  letzten  Differenzen  für  Intervalle  Oh  statt  h  zu  nehmen 
sind.     Hier  bedeutet  0  wie  gewöhnlich   eine  Zahl  zwischen  0  und  1. 

807.   Übungen,    a)  Für  y  =  e*  hat  man  Jy=e*+A— e*=e*(e*—  1), 
mithin 

Die  Formel  (5)  wird,  wenn  man  beide  Seiten  durch  e*  dividiert  und  h 
in  x  verwandelt, 


<*  -  iy  -  £  vi  "* 


p 
Da  man  der  linken  Seite  die  Form 


(x       x*       x9  \i 


geben  kann,  so  findet  man  sofort,  unter  Anwendung  einer  früher  (§  467) 
definierten  Bezeichnung, 

JP(P       q  1 
~q\~  "  D  rl" 

9 

Diese  Formel  gestattet  Apffl  direkt  zu  berechnen.  Will  man  z.  B.  J^O1 
berechnen,  so  muß  man  beachten,  daß  die  Zerlegungen  von  7  in  eine 
Summe  von  vier  ganzen  positiven  Zahlen  folgende  sind: 

1  +  1  +  1+4,     1  +  1  +  2  +  3,     1  +  2  +  2  +  2. 

Die  erste  von  ihnen  und  die  vierte  zählen  viermal,  die  zweite  zwölfmal. 
Also  ist 
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^-"fö  +  iTii  +  iiiiif)-8"0- 

b)  Für  die  Funktion  y  =  1/as  erhält  man 


A  1       ,  1 


^y 


2A» 


x(x  +  h)       (x  +  h)(x  +  2h)       x(x  +  h)(x  +  2h)' 

Allgemein  ist 

- (-rfpMiP 

^y      x(x  +  h)  (x  +  2h)  •  •  •  (a?4-i>Ä)' 
Setzt  man  h  =»  —  1    und  verwandelt  a;  in   l/x,  so  wird  die  Formel  (5) 

_ — -L =  ±-(JP0p  +  xJPO**1  +  x'JPOP**  +  •••)• 

(l—x)(l  —  2x)--(l—px)       p\  v  '  '  '  7 

Entwickelt  man  jeden  Faktor  auf  der  linken  Seite  in  eine  geometrische 
Reihe  und  denkt  sich  das  Produkt  ausgerechnet,  so  erkennt  man  leicht, 

JP0P+9 
daß  j —   die   Summe   aller  Produkte  von  q  positiven  ganzen 

Zahlen  ist,  die  gleich  oder  ungleich  sind  und  p  nicht  über- 
treffen. Hiernach  wird  die  am  Schluß  von  §  805  bewiesene  Eigenschaft 
evident 

c)  Die  in  §  802  definierte  Bezeichnungsweise  gestattet  den  symboli- 
schen Kalkül  (§  350)  so  anzuwenden,  daß  man  gewisse  Resultate  mit 
Leichtigkeit  gewinnt.     Man  beachte,  daß 

u0  +  t^x  +  t*, x*  H —  •  =  (1  +  xV  +  x*F*  +  •  •  •) u0 
ist,  und  transformiere  den  symbolischen  Ausdruck  in  Klammern  in 
1  1  _    _1  xJ  x*J* 


1  —  xP         (l—x)  —  xd         1  —  X    '    (1—  X)%    '    (1—  X) 

Es  ergibt  sich  dann  sofort 

0  0 


OD  00 


Ist  z.  B.  die  Reihe 

f{x)  =  l»s  +  2***  +  3*3*  +  4«a?*  +  •  •  • 
gegeben,  so  kann  man  leicht  ihre  Summe  finden: 


(1-«)»   '   (1-s)8   '  '    (i_x)»  +  1 

Wie  man  sieht,  ist  f(x)  der  Quotient  eines  Polynoms  vom  Grade  q  durch 

(1  -x)«+K 

d)  Analog  hat  man,  wenn  die  Reihe 


vorliegt, 


,,  v       Vx   .    2*x*   ,    3*x8   ,    4«x4    , 
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f(x)  =  ?r  =  e.ej  mmf*(*ijV+  £4*0*  +  ...  +  «  J*0»). 

Also  ist  die  betrachtete  Reihe  das  Produkt  von  e*  mit  einem  Polynom 
vom  Grade  q  mit  ganzzahligen  Koeffizienten.  Daraus  folgt,  daß 
die  Summe  der  Reihe 

1«       %q       39       49 
1!  ^  2!  T  8!  ^  4!  T 

gleich   einem   ganzzahligen  Vielfachen  von   e  ist.     Z.  B.  hat  man 

808.  Die  DifFerenzenrechnung  gestattet  viele  nützliche  algebraische 
Anwendungen,  worüber  wir  den  Leser  auf  andere  Werke1)  verweisen. 
Wir  wollen  uns  hier  darauf  beschranken  zu  zeigen,  wie  sie  sich  zur 
Lösung  des  Interpolationsproblems  (§  343)  verwenden  läßt,  d.  h.  zur 
Herstellung  einer  Funktion  y  von  solcher  Beschaffenheit, 
daß  den  Werten  x0,  x17  xi7  .  .  .  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen x  die  Funktionswerte  y0,  y1}  y2)  . . .  entsprechen.  Denken 
wir  uns  eine  dritte  Veränderliche  t,  die  entsprechend  den  Wertepaaren 
x0  und  y0,  x\  und  yx  u.  s.  w.  die  Werte  0,  1,  2,  . . .  annimmt.  Die 
Veränderlichen  x  und  yy  die  als  Funktionen  von  t  betrachtet  werden, 
sollen  also  für  t=p  die  Werte  xp  und  yp  annehmen;  und  da  allge- 
mein i*  —  (1  +  4)vu0  ist,  so  können  wir  gleichzeitig  schreiben 

(6)  z-(l  +  jyx0,    y  =  (l  +  z/)'y0. 

Die  Elimination  von  t  wird  in  jedem  Falle  zu  der  gesuchten  Relation 
zwischen  x  und  y  führen.  Wir  wollen  z.  B.  annehmen,  die  Werte 
xo>  xi>  xz>  -  -  -y  xn  seien  äquidistant  mit  dem  Abstand  h  in  dem  Inter- 
vall (x0,  xn)  gegeben.    In  diesem  Falle  hat  man 

dx0  —  h ,     d*x0  =  4*x0  —  •  •  •  =  0 
und  daher 

x  -  x0  +  tJx0  +  t-^^^x0  +  •  •  •  =  x0  +  th, 

was  man  übrigens  leicht  voraussehen  konnte.  Den  Wert  von  t,  der 
sich  hieraus  ergibt,  setze  man  in  die  zweite  Gleichung  (6)  ein.  Als- 
dann wird  dieselbe  die  Newtonsche  Formel8): 

n^*t    1   *-*<>    Jy*   ,  x  —  Xq/x  —  Xq       *\J'y0 


1)  Bertrand,  „Algebre",  2*"11*  partie,  pp.  239,  249,  etc. 

2)  Eine  interessante  Anwendung  dieser  Formel  auf  die  Trennung  der 
Wurzeln  ist  das  Theorem  von  Choquet  und  Matrot  (Mathesis,  1891,  p.  218). 
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Eigenschaften  der  Beraoulliachen  Zahlen. 

809.  Die  Bernoullischeu  Zahlen  (§  351)  lassen  sich  leicht 
durch  die  Differenzen  von  O  ausdrücken.  Betrachten  wir  in  der  Tat 
die  Folge,  deren  Anfangsglied  u0  =»  0  ist,  während  die  andern  Glieder 
folgendermaßen  definiert  sind: 

«,  -  0»  +  1«  +  2«  + \-(j>-  1>- 

Die  Folge  der  ersten  Differenzen  ist  gerade  O,  1*,  2«,  ...  .  Also  ist 
JPu0  =  JP-ity.  Daraus  folgt,  wenn  man  die  Formel  (2)  des  §  803 
anwendet  und  p>  q  nimmt, 

l,  +  8,  +  ...  +  (p_l),_«^)^0.  +  ...+«if=^-^(R 

Denken  wir  uns  die  rechte  Seite  nach  den  Potenzen  von  p  geordnet, 
so  wird  der  Koeffizient  von  p 

Auf  der  linken  Seite  ist  im  Falle  q  >  1  der  Koeffizient  von  p  der- 
selbe wie  in  1«  +  2*  + \-  p\  d.  h.  (§  358,  a)  Bq.    Für  q  »  1   ist 

er  jBj  —  1  =*  —  B1 .  Da  für  jeden  andern  ungeraden  Wert  von  q  die 
Zahl  2?y  verschwindet,  so  kann  man  sagen,  daß  der  Koeffizient  von  p 
in  up  gleich  (—  l)qBq  ist.     Man  hat  also 

(-  l)«-lJB9  -  -^O*  -  £z/*0*  +  £z/30* . 

Diese  Formel  wird  uns  erlauben  ein  interessantes  Theorem  zu  be- 
weisen. 

810.  Theorem  von  Staudt  und  Clausen.  Jede  Bernoullische 
Zahl  2?,n  ist  gleich  einer  ganzen  Zahl,  vermindert  um  die 
Summe  der  reziproken  Werte  aller  derjenigen  Primzahlen, 
die,  wenn  man  sie  um  die  Einheit  vermindert,  Teiler  von  2n 
werden. 

a)  Wir  schicken  den  Beweis  des  folgenden  Hilfssatzes1)  voraus: 
Jede  zusammengesetzte  Zahl  p,  die  größer  als  4  ist,  ist  ein 
Teiler  von  (j>  —  1)!.  In  der  Tat  ist  die  Zahl  p,  wenn  sie  keine 
Primzahl  und  auch  kein  Quadrat  einer  Primzahl  ist,  in  zwei  Faktoren 
zerlegbar,  die  voneinander  und  von  der  Einheit  verschieden  sind. 
Diese  Faktoren  kommen  in  dem  Produkt  2  •  3  •••(/>—  1)  vor,  und 
es  ist  daher  (p—  1)!  durch  p  teilbar.  Wenn  p  das  Quadrat  der  Prim- 
zahl ft  ist,  so  enthält  das  Produkt  2  •  3  •  •  •  (p  —  1)  die  Faktoren  (i 
und   2/x   und   ist  daher   teilbar  durch   2(t*9   mithin   durch  p,   voraus- 

1)  Der  Beweis,  den  wir  hier  für  das  Theorem  von  Staudt  und  Clausen 
geben,  rührt  von  Rad  icke  her.  Siehe  die  „Nouvelle  Correspondance  MathtS- 
matique"  1880,  p.  508. 
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gesetzt,  daß  man  hat  2  p  <Cp,  d.  h.  p  >  2.  Es  macht  also  unter  den 
Werten  von  p,  die  keine  Primzahlen  sind,  nur  p  =  2*  eine  Ausnahme. 

b)  Wir  wollen  uns  jetzt  fragen,  wann  ^~1Oi  durch  p  teilbar  ist. 
Nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  ist  das  offenbar  der  Fall  für  jeden 
zusammengesetzten  Wert  von  p}  der  größer  ist  als  4;  denn  ein  solcher 
Wert  geht  in  (p  —  1)!  auf,  welches  seinerseits  (§  805)  ein  Teiler 
von  dP-1^  ist.  Es  ist  auch  der  Fall  für  p  =  4,  wenn  q  gerade  ist. 
Alsdann  sieht  man  in  der  Tat  direkt,  daß  die  Zahl 

\J*Qft  =  f  (3«-1  +  1)  -  3  •  2'/"2 

ganz  ist,  weil  3?_1  +  1  durch  4  teilbar  ist.  Es  bleibt  also  nur  noch 
der  Fall  zu  untersuchen,  wo  p  eine  Primzahl  ist. 

c)  Dividieren  wir  q  durch  p  —  1  und  sei  q  =  k(p  —  1)  +  r.  Da 
r<p  —  1,  so  ist  ^~10r==0.  Wenn  man  daher  in  der  bekannten 
Formel  (§  804) 

^-i0t-(p-l)i-iL^(p-2)»4>-^ 
q  in  r  verwandelt,  so  kommt 

vorausgesetzt,  daß  nicht  r  =  0  ist,  in  welchem  Falle  man  rechts  noch 
T  1  hinzufügen  muß.     z/^-1^  wird  also  auch  ausgedrückt  durch 

{(i,_l),_(i,_l)r}_^-J|(/,_2)*_(J)_2r}+--- 

wo  im  allgemeinen  q  =  0  ist  und  q  =  (—  iy  im  Falle  r  =  0.  In- 
zwischen sagt  uns  das  Theorem  von  Fermat1),  daß  die  Primzahl  p, 
wenn  sie  nicht  in  a  aufgeht,  die  Zahl  aP~x  —  1  teilt.  Mit  andern 
Worten,  a?"1  ist  ein  Vielfaches  von  p,  vermehrt  um  1;  und  dasselbe 
gilt  offenbar  von  ak^~l\     Daraus  folgt,  daß  die  Differenz 

a*  —  ar  =*  ar  {tfb-V  —  1} 

durch  p  teilbar  ist.     Man  hat  also  ^P_10^Z2p  (modp). 

d)  Aus  der  obigen  Diskussion  ergibt  sich  folgendes:  Nur  für 
den  Fall,  daß  p  eine  Primzahl  und  q  durch  p—  1  teilbar  ist, 
ist  ^~109  nicht  teilbar  durch  p.  Der  Rest  der  Division  von 
^P-iQ*  durch  p  ist  alsdann  (— l)p,  d.  h.  gleich  (oder  für  p  =  2  kon- 
gruent) —  1.  Setzt  man  also  in  Formel  (1)  q  =  2n  und  nennt 
«,  ß,  y} .  .  .  alle  Primzahlen  von  der  Beschaffenheit,  daß  a  —  1,  ß  —  1, 
y  —  1,  •  •  •  Teiler  von  2n  sind,  so  hat  man 


1)  Baltzer,  „Elemente  der  Mathematik'4  (2.  Teil,  §  13). 
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Btn  =  einer  ganzen  Zahl  —  (~  +  j  +  j  +  "  ) 


Dieses  Theorem  erleichtert  die  Herstellung  von  Tafeln  für  die  Ber- 
noullischen  Zahlen.  Nur  mit  seiner  Hilfe  konnte  Adams1)  die  Be- 
rechnung dieser  Zahlen,  die  Ohm  begonnen  hatte,  bis  B1U  treiben. 
Außerdem  enthüllt  es  teilweise  den  geheimnisvollen  Zusammenhang, 
der  zwischen  der  Theorie  der  Bernoullischen  Zahlen  und  gewissen 
schwierigen  zahlentheoretischen  Fragen  besteht.  So  ist  der  berühmte 
Satz  von  Fermat,  der  die  Unmöglichkeit  behauptet,  f&r  n  >  2  die 
Gleichung  x?  +  j^  «=»  zn  durch  ganze  positive  Zahlen  zu  befriedigen, 
von  Kummer9)  für  alle  Primzahlen  n  bewiesen  worden,  die  die  Zähler 
von  BtJ  BA,  . . .,  Bn__z  nicht  teilen. 

811.  Unter  Erinnerung  daran  (§  361),  daß  die  Bernoullischen 
Zahlen  mit  geradem  Index  alternierende  Zeichen  haben,  wollen  wir 
jetzt  nach  Lipschitz3)  zeigen,  daß  dasselbe  von  einem  bestimmten 
Wert  des  Index  ab  auch  von  den  ganzen  Teilen4)  allein  gilt.  In 
der  Tat  hat  man 


Bt  =1 

-(i  +  i) 

■^W™ 

-6- 

V*    «    3    «    5    '    17/ 

Bt  =1 

-(i  +  i  +  i) 

518Ä 

56- 

V*    '    5    •    7    '19/ 

B6  =1 

-a+i+i) 

£*>  = 

-528- 

VJ    i    3    i    5    '11/ 

V»  =1 

-(i  +  Ki) 

Bn= 

6193- 

\»    '    3    '23/ 

^o=l 

-(-J+i+Ä) 

Bu= 

-86579- 

\%    >   3    >   5   >   7    i  13/ 

J5U=1 

-(*+{+*+ 

K 

£) 

Bn^* 

1425518- 

(H.) 

Bu  =  2 

-li+i) 

BiS  =  - 

-27298230- 

(\  +1+1+. n 

v»^  315'»/ 

Da  die  Zahl  Btp  positiv  ist,  wenn  p  ungerade,  so  ist  um  so  mehr 
ihr  ganzer  Teil  positiv,  und  man  muß  also  zeigen,  daß  der  ganze 
Teil  von  Bip  im  Falle  eines  geraden  p,  welches  nicht  kleiner  als  8 
ist,  negativ  ist.  Setzt  man  p  =  2n,  so  ist  der  ganze  Teil  von  BAn 
nach  (2)  sicher  kleiner  als 

B*«  +  -J-  +  !  +  ■••  +  j^pi  <  BtH  +  log(4n+  1), 

da  (§  183)   HK-  logn  <  H,^  -  log(n-  1)<  •  •  •  <  Hx  -  log  1  -  1. 


1)  „Crelles  Journal4'  (1878,  S.  269).  Um  sich  von  den  materiellen  Schwierig- 
keiten dieser  Rechnung  einen  Begriff  zu  machen,  braucht  man  nur  zu  wissen, 
daß  von  B10o  an  die  Zähler  mehr  als  80  Ziffern  haben. 

2)  „Crelles  Journal41  (1850,  S.  130». 

3)  „Bulletin  des  Sciences  mathlmatiques  et  astronomiquesu  (1886,  p.  142). 

4)  Über  diese  ganzen  Teile  handeln  einige  Betrachtungen  von  Uermite 
in  „Crelles  Journal44  (1876,  S.  98). 
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Inzwischen  hat  man  (§  365,  a),  wenn  man  sich  auch  an  die  Stirlingsche 
Formel  erinnert, 

_  Bin  .  2-^-Vl  +  4-  +  -L  +  . . .)  >4*Ve(*-n)"H 

Also  ist  der  ganze  Teil  von  Bln  kleiner  als 

log(4fH-l)-4*y^£j)*"+* 

nnd  das  Theorem  von  Lipschitz  wird  bewiesen  sein,  wenn  es  gelingt 
einen  Wert  von  n  zu  finden,  der  den  letzten  Ausdruck  negativ  macht; 
denn  er  wird  dann  offenbar  für  jeden  Wert  von  n,  der  größer  ist  als 
der  gefundene,  ebenfalls  negativ  sein.  Es  genügt  für  unsern  Zweck, 
n  so  zu  bestimmen,  daß  gleichzeitig 

2n>  %e}     log(4w  +  1)  <  iitYe 

ist,  und  man  sieht  sofort,  daß  diese  Ungleichungen  für  n  =  5  erfüllt  sind. 


Snccessive  Derivierte  der  Punktionen  von  Punktionen. 

812.    Es  seien  die  successiven  Derivierten  einer  Funktion  u  be- 
kannt, und  man  bilde  die  Summe  (§  467) 

p 

Da  die  Derivierte  der  Funktion  ar=  u^/rl  lautet  */  =  (r  +  l)*r+1,  so 
ist  die  Derivierte  eines  Gliedes 

Wr^r.  •  •  •  S        (*i  +  rf  +  rf  +  •  •  •  +  u  —  p) 
von  UPti 

v  —  t 

C1)  ^(rv+1)£rl*r%  '  •  •  Vl*r,  +  l'r,  +  l  "  "  *  V 

Damit  eins  dieser  Glieder  mit  einem  gegebenen  Gliede 

(2)  V***  •••%     (fi  +  **  +  Ps  +  •  •  •  +  Qi  =  P  +  1) 

von  Up+tii  zusammenfalle,  muß  sein 

mithin  pv  größer  als  1.  Ist  dies  der  Fall,  so  findet  sich  das  Glied  (2) 
p,-mal  in  (1).  Also  ist  das  genannte  Glied  in  TJ'P}i  eine  Anzahl  von 
Malen  enthalten,  gleich  der  Summe  derjenigen  q,  welche  größer 
als  1  sind,  d.  h.  (j>  -f  1  —  wi)-mal,  wenn  man  mit  m  die  Anzahl  der- 
jenigen q  bezeichnet,  die  gleich  der  Einheit  sind.  Betrachten  wir 
andererseits  die  Glieder 

*rM£r>  •  •  ■  'r,_l        (ri+r2  +  rZ  +  '"  +  ri-l  -P) 
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von  Dl<«i  und  multiplizieren  wir  jedes  von  ihnen  mit  sl}  indem  wir 
darauf  achten,  den  neuen  Faktor  successiv  an  die  i  Stellen  zu 
schreiben,  die  er  einnehmen  kann: 

Man  gelangt  auf  solche  Weise  zur  Herstellung  eines  Schemas,  in 
welchem  das  Glied  (2)  m-mal  auftritt,  während  die  Summe  aller 
Glieder  des  Schemas  offenbar  i€1Upi^ml  ist.  Also  ist  das  Glied  (2) 
(l>  + 1  —  m)  +m  =p  +  1  Male  in  Up,i  +  ist  JJp%i_x  enthalten,  und  man 
hat  daher 

(3)  tf;,<=(p+iK;+M-tV0»<- 

Dies  ist  die  Fundamentaleigenschaft  des  Algorithmus  U.  Sie  besteht 
ohne  Einschränkungen,  wenn  man  vereinbart  Upi  =  0  zu  setzen, 
wenn  i  größer  als  p  oder  kleiner  als  1  ist. 

813.  Wir  sind  jetzt  in  der  Lage  den  allgemeinen  Ausdruck  der 
p-ten  Derivierten  einer  Funktion  f(x)  =  <p(il>(x))  zu  finden,  wenn  die 
successiven  Derivierten  der  Funktionen  <p  und  #  bekannt  sind.  Wir 
wollen  der  Einfachheit  halber  setzen  y  =  f(x),  w  =  #(#),  sodaß 
y  =  <p(u)  ist,  und  beweisen,  daß 

W  p\         '  1!    UP>1  +  ~*T  UP>*  +      3!      UP>*  +  "  " 

ist.  Die  Derivation  nach  x,  die  unter  Berücksichtigung  von  (3)  aus- 
geführt wird,  bewirkt  nur,  daß  sich  p  in  p  +  1  verwandelt;  und  da 
die  Formel  (4)  offenbar  für  p  =  1  richtig  ist,  so  gilt  sie  für  jeden 
Wert  von  p. 

814,  Anwendungen,  a)  Die  p-te  Derivierte  von  y  =  <p((f)  laßt 
sich  mittelst  des  Algorithmus  (§  807 ,  a) 

p  p 

ausdrücken.     Die  Formel  (4)  liefert 

(5)        yiP)  -  ?p  <?JOr  +  ^  e**4*0*  +  *f£\  e**J0*  +  •  •  .  . 

b)  Setzt  man  insbesondere 

»<*)  -  T+i"  80daß       •"-  =  (-  yt)      "(•-!)  4 

ist,  so  wird  bekanntlich  (§  354)  y  —  e^*  Die  Formel  (5)  gibt  dann  für 
x  =»  0  den  folgenden  Ausdruck  der  p-ten  Eulerschen  Zahl  durch  die 
Differenzen  von  Op: 
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Ep ^-(2J20^   -2z/80*   +^0*) 

+  -1t-(22/60^  -2z/70*   +4*0*) 

—  ~  (2z/100*  —  2JnQP  +  J^QP)  +  •  •  •  . 
c)  Für  <p(#)  =  l/#  wird  die  Formel  (4) 

(p)      i^ 

Macht  man  jetzt  successiv 

und  setzt  in  der  letzten  Formel  x  =  0,  so  gibt  diese  uns  die  folgenden 
Ausdrücke  der  Bernoullischen  und  Eulerschen  Zahlen: 

issP  t  i  \         E  <ssp  , 


(      1),+*  S  (r  +  1)!     '       (2p) !  ~~  2li  r      ^  S  (2f 


d)  Man  setze  endlich 

y  «.  (i  +  ajC)  (i  +  /?rr)  (1  +  y«)  •  •  •  =  eu 

und  bezeichne  mit  sr  und  cr  die  Summe  der  r-ten  Potenzen  der  Zahlen 
a,  0,  y,  .  . .  und  die  der  Produkte  von  je  r  dieser  Zahlen.  Für  a;  =  0 
ist  offenbar 

r!        Cr'        r!   =  r  " 

Wenn  man  nun  in  Formel  (4)  successiv  q>(x)  =  egJ  <p(:r)  =  log#  setzt 
und  a;  =  0,  so  findet  man  die  Formeln  von  Waring  (§  467)  wieder. 


Einiges  Aber  die  Variationsrechnung. 

816.  Es  sei  eine  Funktion  y  der  Veränderlichen  x  definiert,  und 
wir  wollen  uns  eine  andre  Funktion  denken  von  solcher  Beschaffen- 
heit, daß  für  jeden  Wert  von  x  der  zugehörige  Wert  der  neuen 
Funktion  unendlich  wenig  von  dem  von  y  verschieden  ist.  Man  pflegt 
die  neue  Funktion  mit  y  +  Sy  zu  bezeichnen,  und  die  infinitesimale 
Größe  Sy  nennt  man  die  Variation  von  y.  Sie  ist  eine  vollkommen 
willkürliche  Größe,  sei  es,  daß  man  von  einem  Wert  von  x  zu 
einem  andern  übergeht,  sei  es,  daß  man  einen  gegebenen  Wert  von  x 
betrachtet.  Es  wird  also  in  Wirklichkeit  nicht  eine,  sondern  es 
werden  unendlich  viele  Funktionen  durch  y  +  d  y  dargestellt.  Man 
kann  sich  leicht  überzeugen,  daß  das  Variationszeichen  d  denselben 
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Gesetzen  gehorcht  wie  das  Differentiationszeichen  d.  Es  ist  in  der 
Tat  fast  eyident;  daß  man  hat 

ä(u  +  v)  =  du  +  dv}      duv  =*udv  +  vdu    u.s.w. 
Ferner  ist  auf  Grund  der  Definition 

ddy=d(y+dy)-dy<=ddy,    dfydx=f(y+8y)dx—fydx=fdydx. 

Wenn  y  eine  Funktion  der  Funktionen  u,  v,  w,  . . .  ist,  so  hat  man 

dt,  =  p-du  +  d/6v  +  ptdu>  +   ■  •  . 

*       du         •   dv  ovo         ' 

Es  ist  hier  von  Wichtigkeit  zu  bemerken,  daß  eine  Funktion  y  von 
einer  oder  von  mehreren  Funktionen  auch  in  der  Weise  abhängen 
kann,  daß,  wenn  diese  Funktionen  gegeben  sind,  y  för  jedes  x  einen 
bestimmten  Wert  annimmt.  Auf  diese  Weise  ist  y  nicht  eine  Funktion 
von  u,v,wy  . . .  im  gewöhnlichen  Sinne;  sie  bewahrt  aber  gewisse 
Eigenschaften  der  gewöhnlichen  Funktionen,  vorausgesetzt,  daß  man 
das  Zeichen  d  durch  8  ersetzt.  Insbesondere  ist  es,  wenn  man  haben 
will,  daß  die  Funktion  ein  Minimum  oder  Maximum  wird,  not- 
wendig, daß  ihre  Variation  verschwindet.  Man  kann  in  der 
Übertragung  der  Eigenschaften  der  Differentiale  auf  die  Variationen 
noch  weiter  gehen;  wir  müssen  uns  hier  aber  Schranken  auferlegen.1) 

816.  Bei  verschiedenen  Fragen  der  Geometrie  und  Mechanik 
wird  man  dazu  geführt,  eine  solche  Funktion  y  von  x  zu  suchen,  daß 
das  Integral 

den  kleinsten  oder  den  größten  Wert  annimmt,  dessen  es  fähig  ist. 
Die  Bedingung,  welche  erfüllt  sein  muß,   ist    dU  —  fdf  •  dx  =  0. 

Vor  allem  bemerke  man  folgendes:  Wird  der  unbekannten  Funktion  y 
die  willkürliche  infinitesimale  Variation  öy  erteilt,  so  hat  man 

tf-lySy  +  tity'+zf'y '+••■ 

Ferner  ist 

Ebenso  ist,  wenn  man  y  in  y   verwandelt, 

1)  Wegen  näherer  Einzelheiten  ziehe  man  den  „Cours  <T Analyse"  von 
Jordan  (t.  III,  p.  470)  zu  Kate.  Der  Leser  wird  gut  tun,  auch  die  Kritik  der 
Variationsrechnung  von  Hadamard  zu  lesen  im  „Bulletin  des  Science«  math. 
et  aatr."  (,1901,  p.  6). 


§§  816—817  Einiges  über  die  Variationsrechnung.  881 

ferner,  wenn  man  noch  einmal  y  in  y'  verwandelt, 

jw  s«"dx = w  6y"  -tJt  *y' + /£  &  8y'dx 

Zf  x  >•       d    df  *  ,  ,     d*     df  x  f '  d"     df  ,     ,„ 

u.  s.  w.     Setzt  man  folglich 

v       dy      dx  dy  ^  dx*  dy'       dx*  dy'"  ^  '  "  ' 

«  -  (K  _  A  IL  m  J-  II  _     \  ** 
°  ~~  W      <**  ay-  "+"  d«»  a«r     ' '  7  oy 

/  8/1         d    df     .     d>    df  \  A, 

,(df         d     df  d»     df  \.  „ 

so  hat  man  dU=*  f&dydx  +  6.  Beschränkt  man  die  Integration 
auf  das  Intervall  (x09  xt)  und  versieht  die  für  x  =  x0  und  x  =  xx  be- 
rechneten Größen  mit  dem  Index  0  bezw.  1,  so  ergibt  sich 

*i 
8TJ=j  Qdydx  +  6X  —  60. 


x0 


Wegen  der  Willkürlichkeit  von  dy  spaltet  sich  die  Gleichung  d  U=  0 
in  0  =  0  (die  unbestimmte  Gleichung),  welche  für  alle  Werte 
von  x  zwischen  x0  und  x1  erfüllt  sein  muß,  und  in  (^  —  <70  =  0  (die 
Grenzengleichung).  Die  Frage  ist  also  reduziert  auf  die  Integration 
der  Differentialgleichung  9  —  0,  gefolgt  von  der  Bestimmung  der 
willkürlichen  Größen,  die  so  geschehen  muß,  daß  die  Grenzbedingungen 
erfüllt  sind. 

817«    Beispiele,    a)  Die  kürzeste  Linie,  welche  von  einem  Punkte 
der  Ebene  nach  einem  andern  geht,  bestimmt  man  dadurch,  daß  man  das 

*i  

Integral    17=  /  Yl  +  y%  dx  zu  einem  Minimum  zu  machen  sucht.     Dieses 

Integral  stellt  die  Länge  der  unbekannten  Kurve  zwischen  dem  Punkt  («0,  y0) 
und  dem  Punkt  (xx ,  yx)  dar.     Man  hat  hier 

d       </  tf*y 


f=Yl+y'*,       0  =  - 


dxy1  +  y'*>  yi+y'"f 

Die  Gleichung  0>  —  0  gibt  sofort  y  —  a,  y  -»  ax  +  6;  und  die  Konstanten 

Oestro,  Analysis.  5$ 
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a  und  b  bestimmen  sich  auß  den  Bedingungen  y0  =  ax0-\-b,  yl  =  axl-{-b. 
Was  die  Grenzengleichung  anbetrifft,  so  ist  sie  identisch  erfüllt;  denn  da 
die  unendlich  vielen  Funktionen  y  für  x  =  x0  den  vorgeschriebenen  Wert  y0 
und   für   x  =  xt    den    Wert  yt    annehmen    müssen,    so    hat   man   immer 

äPo  "■  °»  *0i  "■  0  und  daher  cx  —  <r0  —  (iyx  —  Jy0)  =  0.     Wäre 

V1  +  «f 
dagegen    nach    der   kürzesten   Linie    zwischen    den    Geraden   rr  ==  x0    und 

*r  —  a^  gefragt  worden,  so  wären  öyt  und  öy0  willkürlich  gewesen,  und 
die  Bedingung  ax  —  <r0  =  0  hätte  a  =  0  gegeben,  mithin  y  =  6. 

b)  Suchen  wir  die  Linie  schnellsten  Abstiegs,  d.  h.  die  Kurve 
einer  Vertikal  ebene,  welche  ein  schwerer  materieller  Punkt  durchlaufen 
muß,  wenn  man  wünscht,  daß  er  von  einer  gegebenen  Lage  M0  aus- 
gehend, in  möglichst  kurzer  Zeit  eine  andere  vorgeschriebene  Lage  Mx  er- 
reicht. Wir'  wollen  den  Anfangspunkt  nach  M0  verlegen  und  die  y- Achse 
senkrecht  nach  unten  richten.  Aus  den  Elementen  der  Physik  ist  bekannt, 
daß,  wenn  t  die  zum  Durchlaufen  des  Bogens  M0M  =  s  gebrauchte  Zeit 

bedeutet,  ds/dt  =  Y%gy  ist,  wobei  g  die  Gravitationskonstante  bezeichnet. 
Die  zu  einem  Minimum  zu  machende  Größe  ist 


J  yigy        y*gj    *         V 


0       '      ~~  '       ~  0 

sodaß  man,  abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor,  hat 


r- 


y     '  dy      dxdy"1  d\f 

Da  f  eine  Funktion  von  y  und  y  allein  ist,  so  hat  man  unter  Beachtung 
der  unbestimmten  Gleichung 

df__  df  ,       df_  „        ,±d£       dfdy       ±{>df\ 
dx~~  dyy  "*"  dy'y  ts='y  dxdy'*  dy'  dx  =  dx\y  dy)' 

ßf  

Also  ist   f  —  y  %~j  =  Const.,  d.  h.,  wenn  man  mit  l/y2a  die  Konstante 

bezeichnet,  y  (1  +  y'*)  =»  2 a.  Daraus  folgt  dx  :  Yy  «=  dy :  "|/2a  — y,  und 
es  ist  unnötig  weiter  zu  gehen,  da  man  durch  Verwandlung  von  x  und  y 
in  na —  x  bezw.  2  a  —  y  eine  frühere  Gleichung  (§  772,  c)  wiederfindet, 
welche  die  Cykloide  charakterisiert.  Diese  Kurve  hat  eine  Spitze  in  dem 
Ausgangspunkt  M0  und  eine  horizontale  Basis.  Die  beiden  Konstanten, 
a  und  die  durch  die  Integration  der  letzten  Gleichung  hineinkommende 
Konstante,  bestimmen  sich,  indem  man  ausdrückt,  daß  die  Kurve  durch 
M0  und  Ml  hindurchgeht.  Auch  hier  ist  die  Grenzengleichung  identisch  er- 
füllt, da  6y0  =  0,  6yx  =  0  ist.  Hätte  man  dagegen  dem  beweglichen 
Punkte  nur  vorgeschrieben,  in  kürzester  Zeit  auf  der  Vertikalen  x  —  xx 
anzukommen,  so  hätte  man  auch  noch  öy0  ==•  0  gehabt,  während  8yx  will- 

kürlich  geblieben  wäre,  und  die  Grenzengleichung  *  -,  6yx  =»  0  hätte  gegeben 

cf 

.- ,  *=  0,  d.  h.  yx '«■  0.     Der  bewegliche  Punkt  müßte  also  in  horizontaler 
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Richtung  auf  der  angegebenen  Vertikalen  ankommen.  In  diesem  Falle  ist 
die  Eonstante  a  durch  die  Bedingung  bestimmt,  daß  man  für  x  =  xx 
nicht  y  =  yx ,  wohl  aber  y  ==»  0  haben  muß. 

818.  Wenn  auch  x0  und  xx  variieren  könnten,  d.  h.  wenn  die 
Punkte  M0  und  Mu  anstatt  fest  zu  sein  oder  auf  den  Geraden  x  =  x0 
und  x  =  xx  bleiben  zu  müssen,  allgemeiner  die  Freiheit  hätten  sich 
längs  der  Kurven  y=*q>(x)  und  y  =  #(#)  zu  bewegen,  so  müßte 
man  zu  der  bereits  erhaltenen  Variation  von  ü  noch  diejenige  hin- 
zufügen, welche  von  dem  Variieren  der  Grenzen  herrührt,  d.  h. 

xx+dxx  xx  xx  +  dxx  x0  +  dx0 

j  fdx  —  I  fdx  =  /  fdx  —j  fdx  =  fxdxt  —  fQdx0. 


x0  +  dx0 

Also  ist 


dU=J0dydx  +  (6  +  fdx)\. 


x0 


An  den  Grenzen  hängen  die  dx  von  den  iy  ab;  denn  wenn  der  Punkt 
{xy  y)  nur  gezwungen  ist,  die  Kurve  y  =  %  (x)  nicht  zu  verlassen,  so 
ist  nach  der  Variation  die  neue  Ordinate  y  +  dy}  vermehrt  um  die 
vom  Variieren  von  x  herrührende  Variation,  d.  h.  y'dx;  andererseits 
wird  dieselbe  Ordinate  dargestellt  durch  %(x  +  dx\  d.  h.  %{pc)-\-%(x)dx. 
Daraus  folgt  Sy  =  { %(x)  —  y  }  dx,  mithin 

<tyo  -  f  9>'Oo)  -  y0'}  <**<»      <tyi  -  {*'(*i)  -  Vi)  9*i- 

819«  Nehmen  wir  wieder  das  Problem  des  schnellsten  Abstiegs  Vor, 
indem  wir  voraussetzen,  daß  der  Ausgangs-  und  der  Endpunkt  nur  ge- 
zwungen sind,  sich  auf  gewissen  Kurven  y  =»  g>(x)  bezw.  y  =  1>(x)  zu  be- 
finden. Die  unbestimmte  Gleichung  ist  immer  dieselbe,  mithin  die  von 
dem  beweglichen  Punkte  beschriebene  Kurve  immer  eine  Cykloide.  Um 
die  Grenzengleichung  zu  bilden,  bemerke  man,  daß  wegen  y  (l  +  y'*)  ■=  2  a 

yji  y'dy 

t  =  ,  O  =  — -= 

y  Y** 

und  infolgedessen 
ist.     Also  hat  man 

(«+K-l1HVW}^=-(i+*VWI  #=, 

ü  y2a  ywla 

und  die  Grenzengleichung  zerlegt  sich  daher  in  die  Gleichungen 

1  +  *iV(«i)  =  0,     1  +  y0V(*o)  -  °- 

Diese  sagen  uns,  daß  die  Cykloide  die  beiden  gegebenen  Kurven 
unter  rechtem  Winkel  treffen  muß. 
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820.  Wir  wollen  zu  dem  Falle  zweier  oder  mehrerer  Funktionen 
f,  z,  . . .  von  x  übergehen,  und  es  sei  das  Integral 

Ü—ff(x,  y,  z,  t/,  z\  y",  z",  ...)dx 

zu  einem  Minimum  oder  Maximum  zu  machen.  Man  denke  sich  die 
Rechnungen  des  §  S16  wiederholt  und  nenne  V  und  t  die  mit'  die 
Funktion  0  bezüglichen  Größen  'P  und  e.     Es  ergibt  eich  dann 

ÖU=f(&dy  +  V9*)dx+  (*  +  r)J. 

Wenn  zwischen  y  und  z  keine  Beziehung  besteht,  so  hat  man  zwei 
unbestimmte  Gleichungen  statt  einer,  nämlich  0  — ■  0  und  ',P*=0. 
Soll  aber  eine  Relation  l''(x,y,z)  =  0  stattfinden,  so  sind  die  Varia- 
tionen von  y  und  z  nicht  unabhängig,  weil 

cy    "  T    dt 

ist.     Für  das  Verschwinden  von  9  U  wird  nur  erfordert,  daß  man  für 

alle  zwischen  x,  und  x,  enthaltenen  Werte  von  x  hat  4»/-=—  *-  'W-,-   ■ 
01  '  dy  >  d* 

821.  Es  sei  z.B.  auf  der  Flache  F^,y,«)«0  die  kürzest«  Ver- 
bindungslinie »wischen  zwei  Punkten  zu  bestimmen.  Es  handelt  sich  dar- 
um das  Integra!  It 

ü  —fVl  +  t/'  +  S*  dx 
zu  einem  Minimum  H  machen.     Hier  hat  man 

Wenn  mau  mit  s  den  Bogen  der  unbekannten  Kurve  bezeichnet  und  be- 
merkt, daß 


J_ dy 


ist,  so  sieht  man  (§  633),  daß  Q>  und  V  proportional  siud  zu  den  Kosinus 
fi,  v  der  Winkel,  welche  die  Hauptnormule  der  genannten  Kurve  mit  der 
y- Achse  und  der  /-Achse  bildet.  Andererseits  wissen  wir  (§659),  daß 
•  F/'<  y  und  rF/cz  proportional  sind  zu  den  analogen  Kosinus  9TL,  9V  der 
Flach onnonnale.  Es  würde  genügen,  i>  als  Integrations variable  anzunehmen, 
um    die    Proportionalität   von   i,  v    zu   £ ,  fTL   zu   beweisen.     Daraus  folgt 

sod&ß  die  kürzesten  Linien  so  beschaffen  sind,  daß  in  jedem  Punkt*  die 
Hiuipt  normale  mit  der  Flüchen  normale  zusammenfallt.  Sie  sind  also  (g  665) 
lodatischen  Linien. 

822.    Bei    andern    Fragen    wünscht   man,   daß    ein   Integral   ein 
Minimum  oder  Maximum    wird   nicht  für  alle   Fraktionen,   von  denen 
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der  Integrand  abhängt,  sondern  nur  für  diejenigen,  welche  ein  anderes 
Integral  V  konstant  erhalten.  Denkt  man  sich  die  Betrachtungen 
wiederholt,  welche  bei  der  Aufsuchung  der  Minima  und  der  Maxima 
der  Funktionen  von  mehreren  aneinander  gebundenen  Variablen  an- 
gestellt worden  sind,  so  gelangt  man  zu  dem  Schluß,  daß  man  nicht 
die  Variation  von  U,  sondern  vielmehr  die  von  U+  kV  gleich  Null 
setzen  muß,  wo  k  eine  passend  zu  bestimmende  Eonstante  ist. 

823«  Beispiele,  a)  Unter  den  Kurven  von  gegebener  Länge,  die 
den  Punkt  (x0,  y0)  mit  dem  Punkt  (a^,  yj  verbinden,  wollen  wir  uns  vor- 
nehmen eine  zu  finden,  für  welche  die  zwischen  der  Kurve,  der  x- Achse 
und  den  äußersten  Ordinaten  enthaltene  Fläche  ein  Minimum  oder  Maximum 
wird.  Es  handelt  sich  hier  darum,  zu  sehen,  welche  Funktion  y  unter 
denjenigen,  die  das  zweite  der  Integrale 

U=j*ydx,      V=fyi  +  y'*dx 

ungeändert  lassen,  das   erste  Integral  zu  einem  Minimum  oder  Maximum 

macht.  Setzt  man  f  =  y  +  X  |/l  +  y'*,  so  muß,  wie  wir  gesehen  haben 
(§«17,  b)  df  x 

f—v  *b  =  y  + 


konstant  bleiben,     b  heiße  diese  Konstante.     Alsdann  erhält   man  durch 
Auflösung  nach  y    und  Integration 

und  endlich  (x  —  a)*  +  (y  —  &)*  =  X9.  Die  Konstanten  a,  6,  X  bestimmen 
sich  durch  die  Bedingungen,  daß  die  Kurve  die  gegebenen  Punkte  ent- 
halten und  daß  V  den  vorgeschriebenen  konstanten  Wert  annehmen  muß. 
b)  Wir  wollen  unter  den  Kurven  von  gegebener  Länge,  die  von  M0 
nach  Mx  gehen,  eine  solche  suchen,  daß  der  Schwerpunkt  des  Bogens  M0Mt 
möglichst  weit  von  einer  gegebenen  Geraden  entfernt  ist.  Wählt  man 
diese  als  x- Achse,  so  muß  man  (§  773)  das  erste  der  Integrale 

durch  eine  Funktion  y  zu  einem  Maximum  machen,  die   unter  denjenigen 
gewählt  ist,  welche  das  zweite  Integral  einen  gegebenen  Wert  annehmen 

lassen.   Die  Funktion  /*,  welche  man  zu  betrachten  hat,  ist  f=*(y-\-X)Yl  +y'*, 
und  man  hat  df         y  +  X 

I  9 


ty'     i/i+y* 

Die  Integration  von  (y  +  X)/Yl  +y'*  =  Const.    fuhrt   zu   der  Gleichung 
einer  Kettenlinie. 

824.    Die  Frage  des  §  816,  die  in  §  820  auf  den  Fall  zweier 
oder  mehrerer  Funktionen  ausgedehnt  worden  ist,  läßt  sich  in  einer 
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andern  Richtung  verallgemeinern,  indem  man  Funktionen  von  zwei 
oder  mehreren  Veränderlichen  betrachtet.  Wir  beschränken  uns  auf 
den  einfachsten  Fall  und  betrachten  ein  Integral 


U  =fj  f(x,  y,  z,p7  q)dxdy, 


welches  sich  über  ein  gegebenes  Integrationsgebiet  erstreckt,  z  ist 
in  diesem  Gebiet  eine  unbekannte  Funktion  von  xy  y,  die  derart  be- 
stimmt werden  soll,  daß  der  Wert  von  U  ein  Minimum  oder  Maximum 
wird,  p  und  q  vertreten  wie  gewöhnlich  die  Symbole  cz/cx  und  dz/cy. 
Eine  infinitesimale  Variation  dz  bringt  bei  der  zu  integrierenden 
Funktion  die  Variation  hervor 

v-g" +  £*  +  ££**• 

Inzwischen  ist 

dp   *      dp    dx***  dp  dx  =  dx\dp     )       dxdp        } 

dq    y'dq     dy  ^  dq  dy  ™"  dy  \dq      )      dy  dq 
und  infolgedessen  hat  man,  wenn 

0>  =  ^  _  d   df_±df 
de       <Fx  dp       dy  dq 
gesetzt  wird, 

Der  zweite  Bestandteil  der  rechten  Seite  ist  immer  auf  eine  Summe 
von  zwei  einfachen  Integralen  reduzierbar,  in  denen  die  Werte  auf- 
treten, welche  dz  nur  auf  der  Begrenzung  des  Integrations- 
gebietes annimmt.  Denkt  man  sich  in  der  Tat  aus  der  Bedingung 
(vgl.  §731)  L(x,y)  ^  0,  die  das  genannte  Gebiet  definiert,  die  Un- 
gleichungen a(x)  <  y  <[  b(x)  hergeleitet,  und  gestatten  diese  nur  dann 
die  Existenz  von  y,  wenn  x  zwischen  a  und  ß  liegt,  so  hat  man 
offenbar  j 

a 

In  analoger  Weise  verfährt  man  bei  dem  andern  Integral.  Damit 
dU  verschwinde,  muß  in  allen  Punkten  des  gegebenen  Gebietes  <P  =  0 
sein.  Integriert  man  die  partielle  Differentialgleichung  0>  —  0,  so  er- 
gibt sich  der  allgemeine  Ausdruck  von  z\  und  die  willkürlichen 
Funktionen,  die  in  ihm  auftreten,  bestimmen  sich,  indem  man  auf- 
schreibt, daß  auch  der  andere  Teil  von  dU  verschwindet.  Insbesondere 
ist  diese  letzte  Bedingung  erfüllt,  wenn  die  Funktion  z  auf  der  Be- 
grenzung gegeben  ist,  weil  alsdann  in  jedem  Punkte  der  Begrenzung 
dz  -»  0  sein  muß. 
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825«  Es  sei  z.  B.  durch  eine  gegebene  geschlossene  Kurve  eine 
Fläche  zu  legen,  auf  welcher  die  Kurve  den  kleinstmöglichen  Flächeninhalt 

umgrenzt.     Es  handelt  sich  darum,  das  Integral    IJ  |/l+  P2  +  tf*  dxdy 

unter  den  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Bedingungen  zu 
einem  Minimum  zu  machen.     Im  vorliegenden  Falle  ist 

f=V     +  P  +Q  ,  ^^dx  yi+pi  +  2«  —  dy  Yi^p^+q*' 

und  es  muß  folglich  (§  686)  sein 

(1  +q*)r  -  2pqs  +  (l  +p*)t  =  0. 

Wir  sehen  auf  diese  Weise,  daß  die  durch  die  gegebene  Kurve  zu  legende 
Fläche  eine  von  denen  ist,  welche  wir  bereits  Minimal  flächen  genannt 
haben.  Und  gerade  auf  dieser  Eigenschaft  beruht  es,  daß  man  diese 
Flächen  als  Flüssigkeitslamellen  experimentell  realisieren1)  kann. 

1)  Vergleiche  die  schönen  „Recherches  expe*rimentales  et  the*oriques44  von 
Plateau  in  den  „Me*moires  in -4°  de  l'Academie  de  Belgique11  (1867,  p.  64) 
und  das  dritte  Kapitel  der  „Lecons  sur  la  capillarite*44  von  H.  Poincarä.  Siehe 
auch,  betreffs  einer  einfacheren  Realisierung  des  Katenoids  und  experimen- 
tellen Bestätigung  des  ersten  in  §  823  erhaltenen  Resultates,  eine  interessante 
Arbeit  von  Van  derMensbrugghe  „On  the  tension  of  liquid  films44  (Philo- 
sophical  Magazine,  1867). 


■*♦*■ 


Berichtigungen. 

S.      8,  Zeile  14  v.  unt.,  hinter  „Große  Determinanten11  hinzuzufügen  „oder  Maioren1*, 
10,     „     11  „    „        „      Minoren  „  v-ter  Ordnung. 

135,    „     11  ist  zu  lesen  (1  —  |log3)8  statt  (1  —  1^3)*. 
„  188,  Fußnote  „    „      „      Conferences        „     Conferences. 
„  196,  Zeile  24  rt     „      „      f(x")  >  N  (a)  -  e  statt  f(x")  <  p0  (a)  -  *. 

„  202,     „      17,  hinter  x  hinzuzufügen  ^  1. 

„  207,  „13       „      Oszillation  hinzuzufügen:  oder  Schwankung. 

„  234,  „       2,  ist  zu  lesen  „Un-44  statt  „17u-". 

„  264,  „16u.l6„    „       „       <pn(xj    „      <pn(x). 

„  306,  „        1     „    „       „       272  „      277. 

:!£;  ;;  2Ü1 ■  88*    -  88°- 

„  826,     „        7  v.  unt.,  ist  zu  lesen  378  statt  875. 

„  411,  Fußnote  „    „       „     Bd.  I  8.  289;  Bd.  II  S.  616. 

„  416,        „  „     „       „     Bd.  I  S.  218  u.  227. 

„  585  ist  in  der  Figur  rechts  zu  lesen  —  oo  statt  oo. 

,,  649,  Zeile  5  v.  unt.,  ist  zu  lesen  §  693  statt  §  694. 

:Z: :  5v.unt.l-  ••  -  *7os  -  §7°*- 

„  709,    „      7  „    „       „    „       „     nicht  größer  statt  kleiner. 

„  730,      „     18  „      „         „      „        „       »mfim  "       *nfin- 

„  798,    „    14  „    „    hinter  „Zweige44  hinzuzufügen:  (vgl.  §  699,  f). 
„  804,     „      4,  „       „infolgedessen"      „  (vgl    §  626,  f). 

„  840,    „    20,  „       „Schattengrenze41  „  (vgl.  §  661). 


Berichtigungen.  —  Bemerkungen. 

Zu  8.  98  |  149.  Beim  zweiten  der  in  diesem  Paragraphen  bewiesenen 
Sätze  ist  nicht  bloß  die  Voraussetzung  o,  >  0  gemacht,  sondern  es  wird  außer- 
dem noch  erfordert  lim  <t,  >  0  für  unendliches  n.  Die  Gleichung  (1)  bleibt  also 
unbewiesen')  im  Falle  lima„  =  0.  Um  diese  Lücke  auszufüllen,  würde  es  ge- 
nügen zu  zeigen,  daß  der  erste  Satz  (folglich  auch  der  zweite)  bestehen  bleibt, 
,  nach  unendlich  konvergiert,  übrigens  ist  leicht  zu  beweisen,  daß  all- 
gemeiner das  Theorem  des  §  111  bestehen  bleibt,  d.  h.  daß  folgendes  gilt: 

Wenn  K  bei  unendlich  zunehmendem  n  schließlich  beständig 
wachst,  und  wenn 

lim  bn  =  qo,     lim  £ j =  oo 


■  st,  so  konvergiert  auch  a»/b,  nach  Unendlich. 

Ist  in  der  Tat  I  beliebig  groß  vorgelegt,  und  hat  man  i-  deniit  fixiert,  daß 
für  n  >  v  a   —a      , 

ist,  so  findet  man  durch  die  Schlußweise  des  §  111 

Wühlt  man  also  n  genügend  groß  und  beachtet,  daß  das  zweite  Glied  auf 
der  rechten  Seite  der  letzten  Ungleichung  für  unendliches  n  nach  I  konvergiert, 
so  wird  man  schließlich  immer  haben 

j-^>f,     folglich  lim-=p  =  <x>- 

Zu  demselben  Schluß  gelangt  man  auch  durch  die  Bemerkung,  daß  a»  tohHettuh 
beständig  wuchst  und  nach  Unendlich  konvergiert.  Wendet  man  also  auf  1»  .■'«» 
das  Theorem  an,  so  findet  mau,  daß  dieses  Verhältnis  nach  Null  konvergiert  u  s.w. 
In  analoger  Weise  verallgemeinert  mau  das  Theorem  des  §  110. 

Zu  S.  782.  Die  Zeilen  5,  6,  7,  8  v.  unt.  sind  durch  folgendes  zn  ersetzen : 
Andererseits  ist  leicht  zu  beweisen,  daß 


o+t11+t+t+" 


Bemerkungen. 

Dtn  den  umständlichen  Ausdruck  „Bilden  der  Derivierten  einer  Funktion" 
■a  vermeiden,  hat  der  Übersetzer  sich  erlaubt,  das  italienische  „deriv&re"  kurz 
mit  „derivieren"  wiederzugeben. 

Wenn  auf  S.  261  ff   gesagt  wird,  eine  Reihe  konvergiere  in  einem  Intervall 
fo,  /J)  gleichmäßig  mit  Ausschluß  der   Grenzen,   so  ist  gemeint,    i 
jedem  Intervall  («',  (T),  welches  im  Innern  vod  (o,  ß)  liegt,  gleichmaßig  komergiert 

1)    Biese    Bemerkung    hat    ein    ehemaliger  Schüler    von    Herrn    l'e< 
Pr.  üustavo  Saunia,  gemm  bl 
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als  Invariante  64. 

Doppelintegral  725,  729.  Einfuhr, 
neuer  Veränderl.  731. 

Doppelpunkte  e.  eben.  Kurve  581. 
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Doppelreihen  168.  Clausensche Trans- 
formation  170      Beispiele  171     17T. 

Doppeitangenten  einer  eben.  Kurve 
687. 

noppelTerhitltnifi  SM.  favariaiu  bei 
linear.  Subst.  8Sö.  Gleichung,  welch. 
L 8 Doppel?,  v  tZahkn  genftgen  no. 


nhe.U 


vek tor  360. 

Einheitswurzeln  884. 

Elimination  368,103. 

Elliptische  Integrale  (1  , 2.,  a.  Gattung) 
764.  Vollständige  Int.  1.  u.  3.  Gatt. 
766.  Landensehe  Subst.  766.  Jedes 
eil  Int.  1.  Gatt,  ist  durch  ■■«■■'  Int. 
2.  Gutt.  ausdrückbar  787.  A.lditior,*- 
tbeorem  ffir  Int.  1.  Gatt.  836. 

Elliptische  Punkte  6,   flache  6-1(1. 

Blliptitcha  Tafeln  von  Legendre  768, 

Enveloppe   e.  eben.   Kurven- 
vou  Od'  Flächen  818,  von  oo'  Riehen 
SSO. 

Epi-  und  Hypoc vkloiden  56t,  Sie 
Rind  ihrer  Evolute  ähnlich  602. 

Eulersehe  Integrale  700,  776. 

Kulernche  Konstant-   ISO 

Eulersehe  Zahlen.  Ihre  erzeug.  Funkt. 
387.     Theorem  von  Sylvester  298. 

Evolute  u.  Evolventen  e.  eben.  Kurve 
698.  Krümmungsradius  der  Evulutc 
SOOi  Evoluten  u.  Evolventen  e  Rnim 
kurve  646. 

Exponentialf  unk  tiou, definiert  durch 
d.  Potenzreihc  313. 

Fibotiiirciuche   Reihe    l'.i 

SSSff     El,  -X.  Grades;  ihre  to- 
tale Krümmung  864 

Flächeninhalte,  ebene.   7*H. 

Flexion  e.  Raumkurve,  Flexions-  oder 
Krümmungsradius  613.  Geom.  Be- 
lfast dos  Zeichens  d.  Flexion  617 
Die  Geraden  sind  die  ein?..  Kurv,  mit 
Flei.  Null  Uli. 

Eolium  Cartesii  672,  681. 

Freue t sehe  Formeln  fflrd  Fundament al- 
trieder  e    Raunikurve  611. 

FreeneWche  Integrale  BOS, 

Funktionen  e  Verändert  i- 
u.  untere  Grenze  180,  Sati  v.  Weier- 
itraB  IM  EJirbeaUninillHiBKnnMB 
196.  Stetigkeit  106.  Dnatetagkeilea 
1.  B.  2.  Art  107.  HiUze  6b.  riet  Funkt, 
SOI— 208.  Funkt  v.  mehreren  Ver- 
ludert .  Stetigkeit 800.  Funkl.  e.  kom- 
plexen Verändert.  888. 

Funktionaldetorminanto  (Jacobi- 
I  et.)  608. 

Fiißi-iinktlnirve  SM,  K.iuhtruktiou  d. 
Ei  nitiMBiignfflirl  ran 

(lammafunktion.     DeflniÖi 


auch  286 1.     Formel  iv.  Weierstraß)  fflr 
t  ,  T(l  +  su)    180,    für    IVxJI'll 

Legendi«  Kr  /V  +  U  m 
B.  777,  Ei.rx.e'1  v.  Haube  701,  Formel 
zur  Berecbn.  v.  Pix)  781.     Diskussion 

d.  Gsjumafunkt.     261.       Tafeln     für 
l-.gr....,   776. 

GegeuluBpunktkurvc  BOB. 

Geudü tisch e  Krümmung  e.  Kurve  auf 

e.  Fläche  666,    verschwindet  bei  den 
geod.  Linien  667. 

Send  Linier,  c,  Fläche  642,  als  kür- 
zeste Linien  881.  Formeln  v.  Wein- 
garten 676.  Geod.  Lin.  e.  Kegela  631, 
e.  Rotationsfläche  670. 

Geod.  Torsion  e.  Kurve  auf  e.  Flach. 
GTS,  verschwindet  bei  den  Krümmungs- 
linien  673. 

Geschlecht  .:■.  algebr.  Kurve  587. 
Geeuhl.  Null  588. 


ide 


B  617. 


Kurven     siehe   Kurien;. 

G  leichungen,  algebraische,  876.  d'Alein- 
berte  Theorem  üb.  d.  Existenz  d.  Wur- 
zeln 877.  Gleich,  »-ten  Grades  hat  >. 
Würz.  881.  Kubische  Gleich.  163. 
Gleich.  1.  Grades  166.  Methoden  von 
Cayley  u.  Lagrange  zur  Auflös.  der 
Gleich.  «.,  3.,  4.  Grades  167,  480. 
Theorem  v  Itiilfini  vil.  die  AuflöV  der 
Gleich.  5.  Grades  484. 

Grenxe,    obere    n     untere,    8 

menge  113,  e.  Funkt  in  e.  Intervall 
169. 

Grenzwert   80      Fundament«] 
■    ■  Brie   08  —  102.     Belani 

111.       Gretizw.     v.    Funkten 

»  .<■   V.7.V. 

Grenaw.  e.  Zahlenmenge  112;  jede 
endl.  Menge  ».  nnendl.  viel.  Zahl  bat 
.  Qtennrert  116;  kleinster  11  größter 
Grenz  w    e    Zahlenmengo  116. 

Harmonische  Funktionen  88». 

Harm  Lage  f.  4  Punkten  d.  Zahlt-o- 
ebene  3f>6.  Konstruktion  d  1.  Punkte« 
368. 

Harm    Reibe  ISO. 

Häuptel  «Beute  c    Determinante  6. 

Hiiuptkrumniuugaradien  e.  Flache 
I  U  860. 

Hauptnormale  e    Raumkurve  808. 

Helikoid.  abwickelbare«,  889.  Helik. 
mit  Leitebene  820,  als  einzige  Minima]. 
rcgel  fläche  668. 

Heasoscbe  Funktion  e.gaiiB.  Funkt.  411. 
Ihre  Wurrelu  sind  imag.,  wenn  die  der 

ganz.    Punkt    reell    a    einfach  its. 

Geom.   Be>  nid    bei  c 

kubischen  416,  117.  bei  b,  biquadrat. 
Funkt     tlu. 
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Homogene  Funktionen  312.  Eulersches 
Theorem  313. 

Hyperbelfunktionen  (hyperbolischer 
Sinus,  Kosinus  u.  s.  w.)  345. 

Hyperbolische  Amplitude  346. 

Hyperbolische  Punkte  e.  Fläche  640. 

HyperffeometrischeKeihe865.  Gauß- 
sche  Differentialgleichung  856. 

lmplicitc  Funktion  517. 

Indikatrix,  Dupinsche  641. 

Infinitesimale  Größe  486.  Grenzwert 
d.  Qnot.  zweier  inf.  Größen  489. 

Integral  (unbestimmtes  u.  bestimmtes) 
683.  Andere  Definition  685.  Integrier- 
barkeitsbeding.  688 ;  Riemannsches  Kri- 
terium 695.     Doppelintegral  725. 

Integrale,  gewöhnl.  Differential  gleich. ; 
allgemeines,  partikuläres  823;  singu- 
läres  826. 

Integration  e.  Funktion  durch  Sub- 
stitution 704;  partielle  Integr.  714; 
Integr.  durch  Reih enent Wickelung  720. 
Vielfache  Integr.  725.  Integr.  rationaler 
Differentiale  744,  irrationaler  450,  bi- 
nomischer 757,  transcendenter  761, 
totaler  Differentiale  742. 

Interpolation  287.  Interpolierende 
Funktionen  288.  Formel  v.  Lagrange 
289,  v.  Newton  289,  873. 

Invarianten  e.  algebr.  Form  63.  Keine 
absolute  (folgl.  nur  eine  gewöhnl.) 
Inv.  haben  d.  quadr.  Formen  u.  d. 
binäre  kub.  Form  64.  Inv.  der  kub. 
u.  biquadr.  bin.  Form.  64,  65,  vgl.  auch 
(Geometrisches)  408.  Quadr.  Inv.  e. 
bin.  Form  gerad.  Grades  409.  Ortho- 
gonale Inv.  66.  Berechnung  d.  Inv. 
407,  Methode  v.  Halphen  421. 

Inverse  Funktion  einer  gegebenen  182. 
Satz  über  ihre  Deri vierte  212. 

Inversion  (Transf.  durch  reziproke 
Radien)  353. 

Inversionen  bei  e.  Permutation  1. 

Irrationalzahl.  Definition  durch  Zer- 
leg, aller  rat.  Zahlen  in  2  Klassen  80. 
Gleich,  Größer,  Kleiner  81.  Addit., 
Subtrakt.,  Multiplik ,  Division  84—88. 

Irreduzibilität  e.  quadrat.  Form  61. 

Isodynamische  Zentra  e.  Dreiecks 
357.  Beziehung  zur  Hesseschen  Funkt. 
416. 

Isolierte  Punkte  e.  Kurve. 

Jacobische  Determinante  (Funktional- 
det.)  506. 

Jaco bische  Funktion  e.  ganz.  Funkt. 
413.  Geom.  Bedeutung  bei  e.  kub. 
Funkt.  416,  bei  e.  biquadr.  419. 

Jaco  bische  Matrix  eines  Funktionen- 
systems. Bedeut.  für  d.  Unabhängigk. 
d.  Funktionen  625. 


Kanalflächen  (Tuben)  651. 

Kanonische  Darstellung  alg.  Formen 
67,  binärer  Form.  77. 

Kardioide  541,  als  Epicykloide  663, 
als  Kaustica  e.  Kreises  606.  Kon- 
struktion d.  Krümmungszentr.  551. 

Kaustica  e.  eben.  Kurve  in  Bez.  auf 
e.  Punkt  604. 

Katenoid  633,  einzige  Minimalrota- 
tionsfl.  662.  Seine  Asymptotenlinien 
681. 

Kegelschnitt.  Verschied.  Konstruk- 
tionen d.  Krümmungszentr.  655  ff. 

Kettenlinie    537.      Krümmungszentr., 

natürl.  Gleich.   569.     Vgl.  ferner  886. 

i  Kettenlinie     gleichen     Widerstandes 

537.  Krümmungszentr.,  natürl.  Gleich. 

659  u.  784. 

Klasse  e.  algebr.  Kurve  587. 

Klothoide  808. 

Kochleoide  540. 

Komplement,  insbes.  algebraisches, 
e.  Minors  i.  e.  Determinante  9. 

Komplexe  Zahlen  330.  Geom.  Deutung, 
trigonom.  Darstellung  331.  Addit., 
Subtrakt.,  Multiplik.,  Division,  geom. 
gedeutet  332  —  333;  Potenzierung, 
Formel  v.  Moivre  334. 

Konchoiden  e.  eb.  Kurve  541. 

Konjugierte  Minoren  e.  Determinante  9. 

Kontingenzwinkel  bei  e.  eben.  Kurve 
545,  bei  e.  Raumkurve  608. 

Kontinuante  18.  Zusammenh.  mit 
Kettenbrüchen  19.  Gliederzahl  e.  Kont. 
n-ter  Ordn.  20. 

Konvergenzkriterien  für  Reihen  133 
-144. 

Konvergenzradius  einer  Potenzreihe 
262,  341. 

Koordinaten,  krummlinige,  349. 

Kreisevolvente.     Natürl.  Gleich.  660. 

Kreisfunktionen,  definiert  durch  Po- 
tenzreihen 343. 

Krümmung,  Krümmungsradius,  Krüm- 
mungszentrum e.  eben.  Kurve  546. 
Formeln  für  d.  Krümmungsradius  649. 

Krümmung  (Flexion)  der  Kurven  auf  e. 
Fläche  654.  Theorem  v.  Meusnier  656. 
Theor.  v.  Euler  üb.  d.  Krümm,  d. 
Normalschnittes  668. 

Krümmung  e.  Fläche  i.  e.  Punkt,  mitt- 
lere 660,  totale  (Gaußsche)  662. 
Invarianz  der  tot.  Krümm,  bei  Bie- 
gungen 663.  Flächen  konst.  mittl. 
Krümm.;  Minimalfl.  661.  Fl.  konst. 
tot.  Krümm.  668. 

Krümmungen  e.  Raumkurve  (Flexion 
u.  Torsion)  613,  614. 

Krümmungslinieri  auf  e.  Fläche  642, 
668.    Formeln  v.  Rodrigue  670.    Satz 


üb.   Krüinmungsl.,   die   sphär.   Kurven 

sind  Ü70. 
Eummeis  Theorem  üb.  die  Konvergenz 

posit.  Reihen  ISO. 
Kurven,  ebene  530  ff,  gewundene  ßOGff. 
Lambertscbe   Reihe  175.     Anwendung 

der  Cl  au sen sehen  Trinsf.  1 76.    Asyrop- 

tot.  Auswertung  281. 
Lineare    Formen    45        Unabhängig- 

knt  49. 
Lineare  Gleichungen  u.  Systeme  v. 

solchen    38.      Oramersche    Regel    3U. 

Theorem  v,  Rouelic  41 
Lineare  Substitution  in  e.  komplex. 

Verändert,     Geometr.  Bedeutung  363. 

Doppelpunkte  366. 
Lineare  (homogene)  Transformation 

61.     Verhalten  d.  Determ.  e,  Systems 

lin.  Formen  bei  lin.  Trf  62.     Anwend. 

mehrerer    lin.    Trfn.    nacheinaud.    53. 

UrtbogonnleTrf,63;Herstellnngorthog. 

Trfn.  66.    Eulersche  Formeln  67. 
Logarithmen.     Berechnung  d.  natürt. 

Log.  151,  der  gemeinen  163. 
Logaritbmiacbe  Kurve  530.     Krüm- 

muugazentr.  561. 
Logaritbmiacbe  Reihe  123. 
Logarithmus   als   Funkt,   e.  komplex. 

Verändert.  348 
Logocyklika  57», 
Mac-Laurinsche  Reihe  266. 
Maioren  (große  Determinanten)   einer 

Matrix  6.  Multiplikation  der  Matrtees 
SO.  Theorem  v,  Binet  üb.  das  Produkt 
sweier  Matr.  21 ;  Minoren  du  l'rodukt- 
determ.  22.  Hauptminoren  im  Quadrat 
e.  Matr,  22 

Muxima  u.  Minium  (relat.  u,  absol.) 
22»;  bei  Punkt,  v.  mehrer.  Vcrilnderl. 
316,  stehe  auch  511. 

Mehrwertige  Funktionen  d.  Wurzeln 
e..alg.  Gleich.  403. 

MinimnlfliUben  061,887.  Scherkschi 
Minimaln.  844.  Siehe  auch  Helikoid 
mit  Leiteb.  u,  Kntenoid. 

Minoren  e.  Determinante  8,  Konju- 
gierte Min.,  Hauplmin.,  komplemen- 
täre Min.,  alg.  Komplement  u.  Minors  9. 
Rntwickelnng  der  Determ.  mich  Mi- 
noren 10. 

MittelwerUätze  (erster  u./weiter)6'JS. 

Modul  c.  komplex.  Zahl  332,  «.  Qua- 
ternion  360. 

Monotone  Funktionen  692. 

Nabelpunkte  e,   Flache  66», 

Normale   e.   eh    Kurve   MS,   ■■    i'l.nli. 


Ho 
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Fläche   656.      Ihr   Verschwind,   bei  d, 
Asymptoten  Knien  657, 

Oberflächen  bei  Rotationskörpern  799. 
Beliebige  Oberfl.  »10. 

Ordnung  e.  alg.  Kurv.'  587,  e.  Deter- 
minante 5. 

Orthogonale  Determinante  53.  Satz 
üb.  die  alg,  Koinplem.  ihrer  Elem   51. 

Orthog  Transformation  53  Eolendu 
Formeln  67;  ihre  geoiu.  Bedeutung  68. 

Osculation    hei    ebenen    Kurven    594. 
OrnUweadn    Kreis   SM;    die    Kurre 
durchsetzt  ihn  im  allg.  647;  wird  er 
ein  Max.  od.  Min.,  so  tritt  Supe: 
oscnlation  ein  6Wü. 

0 s c u  1  i c r v n d e  Flüchen  e  Rituinkur 
621.  Oscui.  Ebene  008, 622;  stationäre 
ose.  Ebene  023;  die  ose.  Ebene  wird 
im  allg.  v.  d.  Kurve  durchsetzt  617, 
Ausnahmen  620.  Uscul.  Kugel  818, 
623;  sie  wird  v.  d.  Kurve  im  allg 
durchsetzt  624 ;  auporoscul.  Kugel  626: 
Ort  der  Mittelpunkte  d.  ose.  Kugeli 
027. 

Oscnlierende  Geraden  e.  Fluche  640. 

OseulierenderKreiae.Raunikiirvc624. 

Parabolische  Punkte  o.  Fläche  640. 

Partialbrucbzerlegung  e.  rationalen 
Punkt  BSS 

Permanenz   der  Rechnnn 
(Prinzip)  S68. 

Per mutationen,  gerade  u,  ungerade,  1. 
Es   gibt    ebensoviel    gerade    wie   i 
gerade  3. 

P 1  ü c k ersehe  Formeln  (betr.  Singula- 
ritäten alg.  Kurven)  687. 

Polar  deveioppablee.R*umknrve653, 
D.  Evoluten  d.  Kurve  sind  auf  ihr 
geod.  Linien;  d.  Kflckkehrkunte  ist  der 
Ort  d.  Mittelp.  d.  ose    Kugeln  SM. 

Potenzreiben,   reelle,  261;   Kouver- 

Senzradius  262;  Theorem  v.  Cauchy- 
adamard  263;  Dcrivalion  o.  Potenzr. 
264;  Stetigkeit  27h,  281,  Potenzr  mit 
e.  komplexen  Verändert,  u.  komplex, 
Koeff.  340;  Konvergenzkreis  Sil;  Ein- 
deutigkeit d.  Potenzenl wickelung  Sil; 
Allel  üb.  das  Verhalten  am 
Konvergenzkreis  S42. 

Produkte,  unendliche,  177.  Bsfe  Um 
Konvergens  u  Nichtve räch  winden  179, 

Pseudosphäre  663  Asymptoten  linier. 
691. 

Pseudosymme  tri  sehe  Determinante 
33,  S6.  Sind  ihre  Hauptelem.  gleich  1, 
so  ist  sie  e.  Summe  v.  Quadraten  37 

Quadratische  Formen  58  Irreduzi- 
liilitiit  Sl.  Verhalten  d.  Diskriminante 
bei  Im  'IVauBform..  Bedeutung  ihre» 
Runge.  61        Reziproke    F- 
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gegebenen  59;  sie  ist  e.  Quadrat  e. 
lin.  Form,  wenn  die  gegeb.  Form  re- 
duzibel  ist  62.  Positive  quadr. 
Formen  75;  notw.  n.  hinr.  Bed.  da- 
für, daß  e.  quadr.  Form  pos.  ist  76. 

Quadratriz  540. 

Quadratwurzeln.  Ihre  Berechnung 
156. 

Quaternionen  357.  Skalarer  u.  vek- 
torieller  Teil  359.  Modul,  Versor, 
Achse,  Argument  e.  Quat.  Konjugierte 
Quat.  360.  Multiplikation  d.  Quat.  362, 
Division  364. 

Rang  e.  Matrix  8,  51. 

Rationale  Funktion  388.  Zerleg,  i. 
einf.  Brüche  389. 

Regel  flächen  (windschiefe  u.  abwickel- 
bare). Beding,  für  Abwickelbark.  643. 
Normalen  e.  windsch.  Regeln4,  längs  e. 
Erzeugenden  646.  Bestimm,  d.  Asymp- 
totenlin.  e.  windsch.  Regeln1,  hängt  v.  e. 
Riccatischen  Gleich,  ab  842. 

Reihen  (reelle),   konvergente,   diver- 

fsnte,  unbestimmte  118.  Allgemeines 
onvergenzkriterium  124.  Sätze  üb. 
konv.  Reih.  126—128.  Vergleichung 
d.  Reih,  mit  pos.  Gliedern,  stärkere 
u.  schwächere  Konv.  u.  Divergenz  130; 
zu  jeder  Reih,  gibt  es  eine  schwächer 
konv.  oder  stärk,  diverg.  131.  Spe- 
zielle Konvergenzkriterien  133 — 144. 
Umordnung  d.  Glied,  e.  Reihe  157; 
absolute  u.  einfache  Konverg.  u.  Diverg. 
158.  Abs.  konv.  Reih,  bewahr,  bei 
Umordn.  d.  Glied,  ihre  Summe  161. 
Addition  u.  Multiplikation  konv.  Reihen 
165. 

Reihen  mit  komplexen  Gliedern  336. 
Absolute  Konvergenz  337. 

Reihen  von  Funktionen  253.  Gleich- 
mäßige Konvergenz;  Beispiele  für  un- 
gleichen. Konv.  254.  D.  Summe  e. 
gleichmäß.  konv.  Reihe  stet.  Funkt. 
ist  stetig  258.  Satz  üb.  gliedweise 
Derivation  e.  Reihe  v.  Funkt.  259,  üb. 
gliedw.  Integration  720. 

Rektifizierende  Ebene  e.  Raumkurve 
608.  Ihre  Enveloppe  ist  d.  rekt. 
Developpable  654. 

Resultante  v.  zwei  ganz.  Funkt.  368. 
Eulers  Methode  zu  ihrer  Bildung  368, 
Sylvesters  Meth.  871,  Bezouts  Meth. 
372.  Die  Result.  ist  isobar  374;  An- 
wend.  auf  d.  Bestimm,  d.  Schnittp.  v. 
zwei  alg.  Kurven  375. 

Reziproke  Determinante  zu  e.  gegeben. 
27.  Satz  üb.  ihre  Minoren  28,  üb. 
deren  alg.  Komplem.  31. 

Reziproke  Form  zu  e.  gegeb.  quadrat. 
Form  59. 


Ribaucoursche  Kurven  558,  664. 

Riccatische  Differentialgleichung  828. 

Rollkurven  560. 

Rückkehrpunkt  (Spitze)  e.  eben.  Kurve 
581. 

Rückkehrtangente  e.  eben. Kurve 587. 

Ruf finische  Funktionen  e.  ganz.  Funkt. 
428. 

Schiefe  ymmetris  eh.  Determinante  83. 
Sie  verschwindet  bei  ungerad.  Ordn. 
34,  ist  bei  gerad.  Ordn.  das  Quadr. 
e.  ganz,  ration.  Ausdrucks  35. 

Schnecke  641. 

Schnittpunkte  v.  zwei  alg.  Kurven  875. 

Schraubenlinie,  zylindrische,  629; 
Konstanz  d.  Quot.  aus  beid.  Krüm- 
mungen 630.  Zirkulare  Sehr.  628; 
Konstanz  beid.  Krümmungen  629.  Ko- 
nische und  zylindro  -konische 
Sehr.  680. 

Schwerpunkte  850 ff.  Theorem  von 
Guldin  806. 

Singulare  Punkte  u.  Linien  auf  Flächen 
639. 

Singularitäten  eben.  Kurven  in  Punkt- 
koord.  575,  in  Tangentialkoord.  587. 

Sinusspiralen  542,  564.  Krümmungs- 
radius 553. 

Skalar  359. 

Sphärische  Kurven  626.  Ihre  Krüm- 
mungszentra  655. 

Sphär.  Torsion  e.  Raumkurve  628. 

Spirale,  archimedische  688,  als 
Fußpunktkurve  einer  Kreisevolv.  605. 
Hyperbolische  Spir.  639.  Loga- 
ritnmische  Spir.  537. 

Spitze  (Rückkehrpunkt)  e.  eben.  Kurve 
581. 

Stetigkeit  e.  Funkt,  v.  einer  Ver- 
änderl.  195,  gleichmäßige  207.  Stet, 
einer  Funkt,  v.  mehreren  Veränderl. 
309. 

Stirlingsche  Formel  166,301.   .' 

Striktionslinie  e.  Regelfläche  643. 

Subnormale  e.  eben.  Kurve  635.  Polar- 
subnorm. 636. 

Substitution  2,  gerade  u.  ungerade  4. 
Zerlegbark,  in  Cyklenj  zirkulär.  Subst.  2. 
Zerlegbark,  in  Transpositionen  3.  Zer- 
legbarkeit e.  ger.  Subst.  in  zirkuläre 
von  drei  Elem.  4. 

Subtangente  e.eben. Kurve 585.  Polar- 
subtang. 536. 

Summenformel  v.  Euler  298,  v.  Mac- 
Laurin  300. 

Superosculation  (siehe  Osculation). 

Symmetrische  Determinante  33. 

Symmetrische  Funktionen  396,  ele- 
mentare 397.  Formeln  v.  Girard  397 
u.  Waring  898.     Jede  ganze  avmm. 


894 


Sachregister. 


Funkt,  ist  e.  ganze  rat.  Funkt,  d. 
elem.  symm.  Funktionen  399. 

Tangente  e.  eben.  Kurve  633,  e.  algebr. 
Kurve  535.  Tang.  e.  Baum  kurve 
606;  Abstand  zwisch.  zwei  unendl. 
benachb.  Tangent.  (Theorem  v.  Bonne t) 
618. 

Tangenten  u.  Tangentialebene  e. 
Fläche  636. 

Taylor  sehe  Reihe  263,  606.  Sie  kann 
konverg.  sein,  ohne  die  Funkt,  darzu- 
stellen 267.  Bestausdruck  nach  La- 
grange u.  Cauchy  266.  Anwendungen 
auf  d.  numer.  Reihen  272  ff. 

Tensor  (Modul)  e.  Quaternion  360. 

Torsion,  Torsionsradius  e.  Raum- 
kurve  614.  D.  einz.  Kurven  mit  Torsion 
Null  sind  d.  Geraden  615.  Geom.  Be- 
deutung d.  Zeichens  d.  Tors.  617. 

Torfeionswinkel  608. 

Tr  ägh  e  i  t  sge  s  e  tz  d.  quadrat.  Formen  72. 

Trajektorien  e.KurvenBchari.d. Ebene 
888. 

Traktrix  602. 

Tran  Beenden  te  Funktionen  343. 

Transposition  (Vertausch ung  zweier 
Elem.)  2. 

Umbeschriebene  Kegel  u.  Zylinder  e. 
Flache  638. 

Unabhängigkeit  v.  Funktionen  525. 

Unbestimmtheitsgrenzen  e.  Funkt, 
rechts  u.  links  v.  e.  Stelle  195. 

Unicursale  Kurven  (Kurv.  v.  Geschl.  0) 
588. 

Unstetigkeiten  (1.  u.  2.  Art)  bei  Funk- 
tionen /Y.r)  2O0.  Einteil.  d.  unendl. 
oft  unstet.  Funktionen  in  punktiert 
u.  total  unstetige  202.  E.  stet,  Funkt, 
e.  unwtet.  Funkt,  kaun  wtet.  sein  203. 
E.  Summe  v.  unendl.  viel.  stet.  Funk- 
tionen braucht  niebt  stet,  zu  sein  203. 

Vaudermondesehc   Determinante    13. 

Variation  der  Konstanten  (Integra- 
tionsmeth.  bei  lin.  DitferentialgleiclO 
847. 

Variationsrechnung  879. 

Vektoren  359.     Addition  u.  Multiplik. 


361,  geom.  gedeutet  362.  Produkt 
dreier  Vektoren  366.  Hamiltons  Theo- 
rem üb.  d.  Drehung  e.  Vektors  um  e. 
Achse  366. 
!  Versor  e.  Quaternion  360.  Geometr. 
Deutung  d.  Multiplik.  v.  Vergoren  364. 

Vielfache  Punkte  e.  eben.  Kurve  579. 
Beziehung  zur  Hesseschen  Form  bei  e. 
algebr.  Kurve  582. 

Vi viani sehe  Kurve  787. 

Volumina  bei  Rotationskürperu  799. 
Beliebige  Vol.  815. 

Weierstraß  sehe  Funktion  (stetige 
Funkt,  ohne  Deriviertel  865. 

Wellenfläche  325,  663. 

Wendepunkte  e.  eben.  Kurve  575.  Be- 
ziehung zur  Hesseschen  Form  bei  e. 
algebr.  Kurve  577. 

Wendet angenten  o.  eben.  Kurve  6«7. 

Wurzeln  e.  algebr.  Gleichung  mit  reell. 
Koetf.  Satz  v.  Holle  425.  Kegel  von 
Descartes  üb.  d.  Anzahl  d.  posit. 
Würz.  425;  Satz  v.  Laguerre  üb.  d. 
Anz.  d.  Würz.,  die  groß,  sind  als  e. 
gegeb.  Zahl  428.      Satz  v.  Budan  üb. 

d.  Anz.  d.  Würz.  i.  e.  Intervall  429; 
Theorem  v.  Sturm  436;  notw.  u.  hinr. 
Bed.  für  d.  Realität  aller  Wurzeln  444. 
Gemeinsame  Würz.  v.  zwei  Gleichungen 
3S2;  ihre  Anzahl  3*6.  Vielfache  Würz, 
einer  Gleichung  886. 

Wronskischo  Determinante  314.  Ihr 
Verschwinden  als  notw.  u.  hinr.  Bed. 
für  lineare  Abhüngigk.  der  Funktionen 
315. 

Zirkulante  25. 

Zirkulare  Substitution  2. 

Zweihom  5X6. 

Zweiwertige   Funktionen   d.  Wurzeln 

e.  alg.  fileich.  ;i-tcn  GradeB  404.  Im 
Falle  n  >  4  hat  keine  andere  Funkt, 
e  zweiwert.  Potenz  405.  während  es 
für  >i  •-  4  noch  andere  Funktionen 
dieser  Art  gibt,  worauf  die  Auflüsbark. 
dieser  Gleichungen  durch  Wurzelzeich. 
beruht  406,  407. 
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